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§. 1. Linie biegunowe funkeyj goniometrycznych [Fig. 1-9]

Wzory:
(1). p = » sin @,
(2). P = » cos ¥,
(3). P = » sec ¥,
(4). P = » cosec ¢
[o) p = p tang @,

p = # cotang ¢
odniesione do ukladu spélrzf;dnych bzewunowych uwazajac p jako
promien wodzacy, ¢ jako kat biegunowy, za$ » jako ilosé stalg,
oznaczaja linie plaskie, ktore nazwiemy w ogolnosei: liniami bie-
gunrowemi  funkeyj goniometryesnych (2dyz kazdy ich promief
wodzgey P, prayjawszy stala o za jednostke, przedstawia fankeyg
gonmmetryczn@ odpomednlego kata blegunowego ), W szeze-
gbélnodei zas: liniq biegunowq wstaw, dostaw, siecnych, dosiecznych,

1) Diagram ten, w ukladzie zastosowanym do prakiycznego uiytku, podany
zostal w,Kalendarzu technicznym* na rok 1879, wydanym staraniem ,Towarzystwa
Politechnicznego' we Lwowie.

%) Qdnidslszy réwnania: y = sin v,y = tang z, . .... do ukladu osi
spolrzgdnyeh prostokqtnych (OX,0Y), otrzymamy krzywe funkcyj goniometryeznych,
mianowicie: Sinusoidg, Tangentoide . . . ., ktérych rzgdne y przedstawiajy odpo-
wiednie funkeye goniometryezne lukéw wyprostowanyeh =, odeigtych od O na osi
0X. Tnnego ksztaltn krzywe otrzymamy, gdy te same réwnanin odniesiemy do
ukladu spolrzpdnych biegunowych — i te dla odrbznienia nazywamy krzywemi (lub
ogdlniej: liniami) biegunowemi funkeyj goniometryesmych,
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styeznyeh Tub dolyemych '), wedlug tego czy jej analitycznem ro-
wnaniem biegunowem jest (1), (2), (3) . . lub (6).

Odnoszac powyzsze rownania (kazde z osobna) do ukladu
osi spélrzednych prostokatnych, ktérego poczatek schodzi sie
z biegunem a of odcietych z osig biegunowa, otrzymamy:

e ot 4 y* —ry = 0,10 B @ =+ Vye—y)

Qe W) @t 4 y* —re =0, b B y =+ Vya—y);

@ a=r¢r
(4)a y=r ;
— &
(5}a a) at _|_ @ Yy — 2 yl =0, lub B} Yy = im
(6)e @) y* 4 22 92 — #2 2® = 0, lub B o = _L.__,
+ Vri—y?

Roéwnania te wskazujg, ze:
1. Linia biegunowa wstaw (Fig. 1) jest kolém, ktorego srodek

lezy na osi rzednych w odleglodei +- % od poczatku i ktire jest

stycznem do osi odecietych,
2. Linia biegunowa dostaw (Fig. 2) jest kotem stycznem do osi

rzednych, ktorego srodek lezy na osi odeietych w odleglosei - %

od poezatkn,

3. Linia biegunowa siecanycl (Fig. 3) jest prosty, réwnolegla
do osi rzednych polozong w odleglodei -+ »,

4, Linie biegunowa dosiceanych (Fig. 4) jest prosta, réwno-
legla do osi odcietych, polozona w odlegloei -,

5. Linia biegunowa styeznyeh (Rig. 5) jestkrzywadgostopnia #),

1) Czyli: biegunowq Sinusoida, Sckantoidg, Tangentoidy . . . .
?) Nielctére wzory dotyczace linii biegunowej stycznych:
1. Réwnanie linii b, styeznych (jak wyiej):
wt 2yt — gyt = 0
2, Réwnanie hiegunowe (jak wyiej): p = r tang &;
3. Woglegdnosei migdzy =x,3 a p; @:

:L':pcosflf:rsi_ng | G Py
y:Psiﬂf‘?:‘y—EE_.__(E i g{P_r € .
¢08 CP { p=il/x,+.'/'

4. Kot e, ktory styezna A7 (Fig. 8) linii hiegunowej stycznych z osig od-
cigtych zawiera, oznaczy¢ sie daje z wrzorbw:

Lhapt— 2 B8z ity dng

de (r* — xu)’r'u cos? v

5. Réwnanie stycznej w punkeie (x, y) linii biegunowej styeznych, gdy (&, U]
84 jej wspélrzgdnemi bieigeemi:
(21— 2Y)a

s €=

(% — an)h

N—y=
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symetryczna do osi odeigtych i do osi rzednych; sklada sie¢ ona
z dwoeh do siebie przystajaeych ramion cigglych, idacyeh do nie-
skonczonosci, a stykajacyeh si¢ ze sobg 1 z osig odeietych w po-
czatku ukladu spolrzednych. Ku osi rzednych, ktora jest osia
podiuzng tej krzywej, ramiona jej zwricone sa swa wklestoscia.
Krzywa ta posiada dwie asymptoty, w odstepach +2 i —#, 10-
wnolegle do osi rzednych, Miedzy innemi charakteryzuje takowsa
wlasnosé, dotyezaca jej powierzehni, mianowicie: Powierzchnia P
(Fig. 7) ograniczona ta krzywa, jej asymptota i przedluzeniami
dwoch promieni wodzacych, nachylonych do siebie pod dowolnym
katem 7 jest rowna powierzehni odpowiadajacego temuz katowi
7 wyeinka kola, zakreslonego promieniem rownymodleglogeir, asym-
ptoty od osi podluznej; podzial wige tej powierzehni odbywa sie
promijeniami wodzacymi w tenze sam sposdb, jak kola jego pro-

(r o i-’—) x

. . 1 [dr e (L
6. Podstyczna BC = " BT Rk

T @r@" ]
_ " (L4 cos* ) sin® ¢
/1T —2sin¢ P +-sin® ¢’

8, Rownanie normalnej w punkeie (x, y) linii biegunowej stycznych:
(* — 2% 2

a
2

7. Styezna A =

| —y=— VS

10. Podnormalna BD =

— 2z
9. Normalna 4D = AC. tang & = .

(C - 3’):

. nar

:1'_' (2 r* — 2%) =

» s;il; ¥ (1 4 cos %g)

e

2%) K

cos ‘g

11. Kat ., jaki czyni styczna z promieniem wodzaeym, oznaczymy wedlug
WZOIN :
tang . = sin @ cos @,
12. Réwnanie hiegunowe stycznej w punkcie (p, ©) linii biegunowej stycz-
nyeh, gdy ((p), (%)) sa biezgcemi spélrzednemi :
(e e v sin 2P -
© sin @ (1 4= cos *@) cos (@) — cos G sin (§)'
13. Biegunowa styezna A7) = r tang @ V/T 4 sin g cos g ;
14, Biegunowa podstyczna 0T, = r sin g,

T

15. Biegmnowa normalna AN = 1 - sin 20, cos ¥g;

16, Biegnnowa podnormalna ON = 7 sec %,
17. Powierzehnia (Fig, 9):

' (D

1 7 sl (L

P = — p", d (? = —‘5‘
(.‘D 2 IS‘O 2 o

18, Powierzchnin (Fig. 7) . ... PT

F(wee-¢)
— are (tang = —f-)];

T'rzegl. Techn, Tom X. 11
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mieniami; cala za$ powierzchnia zawarta migdzy linig biegunowsq
stycznych a jej asymptotami, jest rdwng powierzchni = wzmian-
kowanego kola;

6. Linia biegunowa dotyeznyeh (Fig. 6.) vozni sie od linii biegu-
nowej stycznyeh tylko polozeniem.

§. 2. Wykreslenie i przyrzad do wykreSlania linij biegunowych
stycznych i dotyeznych [Fig. 10—14]. Poniewaz linia biegunowa
dotyezuych rozni si¢ tylko poloZeniem od takiejze linii stycznych
a zas ksztaltem 1 inmemi wlasnodciami zbiega sie z ta ostatnin,
przeto uwzglednimy tu tylko linig biegunowg stycznych, latwo
bowiem zdania tyczgce si¢ takowej odniesé do pierwszej.

7 mozebnych wykresleii linii biegunowej stycznych poda-
jemy dwa najprostsze, z ktorych pierwsze wyplywa bezposrednio
7 pojecia stycznej goniometryeznej, na drugiem za$ polega wurzi-
dzenie przyrzgdu do wykreslania tej krzywej,

Tykreslenie  Isze. (Fig. 10.) Asymptota MN, przedluzony
do takowej promien wodzgey ON i 08 biegunowa OX tworzy
trojkat prostokatny, w ktérym bok MN, przeciwlegly katowi bie-
gunowemu ¢, jest réwny dlugosei promienia wodzgcéego P, gdyz
MN = » tang ¢ = P = 04; odcinek wiec asymptoty, zawarty
migdzy osig biegunowa a promieniem wodzgcym, przeniesiony odl
bieguna na promien wodzgey, wykresla punkt 4 linii biegunowej
stycznych. :

Wykreslenie 2gie. (Fig. 11.) Wierzcholek A kata prostego
BAC opisze linig biegunowa stycznych, gdy punkt B, znajdujgcy
sie na ramieniu tegoz kata, w odleglosci stalej » od wierzcholka,
tak prowadzimy wzdluz prostej OY, aby rami¢ drugie przechodzilo
przez staly punkt O tejze prostej. Z Fig. 11 mamy bowiem
< ABO = < A0OX = ¢, skad w ftrojkacie prostokatnym 4B0O
- A0 = r tang ¢ = ¢, punkt wiec 4 nalezy do linii bieguno-
wej stycznych. To wykreslenie linii biegunowej stycznych
fatwo daje sie wykonaé wykrawkiem papieru AB7" lub trojkatem
(ekierkg), przyczem wmozna oznaczyé dowolna ilosé punktow tej
krzywej.

Przyrzad do wykreslania linii biegunowej styeanych. Wykresle-
nie 2gie stanowi zasade urzadzenia przyrzadu do wykrelania linii
biegunowej stycznyeh, ktorego szkice podajewy na Fig. 12, 13,1 14.

Ryleem «a tegoz przyrzadu daje sie, w granicach skonczo-
no$ei, nakreslic jednem pociggnigeiem ramig SOS linii biegunowej
styeznych, dla dowolnej stalej .

Przyrzad sklada sig z dwoeh glownyceh czesei: 1) nieruchomej,
ktorg jest trcon osiowy A4y wsparty na dwoeh slupkach B i B
2) ruchomej, ktora stanowi krzys, utworzony polgczeniem nieru-
chomem i nieodtgeznem, pod katem prostym, &rzonuwodsqcego Ty Ty
# trzonem pordwnawezym DDi. W polgezeniu trzondw krzyza znaj-
duje si¢ rylec «, odpowiedniq sprezynka podezas wykreslania,
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przyciskac sig dajacy do tablicy rysunkowej 7. Koice trzonow
krzyza spoczywaja na kolkach & & A,

Krzyz laczy si¢ z trzonem osiowym ruchomo i odlgceznie za
posrednictwem we:la osiowego ppy 1 wezla biegunowego ps.

Wezel osiowy sklada sig z dwoch obraczek kulistyeh (spod-
niej p1 1 wierzehniej p), polaczonych ze soba ruchomo i odlgeznie
czopkiem, osadzonym pionowo w spodniej obraczce a wehodzacym
w toze wierzehniej obraczki. Obraezka wierzelinia obejmuje trzon
osiowy tak, ze tenze w niej wolno moze si¢ przesuwac, za$ obraczka
spodnia, obejmujac trzon poréwnaweczy, moze byé Srubkey s przy-
mocowang do takowego, a to w jego dowolnym punkeie b. Odstep
punktu b od rylea «, przedstawia staly » linii biegunowej styez-
nych, od takowej zas zawisle sg wymiary tejze krzywej (réznym
» odpowiadajg podobne linie biegunowe stycznych). Dla oznacze-
nia wzmiankowanego odstepu umieszezong jest na trzonie poréw-
nawezym podzialka milimetrowa.

Wezel biegunowy polaczony jest ruchomo za pomocg przy-
mocowanego don czopka pionowego O z frzonem osiowym, w kto-
rym znajduje sie loze tegoz czopka. Wezel ten, ksztaltu kulistego,
posiada uspodu zlobek o przekroju w ksztalcie jaskolezego ogona;
w ten zlobek wehodzi odpowiedniego ksztaltu trzon wodzacy,
laezgey sig ponizej wezla z trzonem pordéwnawezym.

. W skutku takiego urzadzenia, przesuwa sie trzon wodzgcy
przez staly punkf nieruchomego trzona osiowego i obraca jedno-
czesnie okolo takowego, — zag trzon poréownawezy, prowadzony
swym punktem dowolnym wzdluz trzona osiowego, podezas ruchu,
obraca sig okolo tegoz punkfu tak, jak tego wykreslenie 2gie
wymaga. Wszystkie trzony opatrzone sa przedluznikami, ktore
po zalozeniu przymocowywa sie ukrytemi srubkami. Po odjecin
takowych latwo rozebraé¢ mozna caly przyrzad. Polgczenie trzona
osiowego 41 4 ze slupkami B 1 B: i uksztaltowanie tychze slup-
kéw mozna wykona¢ w sposob uwidoczniony na Fig. 12 a.

Blizsze szczegbly jakotez sposoby postepowania przy wy-
kreslaniu, jako latwe do uzupelnienia, pomijamy.

. 3. Diagram goniometryczny. [Fig. 15—16]. Przyjawszy
wedlug §. 1 stalg » = 1, to promienie wodzgce ¢ linij bieguno-
wych fankeyj goniometrycznych, przedstawia funkcye goniometry-
czne (wstawe, dostawe itd.) odpowiadajacych im katow bieguno-
wych ¢, gdyz wzory (1), (2) .. .. (6) przybieraja przy » = I,
ksztalt: 1) p =sin 9, 2) P =008 ¢, 3) P=58C P, v v .. ..

Zestawiwszy wszystkie linie biegunowe funkeyj goniometry-
cznych dla spolnego bieguna O i spoélnej osi biegunowej O.A"
jak na Fig. 15, otrzymamy diagram goniometryczny, ktory opa-
trzony podzialka katowa i podzialka linijna, uzy¢ mozemy w za-
stepstwie lub w braku tablic goniometrycznyelh, szczegdlnie w tym
razie, kiedy wystarcza nam dokladnosé, jakg diagram w ogélnosci
moze przedstawié. W szczegélnosei przyjawszy np. jak na Kig. 16,
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jednostke » = 100"", dokladnos¢ funkeyj goniometrycznych. ozna-
‘czyé sie dajacych z diagramu, siega do trzeciej dziesigtnej, gdy
wolnem okiem odezytujac, zwykly podzialka milimetrows te funcye
wymierzamy, — co wystareza w wielu wypadkach, a zwlaszeza
w rachunkach przyblizonych; przytem katy moga by¢ na 10
a nawet mniej minut dokladnie odczytane, obrawszy za kolo po-
dzialowe, kolo zakreslone z bieguna promieniem réwnym jednosei.
Ze dokladno$cia wykreslenia, delikatnoscia linij konstrukeyjnych,
powigkszeniem jednostki a szczegdlnie srodkami optycznymi, gra-
nice dokladnodei w odezytaniu diagramu powi¢kszyé mozemy, nie
potrzeba zdaje sig tlumaczyc.

Dla uzupelnienia diagramu, li tylko ze wzgledu na dogo-
dne jego uzycie, mozemy takze wykreslié, na I'ig. 15. wykrop-
kowane kola i proste, dla ujemnych wstaw, dostaw, siecznych
i dosiecznych, chociaz §ci¢le rzecz biorac jest to zbytecznem, zwla-
szeza, 76 zwrot kierunku promienia wodzgcego odpowiadajacego
pewnemu katowi, jest znamieniem ujemmnosci jego funkeyi gonio-
metrycznej.

Na Fig. 16. przedstawionym jest diagram goniometryeczny
dla katéw od 0 do 90 stopni. Jego dokiadnos¢ latwo skontrolo-
waé i oceni¢ na podstawie wyrytyeh podziatek. Dla dokladnogci
i ulatwienia w odezytaniu, nrzgdzamy podziatke¢ stopni na minuty
poprzecznie. Zalaczona poprzeczng podzialke linijng stosujemy,
poslugujac sie zwyklym linialem (bez podzialki) i cyrklem. Jed-
nostka diagramu jest zarazem jednostks tejze podzialki.

Gdy nzywamy linialn przenosnego, na ktorego krawedzi
nakreslong jest podzialka diagramu, to po przyloZenin takowej (4B
na Fig. 15 i 16), jej punktem zerowym do bieguna O, zas wzgle-
dem osi biegunowej OX pod katem danym ¢, mozemy w punktach
przeciecia krawedzi linialu z liniami biegunowemi funkeyj gonio-
metrycznych, odezytaé odrvazn (na tejze podzialce) wielkodei
liczebne wszystkich funkeyj goniometrycznych danego kata ¢.
Odw‘rjzi;;tne dziatanie odbywa sie, w réwniez prosty a zrozumialy
sposéb.

Zestawienie wszystkich linij biegunowych funkeyj goniome-
trycznych w jeden diagram, dozwala poréwnaé, wybra¢ i wpro-
wadzic w rachunek tg wlasnie funkeya goniometryczna, ktora
dany kgt najdokladniej oznaczy¢ jest w stanie, a ktora takze
z Qiagramu stosunkowo najdokiadniej oznaczyé si¢ daje. Po przy-
lozeniu bowiem linjalu pod kgtem danym wzgledem osi biegunowej,
na pierwszy rzut oka mozna spostrzedz, ktore z linij bieguno-
wych funkeyj goniometrycznych wiecej lub muiej skoénie zkrawe-
dzig linialn sie przecinajg, jakotez o ile malej zmianie danego
kata, odpowiada mala lub wieksza zmiana tej lub owej funkeyi
goniometrycznej. Uwidocznione na Fig. 15 116 linie konstrukeyjne
1 oznaczenia liczelne dotyczace punktow przecigeia poszezegdlnych
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biegunowych funkeyj goniomelryeznych, oznaczonych wyrazami:
sinus, cosinus, itd., sq latwo zrozumiale.

Mozemy na podstawie Fig. 16 oznaczyé odpowiadajace np.
katowi 33" funkeye goniometryczne, mianowicie:

Ouw = gin (359 = 0,574,

Ob = tang (350) = 0,700,
Oc = cos (85%) = 0,819,
Od = sec (36Y) = 1,221,
Oe = cotang(3h°) = 1,428,
OfF = cosec (350) = 1,743,

Latwosé  Srodkdw  wykreslajacych, prostota w ukladzie
a szezegolniej W uzyein stanowiy glowne zalety opisanego dia-
“gramu; nalezy on do kategoryi tablic wykreslnych, ktore wy-
ryte ua plytach metalowych lub szklannyeh, kazdemu prakty-
cznemu technikowi przydaé si¢ mogg.



