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I. Wstęp

W ostatnich latach obserwujemy wielki rozwój termosprężystości. Rozwój 'ten
wynika z zapotrzebowania techniki i podsycany jest głównie rozwojem technik
lotniczej i rakietowej, postępem w dziedzinie maszyn i inżynierii chemicznej, zwłasz-
cza jądrowej.

W pierwszym dziesięcioleciu po drugiej wojnie światowej rozwijano głównie
klasyczną teorię naprężeń cieplnych w odniesieniu do nieustalonych przebiegów
cieplnych. U podstaw teorii naprężeń cieplnych stoją założenia klasycznej teorii
sprężystości oraz założenia niezmienności stałych materiałowych, ich niezależności
od temperatury.

Powyższe założenia zwężają oczywiście przydatność rozwiązań do określonych
przedziałów temperatury.

W ostatnich latach na plan pierwszy wysuwają się zagadnienia sprzężenia pola
temperatury z polem deformacji, dalej zagadnienia naprężeń cieplnych w ciałach
anizotropowych i niejednorodnych.

Pierwsze z poruszonych zagadnień ma głównie charakter poznawczy. Zagadnie-
nie naprężeń cieplnych w ciałach anizotropowych nabiera już poważniejszego
znaczenia praktycznego ze względu na coraz szersze stosowanie materiałów o struk-
turze anizotropowej, makroskopowej do budowy maszyn i konstrukcji lotniczych.

Coraz szerzej rozwijają się badania naprężeń cieplnych ustalonych przy pod-
wyższonych temperaturach. W tym przypadku temperatura wywołuje niejednorod-
ność materiału. Współczynniki materiałowe stają się funkcjanji temperatury, a tym
samym przy ustalonym przepływie funkcjami miejsca.

W poniższym opracowaniu nie poruszamy zagadnienia naprężeń cieplnych
w ciałach geometrycznie nieliniowych.

Niniejszy artykuł przeglądowy ma za zadanie przedstawić osiągnięcia uzyskane
w kilku wyżej wymienionych kierunkach i tam, gdzie to autorowi wydaje się możliwe,
uwypuklić narastające tendencje rozwojowe badań.

2. Sprzężenie pola temperatury i pola deformacji

Pole temperatury w ciele stałym związane jest z deformacją tego ciała. Zmiana
ilości ciepła w elemencie objętościowym wywołuje stan odkształcenia i naprężenia;
odwrotnie, pole odkształceń wywołane czynnikami mechanicznymi powoduje
powstanie w ciele pola temperatury. Część energii mechanicznej, wywołana od-
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kształceniami ciała, zmienia się w ciepło; mamy do czynienia z termosprężystą
dysypacją energii w ciele stałym. Sprzężenie pola temperatury i pola deformacji
zezwala na ściślejsze ujęcie zagadnień elastokinetyki; umożliwia wyznaczenie pola
temperatury wywołanego obciążeniami zmiennymi w czasie.

Sprzężenie to postulowane było już przez J. DUHAMELA, [1], a rozszerzone rów-
nanie przewodnictwa cieplnego, uwzględniające wyraz deformacyjny, wyprowadzo-
ne zostało przez W.VOIGTA, [2], oraz H. JEFFREYSA, [3], a ostatnio na bazie termody-
namiki procesów nieodwracalnych przez M; A. BIOTA, [4]. Bardziej szczegółowe
i ogólne wyprowadzenie równania przewodnictwa cieplnego znajdą czytelnicy
w pracach K. ZOLLERA, [5], i H. PARKUSA, [6]. Twierdzenie o jednoznaczności roz-
wiązania uogólnionego równania przewodnictwa cieplnego podał J. H. WEINBR, [7].

Zlinearyzowane równanie przewodnictwa cieplnego przy założeniu, że wzrost
temperatury w stosunku do stanu naturalnego jest niewielki, ma postać

(2.1) T,kk f '

W powyższym wzorze T = T* — To, przy czym T* jest temperaturą bezwzględną,
a stan T = 0 przyjęty jest za stan początkowy, w którym w ciele nie ma ani naprężeń,
ani' odkształceń. Inne symbole mają następujące znaczenie: x = Xjcq (gdzie 1 jest
współczynnikiem przewodnictwa cieplnego, c ciepłem właściwym, a Q gęstością);
Q = W/QC (gdzie W jest ilością ciepła wytworzoną w elemencie jednostkowym
objętościowym i w jednostce czasu); 7] — yTojJ (gdzie y = (3X+2/i) at = 3Kat,
przy czym K jest modułem ściśliwości, a at jest współczynnikiem liniowej rozsze-
rzalności cieplnej); wreszcie eick jest dylatacją, a f = dtT, e « — dt est (gdzie
dt = d/d/).

Dołączając do równania (2.1) równania przemieszczeniowe teorii sprężystości

(2.2) iWWł.j*+Ca-|-/M)vjc,ki+Fi—yT,i -- QUU i = 1, 2, 3,

mamy komplet równań sprzężonego pola mechano-termicznego. W równaniach
(2.2) u jest wektorem przemieszczenia, F wektorem sił masowych, a /i, I stałymi
izotermicznymi Lamego.

Przedstawmy równanie (2.1) i (2.2) w postaci wektorowej

(2.3) A2 T T— «divu = — — ,

(2.4) fiA2 U-(-(^_)-A() g r a d d i v u + F — y grad T = QU

i wykonajmy dekompozycję przemieszczenia i siły masowej na część potencjalną
i wirową:

(2.5) u = grad 0+rot<J>, F = Q (grad # + r o t x).
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! Podstawiając (2.5) do (2.3) i (2.4) otrzymamy po eliminacji temperatury następu-
jący układ równań:

/
(2.6) ^ -

1 - 1
(2.7) V2q, _ ^ = _ X ł e = m v .

Tutaj ć\ = {X-\-2H)IQ, C\ = H\Q, gdzie c\ jest prędkością rozprzestrzeniania się fali
sprężystej podłużnej, a ci fali poprzecznej. Temperatura T związana jest z funkcją 0
zależnością

1 / 1
(2.8) T

Z równań (2.6) i (2.7) wnioskujemy, że przy x = 0 wystąpią w przestrzeni sprę-
żystej jedynie fale podłużne. Jeśli natomiast brak źródeł ciepła oraz części po-
tencjalnej sił masowych (Q=0 i $=0), to w przestrzeni nieograniczonej powstaną
jedynie fale poprzeczne nie wywołujące jednak [ze względu na (2.8), w którym
•& = 0, 0 = 0] sprzężonego z polem deformacji pola temperatury. W ciele sprę-
żystym ograniczonym powstaną oczywiście tak fale podłużne jak i poprzeczne.

Przedstawiona tu droga przekształcania układu równań (2.3) i (2.4) na układy
prostych równań drogą dekompozycji wektora przemieszczenia i sił masowych
nie jest drogą jedyną. I tak np. S. KALISKI, [8], podał układ funkcji przemieszcze-
niowych rozwiązujących układ (2.3) i (2.4) i stanowiących rozszerzenie funkcji
Galerkina na zagadnienie termosprężystosci. Analogicznie J. S. PODSTRIGACZ, [9],
rozszerzył funkcję PAPKOWICZA-NEUBĘRA na rozpatrywane tu zagadnienie.
W. NOWACKI, [10], podał drogę rozwiązania płaskich dynamicznych zagadnień
termosprężystosci przy użyciu trzech funkcji, które dla zagadnienia statycznego
sprowadzają się do jednej funkcji, funkcji Airy'ego.

W przypadku wolnych zmian temperatury i sił masowych w czasie pominąć
można w równaniach (2.4) wyrazy inercyjne i traktować zagadnienie jako quasi-
statyczne. W przypadku ciała nieograniczonego przy założeniu, że m = &tu rów-
nania (2.3) i (2.4) redukują się do dwu

1 . . Q
(2.9) V2 T T — »?V2 $ = — ,

(2.10) W20

Eliminując z powyższych równań funkcję 0 otrzymamy

i . Q l l , _
(2.11) V2T T = , — = — + e.
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Otrzymaliśmy tu dla temperatury równanie o takiej samej budowie jak dla zagad-
nienia niesprzężonego. Zamiast wielkości x mamy tu JCJ = x/(l+ex). Spostrzeże-
nie to zostało podane przez H. ZOR3K.IEGO, [11].

Dotychczas rozwiązano stosunkowo mało problemów tak płaskich jak i prze-
strzennych. Wynika to z wielkich trudności natury matematycznej zagadnienia.
Omówimy je po kolei, grupując odpowiednio.

H. DERESIEWICZ, [12], oraz P. CHADWICK. i I .N. SNEDDON zajęli się rozchodze-
niem fal harmonicznych płaskich, [13], w przestrzeni nieograniczonej. W zagadnieniu
tym prędkość fazowa c fali płaskiej dana jest za pomocą wzoru

co

a współczynnik rozproszenia •&

(2.13) # = Re(/c),

gdzie w jett częstotliwością drgań harmonicznych.

Wielkość k spełniać powinna równanie

(2.14) k4+kZ[ol — q(l + e)] — a* q = 0,

gdzie

ia> co2
q = — , a2 = —2-, e = r\nm.

x c

Pierwiastkami równania (2.14) są liczby ±k\, ±k2, gdzie

(2.15) k2
l>2 - -+[—X2+a(l+8)±ó], A = {A2[A2-(l+E)2]+2/A3(l_ f i)}i'2.

Symbol X — a>/a>* oznacza wielkość bezwymiarową, a co* = C\\K jest wielkością
charakterystyczną dla ośrodka termosprężystego. Pierwiastek k\ odpowiada fali
dyfuzyjnej cieplnej, /c2 fali sprężystej.

Z dyskusji pierwiastków równań (2.15) wynika, że współczynnik rozproszenia d
jest funkcją rosnącą częstotliwości w, zmieniającą się jak co2 przy niskich częstotli-
wościach i dążąca asymptotycznie do wartości # M = (e/2) (w*/ci), gdy co -> oo.
Dla niskich częstotliwości c * (l+e/2) c\, dla wysokich (A s> 1) c « c\. Dla X -*• 1
(o> —>- co*) wielkość ^ i c ulegają nader szybkim zmianom. Częstotliwość co w wystę-
pujących w przyrodzie drganiach mechanicznych jest ograniczona od góry częstotli-
wością coc wynikającą z widma Debeya, [14], przy czym coc — 2nc\ (3Q/4nMVli,
gdzie M jest masą atomu materiału tworzącego ośrodek. Dla wszystkich metali
co* < coc Wielkość co* jest znacznie większa od częstotliwości otrzymanych ekspery-
mentalnie przy stosowaniu drgań ultradźwiękowych.

Zagadnienie piopagacji naprężeń termicznych w prętach metalowych, wywoła-
nych bądź wzbudzeniem termicznym, bądź mechanicznym, zostało rozpatrzone
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przez T. A. SNKDDONA, [15]. Podał on również rozwiązanie przybliżone, oparte
na metodzie perturbacji. Inną drogę rozwiązania dla pręta półnieskończonego,
dogodną w przypadku jednorodnych warunków brzegowych ale niejednorodnych
warunków początkowych, podał J. IGNACZAK, [16].

Zagadnieniem propagacji fal powierzchniowych Rayleigha w ośrodku termo-
spręźystym przy swobodnej wymianie cieplnej w płaszczyźnie ograniczającej pół-
przestrzeń sprężystą zajął się F. J. LOCKETT, [17], zagadnieniem propagacji fal
termosprężystych harmonicznych w warstwie sprężystej zajmowali się W. NOWACKI
i M. SOKOŁOWSKI, [18].

Fale harmoniczne padłuąne, rozprzestrzeniające .się w walcach pełnych i wy-
drążonych przy uwzględnienTiTlirekrdw' termosprężystych stały się przedmiotem
pracy F. J. LOCKETTA, [19]. J. IGNACZAK i W. NOWACKI, [20] i [21], zajęli się zagad-
nieniem drgań wymuszonych periodycznych w walcach o przekroju prostokątnym,
wywołanych ich ogrzaniem oraz drganiami wymuszonymi płyt średniej grubości.

Działanie źródeł ciepła w przestrzeni nieograniczonej termosprężystej stało się
przedmiotem szeregu prac. I tak np. H. ZORSKI, [22], zajął się zagadnieniem działa-
nia chwilowego i skupionego źródła ciepła, stosując dla tego zagadnienia cechu-
jącego się symetrią sferyczną transformację Laplace'a. G. E'^SON i I. N. SNEDDON,
[23], oraz F. J. LOCKETT i I. N. SNEDDON, [24], podali ogólne rozwiązanie zagad-
nienia propagacji naprężeń przy założeniu dowolnego rozkhdu źródeł ciepła tak
w przestrzeni jak i w czasie. Zastosowano tu technikę Fouriera, poczwórną transfor-
mację wykładniczą.

W. NOWACKI, [25]. przedstawił szereg rozwiązań w postaci skończonej dla har-
monicznie zmieniających się w czasie źródeł ciepła.

Zagadnienie propagacji naprężeń w półprzestrzeni termosprężystej, ogrzanej
na powierzchni lub pobudzonej do drgań siłami mechanicznymi, ma już obszerną
literaturę. Tak więc zagadnienie nierównomiernego ogrzania płaszczyzny ograni-
czającej półprzestrzeń termosprężystą i przy użyciu techniki transformacji wy-
kładniczej Fouriera zostało omówione w wymienionej wyżej pracy ' G. EASONA
i I. N. SNEDDONA, [23]. Rozszerzone na półprzestrzeń termosprężystą zagadnienie
Lamba, tak osiowo symetryczne jak i płaskie, zostało opracowane przez W. NOWAC-
KJEGO, [25]. Dodać jednak należy, że uzyskane tu ogólne rozwiązania mają w dużej
mierze charakter rozwiązań formalnych; na tym etapie nie udało się nawet dla
najprostszych przypadków uzyskać wyników w postaci zamkniętej przy użyciu
znanych funkcji; przeważnie wyniki przedstawiono w Dostaci całek niewłaściwych.

Zanotować tu należy kilka prac odnoszących się do przybliżonego rozwiązania
zagadnienia półprzestrzeni termosprężystej. Tak więc LESSEN, [26]. oraz HETNARSKI,
[27], podali rozwiązanie rozszerzonego na ośrodek lepko-sprężysty problemu

1 W pracy tej rozwiązanie składa się z dwu części, z całki szczególnej i rozwiązania ogólnego
tak dobranego, aby na brzegu półprzestrzeni spełnione zostały wszelkie warunki brzegowe. O ile
całka szczególna dotyczy ośrodka termosprężystego, to rozwiązanie ogólne odnosi się do ośrodka
sprężystego (e = 0). Pełne rozwiązanie znajdzie czytelnik w pracy [30].
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W. I. DANIŁOWSKIEJ, [28], dla małych wartości czasu t. Interesujące jest również
rozwiązanie G. PARU, [29], dotyczące ogrzania płaszczyzny ograniczającej pół-
przestrzeń sprężystą do temperatury T = To H (f), gdzie H(t) jest funkcją Heavi-
side'a. Rozwiązanie PARU odnosi się do zagadnienia osiowo-symetrycznego przy
małych wartościach czasu t.

Zanotujmy jeszcze analogiczne rozwiązanie odnoszące się do małych wartości t,
uzyskane przez NARIBOLIEGO, [31], dla przypadku przestrzeni termosprężystej
z pustką. Brzeg pustki ogrzany jest tu do temperatury To H (t). Interesujące w tej
pracy jest zastosowanie metody perturbacyjnej.

Zagadnienie osiowo symetryczne, odnoszące się do koncentracji naprężeń,
wywołanych płaskim przepływem ciepła (przepływ ten zmienia się w sposób har-
moniczny w czasie) wokół pustki walcowej i kulistej, stało się przedmiotem pracy
J. IGNACZAKA i W. NOWACKIEGO, [32]. Zagadnienie działania sił skupionych oraz
centrum ściskania w przestrzeni nieograniczonej zc/stało rozwiązane przez
W. NOWACKIEGO, [25].

Jak z powyższego przeglądu prac wynika, rozwiązane zostały dotąd zagadnienia
najprostsze. Rozwiązania w postaci zamkniętej uzyskano jedynie dla nielicznych
przypadków szczególnych, jednowymiarowych i to przy założeniu harmonicznej
w czasie zmienności temperatury czy też sił.

Wydaje się, że jednym z kierunków dalszych badań, będzie dążenie do uzyskania
rozwiązań dla dowolnej zmienności w czasie obciążeń i temperatury. Ze względu
na złożoność matematyczną zagadnienia poszukiwania pójdą w kierunku rozwiązań
przybliżonych. Ponieważ uwzględnienie sprzężenia termosprężystego nieznacznie
tylko wpływa na zmianę naprężeń, stosować się będzie z powodzeniem metodę
perturbacji. Metoda ta okaże się szczególnie dogodna dla zagadnień quasi-statycz-
nych.

Dalszą rysującą się drogą, to uzyskanie ogólnych metod całkowania układu
równań różniczkowych (2.3) i (2.4), przekształcanie ich na układ równań całko-
wych, przedstawienie rozwiązań tych równań w postaci całkowej analogicznej
do przedstawienia całkowego Kirchhoffa i Poissona dla zagadnienia sprężystego,
[33]. Dodać należy, że usiłowania w tym kierunku zainicjowane były już w 1910 r.
przez A. ROSĘNBLATTA, [34], przy założeniu jednak dość ograniczających warunków
brzegowych.

Nietknięte zostały zagadnienia jednoznaczności rozwiązań równań różniczko-
wych termosprężystości.

Zapewne jedną z dróg rozwojowych będzie rozszerzenie omawianych tu zagadnień
na ciała termosprężyste anizotropowe i termo-lepkosprężyste.

Zaczątki tego drugiego kierunku obserwujemy w pracy HUNTERA, [35]. Przed-
stawiony w tym ustępie kierunek badań ma głównie charakter poznawczy. Dla
celów praktycznych, dla określenia naprężeń cieplnych występujących w konstruk-
cjach maszynowych i budowlanych, sprzężenie pola temperatury i pola odkształceń
można pominąć.
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3. Naprężenia cieplne w ciałach anizotropowych

O ile teoria naprężeń cieplnych w ciałach jednorodnych anizotropowych ma już
za sobą bogatą literaturę naukową, to zagadnienia naprężeń cieplnych w ciałach
anizotropowych rozpatrywane były jedynie sporadycznie. Wynika to nie tylko
z większej matematycznej złożoności zagadnienia, ale również wypływa z nielicz-
nych dotąd praktycznych zastosowań. Obecnie coraz więcej występują w zastoso-
waniach technicznych materiały o strukturze makroskopowo-anizotropowej (płyty,
tarcze i powłoki, rury grubościenne itp.), cechujące się różnymi własnościami
sprężystymi i termicznymi w wyróżnionych kierunkach. Podamy pokrótce związki
ogólne oraz przegląd rozwiązanych dotąd zagadnień.

W ciele o ogólnej anizotropii prostoliniowej równanie przewodnictwa cieplnego
(przy pominięciu sprzężenia pola deformacji i temperatury) ma postać, [36],

(3.1) hjT,t] — Qcf= — W, U =1,2,3.

Wielkości X%j = Xjt są współczynnikami przewodnictwa cieplnego. Związki między
składowymi stanu odkształcenia, stanu odkształcenia i temperaturą (uogólnione
prawo Hooke'a-Duhamela) dane są za pomocą wzorów, [37],

(3.2) ea — ciuki Oki+ati T, i,j, k,l=l, 2, 3 ,

przy czym liczba 81 współczynników CUJM redukuje się ze względu na własność
symetrii

(3.3) dwu = aijik = ajiici

do 36. Współczynniki te jednak nie określają bezpośrednio stałych materiałowych,
gdyż ich wartości zmieniają się ze zmianą kierunków osi współrzędnych. Dopiero
stosując teorię niezmienników do przekształcenia powyższych form liniowych
i postulując istnienie jednorodnej funkcji energii sprężystej zredukować można
ilość współczynników a^n o dalszych 15, uzyskując dla ciała o najogólniejszej
anizotropii (struktura trikliniczna) 21 niezależnych współczynników. Wielkości a^
występujące w związkach (3.2), zwane współczynnikami rozszerzalności liniowej
termicznej, tworzą tensor symetryczny. Wykorzystując symetrię uzyskuje się coraz
prostsze struktury. I tak dla struktury monoklinicznej mamy 13, dla ortorombicznej
9, dla heksagonalnej 5, dla kubicznej 3, wreszcie dla izotropii 2 niezależne od siebie
współczynniki materiałowe. Rozwiązując (3.2) względem GU otrzymamy

(3.4) aa = AWi eu+Pt] T, i,], k, I = 1, 2, 3,

przy czym

AijTcl ijlk = A }ikl, Pil = fill-
Wielkości Ami nazywamy współczynnikami sztywności. Wstawiając (3.4) do rów-
nania ruchu

(3.5) ot], j = QUi
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i wyrażając odkształcenie przez przemieszczenie przy użyciu związków

(3.6) ««

uzyskamy, po uporządkowaniu względem m, następujące równanie przemieszcze-
niowe:

(3.7) \ Atjki ( « » , i+m,u), )+PijTt ] = Qui, i,j, k,l— 1, 2, 3

albo

(3.7.1) U, (ufi+fa T,j = 0, ij - 1, 2, 3,

gdzie Lt} są operatorami różniczkowymi 2 rzędu zmiennych przestrzennych i czasu.
Rozwiązanie równań (3.7) złożyć można z dwu części, z rozwiązania w, spełniają-

cego niejednorodny układ równań (3.7.1) oraz z rozwiązania Tit, spełniającego
układ równań

(3.8) L«,(K,) = 0,

przy czym ut wyrażamy przy pomocy trzech funkcji %\ (/= 1,2,3), dobieranych
w analogiczny sposób jak dla ciała izotropowego (por. np. [8] lub [30]). Funkcje xt
spełniają równanie jednorodne

(3.9) \ L t j \ X i = 0, i =1,2,3.

Funkcje %t traktować można jako posz::rzone na zagadnienia dynamiczne funkcje
B. G. Galerkina dla ciała anizotropowego, [8]. Chociaż dla przestrzeni nie-
ograniczonej i półprzestrzeni sprężystej podać można formalne rozwiązanie
układu równań (3.7) przy użyciu poczwórnej, wykładniczej transformacji Fouriera,
nie udało się uzyskać rozwiązań przydatnych do celów praktycznych dla ciała
o anizotropii ogólnej a nawet dla ortotropii, [38].

Równania przemieszczeniowe dla ośrodka o dowolnej ortotropii krzywoliniowej
zostały podane i przedyskutowane w pracy J. NOWIŃSKIEGO, W. OLSZAKA i W. URBA-
NOWSKIEGO, [39]. Autorzy rozwiązali ponadto trzy przykłady, z których pierwszy
dotyczy nierównomiernie ogrzanego grubościenrego walca o ortotropii walcowej,
drugi dotyczy analogicznego zadania dla tarczy, a trzeci powłoki o ortotropii sferycz-
nej.

Interesujące wnioski dotyczące stanu beznaprężeniowego w ciałach anizotropo-
wych poddanych ogrzaniu wyprowadził W. OLSZAK, [40]. Wykazał on, że dla ciała
odkształcającego się swobodnie i cechującego się anizotropią prostoliniową jedynie
liniowy rozkład temperatury nie wywołuje naprężeń. Jednak dla ośrodka o anizo-
tropii krzywoliniowej równania geometrycznej zgodności narzucają większe ogra-
niczenia niż dla ciał o anizotropii prostoliniowej. I tak dla ośrodka o ortotropii
walcowej tylko staty rozkład temperatury nie wywołuje naprężeń, a dla ciał o orto-
tropii sferycznej każde pole temperatury różne od zera wywołuje stan naprężenia.
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Z zagadnień trójwymiarowych najszerzej zbadane jest zagadnienie naprężeń
cieplnych ustalonych i nieustalonych w ciele o anizotropii poprzecznej. I tak
B. SHARMA, [41], zbadał naprężenia cieplne wywołane ogrzaniem płaszczyzny ogra-
niczającej półprzestrzeń sprężystą, przy czym rozwiązanie uzyskał przez wpro-
wadzenie dwu funkcji naprężeń spełniających równanie różniczkowe drugiego
rzędu. Inną drogę rozwiązań obmyślili Z. MOSSAKOWSKA i W. NOWACKI, [42],
wprowadzając trzy funkcje, stanowiące rozszerzenie funkcji Galerkina na ciała
sprężyste o anizotropii poprzecznej. Rozwiązano i w postaci zamkniętej przed-
stawiono naprężenia cieplne wywołane działaniem źródeł ciepła w przestrzeni
nieograniczonej i w półprzestrzeni sprężystej przy różnorodnych warunkach brzego-
wych tak natury statycznej jak i termicznej. Analogiczne rozwiązania podano dla
przypadku działania jądra termosprężystego odkształcenia. Rozpatrzono zagad-
nienie ustalonego ogrzania półprzestrzeni oraz warstwy sprężystej. Wykazano,
że naprężenia 6 wektorze prostopadłym do płaszczyzny ograniczającej półprzestrzeń
nie znikają, jak to ma miejsce w problemie E. L. McDowella i E. Sternberga,
[43], a dążą do zera, gdy izotropia poprzeczna przechodzi w izotropię.

Podano wreszcie rozwiązanie dla kilku zagadnień quasi-statycznych, a dotyczą-
cych działania chwilowego źródła ciepła w przestrzeni i półprzestrzeni sprężystej.
Szereg zadań, odnoszących się do naprężeń cieplnych osiowo-symetrycznych a wy-
stępujących w półprzestrzeni sprężystej o izotropii poprzecznej, rozwiązał A. SINGH,
[44].

Znacznie obszerniej opracowane są zagadnienia dwuwymiarowe, odnoszące
się do płaskiego stanu naprężenia lub odkształcenia, naprężenia cieplne w płytach
i tarczach. I tak W. H. PELL, [45], zajął się zagadnieniem jednoczesnego zginania
i ściskania płyty anizotropowej, wywołanym ustalonym polem temperatury. Przyjął
on, że temperatura zmienia się w sposób liniowy wzdłuż grubości płyty. Szcze-
gółowo rozpatrzył W. H. PĘLL przypadek jednoczesnego zginania i ściskania płyty
kołowej.
, J. MOSSAKOWSKI, [4G], stosując metodę funkcji zmiennej zespolonej uzyskał
szereg rozwiązań odnoszących się do działania źródeł ciepła w półnieskończonej
tarczy o anizotropii izogonalnej. Dla tarcz ortotropowych dogodnym narzędziem
staje się stosowanie funkcji Airy'ego, [47], lub też funkcji przemieszczeniowej, [48].
Z zagadnień dynamicznych rozwiązane zostały dwa problemy jednowymiarowe
dla przestrzeni nieograniczonej dla póiprzestrzeni sprężystej, [49] i [50].

4. Naprężenia cieplne w ciałach niejednorodnych

Dziedziną teorii sprężystości, będącą obecnie w rozwoju, jest teoria ciał nie-
jednorodnych izotropowych i anizotropowych. Niejednorodność materiału jast
tu rozumiana w sensie makroskopowym. Wielkości mechaniczne, moduły sprężystości
E, G, współczynnik Poissona v oraz gęstość Q są funkcją miejsca i w ogólnym przy-
paiku są funkcjami ciągłymi punktu przestrzeni. Pierwsze prace dotyczące ośrodka
niejednorodnego odnoszą się do propagacji fal sprężystych sejsmicznych, [51]-[5u].
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Skorupa ziemska bowiem zmienia swą gęstość i własności mechaniczne wraz
z głębokością.

Zagadnienia statyczne teorii sprężystości ośrodka niejednorodnego stały się
przedmiotem badań szeregu autorów w ostatnich latach, [57]-[59]. Zagadnieniom
tym poświęcono sympozjum I.U.T.A.M. w roku 1958.

Rozpatrzmy ciało niejednorodne, w którym stałe materiałowe tak mechaniczne
jak i termiczne są funkcjami jedynie współrzędnych przestrzeni, nie zależą nato-
miast od czasu i temperatury, a zmienność tych wielkości jest spowodowana pro-
cesem technologicznym w trakcis wytwarzania materiału (odlewy żeliwne, beton
itp.). Związki między składowymi tensora naprężenia i odkształcenia mają w tym
przypadku postać

(4.1) at] = 2fiEij+(hjcic — yT) óti,

gdzie /i, X, y = (3A+2/*) at są funkcjami współrzędnych xr. Wstawiając (4.1)
do równań ruchu

(4.2) (Ty, ]+Fi=QUi

oraz wyrażając odkształcenie przez przemieszczenia otrzymamy następujące rów-
nanie przemieszczeniowe:

(4.3) fJ,Ui,kk+[(.^+2fl) U]c,k].l lMlcthi —2Mfc,i;iM,i +

+ (ui,k+Uk,t) fi, k+Fi — (yT)ti = gut, i = 1, 2, 3.

W symbolice wektorowej mają one następującą postać:

(4.4) ^V2 u — [i grad div u — 2 (grad fi) (div u) +

+ 2 (grad fj,-0)+grad [(X+2/i) div u]+F — grad (yT) = gu,

gdzie 0 jest tensorem stanu odkształcenia.
Równanie przewodnictwa cieplnego jest w przypadku ciała niejednorodnego

równaniem typu parabolicznego o zmiennych współczynnikach

(4.5) &T,k),k — cęt = — W.

Przez X oznaczono współczynnik przewodnictwa cieplnego w odróżnieniu od stałej
Lamego X. Zmienność współczynników /u, X, y, at, A jako funkcji położenia powoduje
spiętrzenie się trudności matematycznych rozwiązania układu równań (4.3) i (4.5).
Tylko w nielicznych przypadkach udało się dotąd uzyskać rozwiązanie w postaci
znanych funkcji.

Spodziewać się należy, że w rozwoju teorii ciał niejednorodnych wielkie usługi,
oddadzą metody wariacyjne i ortogonalizacyjne. Dla ciał sprężystych niejednorodJ

nych w mocy pozostają wszelkie twierdzenia energetyczne, zasada Hamiltona
i zasada d'Alemberta. We wszystkich zasadach i twierdzeniach wielkości //, A, at,'~X
traktować należy jako funkcje współrzędnych przestrzeni.
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W ostatnich latach, wobec coraz częstszego stosowania elementów konstrukcyj-
nych pracujących w temperaturach ustalonych podwyższonych, zarysowuje się
nowy kierunek badań, w którym uwzględnia się wpływ temperatury na własności
termiczne i mechaniczne ciała. Ciało staje się niejednorodne wskutek wzrostu tem-
peratury, a ponieważ temperatura (w przypadku przepływu ustalonego) jest funkcją
punktu przestrzeni, zatem i w konsekwencji wielkości /j,, %., at, 1 są funkcjami miejsca.

Zamiast związków (4.1) mamy

(4.6) en i = ifiEij +1 lejek — (3/1+ 2fi) j at (rj) dv\ <5«,
o

gdzie

Wstawiając naprężenie <r<; do równań równowagi otrzymamy układ równań
(4.3), w którym należy pominąć wyrazy inercyjne. Ponadto mamy tu

dfi dT • dX dT
Af'* dT dxt'

 A > < dT dxt

oraz

Równanie przewodnictwa cieplnego jest nieliniowe

(4.7) [J(T)T,klk = — fV.

Wprowadzając funkcję pomocniczą
T

(4.8) G(T)^T fl(r)dx = G [T(*.)],
o

przekształcimy równanie (4.7) do postaci

1
(4.9) V2 G (xr) = — -=-W (xr), Ao = const.

Po rozwiązaniu ostatniego równania uzyskamy z (4.8) pole temperatury w postąpi
uwikłanej.

Jeśli z rozwiązania nieliniowego równania przewodnictwa cieplnego wyznaczymy
temperaturę T(xr), to znając zależność współczynników [i,l,at od temperatury
(a tym samym od miejsca) przystąpić można do rozwiązywania równań przemie-
szczeniowych, równań różniczkowych liniowych o zmiennych współczynnikach.
Wobec trudności rozwiązania równań przemieszczeniowych uciekać się trzeba do
uproszczeń.
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Jednym z nich jest przyjęcie, że współczynnik Poissona jest wielkością stałą
(v = const). Dalszym uproszczeniem jest przyjęcie dla odkształcenia termicznego

eo = J at (»?) dr\ średniej wartości tego odkształcenia: e° = a* T. Do tej pory
o

rozwiązano zaledwie kilka zadań jednowymiarowych [60]-[65], odnoszących się
głównie do naprężeń cieplnych w walcu grubościennym i w kuli wydrążonej.

Przy założeniu niezależności współczynnika Poissona v od temperatury oraz
przy przyjęciu średniej wartości odkształcenia termicznego otrzymuje się następujące
równanie przemieszczeniowe, [65]:

a) dla płaskiego stanu naprężenia i osiowo-symetrycznego pola temperatury

(4.10) dr{E[drUr+r~^ur — (l+v)a*T]} = (1 —v)r-lurdrE,

d
'. _2 V 2 _j_ „2 i .—.

r = x,-\-x2, Or —

b) dla płaskiego stanu odkształcenia

[ f 1 + v 11 1 — 2v
(4.11) dr^drUr+r-lUr-j^aJT^j^r-tdrEl

c) dla zagadnienia o symetrii sferycznej

f r 1 +v -n 2(1— 2v)
(4.12) dĄE\dRuR + 2R-1 uR - a*t T \\= , .. R~l UR *« &

Z powyższego zestawienia widać, że znaczne uproszczenie dać może przyjęcie,
że v = 1/2. W tym bowiem przypadku odpadają prawe strony równań (4.11) i (4.12),
co oczywiście nader ułatwia całkowanie tych równań.

J. NowiKiSici, [61J, rozpatrzył naprężenie cieplne w walcu grubościennym przy
założeniu, że E(T) = Eo e~pT, co prowadzi do zależności E(r) — xrE0. S. A. Sze-
STIERIKOW, [64], rozpatruje przy analogicznym założeniu dla E{T) stan naprężenia
w tarczy kołowej. J. NbwiŃSKi w dalszej pracy, [66], rozpatruje stan naprężenia

T
w kuli pełnej i wydrążonej uzyskując przy v = 1/2 oraz e° = f at (??) drj rozwiązanie

o
w postaci zamkniętej. Z przykładu liczbowego, wykonanego przy założeniu liniowo
zmieniających się względem T współczynników at, E, X wynika, że naprężenia cieplne
ffKR< aw m e w ' e ' e odbiegają od naprężeń a*RR, a*^ wyznaczonych przy założeniu
średnich wartości a*, E*, R. TROSTĘL W pierwszej z wymienionych prac, [62],
nakłada, że f = 1/2. Dzięki temu równanie (4.11) daje się rozwiązać w sposób
ścisły. W następnej pracy, [63], podaje metodą perturbacyjną rozwiązanie równań
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przemieszczeniowych przy założeniu nieznacznej zmiany modułu E wraz ze zmianą
temperatury. Mamy tu

1 dE d

gdzie e jest małym parametrem. Przy użyciu metody perturbacji R. TROSTEL roz-
wiązuje w sposób szczegółowy problem rozkładu naprężeń cieplnych w walcu
wydrążonym przyjmując, że v = const ^ 1/2 oraz, że X(T) i at (T) są funkcjami
liniowymi.

M. SOKOŁOWSKI, [65], bada naprężenie cieplne w walcu nieograniczonym oraz
w kuli, wywołane ogrzaniem powierzchni zewnętrznej oraz działaniem źródeł
ciepła. M. SOKOŁOWSKI przyjmuje, że v = const oraz że pochodne E względem
promienia są tak mate, że prawe strony równań (4.10)-(4.12) można przyjąć za
równe zeru. Punkt ciężkości spoczywa tu na rozpatrzeniu zmienności współczynnika
A(T) oraz ustaleniu reguł, według których naprężenia cieplne wzrastają (zależnie
od rodzaju zmienności A (T) i kierunku przepływu ciepła) lub maleją.

Uogólnienie twierdzenia o wzajemności przemieszczeń E. Bettiego na ciała sprę-
żyste z zależnymi od temperatury współczynnikami zawdzięczamy J. NOWIŃSKIEMU,
[67]. Twierdzenie to ma postać

(4.13) J F[ mdV + f pl utdr= j ĄuldV+ J PiU[dT + J [ f at(r])drj] A(t)dV.
v r v r v o

Tutaj przemieszczenia wj wywołane są siłami p'u F/ w ośrodku niejednorodnym,
w którym T = 0, natomiast przemieszczenia w< powstają w wyniku działania sił
pi, Fi oraz temperatury T w tym samym niejednorodnym ośrodku. Dalej /lc<)

oznacza sumę naprężeń normalnych, wywołanych siłami p't, Ff. Przemieszczenie ut
wywołane działaniem pola temperatury w ciele o objętości V i wolnym od obciążeń
na powierzchni oraz przy F = 0 przyjmuje postać

T

(4.14) Ui= f A'dVf at(r})drj.
v o

We wzorze tym A' jest sumą naprężeń, wywołaną w punkcie (f r) działaniem siły
skupionej umieszczonej w punkcie (xr) i działającej w kierunku osi xt.

5. Naprężenia cieplne w ciałach fizykalnie nieliniowych

Wiele materiałów konstrukcyjnych nie podlega prawu liniowej zmienności między
składowymi stanu odkształcenia i naprężenia (prawo Hooke'a) i to nawet w obszarze
małych odkształceń i w obszarze sprężystym. Nieliniowość tego typu, mającą swe
źródło w strukturze fizycznej materiałów, nazywamy nieliniowością fizykalną.
Z natury nieliniowych związków między naprężeniami i odkształceniami wynika,
że odkształcenia nie zwiększają się proporcjonalnie do obciążeń. Nie ma zastosowa-
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nia zatem zasada superpozycji skutków obciążeń. Ma jednak zastosowanie prawo
przemienności działania sił, według którego zmiana kolejności działania sił nie
wpływa w ogólności na wynik końcowy działania układu sił.

Obmyślono dotychczas kilka wariantów fizykalnie nieliniowej teorii sprężystości,
[68]-[71]. Zagadnienie ustalonych naprężeń cieplnych w ramach fizykalnie nieli-
niowej teorii sprężystości zapoczątkowane zostały pracą F. JINDRA, [72], który
oparł się na teorii H. KAUDERERA, [70].

W teorii tej związki między stanem naprężenia i odkształcenia mają postać

(5.1) , si) = 2Gy (y>l) eiU

(5.2) <?kk^3Kx(.ekk)(ekk — 3atT).

Tutaj sij, et] są dewiatorami stanu naprężenia i odkształcenia, a «(£«) i y(Vo) s ^
funkcjami wydłużenia i ścinania, przy czym
(5.3) Hm K (ekk) = 1, lim y (y%) = 1,

tak że dla ekk -»-0, ip\ ->0 związki (5.1) i (5.2) dają prawo Hooke'a, sformułowane
za pomocą wzorów

(5.4) Stj = 2Geih akk = 3K(£kk — 3at T).

Tu G i K są odpowiednio modułami odkształcenia postaciowego i ściśliwości
w teorii liniowej.

Rozwiązując równania (5.1) i (5.2) względem odkształceń uzyskamy

(tl)(5.5) 2G
gdzie g = g (/„) oraz k = k (s0) są funkcjami zmiennych s0 = ao/3K, t0 = ro/G
a wielkości eto i r0 są niezmiennikami o postaci .

00 7" o1**' To — T

Zastosowanie związków (5.5) będzie szczególnie dogodne, jeśli funkcje k(s0)
i g (t0) uda się przedstawić jako szeregi potęgowe

.__ • k(so) = l+kiso+kjsl+ ...,
(5-6) / 2 _ 2 4

Współczynniki występujące w tych szeregach oznaczają stałe materiałowe.
W licznych do tej pory rozwiązanych przykładach (skręcenie pręta, płaski stan

naprężenia w tarczach) H. KALDERER i jego współpracownicy przyjmują na pod-
stawie doświadczeń laboratoryjnych jako pierwsze przybliżenie zależności
(5.7)

Powyższe związki podkreślają fakt, że fizykalna nieliniowość w większym stopniu
wpływa na zmiany postaciowe niż na zmiany objętościowe ciała.
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F. JINDRA w wymienionej wyżej pracy rozpatrzył dwa jednowymiarowe zagad-
nienia, mianowicie wyznaczył przebieg naprężeń w kuli wydrążonej oraz w cienk'ej
tarczy pierścieniowej. Założył on ustalony przepływ ciepła wyznaczony z rów-
nania przewodnictwa cieplnego o stałych współczynnikach. W obu przykładach
eliminując przemieszczenia uzyskał równanie nieliniowe dla naprężeń radialnych.
Korzystając z zależności (5.7) i stosując metodę perturbacji otrzymał rozkłady
naprężeń radialnych. Z opracowanych przykładów (dla czystej miedzi) wynika,
te w stosunku do teorii liniowej otrzymuje się tu poważne zmiany naprężeń obwodo-
wych, zwłaszcza na brzegu wewnętrznym kuli wydrążonej i pierścienia.

Złożoność równań nieliniowych, tak przemieszczeniowych jak i naprężeniowych,
nie rokuje nadziei na uzyskanie rozwiązań ścisłych. Przy rozwiązaniu zagadnień
fizykalnie nieliniowych bardzo skuteczne mogą się okazać metody przybliżone,
metoda Galerkina i metoda perturbacji.
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P e 3 K> Me

H A n P A B J I E H H H PA3BMTMH T E P M O y i T P y r O C T H

B paSoTe, HMeromeii xapaKTep o63opa, npHBoaaTCH pe3yjibTaTbi HccjieaoBaHHfi H HMPHCOBM-
uaiomnecn HanpaBJieHHO pa3BHTHH HeKOTopwx o6JiacTefl TepMoynpyroc™.

PaccinaTpHBaroTCH Bonpocbi, Kac;uomnecn conpaaceHHa TeinnepaTypHoro nojisi H nojia nefyop-
MauHH, BOiipocoB TepMHMecKHX HanpnaccHHH n aHH3OTponHbix o^HopoflHtix Tejiax u B H3OTOOII-
Hl.IX HCOflHOpOAIlblX TCJiax, a TllKMCii B Î MJH'ICCKH HC/IHllClillWX 'l'UJiax.

S u m m a r y

MODERN DEVELOPMENT TRENDS IN THERMOELASTICITY

This survey presents the results of investigations and the development trends that can be observed
in some domains of thermoelasticity. The problem of coupling between the temperature field and
the strain field is discussed as well as the problem of thermal stresses in anisotropic homogeneous
bodies, isotropic non-homogeneous bodies and physically non-linear bodies.
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