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1. Wstep

W ostatnich latach obserwujemy wielki rozwdj termosprezystosci. Rozwdj 'ten
wynika z zapotrzebowania techniki i podsycany jest gléwnie rozwojem technik
lotniczej i rakietowej, postepem w dziedzinie maszyn i inzynierii chemicznej, zwlasz-
cza jadrowej.

W pierwszym dziesigcioleciu po drugiej wojnie $wiatowej rozwijano gléwnie
klasyczng teori¢ naprezeri cieplnych w odniesieniu do nieustalonych przebiegdw
cieplnych. U podstaw teorii napregZen cieplnych stoja zalozenia klasycznej teorii
sprezystoéci oraz zaloZenia niezmiennosci stalych materialowych, ich niezaleznosci
od temperatury. '

Powyzsze zaloZenia zwezaja oczywiScie przydatno$é rozwigzan do okreslonych
przedzialéw temperatury. .

W ostatnich latach na plan pierwszy wysuwaja si¢ zagadnienia sprzezenia pola
temperatury z polem deformacji, dalej zagadnienia napr¢zen cieplnych w ciatach
anizotropowych i niejednorodnych.

Pierwsze z poruszonych zagadnien ma gltéwnie charakter poznawczy. Zagadnie-
nie naprezen cieplnych w cialach anizotropowych nabiera juz powazniejszego
znaczenia praktycznego ze wzgledu na coraz szersze stosowanie materialow o struk-
turze anizotropowej, makroskopowej do budowy maszyn i konstrukcji lotniczych.

Coraz szerzej rozwijaja si¢ badania naprezen cieplnych ustalonych przy pod-
wyzszonych temperaturach. W tym przypadku temperatura wywoluje niejednorod-
no$¢ materiatu. Wspolczynniki materiatowe staja sie funkcjami temperatury, a tym
samym przy ustalonym przeplywie funkcjami miejsca.

W ponizszym opracowaniu nie poruszamy zagadnienia naprezefi cieplnych
w cialach geometrycznie nieliniowych.

Niniejszy artykul przegladowy ma za zadanie przedstawi¢ osiagnigcia uzyskane
w kilku wyzej wymienionych kierunkach i tam, gdzie to autorowi wydaje si¢ mozliwe,
uwypukli¢ narastajace tendencje rozwojowe badan.

2. Sprzezenie pola temperatury i pola deformacji

Pole temperatury w- ciele stalym zwigzane jest z deformacja tego ciata. Zmiana
iloSci ciepta w elemencie objetosciowym wywoluje stan odksztalcenia i naprezenia;
odwrotnie, pole odksztalcei wywolane czynnikami mechanicznymi powoduje
powstanie w ciele pola temperatury. Czgéé energii mechanicznej, wywolana od-
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ksztalceniami ciala, zmienia si¢ w cieplo; mamy do czynienia z termosprgzysia
dysypacja energii w ciele stalym. Sprzezenie pola temperatury i pola deformacji
zezwala na $ciélejsze ujecie zagadnien elastokinetyki; umozliwia wyznaczenie pola
temperatury wywolanego obcigzeniami zmiennymi w czasie.

Sprzezenie to postulowane bylo juz przez J. DUHAMELA, [1], a rozszerzone réw-
nanie przewodnictwa cieplnego, uwzgledniajace wyraz deformacyjny, wyprowadzo-
ne zostalo przez W.VOIGTA, [2], oraz H. JEFFREYSA, [3], a ostatnio na bazie termody-
namiki proceséw nieodwracalnych przez M: A. BioTA, [4]. Bardziej szczegblowe
i ogdlne wyprowadzenie réwnania przewodnictwa cieplnego znajda czytelnicy
w pracach K. ZoLLERA, [5], i H. PARKkuUSA, [6]. Twierdzenie o jednoznacznosci roz-
wigzania uog6lnionego réwnania przewodnictwa cieplnego podal J. H. WEINER, [7].

Zlinearyzowane réwnanie przewodnictwa cieplnego przy zaloZeniu, Zze wzrost
temperatury w stosunku do stanu naturalnego jest niewielki, ma postaé

L = 5 0

@.1) T, px— w L —MekE = — "~
W powyzszym wzorze T'= T* — T, przy czym T* jest temperaturg bezwzgledng,
a stan T" = 0 przyjety jest za stan poczatkowy, w ktérym w ciele nie ma ani napregzen,
ani odksztatcen. Inne symbole maja nastgpujace znaczenie: % = /co (gdzie 7 jest
wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego, ¢ cieplem wiladciwym, a p gestoécia):
O = W/pc (gdzie W jest iloScig ciepla wytworzona w elemencie jednostkowym
objetoéciowym i w jednostce czasu); 5 =yTo/1 (gdzie y = (34+-2u) ar = 3Kay,
przy czym K jest modulem §ciSliwosci, a a; jest wspdtczynnikiem liniowej rozsze-
rzalnodci cieplnej); wreszcie exx jest dylatacia, a T = & T, &xp = O ez (gdzie
¢y = 0/0b).

Dolgczajac do réwnania (2.1) réwnania przemieszczenibwe teorii sprezystosci
(2.2) peuts, ke +-QA4-g) vk, i+ Fe — yTi = ouy, i=1,2,3,

mamy komplet réwnain sprzgzonego pola mechano-termicznego. W réwnaniach
(2.2) u jest wektorem przemieszczenia, F wektorem sit masowych, a u, 1 stalymi
izotermicznymi Lamégo.

Przedstawmy réwnanie (2.1) i (2.2) w postaci wektorowej

I :
(2.3) JZT——T———ndivu=—-Q—,
9 .4
2.4 #42 u+(A+p) grad divu+F —y grad T = ou

i wykonajmy dekompozycje przemieszczenia i sity masowej na cze§é potencjalna
1 wirowa:

(2.5) u = grad @+4rotd, F = p (grad #-+roty).
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' Podstawiajac (2.5) do (2.3) i (2.4) otrzymamy po eliminacji temperatury nastgpu-
jacy uktad réwnan:

1 1 B mQ 1 1
(2.6) (Vl’-— —ag) (V2 ~-—2a§) D—e V2P = — — — —2(V2 — a,) 9,
- % cq % ot = 9
s 1 _
2.7) V=gl =—=na% &=
-2 2

Tutaj ¢} = (A-+2u)/e, c3 = ulo, gdzie ¢; jest predkoécia rozprzestrzeniania sig fali
sprezystej podiuznej, a ¢, fali poprzecznej. Temperatura T zwiazana jest z funkcjg @
zalezno$cia

2.8) r=-l—(¢|z—1 a2)¢+i

: m \ 2t mej’

Z réwnan (2.6) i (2.7) wnioskujemy, ze przy ¥ = 0 wystapia w przestrzeni spre-
zystej jedynie fale podiuzne. Jedli natomiast brak zrddet ciepla oraz czegéci po-
tencjalnej sit masowych (Q=0 i #=0), to w przestrzeni nieograniczonej powstana
jedynie fale poprzeczne nie wywolujace jednak [ze wzgledu na (2.8), w ktérym
# =0, @ = 0] sprzezonego z polem deformacji pola temperatury. W ciele spre-
zystym ograniczonym powstana oczywiscie tak fale podiuzne jak i poprzeczne,

Przedstawiona tu droga przeksztalcania ukladu réwnan (2.3) i (2.4) na ukiady
prostych réwnan droga dekompozycji wektora przemieszczenia i sit masowych
nie jest droga jedyna. I tak np. S. KALisk1, [8], podal uklad funkcji przemieszcze-
niowych rozwigzujgcych uklad (2.3) i (2.4) i stanowigcych rozszerzenie funkcji
Galerkina na zagadnienie termosprezystoSci. Analogicznie J. S. PODSTRIGACZ, [9],
rozszerzyt funkcje PAPKOWICZA-NEUBERA na rozpatrywane tu zagadnienie.
W. Nowackr, [10], podal droge rozwiazania plaskich dynamicznych zagadnien
termosprezystosci przy uzyciu trzech funkcji, ktére dla zagadnienia statycznego
sprowadzaja si¢ do jednej funkcji, funkcji Airy’ego.

W przypadku wolnych zmian temperatury i sit masowych w czasie poming¢
mozna w rownaniach (2.4) wyrazy inercyjne i traktowac zagadnienie jako quasi-
statyczne. W przypadku ciala nieograniczonego przy zalozeniu, ze us = D, 16W-
nania (2.3) i (2.4) redukuja si¢ do dwu

1, 0

A & 2 = e—

(2.9) V2T — -1 V2P —
(2.10) V2 = mT.

Eliminujac z powyzszych réwnan funkcje @ otrzymamy

1
(2.11) “r——r=——, —=—-<z8.
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Otrzymali$my tu dla temperatury réwnanie o takiej samej budowie jak dla zagad-
nienia niesprzgzonego. Zamiast wielkosci » mamy tu x; = %/(1+ex). Spostrzeze-
nie to zostalo podane przez H. ZorskiecGo, [11].

Dotychezas rozwigzano stosunkowo malo probleméw tak plaskich jak i prze-
strzennych. Wynika to z wielkich trudno$ci natury matematycznej zagadnienia.
Oméwimy je po kolei, grupujac odpowiednio.

H. Deresiewicz, [12], oraz P. Cuapwick i [. N, SNEDDON zajeli si¢ rozchodze-
niem fal harmonicznych ptaskich, [13], w przestrzeni nieograniczonej. W zagadnieniu
tym predkosc fazowa ¢ fali plaskiej dana jest za pomoca wzoru

_ w
(2.12) c-‘l__m(k)’
a wspoltczynnik rozproszenia &
(2.13) ? = Re (k),

gdzie @ jest czestotliwoscia drgan harmonicznych.
Wielkoé¢ k spetnia¢ powinna réwnanie

(2.14) k4+-k2 [02— q (1+&)] — 02 g =0,
gdzie
iw 5 w2
q__x', a _('?, S—nxm.

Pierwiastkami réwnania (2.14) sa liczby +k;, +k;, gdzie
2

@15) K, = % [—2+id(1+8) 4], 4= {R[R2—(14e)2+2i0(1—e)}!2,

Symbol A = w/w* oznacza wielkoé¢ bezwymiarowa, a w* = c}/x jest wielkoscia
charakterystyczng dla oSrodka termosprezystego. Pierwiastek k; odpowiada fali
dyfuzyjnej cieplnej, k, fali sprezystej.

Z dyskusji pierwiastkow réwnan (2.15) wynika, Ze wspdlczynnik rozproszenia ¥
jest funkcja rosnaca czestotliwosci w, zmieniajaca si¢ jak w2 przy niskich czestotli-
wodciach i dazaca asymptotycznie do wartosci &, = (g/2) (w*/e;), gdy w — oo.
Dla niskich czestotliwosei ¢ = (1-4+¢/2) ¢, dla wysokich (1> 1) ¢ &~ ¢;. Dla 1 — 1
(w — w*) wiclkos¢ 9 i ¢ ulegajg nader szybkim zmianom. Czestotliwo$¢ @ w wyste-
pujacych w przyrodzie drganiach mechanicznych jest ograniczona od géry czestotli-
woscia w. wynikajaca z widma Debeya, [14], przy czym . = 27c; (3o/4nM )3,
gdzie M jest masa atomu materialu tworzacego oérodek. Dla wszystkich metali
w* < we, Wielko$¢ w* jest znacznie wigksza od czgstotliwoéci otrzymanych ekspery-
mentalnie przy stosowaniu drgan ultradZwigkowych.

Zagadnienie propagacji naprezef termicznych w pretach metalowych, wywota-
nych badZ wzbudzeniem termicznym, badZ mechanicznym, zostalo rozpatrzone
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przez 1. A. SNEDDONA, [15]. Podal on réwniez rozwigzanie przyblizone, oparte
na metodzie perturbacji. Inng droge rozwigzania dla preta pdtnieskoriczonego,
dogodna w przypadku jednorodnych warunkéw brzegowych ale niejednorodnych
warunkéw poczatkowych, podat J. ToNAaczak, [16].

Zagadnieniem propagacji fal powierzchniowych Rayleigha w o$rodku termo-
sprezystym przy swobodnej wymianie cieplnej w plaszczyznie ograniczajacej pot-
przestrzen sprezysta zajal sig¢ F.J. Lockerr, [17], zagadnieniem propagacji fal
termosprezystych harmonicznych w warstwie sprezystej zajmowali sie W. NOwWACKr
i M. SokorLowski, [18].

Fale harmoniczne podiune. rozprzestrzeniajace.si¢ w walcach pelnych i wy-
drazonych przy uwzglednieniii efekiow termoSprgzystych staly si¢ przedmiotem
pracy F. J. LockeTTa, [19]. J. IocNACZAK | W. Nowackl, [20] i [21], zajeli sig zagad-
nieniem drgan wymuszonych periodycznych w walcach o przekroju prostokatnym,
wywolanych ich ogrzaniem oraz drganiami wymuszonymi plyt $redniej grubosci.

Dziatanie Zrédel ciepta w przestrzeni nieograniczonej termosprezystej stato sig
przedmiotem szeregu prac. I tak np. H. Zorskl, [22], zajal si¢ zagadnieniem dziala-
nia chwilowego i skupionego zrédla ciepla, stosujgc dla tego zagadnienia cechu-
jacego si¢ symetria sferyczna transformacje Laplace'a. G. EasoN i I. N. SNEDDON,
(23], oraz F.J. LockerT i 1. N. SNEDDON, [24], podali ogdlne rozwiazanie zagad-
nienia propagacji naprezen przy zalozeniu dowolrego rozkiidu zrédet ciepla tak
w przestrzeni jak i w czasie. Zastosowano tu technike Fouriera, poczwoérng transfor-
macje wykladnicza,

W. Nowackl, [25]. przedstawil szereg rozwigzan w postaci skonczonej dla har-
monicznie zmieniajacych si¢ w czasie zrddet ciepla.

Zagadnienie propagacji naprezen w poOlprzestrzeni termosprezystej, ogrzanej
na powierzchni lub pobudzonej do drgan sitami mechanicznymi, ma juz obszerna
literature. Tak wi¢c zagadnienie nierdbwnomiernego ogrzania plaszczyzny ograni-
czajacej pOliprzestrzen termosprezysta i przy uzyciu techniki transformacji wy-
kladniczej Fouriera zostalo oméwione w wymicenionej wyzej pracy ! G. EASONA
i I. N. SNEDDONA, [23]. Rozszerzone na potprzestrzen termosprezysta zagadnienie
Lamba, tak osiowo symetryczne jak i plaskie, zostalo opracowane przez W. Nowac-
KIEGO, [25]. Doda¢ jednak nalezy, ze uzyskane tu ogdlne rozwigzania majg w duzej
mierze charakter rozwigzan formalnych; na tym elapie nie udalo si¢ nawet dla
najprostszych przypadkéw uzyskaé wynikéw w postaci zamknietej przy uzyciu
znanych funkcji; przewaznie wyniki przedstawiono w postaci calek niewlasciwych.

Zanotowaé tu nalezy kilka prac odnoszacych sig do przybliZonego rozwigzania
zagadnienia pélprzestrzeni termosprezystej. Tak wigc LESSEN, [26). oraz HETNARSKI,
[27], podali rozwigzanie rozszerzonego na ofrodek lepko-sprezysty problemu

1 W pracy tej rozwigzanie sklada si¢ z dwu czeSci, z calki szczegdlnej i rozwigzania ogdélnego
tak dobranego, aby na brzegu pblprzestrzeni spetnione zostaly wszelkie warunki brzegowe, O 1le
calka szczegdlna dotyczy o$rodka termosprezystego, to rozwigzanie ogdlne odnosi sig do osrodka
sprezystego (e = 0). Pelne rozwigzanie znajdzie czytelnik w pracy [30].
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W. 1. DANILOWSKIES, [28], dla matych warto$ci czasu r. Interesujace jest réwniez
rozwiazanie G. PAriu, [29], dotyczace ogrzania plaszczyzny ograniczajacej pol-
przestrzen sprezysta do temperatury T = Ty H ({), gdzie H (f) jest funkcja Heavi-
side’a. Rozwiazanie PARI odnosi si¢ do zagadnienia osiowo-symetrycznego przy
matych wartosciach czasu .

Zanotujmy jeszcze analogiczne rozwigzanie odnoszace si¢ do malych wartosci 1,
uzyskane przez NARIBOLIEGO, [31], dla przypadku przestrzeni termosprezystej
z pustka. Brzeg pustki ogrzany jest tu do temperatury Ty H (f). Interesujace w tej
pracy jest zastosowanie metody perturbacyjnej.

Zagadnienie osiowo symetryczne, odnoszace sig do koncentracji naprezen,
wywolanych plaskim przeplywem ciepla (przeplyw ten zmienia si¢ w sposéb har-
moniczny w czasie) wokd! pustki walcowej i kulistej, stato si¢ przedmiotem pracy
J. IeNACczZAKA i W. NOWACKIEGO, [32]. Zagadnienie dzialania sit skupionych oraz
centrum $ciskania w przestrzeni nieograniczonej zgStalo rozwigzane przez
W. NowACKIEGO, [25].

Jak z powyiszego przegladu prac wynika, rozwiazane zostaly dotad zagadnienia
najprostsze. Rozwigzania w postaci zamknigtej uzyskano jedynie dla nielicznych
przypadkow szezegblnych, jednowymiarowych i to przy zalozeniu harmonicznej
w czasie zmienno$ci temperatury czy tez sil.

Wydaje sie, ze jednym z kierunkéw dalszych badan, bedzie dazenie do uzyskania
rozwigzan dla dowolnej zmienno$ci w czasie obcigzen i temperatury. Ze wzgledu
na zlozono$¢ matematyczng zagadnienia poszukiwania pojda w kierunku rozwigzan
przyblizonych. PoniewaZ uwzglednienie sprze¢zenia termospreZystego nieznacznie
tylko wplywa na zmiane napreZen, stosowaé si¢ bedzie z powodzeniem metode
perturbacji. Metoda ta okaze sie szczegdlnie dogodna dla zagadnien quasi-statycz-
nych. 4

Dalsza rysujaca si¢ droga, to uzyskanie ogdlnych metod catkowania uktadu
rownan roézniczkowych (2.3) i (2.4), przeksztatcanie ich na uklad réwnan catko-
wych, przedstawienie rozwigzan tych réwnan w postaci catkowej analogicznej
do przedstawienia catkowego Kirchhoffa i Poissona dla zagadnienia sprezystego,
[33]. Doda¢ nalezy, ze usilowania w tym kierunku zainicjowane byly juz w 1910 r.
przez A. ROSENBLATTA, [34], przy zaloZeniu jednak dos¢ ograniczajgcych warunkdw
brzegowych.

Nietknigte zostaly zagadnienia jednoznaczno$ci rozwigzan réwnan rézniczko-
wych termosprgzystosei.

Zapewne jedng z drég rozwojowych bedzie rozszerzenie omawianych tu zagadnien
na ciala termosprgZyste anizotropowe i termo-lepkosprezyste.

Zaczatki tego drugiego kierunku obserwujemy w pracy HUNTERA, [35]. Przed-
stawiony w tym ustepie kierunck badan ma giéwnie charakter poznawczy. Dla
celéw praktycznych, dla okreélenia naprezefi cieplnych wystepujacych w konstruk-

cjach maszynowych i budowlanych, sprzgzenie pola temperatury i pola odksztalcen
mozna pomingé.
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3. Napreienia cieplne w cialach anizotropowych

O ile teoria naprezen cieplnych w cialach jednorodnych anizotropowych ma juz
za soba bogatg literaturg naukowa, to zagadnienia napreZen cieplnych w ciatach
anizotropowych rozpatrywane byly jedynie sporadycznie. Wynika to nie tylko
z wigkszej matematycznej zlozonoséci zagadnienia, ale réwniez wyptywa z nielicz-
nych dotad praktycznych zastosowarn. Obecnie coraz wigcej wystgpuja w zastoso-
waniach technicznych materiaty o strukturze makroskopowo-anizotropowej (plyty,
tarcze i powloki, rury gruboécienne itp.), cechujgce si¢ rézZnymi wilasno$ciami
sprezystymi i termicznymi w wyréznionych kierunkach. Podamy pokrétce zwigzki
ogolne oraz przeglad rozwigzanych dotad zagadnien.

W cicle o ogdlnej anizotropii prostoliniowej réwnanie przewodnictwa cieplnego
(przy pominigciu sprzeZzenia pola deformacji i temperatury) ma postaé, [36],

(3.1) Zs_f T,u——gc'f'= T W, f,f = 1,2, 3.

Wielkosci Ai; = 4;: sa wspélezynnikami przewodnictwa cieplnego. Zwiazki migdzy
skladowymi stanu odksztatcenia, stanu odksztalcenia i temperaturg (uogdlnione
prawo Hooke’a-Duhamela) dane sa za pomoca wzoréw, [37],

(3.2) ey =aym ont+ayT, Ljk1=1,273,

przy czym liczba 81 wspdlczynnikéw agq redukuje si¢ ze wzgledu na wiasnosé
symetrii

(3.3) Aigxl = Aifie = Ajigl

do 36. Wspolczynniki te jednak nie okreflaja bezposrednio statych materiatlowych,
gdyz ich warto$ci zmieniaja si¢ ze zmiang kierunkéw osi wspoétrzegdnych. Dopicro
stosujac teori¢ niezmiennikéw do przeksztalcenia powyzszych form liniowych
i postulujac istnienie jednorodnej funkcji energii sprezystej zredukowa¢ mozna
ilo§¢ wspéblczynnikéw agpe o dalszych 15, uzyskujac dla ciala o najogélnicjszej
anizotropii (struktura trikliniczna) 21 niezaleznych wspofczynnikow. Wielkosci aij
wystepujace w zwigzkach (3.2), zwane wspolczynnikami rozszerzalnosci liniowej
termicznej, tworza tensor symetryczny. Wykorzystujyc symetrie uzyskuje si¢ coraz
prostsze struktury. I tak dla struktury monoklinicznej mamy 13, dla ortorombicznej
9, dla heksagonalnej 5, dla kubicznej 3, wreszcie dla izotropii 2 niezalezne od siebie
wspoélczynniki materiatowe. Rozwigzujac (3.2) wzgledem oy otrzymamy

(3.4) oy = Ay en+puy T, i,j,k,1=12,3,

przy czym

Aggir = Aeie = Asikt,  Bir= B
Wielko$ci Ayjx; nazywamy wspélezynnikami sztywnosci. Wstawiajac (3.4) do row-
nania ruchu

(3.5) Oij, 5 = QUi
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i wyraZajac odksztalcenie przez przemieszczenie przy uzyciu zwigzkéw
(3.6) &ty = ¥ (ui, 11+uy.4)

uzyskamy, po uporzadkowaniu wzgledem u;, nastgpujace réwnanie przemieszcze-
niowe: -

G 3 Agr Qrtue), s +BuT, 3 =oue,  Gjk1=1.2,3
albo
3.7.1) Lis (up)+pis T, =0, 1i,j=12,3,

gdzie Li; sa operatorami rézniczkowymi 2 rzedu zmiennych przestrzernych i czasu.
Rozwigzanie réwnan (3.7) ztozyé mozna z dwu czgéci, z rozwigzania uy, spetniaja-

cego niejednorodny uklad réwnan (3.7.1) oraz z rozwigzania ui, spehiajacego

uklad rownan .

(3.8) Lyy (u5) = 0,

przy czym ug wyrazamy przy pomocy trzech funkcji y¢ (i=1,2,3), dobieranych
w analogiczny sposéb jak dla ciata izotropowego (por. np. [8] lub [30]). Funkcje yx
spelniaja réwnanie jednorodne

(3.9) | Ll ¢ =0, i=1,2,3.

Funkcje y; traktowaé mozna jako poszarzone na zagadnienia dynamiczne funkcje
B. G. Galerkina dla ciala anizotropowego, [8]. Chociaz dla przestrzeni nie-
ograniczonej i polprzestrzeni sprgzystej podaé mozna formalne rozwigzanie
uktadu réwnan (3.7) przy uzyciu poczwérnej, wyktadniczej transformacji Fouriera,
nie udalo sig uzyska¢ rozwigzan przydatnych do celéw praktycznych dla ciata
o anizotropii ogdlnej a nawet dla ortotropii, [38].

Réwnania przemieszczeniowe dla o$rodka o dowolnej ortotropii krzywoliniowej
zostaly podane i przedyskutowane w pracy J. NOWINSKIEGO, W. OLSZAKA i W. URBA-
NOWSKIEGO, [39]. Autorzy rozwiazali ponadto trzy przyklady, z ktérych pierwszy
dotyczy nieréwnomiernie ogrzanego gruboscienrezo walca o ortotropii walcowej,
drugi dotyczy analogicznego zadania dla tarczy, a trzeci powloki o ortotropii sferycz-
nej.

Interesujace wnioski dotyczace stanu beznaprezeniowego w cialach anizotropo-
wych poddanych ogrzaniu wyprowadzit W. OLszak, [40]. Wykazal on, Ze dla ciala
odksztalcajacego sic swobodnie i cechujgcego sie anizotropia prostoliniowa jedynie
liniowy rozklad temperatury nic wywotuje naprezen. Jednak dla oérodka o anizo-
tropii krzywoliniowej réwnania geometrycznej zgodnosci narzucaja wicksze ogra-
niczenia niz dla cial o anizotropii prostoliniowej. T tak dla oérodka o ortotropii
walcowej tylko staly rozklad temperatury nie wywoluje naprezen, a dla cial o orto-
tropii sferycznej kazde pole temperatury rézne od zera wywoluje stan naprezenia.
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Z zagadnien tréjwymiarowych najszerzej zbadane jest zagadnienie naprezefi
cieplnych ustalonych i nieustalonych w ciele o anizotropii poprzecznej. I tak
B. SHARMA, [41], zbadal naprezenia cieplne wywolane ogrzaniem plaszczyzny ogra-
niczajgcej poOlprzestrzen sprezysta, przy czym rozwigzanie uzyskal przez wpro-
wadzenie dwu funkcji naprezen spelniajgcych réwnanie rézniczkowe drugiego
rzgdu. Inng droge rozwigzan obmysélili Z. Mossakowska i W, Nowacki, [42],
wprowadzajac trzy funkcje, stanowigce rozszerzenie funkcji Galerkina na ciata
sprezyste o anizotropii poprzecznej. Rozwigzano i w postaci zamknigtej przed-
stawiono napre¢zenia cieplne wywolane dzialaniem Zrodel ciepla w przestrzeni
nieograniczonej i w potprzestrzeni sprezystej przy réznorodnych warunkach brzego-
wych tak natury statycznej jak i termicznej. Analogiczne rozwiazania podano dla
przypadku dzialania jadra termosprezystego odksztalcenia. Rozpatrzono zagad-
nienie ustalonego ogrzania potprzestrzeni oraz warstwy sprezystej. Wykazano,
Ze naprgzenia o wektorze prostopadiym do plaszczyzny ograniczajacej potprzestrzefi
nie znikaja, jak to ma micjsce w problemie E.L. McDowella i E. Sternberga,
[43], a daza do zera, gdy izotropia poprzeczna przechodzi w izotropig.

Podano wreszcie rozwigzanie dla kilku zagadnien quasi-statycznych, a dotycza-
cych dzialania chwilowego Zréodla ciepla w przestrzeni i potprzestrzeni sprezystej,
Szereg zadan, odnoszgcych sig do naprezen cieplnych osiowo-symetrycznych a wy-
stepujacych w pdiprzestrzeni sprezystej o izotropii poprzecznej, rozwigzat A. SINGH,
[44].

Znacznie obszerniej opracowane s3 zagadnienia dwuwymiarowe, odnoszace

si¢ do plaskiego stanu napr¢zenia lub odksztalcenia, naprezenia cieplne w plytach
i tarczach. I tak W. H. PeLL, [45], zajal sie¢ zagadnieniem jednoczesnego zginania
i §ciskania plyty anizotropowej, wywolanym ustalonym polem temperatury. Przyjal
on, ze temperatura zmienia si¢ w sposéb liniowy wzdluz grubosci plyty. Szcze-
gotowo rozpatrzyt W. H. PELL przypadek jednoczesnego zginania i Sciskania ptyty
kotowe;. .
. J. Mossakowskl, [4G], stosujac metode funkcji zmiennej zespolonej uzyskat
szsreg rozwigzan odnoszgcych sig do dzialania Zrddet ciepla w potnieskonczonej
tarczy o anizotropii izogonalnej. Dla tarcz ortotropowych dogodnym narzedziem
staje si¢ stosowanie funkcji Airy’ego, [47], lub tez funkcji przemieszczeniowej, [48].
Z zagadnien dynamicznych rozwigzane zostaly dwa problemy jednowymiarowe
dla przestrzeni nieograniczonej dla pdlprzestrzeni sprezystej, [49] @ [50].

4. Napreienia cieplne w cialach nicjednorodnych
Dziedzina teorii sprezysto$ci, bedaca obecnie w rozwoju, jest teoria cial nie-
jednorodnych izotropowych i anizotropowych. Niejednorodno$¢é materiatu jast
tu rozumiana w sensie makroskopowym. Wielkosci mechaniczne, moduly sprezystosci
E, G, wspdlczynnik Poissona v oraz ggstos$¢ ¢ sq funkcja miejsca i w ogélnym przy-
palku sg funkcjami ciggtymi punktu przestrzeni. Pierwsze prace dotyczace osrodka
niejednorodnego odnoszg si¢ do propagacji fal sprezystych sejsmicznych, [51]-{5G].
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Skorupa ziemska bowiem zmienia swg gestos¢ i wlasnoéci mechaniczne wraz
z glebokoScia.

Zagadnienia statyczne teorii sprezystosci o$rodka niejednorodnego staly sig
przedmiotem badan szeregu autoréw w ostatnich latach, [57]-[59]. Zagadnieniom
tym poswigcono sympozjum LU.T.A.M. w roku 1958.

Rozpatrzmy cialo niejednorodne, w ktérym stafe materialowe tak mechaniczne
jak i termiczne sa funkcjami jedynie wspdirzednych przestrzeni, nie zaleza nato-
miast od czasu i temperatury, a zmiennos$¢ tych wielkoéci jest spowodowana pro-
cesem technologicznym w trakciz wytwarzania materialu (odlewy zeliwne, beton
itﬁ.). Zwiazki miedzy skladowymi tensora naprezenia i odksztalcenia maja w tym
przypadku postac

“.n o1y = 2ueis+(Aexx — yT) 45,

gdzie u, A,y = (3A+2p) a; sa funkcjami wspéirzednych x,. Wstawiajac (4.1)
do réwnan ruchu '

4.2) 01y, 3+ Fi=ou

oraz wyrazajac odksztalcenie przez przemieszczenia otrzymamy nastgpujace row-
nanie przemieszczeniowe:

@.3)  pug, e+ 1(A+20) ug, k), ¢ — pug, ki — 2up,k o 3+
+ (i, e tun, ) p+Fi— @T),0 = oui,  i=1,2,3.
W symbolice wektorowej maja one nastgpujgca postaé:
“4.4) pV2u— p grad div e — 2 (grad p) (div u) +
+ 2 (grad p-®P)+grad [(A4-2p) div u]+F — grad (»T) = ou,

gdzie @ jest tensorem stanu odksztalcenia.

Réwnanie przewodnictwa cieplnego jest w przypadku ciala me_;ednorodnego
rownaniem typu parabolicznego o zmiennych wspélczynnikach

(4.5) AT, — coT' = — W.

Przez 1 oznaczono wspélczynnik przewodnictwa cieplnego w odréznieniu od stalej
Lamégo A. Zmienno$é wspdlczynnikéw w, 2, v, az, 2 jako funkcji potozenia powoduje
spictrzenie si¢ trudnosci matematycznych rozwigzania uktadu réwnan (4.3) i (4.5).
Tylko w nielicznych przypadkach udato si¢ dotad uzyskaé rozwigzanie w postaci
znanych funkcji.

Spodziewaé si¢ nalezy, ze w rozwoju teorii cial niejednorodnych wielkie ustugi
oddadza metody wariacyjne i ortogonalizacyjne. Dla cial sprezystych nicjednorod-
nych w mocy pozostaja wszelkie twierdzenia energetyczne, zasada Hamiltona
i zasada d’Alemberta. We wszystkich zasadach i twierdzeniach wielkoéci u, 4, as,' 4
traktowa¢ nalezy jako funkcje wspélrzednych przestrzeni.
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- W ostatnich latach, wobec coraz czgstszego stosowania elementéw konstrukcyj-

nych pracujacych w temperaturach ustalonych podwyZszonych, zarysowuje si¢

nowy kierunek badan, w ktérym uwzglednia sig wplyw temperatury na wiasnosci

termiczne i mechaniczne ciala. Cialo staje si¢ niejednorodne wskutek wzrostu tem-

peratury, a poniewaz temperatura (w przypadku przeplywu ustalonego) jest funkcja

punktu przestrzeni, zatem i w konsekwencji wielkosci u, A, ar, A sa funkcjami miejsca.
Zamiast zwigzkow (4.1) mamy

T
(4.6) 015 = eyt Aewe — BA+2p0) [ e () din] 815,
0

gdzie
p=p[T(x)], A=2A[T(xn)].
Wstawiajac naprezenie oy do réwnafn réwnowagi otrzymamy uklad réwnan
(4.3), w ktorym nalezy pominagé wyrazy inercyjne. Ponadto mamy tu
_op oT . 0F OT
Bt =0T ox ' OT o
oraz
T

YT = (32+2p) [ ar () d.
0
Réwnanie przewodnictwa cieplnego jest nieliniowe
.7 AT il =—W.

Wprowadzajgc funkcje pomocnicza
1 T
@) 6= [ 10 =c 1T e,
0
przeksztalcimy réwnanie (4.7) do postaci

1 =
4.9) V2G (xy) = — _i; W (xy), Ag = const.

Po rozwigzaniu ostatniego réwnania uzyskamy z (4.8) pole temperatury w postaci.
uwiklanej.

Jesli z rozwigzania nieliniowego rownania przewodnictwa cieplnego wyznaczymy
temperature T (xr), to znajac zalezno$¢ wspélczynnikéw u, 4, & od temperatury
(a tym samym od miejsca) przystapi¢ mozna do rozwiazywania réwnan przemie-
szczeniowych, réownan roézniczkowych liniowych o zmiennych wspoélezynnikach.
Wobec trudnosci rozwigzania réwnan przemieszczeniowych uciekaé sig¢ trzeba do
uproszczen.
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Jednym z nich jest przyjccie, ze wspolczynnik Poissona jest wielkodcig staly
(» = const). Dalszym uproszczeniem jest przyjecie dla odksztalcenia termicznego
T

0 = [ a; () dy $redniej wartosci tego odksztalcenia: &0 = oy T. Do tej pory
0

rozwigzano zaledwie kilka zadan jednowymiarowych [60]-[65], odnoszacych sig
gtéwnie do naprezeni cieplnych w walcu grubo$ciennym i w kuli wydraZone;.

Przy zatozeniu niczalezno$ci wspélczynnika Poissona » od temperatury oraz
przy przyjcciu éredniej wartoéci odksztalcenia termicznego otrzymuje sig nastqpunce
réwnanie przemieszczeniowe, [65]:

a) dla plaskiego stanu naprezenia i osiowo-symetrycznego pola temperatury

(4.10) O {E [Orup+r—ur — (14+9) ¢ T1} = (1 — ») r=1uyorE,
)
rPr=x4x3, o= ot
b) dla plaskiego stanu odksztalcenia
149 1—2
(4.11) or {E[brur-kr'lur—— a; T]} = r-190,E;
1—v» 1—vw
¢) dla zagadnienia o symetrii sferycznej
149 2(1—2v)
4.12) 0R{E[dﬂun+2R-luR——-l o T]}=T—v—R-’ukaRE,
3 0
R=r+x}, o =5

Z powyizszego zestawienia widaé, Ze znaczne uproszczenie daé moze przyjecie,
ze » = 1/2. W tym bowiem przypadku odpadajq prawe strony réwnan (4.11) i (4.12),
co oczywiscie nader ulatwia catkowanie tych réwnan.

J. Nowinskl, [Gl], rozpatrzyt naprezenie c:ep!nc w- walcu gruboéciennym przy
zalozeniu, ze E(T) = Ege~ ", co prowadzi do zaleznodci E(r) = »rEy. S. A. Szg-
STIERIKOW, [64], rozpatruje przy analogicznym zatozeniu dla E (T) stan naprezenia
w tarczy kolowej. J. NowiNskl w dalszej pracy, [66], rozpatruje stan napreZenia

o
w kuli pelnej i wydraZonej uzyskujac przy v = 1/2 oraz &0 = f a; (n) dy rozwigzanie
0

w postaci zamknigtej. Z przykladu liczbowego, wykonanego przy zalozeniu liniowo
zmieniajgcych sic wzgledem T wspdlezynnikéw ay, E, A wynika, Ze naprezenia cieplne
Ogrps Tgp Nie wicle odbicgaja od naprezef ogp, oy, Wyznaczonych przy zalozeniu
$rednich wartodci «f, E*. R. TROSTEL w pierwszej z wymicenionych prac, [62],
zakltada, ze v = I/2. Dzigki temu réwnanie (4.11) daje si¢ rozwigzaé w sposéb
Scisty. W nastgpnej pracy, [63], podaje metoda perturbacyjna rozwiazanie réwnas
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przemieszczeniowych przy zaloZeniu nieznacznej zmiany modulu E wraz ze zmiang
temperatury. Mamy tu

gdzie ¢ jest malym parametrem. Przy uzyciu metody perturbacji R. TROSTEL roz-
wigzuje w sposoéb szczegotowy problem rozkladu naprezen cieplnych w walco
wydrgzonym przyjmujac, ze » = const # 1/2 oraz, ze A(T) i a;(T) sa funkcjami
liniowymi.

M. Sokorowskl, [65], bada naprezenie cieplne w walcu nieograniczonym oraz
w kuli, wywolane ogrzaniem powierzchni zewngtrznej oraz dzialaniem Zrddel
ciepla,” M.SOKOLOWSKI przyjmuje, ze » = const oraz ze pochodne E wzgledem
promienia sa tak male, Ze prawe strony réwnan (4.10)-(4.12) mozna przyjaé za
réwne zeru. Punkt ci¢zkodci spoczywa tu na rozpatrzeniu zmiennodci wspdlezynnika
A(T) oraz ustaleniu regut, wedtug ktérych naprezenia cieplne wzrastaja (zaleznie
od rodzaju zmiennoéci A (7) i kierunku przeplywu ciepla) lub maleja.

Uogdlnienie twierdzenia o wzajemno$ci przemieszczeni E. Bettiego na ciala spre-
zyste z zaleznymi od temperatury wspélczynnikami zawdzigczamy J. NOWIKSKIEMU,
[67]. Twierdzenie to ma postaé

3 T
@.13) [ Fudv+ [ p ugaT=f.F‘¢u;dV+fpm;dF+f[f a;(n)dn] A®ayp,
vV Ir v r | 4 0 ;

Tutaj przemieszczenia uw; wywolane sq sitami p;, F{ w o$rodku nicjednorodnym,
w ktérym T = 0, natomiast przemieszczenia wg powstaja w wyniku dzialania sit
pi, Fi oraz temperatury 7 w tym samym nicjednorodnym osrodku. Dalej A9
oznacza sume¢ naprgzen normalnych, wywolanych si'ami p;, F;. Przemieszczenie uy
wywolane dzialaniem pola temperatury w cicle o objgtosci ¥ i wolnym od obcigzefi
na powierzchni oraz przy F =0 przyjmuje postaé

T
(4.14) w= [AdV [ a@)dy.
v 0

We wzorze tym /' jest sumg naprezen, wywolana w punkcie (&) dzialaniem sity
skupionej umicszczonej w punkcie (x;) i dzialajgcej w kierunku osi x.

5. NapreZenia cieplne w cialach fizykalnie nieliniowych

Wiele materiatow konstrukcyjnych nie podlega prawu liniowej zmiennosci migdzy
sktadowymi stanu odksztalcenia i naprezenia (prawo Hooke’a) i to nawet w obszarze
malych odksztalcent i w obszarze sprezystym. Nieliniowo$é tego typu, majgca swe
srédlo w strukturze fizycznej materialéw, nazywamy nieliniowoécia fizykalna.
Z natury nicliniowych zwiazkéw miedzy naprezeniami i odksztalceniami wynika,
#e odksztalcenia nie zwigkszaja si¢ proporcjonalnie do obcigzen. Nie ma zastosowa-
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nia zatem' zasada superpozycji skutkéw obcigze. Ma jednak zastosowanie prawo
przemienno$ci dzialania sit, wedlug ktérego zmiana kolejnoéci dzialania sit nie
wplywa w ogdlnoéci na wynik koncowy dziatania uktadu sit.

Obmyslono dotychezas kilka wariantow fizykalnie nieliniowej teorii sprezystosci,
[68]-[71]. Zagadnienie ustalonych naprezen cieplnych w ramach fizykalnie nieli-
niowej teorii sprezystosci zapoczatkowane zostaly praca F. JINDRA, [72], ktéry
opart si¢ na teorii H. KAUDERERA, [70].

W teorii tej zwigzki miedzy stanem naprezenia i odksztalcenia maja postaé

(5.1) s15 = 2Gy () ews,
(5.2) ok = 3Kx (exr) (exx — 3 T).

Tutaj sy, ey sa dewiatorami stanu naprezenia i odksztalcenia, a # (exx) i y(R) sa
funkcjami wydluzenia i $cinania, przy czym
(5.3) limx(exe) = 1, limy @) =1,

Ekk—>0 w0
tak ze dla exx — 0, w5 —0 zwigzki (5.1) i (5.2) daja prawo Hooke’a, sformutowane
za pomoca WZOrdw

54 sy = 2Gey;, oxx = 3K(exx — 3. T). _
Tu G i K sa odpowiednio modulami odksztalcenia postaciowego i $ciéliwosci
w. teorii liniowe;j.

Rozwigzujac réwnania (5.1) i (5.2) wzgledem odksztalcenn uzyskamy

g | +k (so) 1
*5[;‘0'!5 == HT,{E—'—ESUE}IUO—&-&:T} i,

gdzie g = g () oraz k = k(sp) sa funkcjami zmiennych sg = 0g/3K, ty = 7o/G
a wielkoéci op 1 7p sa niezmiennikami o postaci .

1 2 11
90 = 3~ Okk» 5= 3 {? [(611 — 00)2+(022— 00)2+(033— 0'0)2]4‘0?2“*'“33"'0%:}-

(5.5) &t =

Zastosowanie zwigzkéw (5.5) bedzie szczegdlnie dogodne, jesli funkcje K(sp)
i g (tp) uda si¢ przedstawi¢ jako szeregi potggowe '
k (s0) = 1+kyso+k3s5+ ...,
g()) =1+g 5+gatg+ ...
Wspélczynniki wystgpujace w tych szeregach oznaczajp stale materialowe.
w liczn_ych do tej pory rozwiazanych przykladach (skrgcenie preta, plaski stan
naprezenia W tarczach) H. KAUDERER i jego wspélpracownicy przyjmuja na pod-
stawie doéwiadczen laboratoryjnych jako pierwsze przyblizenie zaleznoici
5.7 k(o)=1, g(t}) =1+g12.

Powyzsze zwiazki podkreslaja fakt, ze fizykalna nieliniowos¢ w wigkszym stopniu
wplywa na zmiany postaciowe niz na zmiany objitoSciowe ciala.

(5.6)
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F. JINDRA w wymienionej wyzej pracy rozpatrzyl dwa jednowymiarowe zagad-
nienia, mianowicie wyznaczyl przebieg naprezen w kuli wydrazonej oraz w cienk ej
tarczy pierScieniowej. Zatozyt on ustalony przeptyw ciepla wyznaczony z rdw-
nania przewodnictwa cieplnego o stalych wspélczynnikach. W obu przyktadach
elimirujgc przemieszczenia uzyskal réwnanie nieliniowe dla naprezen radialnych.
Korzystajac z zalezno$ci (5.7) i stosujgc metode perturbacji otrzymal rozklady
naprezen radialnych. Z opracowanych przykladéw (dla czystej miedzi) wynika,
ze w stosunku do teorii liniowej otrzymuje si¢ tu powazne zmiany naprezen obwodo-
wych, zwlaszcza na brzegu wewnetrznym kuli wydrazonej i pierscienia.

Ztozono$¢ réwnan nieliniowych, tak przemieszczeniowych jak i naprezeniowych,
nie rokuje nadziei na uzyskanie rozwigzan Scistych. Przy rozwigzaniu zagadnien
fizykalnie nieliniowych bardzo skuteczne moga si¢ okazaé metody przyblizone,
metoda Galerkina i metoda perturbacji.
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PeawowmMme
HAIPABJIEHUSA PA3BUTUA TEPMOVIIPYIOCTH

" B pabote, umeroueit Xxapakrep o630pa, MPHBOAATCA Pe3yAbTATHl MCCNEAOBAHMH M BHIPHCOBKI-
BAIOLIHECH HANPABICHHA Pa3BUTHA HEKOTOPbIX OBnacTell TepMOYynpyroctH.

PaccmMaTpuBalOTCA BOMPOCH!, KACAIOUIMECSH CONPAXKEHHs TeMNEpaTyPHOro nons H nons nedop-
MauHuH, BONpPOCOB TEPMHYECKHX Haﬂpﬂ)KCHHH B AHH3OTPOMHLIX OAHOPOAHBLIX TEAaAX H B H30TPOD-
HbIX HCOOHODOAHLIX TEnax, & TAKMKC B dJHBH‘iECKH HE/MHHEHHLIX Teaax,

Summary
MODERN DEVELOPMENT TRENDS IN THERMOELASTICITY
This survey presents the results of investigations and the development trends that can be observed
in some domains of thermoelasticity. The problem of coupling between the temperature field and
the strain field is discussed as well as the problem of thermal stresses in anisotropic homogeneous

bodies, isotropic non-homogeneous bodies and physically non-linear bodies.
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