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ZAGADNIENIA JEDNOCZESNEGO ZGINANIA I SCISKANIA,
STATECZNOSCI I DRGAN PASMA PEYTOWEGO I PEYTY PROSTOKATNE]

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)
i. Wstep

Zagadnienie statecznodci i drgan wlasnych plyty prostokatnej na
brzegu swym zupelnie utwierdzonej ma bardzo bogatg literature.
Rozwigzywano je rozmaitymi metodami. Wsréd nich na plan pierw-
szy wysuwaja sie metody wariacyjne W. Ritza, [1], B.G. Galer-
kina, [2],i S. Timoszenki, [3]. Niepewnos¢ jednak uzyskiwa-
nych tymi metodami rezultatéow sklonila badaczy do poszukiwania
przyblizonych i Scistych rozwiazan réwnania rézniczkowego pro-
blemu drgan czy tez statecznosci plyty. Pierwszy powazny krok
w kierunku rozwigzania réwnania roézniczkowego zrobit K. Se-
zawa, [4]. W jego metodzie spelnia sie w sposéb $cisty warunek ze-
rowej wartoéci ugiecia na obwodzie plyty, a warunek zerowej war-
tosci stycznej w kilku punktach obwodu (w narozach i w polowie
diugosci bokéw). G. I. Taylor, [5], i G.H. Faxen, [6], wodnie-
sieniu do statecznosci a S. Iguchi, [7], wstosunku do drgan wila-
snych plyty zupelie na obwodzie utwierdzonej podali juz pelne
déciste rozwigzanie. Rozwiazanie zagadnienia prowadzi do ukiadu nie-
skonczonego rownan liniowych, w ktérych wspolezynniki przy nie-
wiadomych sg funkcjami nieznanego parametru, okreslajacego war-
tosé sity krytycznej czy tez czestotliwosci drgan wiasnych. Przy-
réwnanie wyznacznika ukladu tych réwnan do zera jest warunkiem
wyboczenia czy tez drgan plyty. Obaj badacze pracuja na ukladzie
podstawowym — plycie na brzegu swobodnie podpartej. Zatem nie-
wiadome w nieskonczonym ukladzie réwnan trakiowaé mozna jako
wspélczynniki rozwinigcia Fouriera momentéw utwierdzenia
plyty.

Autor niniejszej pracy, [8], podal odmienng metode rozwigzania
polegajaca na przeksztalceniu réwnania rézniczkowego na catkowe
i doprowadzeniu tego ostatniego do nieskonczonego uktadu réwnan,
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w ktorych wspélezynniki przy niewiadomych przedstawiaja rozwi-
niecie Fouriera momentéow utwierdzenia. Metoda ta jest o tyle
ogolniejsza od poprzednich, ze zezwala na uwzglednienie dowolnego
ciaglego lub nieciaglego rozkladu naprezen oxx, Oyy, 0xy, dzialajacych
w plaszezyznie plyty.

W 1921 r. M. T. Huber, [9], podal szereg rozwigzan odnoszgcych
sie do statyki ptyt prostokatnych na dwu przeciwleglych brzegach
swobodnie podpartych wychodzac z pasma plytowego obciaZzonego
nieskonczonym ukladem sil. Przyjmujac reakcje podporowe jako
wielkoéei nieznane uzyskal szybkozbiezne szeregi dla ugiecia plyty.

G.A. Grinberg i J.C. Ufliand, [10], w swej pracy odno-
szgcej sie do zagadnienia statyki plyty na brzegach zupelnie utwier-
dzonej rozwijajac pomyst M. T, Hubera stwierdzili, ze do szyb-
ciej zbieznych wynikéw doj§¢é mozna i w tym przypadku przyjmujac
jako wielko$ci nieznane problemu sily podporowe, a nie momenty
utwierdzenia, Rozwigzanie problemu statecznoscei plyty, opierajace
sie na ideach dwu wymienionych radzieckich uczonych, podat
Hu Hai-Chang, [11], przy uzyciu podwojnych szeregéw trygo-
nometrycznych 1.

W niniejszej pracy przedstawiamy szereg rozwigzan zagadnien
jednoczesnego zginania i Sciskania, statecznosci, drgan wiasnych
i wymuszonych dla pasma plytowego na brzegu swobodnie podpar-
tego lub zupelnie utwierdzonego oraz dla pityt prostokgtnych na
brzegach zupelnie utwierdzonych, przyjmujac jako wielkosci nie-
wiadome reakcje pionowe skupione lub w sposéb ciagly roztozone,
umieszczone periodycznie na pasmie ptytowym. Miedzy innymi po-
dano sposbb rozwigzania piyty na brzegach zupemie utwierdzonej
przez sprowadzenie tego zagadnienia do réwnania catkowego Fre d-
holma pierwszego rodzaju. Rozwigzanie tego réwnania catkowego
doprowadza do nieskoniczonego ukladu réwnan o wigkszej zbiezno-
$ci niz w dotychczas ebmyslanych metodach.

2. Jednoczesne zginanie i $ciskanie oraz wyboczenie pasma plytowego
i plyty prostokatnej swobodnie podpartych na brzegach

Zajmijmy sie najpierw rozwigzaniem zadania pomocniczego, mia-
nowicie wyznaczeniem ugiecia pasma plytowego o szerokoséci a na
brzegach =0, a swobodnie podpartego i obcigzonego ukladem sil

! Por. rozdzial Discussion on the lecture of Prof. dr. Nowacki w pracy [11],
s, 119.
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P=1 dzialajgcych w punktach (¢,£2bk) k=0,1,2,...,00 plyty. Niech
ponadto pasmo plytowe bedzie $ciskane silami g réwnomiernie roz-
lozonymi na obu brzegach plyty (rys. 1). Ugiecie plyty G powinno
spetnié réwnanie rézniczkowe

(2.1) V2V3G—[—22-—-—-—--—ém £ - L
= ( m.z‘jm (y+2bk), =
z warunkami brzegowymi
(2.2) G=0, V2G=0 na brzegach x=0,a
araz
(2.3) G 0 dls  y=2obk, K=0.0.2,0
oY
g
= e
I I I R N
gy
! ol ¢ Jlf of ~
;-—,——?{)—-I——Z!J-—-—H-—Zb —-l——zb——-l \

|
I S Y Vi Y O S, T S VR VL
Y

Rys. 1

W rownaniu (1.1) G(xz, y ; §) oznacza ugiecie plyty w punkcie (z, y),
N jest sztywnoscig zginania, a § oznacza symbol funkeji Diraca.
W celu rozwiazania réwnania (2.1) z warunkami (2.2) i (2.3) po-
damy rozwigzanie prostszego zadania. Wyznaczymy najpierw ugiecie
plyty Gy wywolane dzialaniem jednej tylko sily skupionej umiesz-
czonej w punkcie (£,0).
Rozwiazat nalezy roéwnanie roézniczkowe

3Gy
2

ax

2.4) VviGy+2 0 = zlv 8(x—8)dly)
z warunkami brzegowymi
(2.5) Go=0, V2Gy=0
na brzegach x=0, a oraz
Gy=0
w nieskonczonosci.
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Widoczne jest, ze rozwiazanie réwnania (2.1) przyjmie postac
m=oc

2.6) G,y; 9= D Gilx,y+2mb; 8.

Wyrazmy prawg strone réownania (1.4) przy pomocy szeregu-caltki
Fouriera
1 2y~ . 3 nmw
s dx—E)dly) = -}v-;’%lsm ané sin a,l:r.:‘if cos ﬁyd;? ) G

Przyjmujac, ze

o0

2.7) Golx, v ; E)=2: ,lAn(ﬁ ; &) sin apx cos fy df,
1

n

=t

otrzymamy z réwnania (1.4)
2 sinapé

Anf; = SIS
= G (a2 +pr—22a2

Zatem zgodnie ze wzorem (2.7) jest
2 - . : o cos fydp
2.8 Golx, y; &=—"— Esmu égina xjw———.
) 0 Yy Na n n (afl+ﬁ2)2—ﬂ.*a§
n=1
Zwazywszy, ze

oo

J cosfydf _ m (e'“""‘_ = .ef_"."_”_) y>0
J {ﬂz-l-.gi)z —_Z%i 2 [zi — rpi) Pn In ! ?
]
gdzie
P2=al—und, - 2=0at+a,h
otrzymamy
29.1) GOz, y; 8= 1 'ETM_M(G““" LERY wet
' . L 20AN f In Pn Xn ), ¥ '
; 1 !u":ﬁsinm&sinanm eray  ekul
(2.9.2) G¥z,y; b= ~—3-——(—-~- - , y<0.
2aAN dn Pn in
n=1

Poniewaz funkcja Gy dana jest dwoma wzorami w zalezno$ci od
tego czy y > 0, czy y <0, zatem zwigzek (2.6) przyjmie postac

2100 G, y; =G, y; &+ SIGW, y+26m ; &)+
m=1
+GP(x, y—2bm ; ).
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Wstawiajac do powyzszego wyrazenia funkcje G i G i wy-
korzystujge zaleznodci

(2.1 1) E e~ me, — _"1—, \ﬁeummx" = —'1 3 Py ¥n > 0
ey, —1 Zad e, —1
m=1 m=1

otrzymamy po prostych przeksztalceniach

(2:12) Glx, y; E]———-ﬁl:ZFn(y : A)sin a,x sin ayé,

n=1

gdzie

Ty 3 9= 1 [ chgaly—b) _ chyzaly—b |
24an | @nshopb %nSh x,b

Zauwazmy, ze funkcja (2.12) spelnia nie tylko réwnanie (2.1) i wa-
runki (2.2) i (2.3), ale réwniez warunek 3G[oy=0 dla y==£(2k—1)b,
k=1, 200,

Powierzchnie ugiecia G przedstawi¢ mozna i w innej postaci, mia-
nowicie za pomoca podwoéjnych szeregéow trygonometrycznych. Po-
sta¢ ta bedzie pozyteczna w rozwazaniach dotyczacych pasma plyto-
wego na obu brzegach zupehie utwierdzonego.

Przedstawmy prawa strone réwnania (2.1) szeregiem

m=oc

(2.13) %6(&:—5) Y 8y+2bm)=

m=—2o

: [ 3 sin ank sin apz+2 Y sin apé sin anz cos fmyl, Pm= i
Nab n=1 n=1 b

m=1

a ugiecie G szeregiem

(2.14) Glx,y; H= > Apsinanz+ ) Bam Sin apx cos fmy .
n=1

n,m

Wstawiajae (2.13) i (2.14) do réwnania (2.1) otrzymamy

1 sin ané 2 sin apé

Ag= W :
" Nab a2(a2—2) "™ Nab (a2+p2)p—a2?

11 Ksiega Jubileuszowa
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Tak wiec zgodnie ze wzorem (2.14) mamy

1o\, . 1
(2.15) Glx,y; b= 2{ sin upé sin anm[

Nab at(a? —23)

oo

o 22 cos fmy 'I
(@2+p2e—a2i? |

m=1

n=1

Znajomos$¢ funkeji G zezwala juz na rozwigzanie szeregu bardziej.
zlozonych zadan.

1. Pasmo plytowe swobodnie podparte na brzegach x=0,a, a po-
nadto punktowo podparte w punktach (§£2bm) m=0,1,2 ,.., c©
jest Sciskane sitami g i obcigzone w sposob jednostajny obcigzeniem p.
Prakfyczne zastosowanie tego zadania mamy w przypadku stropu
grzybkowego podpartego stupami w jednakowych odleglodciach 2b.

Oznaczajac przez X nieznang site podporowsa w punktach (£, +2bm)
m=0,1,2,..,00 przedstawi¢ mozemy ugiecie w(x, y) plyty wzorem

(2.16) wlx, y)=wl@)+XGlxy; ) —bgy<+bd.

We wzorze tym wp(x) oznacza ugiecie pasma plytowego obcigzo-
nego sitami p i gq.
Funkecja wy(x) spelnia réwnanie rézniczkowe zwyczajne

(2.17) W T B
dxt da? N
z warunkami brzegowymi
2
(2.18) wi=l, U g4l 500,
| da?

Rozwigzaniem réwnania (2.17) z warunkami (2.18) jest funkcja

o0

(2.19) e 32 Z SR
a ad(al—22)
n=1, 3..
lub
cos 2(—2— —:c)
2.2 e el Bon
(2.20) w(x) - = 1 o z(l—2)
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Wielkos¢ X wyznaczymy z warunku zerowej wartoseli ugiecia

w punkcie (x=§&, y=0)

2.21) : X=—-—1:)°—(E}——,
GE¢,0; 9

gdzie

1 o0
G, 0, E)Zm D0 (0 ; 2)sin 2uné .

n=]

Powierzchnia w(x,y) przyjmie zatem postaé

wp(£)
G059

2. Wzdiuz prostych y==+2bm, gdzie m=0,1,2,...,00, dziala obcia-
zenie X(&), a ponadto pasmo jest poddane dzialaniu obcigzenia
p=-const. Funkecje X(§) dobierzemy w ten sposéb, aby na odcinkach
cp-¢; w prostych y=t2bm ugiecie w bylo réwne zeru. Ugiecie w
wyrazimy wzorem

c2
(2.22) w(@, Y=wo@)+ [ XOGy; Hdé.

cl
Funkeje X (& wyznaczymy z warunku

w (x, y) = wo(x)— Glx,y; 8.

c2
(2.23) w(x, 0)=wo(@)+ [ XEGE,0; HAé=0, a<zcen.
el

Dla wyznaczenia funkcji X(£) nalezy rozwigzaé¢ réwnanie catkowe
Fredholma pierwszego rodzaju (2.23). Rozwigzanie tego réwnania
nastrecza znaczne trudnosci. Trudnosci te obejdziemy spelniajac
warunek w(x,0)=0 jedynie dla kilku punktéw w obrebie odcinkéw'
cy-¢y . W przypadku szczegblnym, gdy c;=0, c;=a, mamy do czy-
nienia z pasmem plytowym, w ktérym wzdluz prostych y= £2bm,
m=0,1,..., 00 spelnione sy warunki zupemego utwierdzenia. Wi-
doczne jest, ze rozwigzanie tego przypadku jest identyczne z rozwig-
zaniem dla plyty prostokgtnej, na brzegach x=0, a swobodnie pod-
partej, a na brzegach y=0,2b zupelnie utwierdzonej.

Wstawiajac ¢;=0, c;=a do réwnania (2.23) oraz wyrazajac funkeje
X(&) szeregiem trygonometrycznym

(2.24) X()= % Cusinat,
k=1
i zwazywszy na wzor (2.19) uzyskamy
1
(2.25) ' G L

@ Ii0;Nad(a2—22)

a1
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Ugiecie plyty okreSlone jest wzorem

(2.26) wix, y)=wo(x)+fX(§)G(m, y; §dé,
0

albo

@.27) B e 2 (1 _ ﬂl_{i_ﬁ) sinanx
a I'n(0; %) | ada2—2A%)
n=l1, 3,..

3. Pasmo plytowe jest rownomiernie obciazone silami p i Sciskane
silami q. Zalézmy, ze w prostych y=+2bm, m=0,1,2,...,00,
umieszezone sa zebra o sztywnosci EJ w sposéb symetryezny w sto-
sunku do $rodkowej plaszczyzny plyty. Oznaczmy przez X(&) sily
wzajemnego oddzialywania plyty i zebra.

Ugiecie w plyty i zebra wg okre$lone sg wzorami

(2.28) w (e, y)=w(x)+ [XOGe,y ; Hdt,
0

(2.29) wg(:r:)=~fX(E}GR{m : &g,
0

gdzie Gglx;£) oznacza ugiecie punktu = Zzebra, wywolane dzialaniem
sily jednostkowej dzialajacej w punkcie &. Dla zebra swobodnie
podpartego w punktach x=0, a jest

(2:30) Grle; = —— Z sin ané sin ana
EJa at
n=1

Wyrazajac funkcje X(£) szeregiem Fouriera (2.24) i wyrazajac
wy(x) szeregiem (2.19) uzyskamy z warunku wspélnego ugiecia ptyty
i zebra wzdluz prostych y= +2bm

@31 w@+ [XOG,0; §dé=— [X(HGrlx; §ds
0 ]

nastepujgcy wzoér na wspoélezynniki Cj rozwiniecia (2.24)

39 G k( : 7 o
a opldag— s _adv
I'e(0; A) + ETa

W przypadku szczegolnym, gdy EJ— oo, wzér (2.32) przechodzi
we wzor (2.25).
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Dotychczas rozpatrywaliSmy przypadki jednoczesnego zginania
i Sciskania pasma plytowego. Rozwazmy teraz kilka przypadkow
wyboczenia piyt.

4. Pasmo plytowe swobodnie podparte na brzegach x=0,a i do-~
datkowo punktowo podparte w punktach (§,+2bm), m=0,1,2,...,00
jest Sciskane silami q. W punktach tych powinno byé réwne zeru
nie tylko ugiecie, ale i pochodna 2w/[2y .

Ugigcie plyty wyrazone jest wzorem

(2.33) w(x,y=XG(x,y;8¥),

przy czym X jest tak dobrane, aby

(2.34) w(§,0=XG(£,0;£)=0. i
Poniewaz X # 0, zatem

(2.35) G(,0;8)=0

jest warunkiem wyboczenia plyty. Zgodnie ze wzorem (2.12) wyra-
zimy warunek (1.35) réwnaniem

o0

(2.36) 2““2%5 ctghb Vai—and _ctghb Vant and
n V'G‘i——%i l/ﬂ': I an,l

n=1.2,...

=0,

Dla ustalonych wielkosci a,b wyznaczamy droga prob z réwnania
(2.36) najmniejsza warto$é¢ Amin, a tym samym najmniejszg wartos¢
sily krytycznej qur=NAmin -

Jesli pasmo plytowe podparte jest wzdluz prostych y=12bm,

m=0,1,2,...,00 na odcinku cy-¢c,, to ugiecie plyty wyrazi¢ mo-
Zemy wzorem

Ca
(2.37) w@,y)=[XO G,y ; & dk.

cy

Warunkiem wyboczenia bedzie

(3.38) [ X@OG@,0; §dé=o0.

Rezwigzanie tego réwnania calkowego (w ktorym wystepuje nie-
znana funkcja X(£) i nieznany a poszukiwany parametr 1 uzyskaé
mozemy na drodze przyblizonej, zastepujac calke sumg a rownanie
calkowe ukladem réwnan algebraicznych liniowych jednorodnych.
Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu tych réwnan jest wa-
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runkiem wyboczenia plyty. Wyznacznik ukladu réwnan zawiera pa-
rametr A. Najmniejsza warto$¢ tego parametru okresla sile kry-
tvezng.

W przypadku szezegblnym, gdy ¢,=0, ¢;=a mozna podac Scisle
rozwigzanie réwnania (2.38). Wyrazajac funkcje X(§) szeregiem
Fouriera

X (5= ZAR sin anf,

k=1

i wykonujac przepisane calkowanie otrzymamy
(2.39) = S'Akrk(o ; )sin agz=0.
2N

Powyzsze réwnanie powinno byé¢ przy A7 0 speinione dla kazdej

wartosei x, a zatem
ctgbfy ,_ ctghbyn

k In

(2.40) I'v(0; =0 albo =0

'ﬂn=ifpn= I/ j.ﬂ'n‘—“ ﬂ'i ’

jest warunkiem wyboczenia. W réwnaniu (2.40) wprowadziliSmy
wielko$¢ &5, gdyz dla pasma poprzecznie podpartego jest Auy>a?,
przypadek bowiem A=ua, odpowiada wyboczeniu pasma $ciskanego
sitami q. Wzor (2.40) przedstawia znane réwnanie przestepne wy-
boczenia plyty prostokatnej o bokach a,2b, na brzegach x=0,a
swobodnie podpartej, a na brzegach y=0, 2b zupelnie utwierdzonej.

3. Jednoczesne zginanie i $ciskanie oraz wyboczenie pasma plytowego
i plyty prostokatnej na brzegach zupelnie utwierdzonej

Rozpatrzmy najpierw zadanie pomocnicze. Niech pasmo na brze-
gach x=0,a zupelie utwierdzone $ciskane bedzie silami g=const
i obcigzone w punktach (§,£2bm), m=0,1,2,...,00 sitami P=1
dzialajgcymi prostopadle do plaszczyzny $rodkowej plyty. Powierz-
chnia ugiecia G*(x,y ;&) tak obcigzonego pasma spelié¢ powinna réw-
nanie roézniczkowe

@3.1) VEVIGH 472 G—ia(x~§)25(y+zbm),
R ox* N
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z warunkami brzegowymi

(3.2) G*=0,

na brzegach x=0, a oraz

oG* :
=0 wzdiuz prostych y=-+2bm, m=0,1,2,...,00
Y

(3.3)

Ugiecie G* zlozymy z dwu czesci, z ugiecia G pasma plytowego,
na brzegach x=0,a swobodnie podpartego, oraz z ugiecia G tak
dobranego, aby spelnione bylo réwnanie

(3.4) VaVIG =0,

z warunkami brzegowymi

(3.5) G, 220 5 g w=iia,
ox ox
oraz
oG ;
(3.6) a—=0 wzdluz prostych y=+2bm, m=0,12,...,00
y

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie zastgpi¢ uklad sit P=1
dziatajagcych w punktach (¢,12bm) dwoma ukladami sil o intensyw-
nos$ci dwa razy mniejszej, umieszcezonych raz symetrycznie, drugi
raz antysymetrycznie wzgledem osi y; (rys. 2a i 2b).

Oznaczmy przez G ugiecie plyty wywolane dzialaniem ukladu
sil symetrycznie ulozonych wzgledem osi v, , przez G'® ugiecie ptyty
wywolane dzialaniem antysymetrycznie wzgledem osi y; umiesz-
czonych sit P=1/z. Ugiecia G® i G@® odnosza si¢ do pasma ply-
towego swobodnie podpartego na brzegach x=0, a:

1
GOy, s ; E”=E[G(% et g %+£1)+

+G(

w|n

— &1, Y14 —-‘51)]
—&L Y15 _‘51)]

3.0 1 ;
G(“‘(ac1,y1;§1)=—2—[ ( +:J:1,y1,-

s
o

m[n
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a g
'r!';;"}"[““}'##‘:;;‘['i
1 1 1*" 1 y 1 ?_I
z* z? IVEL By, B e
po—1l -1 1 - o
e e
0., 5 0
Y lx
b 4
) 2
I T I N O A ) A
PR T T
RSP S e/
B i e g | |
A O O O |
g 2

Rys. 2

gdzie funkcja G okre§lona jest wzorem (2.15) lub (2.12). Zatem

1
(3.8) G®(x1,y1; 5:)-- — Z €08 apéy CoS anT; | ——5——
Ure ("Tn = '12)
'n-=1 3,
cos fm¥1
+2 Z Fry vy |
(an+ﬁm) = nz:‘1
(3.9 G9(xy,yy; &)=— Nab 2 sin apéy sinagx; [——-{ )-l-
n=2,46,. Gnlln
49 Z €08 fimys 2]
albo ( ﬂ‘l‘ﬁm] < a,,F
(3.10) GO (xy, y1; &)= I\rl_ Z I'y (Yr; A) cos ané) cos anxy |
a
n=L3,...

(3.11)  GO(zy,yy; &)= i Z P Lo Ay i B

n=24,...
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Réwniez i funkeje G zlozymy z dwu czedci, z funkeji G® symetrycz-
nej wzgledem osi y; oraz z drugiej G@ antysymetrycznej wzgledem
osi Yi .

Funkcje G® przyjmujemy w postaci szeregu

(3.12)  G® =Y (AY chypx:+BY chnmy) cos fmys
m=0

2 2 A J’2—/ 4ﬁ$n
——-8 ._.___.+.__ 1.___,

2./ ap
hep =i Bl e

2 2 2
Funkcja ta speini pierwszy z warunkow (2.5), jesli przyja¢, ze

ch /m@
(3.13) BY=_A® —t
oh Imé

7 drugiego warunku brzegowego grupy (3.5), wzigwszy pod uwage
postaé G® wyrazong wzorem (3.8), otrzymamy nastepujgqcg za-
leznosé

| Al‘sl 1 ‘31(51)‘3

I P ={1 dla m= 0
™12 dla m=1,2,...,0,
gdzie

(S}(Eﬂ Zan( 1} 2 cosuﬂEl

n=13..
Dn=an(0h—#), Dam=(on~+PmP—Aan.
Wziawszy pod uwage zwiazek (3.13) otrzymamy

(s) h 'Ymﬂ- Nma t h ﬂma .
(3.15) Am= 2 ~tg Ty




170 Witold Nowacki

Tym samym okre$lona jest funkeja G'®. Ma ona posta¢

1
(3.16) G*Nxy, Y1; S1)= -—wN Z cos anéy cos anxy My (Y1 A) -+
a

n=L3.. .
1
+ HZQ‘}? (E)0m F (2,) 08 Bratpt»
m=1

gdzie

1 [chymx ch ypx

Fplx)= (s) - al - e ;
m | chntmE  ch E:;‘__

Dla antysymetrycznie wzgledem osi y; umieszczonych sit (rys. 2b)
przyjmiemy funkcje G® w postaci

G17) GOy, y; 8= gALi? sh yma; + B sh max:) €08 fmys -
m=

Wykorzystujac warunki brzegowe (3.5) uzyskamy

. yma
sh-——
i o (E)0m , B _ @ 2
Nb A(a} sh Yma me " Nma ’
m 9 sh ——

gdzie . L
o« @y sin ané cos 9
(a)
(3.18) om (1 (B2, + a2 — a2
n=24,...
Aiﬁj= Yma ctgh Yma __ Mm@ ctgh Nma '

Zatem
(3.19) GrOa, g1 E)=—— _S_ Sin ané sin anmlalys; 2+

n=24,...

1
n EZQQ;?(&) SmFm (1) cOS By ,
m=0

gdzie

_L sh ymx; _ sh fmay

Alal ’
™ |sh 222 ghlmS

2

F i’?‘l)(xl) =
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Funkcje G* przedstawiajaca ugiecie pasma na brzegu swym zupel-
nie utwierdzonego i obcigzonego sitami P=1 w punktach (¢;, 12bm),
m=0,1,2,...,000, uzyskamy dodajgc do siebie funkcjeG*® i G*@},

Znajac funkcje G* rozwiaza¢ mozemy szereg zagadnien o znacze-
niu praktycznym.

1. Pasmo plytowe na brzegach x= *a/2 zupehie utwierdzone pod-
dane jest dziataniu sil $ciskajacych g=const, obcigzen p=const
dzialajgeych prostopadle do plaszezyzny plyty oraz sit X dzialaja-
cych w punktach (£=0,22bm) m=0,1,2...,00. Zalézmy, ze ugie-
cia punktow przylozenia sit X beda réwne zeru. W rozpatrywanym
przypadku mamy do czynienia z symefryczna wzgledem osi y; po-
wierzchnig ugiecia ptyty. Ugiecie w® (x1,y)) wyrazimy wzorem

(3.20) w® (x5, y1)=w (@) +XG*® (21, Y15 0).

Funkcja w (x;) przedstawia ugiecie pasma obustronnie zupelnie
utwierdzonego, poddanego dzialaniu sit p i g . Funkeja

@.21) w{s)(x)_ Z( 1) ? cos anr(l_mz)’ x:’____=”' —.

a“ {a* 12) n m
'h.v=1 it _1_._
af—?ﬁ
r=13,...
albo
j , cos Ax;—cos A .i
Bi29) weg=L a2, 2 ) M egdn
¢ e R S a N2 a
cosi— cosA—
2 2
M= - ctg'—a
A Aa 2
2

jest rozwigzaniem rownania

diw's) d?w (sJ D
(3.23) — L=
: dxt dx? N

z warunkami brzegowymi
(s)
0

_Ea:=0 dla x;=+a/2.

(3.24) wis)=0,
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Wielkosé sily X znajdziemy z warunku w® (0, 0)=0,
skad

- w® (0)
(3.25) =T G(0,0,0)"
gdzie
1 oc 1 - 00
3.26 G*®(0,0; 0)=— I'n@; A+ —- (2 (0)8,nF2 (0)
(3.26) ©0,0;0) NQZ ) szemnmmn
n=13,... m=0

W przypadku szczegélnym p=0 mamy do czynienia z wybocze-
niem pasma plytowego zupelnie utwierdzonego na brzegach
2=*a/2 i podpartego dodatkowo w punktach (0,%£2bm) m=
=008 0 00

Warunkiem wyboczenia jest tu ( przy X = 0) przyréwnanie funk-
cji G*©(0,0;0) do zera.

Dla ustalonych wartosci b/a mozemy zastosowawszy droge prob
uzyska¢ najmniejszg wartos¢ 4, a tym samym najmniejsza war-
tosé sily krytycznej. Uzyskana wartos¢ qir bedzie identyczna z war-
todcig sity krytycznej plyty prostokatnej o bokach a i 2b, w ktérej
warunek dw/an=0 speiniony jest na caltym obwodzie, a warunek w=0
spelniony jest na brzegach ;= *a/2 oraz w punktach (0, 0) i (0,2b).
Jesli na prostych y;=+2bm (m=0,1,...,00) damy r rzedow sit
Xi(i=1,2, ..., 1), to ugiecie plyty wyrazi sie wzorem

.
(3.27) wiy, y;)=i2‘1X*G*t:c;, y1; &M,

Zadajac, aby ugiecie w punktach przylozenia sit bylo réwne zeru,
otrzymamy uklad réwnan

r »
(3.28) w(E?, 0) = _le,c-*{fi”, 0;&h=0 (=1,2,..,n
Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (2.28)
(3.29) IG*?,0; &) =0

jest warunkiem wyboczenia ptyty.
Duze udogodnienie otrzymamy, umieszczajac silty X; symetrycznie
wzgledem osi ;. I tak dla czterech sil umieszezonych w punktach
3 1 1

(——a,O),(———a,{}),(—a,0),(—g—a,0) otrzymamy uklad dwu
10 10 10 / \10

rownan typu (8.28).
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2. Sciste rozwiazanie zagadnienia jednoczesnego zginania i #ci-
skania oraz wyboczenia plyty prostokatnej na brzegach swych cal-
kowicie utwierdzonej uzyskamy jako graniczny przypadek poprzed-
nio rozwazanego zagadnienia. Zamiast sil skupionych przyjmiemy
obcigzenie ciagle X (¢)). Poniewaz ugiecie plyty bedzie symetryczne
wzgledem osi v, , zatem

a/2

(3.30) w(zy, y)=wy” (2)+2 [ X (E) Gz, 1 5 £ dé.
0

Nieznana funkcje X(&) uzyskamy z warunku zerowej wartosei
ugiecia wzdluz prostych y;=+2bm, m=0,1,2,...,00. Warunek
ten ma postac

a/2

(3.31) 0=wp” (@) +2[ X (E)GH) (2, 0 ; &)k .
0
Tutaj

(332  G*O(xy,0; &)= —;TZcos G B8 e Tl Dt
a

n=13,.., -
1
i EZ o2 ().
m=0

Rozlézmy funkcje F@)(x;) na szereg Fouriera wzgledem funkeji
COS andy .

(3.33) Fii’(xl)?l.nz Liny cOS aj1 .
ZWazywszy, ze -
-1

4 . yma ay(—1)2
=-—=ch™ S ~————_— COS a;xy ,
ch ymx - 5 aZfy? 51

41,8005 m
(3.34) - Kot -1
4 nmad ajl\— ) 2
ch pmaxy=—ch— —————cos a;iy ,
Lo 2 Z aj+ns, ~
J=1,3, ...
stwierdzimy, ze
4 f-1 1 1
(8) — —— — g .
.39 =gV (i )

Wstawiajac (3.35) do (3.33) a te ostatnig funkcje do réwnania (3.32)
-uzyskamy po przegrupowaniu sum nastepujacg postaé funkcji G*®
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1\
(3.36) G*O(xy,0; ‘f““‘;\r,Z{ (0 7 cos anty +

I'l
] E s, 2 éHjmcosaj\,I COS Uni ,

§=1.3,
gdzie
i-1
(s) Ej(__.” £
im = Djm !

Djm=(aj+ )’ — ajA*.
Wyrazmy dalej funkcje X (%) szeregiem frygonometrycznym

(3.37) X (&) =D 8¢ cos aety
k=1

i wstawmy ja do réwnania (3.31). Po wykonaniu przepisanych cal-
kowan otrzymamy

(=]

(3.38) wi (@) + i Z{Rﬂ ©; Sy +
Na

n=13,...
+ —g— E S E . ) 35005 8L = cos apx;=0.

i=13,... m=0

Zwazywszy, ze i funkcja w(® (xy) daje sie przedstawi¢ pojedynczym
szeregiem trygonometrycznym [por. wzor (2.21)]

(3.39) w® () = -—Z M,, cos apa ,

n=113,

gdzie

n-1 — 2
=L 4 xal

Mp=(—1) ® m,

uzyskamy z réwnania (3.38) nieskonczony uklad réwnan dla wy-
znaczenia wspolezynnikéw S,. Ma on postaé

(3.40) SE'TH(0; )+ —:—Z s Z "’Lif,’n+4pMﬂ~o
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Powyiszy uklad rozwigza¢ mozna w sposéb przyblizony biorac pod
uwage tylko kilka pierwszych wyrazéw. Po wyznaczeniu wspolezyn-
nikow S, S, ... uzyskamy ze wzoru (3.37) przyblizona postaé funk-
cji X (&), a ze zwigzku (3.30) ugiecie plyty. :

Jesli w rownaniu (3.40) przyja¢ p=0, to mamy do czynienia z wy-
boczeniem plyty prostokatnej o bokach a,2b na swych brzegach
zupelnie utwierdzonej. Warunkiem wyboczenia jest przyréwnanie
do zera wyznacznika ukladu réwnan

(3.41) SWE 02 E '8} s HOMLE, =0,
b et
j=13,... m=0
(n=1,3,...,00).

Uklad rownan (3.40) odznacza sie znacznie szybszg zbieznoScia niz
w innych metodach wyznaczenia sil krytycznych w plycie prosto-
katnej na obwodzie zupelie utwierdzonej. Sciste rozwigzanie tego
zagadnienia prowadzito i u innych autoréw, [5], [6], do nieskonczo-
nego ukiadu réwnan. Wspoélezynniki jednak wystepujace przy nie-
wiadomych ukladu réwnan (niewiadome te reprezentowaty inne
wielkoéei statyczne — mianowicie momenty utwierdzenia plyty.
a nie jak tu reakcje) charakteryzowaty sie znacznie mniejsza zbiez-
noécig.

Dla wyznaczenia wartosci Amin z ukltadu réwnan (3.40) ograni-
czymy sie do wyznacznika drugiego a najwyzej trzeciego stopnia,
uwzgledniajgc uklad dwu wzglednie trzech réwnan zamiast nie-
skonczonego uktadu réownan.

Przedstawione wyzej rozwigzanie odnosi sie do symetrycznej
wzgledem osi y; postaci wyboczenia ptyty. Rozwazy¢ nalezy jeszcze
antysymetryczng postaé wyboczenia wzgledem tej prostej. Warunek
wyboczenia przyjmie tu posta¢

al2

fX{El)G*“"(xl, 0; &)dé=0,
0

gdzie

m‘1
(3.42) G*(xy, 0;&) = 171—2 I'y(0 ; A)sin agé, sin ap 2+
a

n=2.4,...
o0

ol
i % 0% (&) 6mF Y (1) COS fmys -

m=0
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Rozl6zmy funkcje F'®(y,) na szereg Fouriera funkeji sinanx.

Ywazywszy, ze
j-2

4  ymo (=1 e g
(3.43) sh ymx1= :L— sh 5 i, sin a;x;,
J=24,
%0 =2
sh ymx1= 2 g m@ . SN a5y,
a 2 ai-+n,
j=24,...
stwierdzimy, ze
(3.44) Fiﬁj(:ci)j= D L% sin ajxy,
=21, ...
gdzie
4 =3 1 1 ;
Li=—m(—1) 2 ﬂ'( - ) (j=2,4,..,00).
™ ad) Naf+rn  G+im

Wstawiajac (3.44) do (3.42) i przegrupowujac sumy w drugim wy-
razie funkcji G*® otrzymamy

345 GO, 0; &)= — v{mo ; 7)sin entr
Na £

n=24,...

—i--*:— E LE{‘,L dm E H;‘L’; sinajfl}sin Undy,

m=0 j=24, ...

gdzie
i=2
H;g=w, D,m={a§+ﬁfn]3—uf73.

im

Wyrazajge funkecje X(&) szeregiem
(3.46) X(E)=), 8\ sin aké;,
k=24,...

wstawiajgc jg do roéwnania (3.41) i wykonujac przepisane catkowanie
uzyskamy

(3.47) SIOTW0; )+ —g— E s _S_ HfY 8 L2 =0,

j=24,... mm=0

(n=2,4,..,0).
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Przyrownanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (3.47) stanowi
kryterium wyboczenia plyty przy zalozeniu antysymetrycznej wzgle-
dem osi y; postaci wyboczenia.

Przedstawiony tu sposob rozwiazania rozszerzy¢ mozna i na przy-
padek Sciskania plyty silami g; w kierunku osi x i sitami gy w kie-
runku osi Y .

Réwnanie powierzchni odksztalcenia plyty ma wtedy postaé:

(3.48) vﬂv=w+z§‘}—w R8O D g B g G

ay: N N N
W tym przypadku funkcja G(x,y ; & odpowiadajgca funkeji (2.12)
ma postac

(3.49) Glxy ; = El— T(y ; Nsin anésinage,
a Z
gdzie
n . 1 ch @y — b) ch 7 (y—b)
Inly; A= —_— .
V22 —4ad)+4a2 22l Gnshgad  Zashynb

Tutaj oznaczaja
= 11 2
(3.50) Pn =]/?I 205, — 73—V 75025 — 4ap) + dan f]'
" :]/%[2&3;_a§+1/z§u§~4ai}+4aiﬁ]-

Jesli funkcje G wyrazié podwéjnym szeregiem trygonometrycz-
nym, to

il
(3.51) Gl &)= E sin a,§ sin anm[
N ﬂn(an 1)
n=12,..
cos fmy 1
+2 =,
Z (cp + )2 — Ayt — Aafim

m=1
Wystarczy zatem we wszystkich uprzednio wyprowadzonych wzo-
rach wstawic zamiast funkeji I' funkcje I', a zamiast Dnm wielkos¢

Dﬂm“(an'}'ﬁm)z lan Rkﬁm
Dalej przyjmiemy

GO =3 (A% ch 7z, + B ch fma) cos fmy

m=0

Go= 3 (A sh Fmis-+ By sh fm1) €08 fmys

m=0

12 Ksigga Jubileuszowa
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Fm= ]/ﬁm ;I"-l/f(—‘“f)’m) +72fm
. VY ey

4. Drgania swobodne i wymuszone pasma plytowego i plyty prostokatnej

gdzie

Powierzchnia ugiecia plyty wykonywujacej drgania wymuszone
harmonicznie powinna spelnié réwnanie
%D

(4.1) NV2V20 +p .

=p _

Tutaj plx, y, ) =e“'p(x, y), @ (x, y, ) =e*tw(x, y), gdzie w jest czestotli-
woécig drgan wymuszonych, t czasem, a p masa odniesiong do jed-
nostki powierzchni $rodkowej piyty.

Réwnanie amplitud ugiecia plyty przyjmie zatem postac
(4.2) ViViw—gtw=p|N,  e*=uo?|N.

Wyznaczmy powierzchnie ugieecia wywolang w pasmie plytowym
na brzegach swobodnie podpartym dziataniem sit jednostkowych
P=1.¢!"t umieszczonych w punktach (& + 2bm)m=0,1,2,...,00. Po-
wierzchnie te oznaczmy przez G(z,y,t)=eGlz, y).

Funkcja Glx,y; &) spelni¢ powinna réwnanie [por. wzor (2.8)]

(4.3) VIVEG — G = —;— 8o — E)Zé{y+2bm),

z warunkami (2.2) i (2.3). Postepujgc analogicznie jak w p. 2 stwier-

dzimy, ze -
44 Golry; 5}._ ol E - BB | 0B cosfydf
[an + ﬁ2}2—‘ Q"’
- _ﬂ"y —T,Y
— sin 0, £ sin a,;:c(e —_ ) ’ y>0,
2Nag 2; O Tn
n=1

gdzie

ﬂn=l/afz_-—_9, Tn=l/ﬂi+{_l'

Funkcja G przyjmie zatem postaé

(4.5) Glx,y; H= EI_ZP“ (y; o) sin axé sin a,x,
a

n=1
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gdzie

(4.6) nly; 0) =

20 \ P,shd,b Tn Sh ,b

Funkcje G wyrazi¢ mozna réwniez podwéjnym szeregiem trygono-
metrycznym

1 = . C 1
47 Glx,y;H)=—— ) sino, 0 DL
(4.7) Y Nab ané sin u x|ﬂ1‘;_9:a_|~
n=1
+2 2 1 cos fmy ]
ot (‘Jfl+ﬁ:11}2_92

Rozpatrzmy kilka prostych zadan.

1. Pasmo plytowe na brzegach swych swobodnie podparte pod-
dane jest dzialaniu obcigzenia p=ei"tp (p=const) oraz sil Xe'*t
zaczepionych w punktach (£,+£2bm) m=0,1,...,00. Zadamy, aby
ugiecie plyty w punktach przylozenia sit X bylo réwne zeru. Ampli-
tuda ugiecia plyty dana jest wzorem

. 4 in an
48 wir, P=wl@)+XGx,y;d,  wilz)=—1 E'E,,“#'ﬁ-.
GN ﬂ“_”'ez
n=13...
Wielkoéé sily X wyznaczymy z warunku
¢
(4.9) Rowo W)
G(£,0; 8
gdzie

G(E,0; H=— § (0 o) sin ant .
Na
n=1

2. Pasmo plytowe jest réwnomiernie obcigzone silami p=e'“'p
i podparte zebrami o sztywnosci EJ wzdluz prostych y=t2bm,
m=10,1;2, ;.e;09 ,

Amplitudy ugiecia plyty w i zebra wg wyrazimy wzorami

(4.10) w(x, y)=ws ()4 [ XOGl, y; HdE,
0

(4.11) wr (@)= — [ X (6) Grx; £)d¢,
0

12*
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gdzie -
2 sin a,é sin a,x 2 w?
Gl =—— y ———— ) = .
B2 ] EJaZ ay— 0} = E
n=1

Funkcja X(&) jest pionows sila wzajemnego oddzialywania zebra
i plyty, rozlozong w sposéb ciagly wzdluz prostych y=12bm.
Funkecje X(¢) uzyskamy z warunku wspolnosci ugiecia plyty i zebra

(4.12) wo @+ [ X (£)(G (, 0; §+Grlx; £)1dE=0.
1]

Wyrazajac sile X (£) szeregiem X (&)= C;sin a;f, otrzymamy
j=1
z rownania (4.12)

16p 1 1 .
(413) Cj=-— ap o I (G=1,3,..,).
I 105 0+ <
TR a—d

3. Rozpatrzmy przypadek drgan wilasnych pasma plytowego na
brzegach =0, a swobodnie podpartego, a ponadto punktowo pod-
partego w punktach (¢, £2bm) m=0,1,..., .

Warunek drgan swobodnych przyjmie tu postac

(4.14) XG(,0; =0, X+0,
albo

(4.15) Zsin 20k [ﬂ@ _ %h_.b_‘fiiig]= 0.
Vel —o Vai+e

n=13...

Dla ustalonych wielkosci a i b wyznaczymy z réwnania (4.15) ko-
lejne wartodei pierwiastkow g1, p2,... Kazdej wartosci p; odpo-

wiada czestotliwo§é drgan w;=}/ N/ . Najmniejszy pierwiastek
daje podstawowg czestotliwosé drgan wlasnych. Zauwazmy, ze dla
kazdej uzyskanej z rownania (3.15) postaci drgan jest ew/2y=0 dla
y==1x2bm, m=0,1,2,...,00.

4, Nader prosto ksztaltuje sie wyznaczenie drgan wlasnych pasma
plytowego wzmocnionego zebrami. Warunek wyboczenia pasma otrzy-
mamy woéwezas z réwnania (4.12) wstawiajae tam wy=0 (p=0).
Wartosci p wyznaczymy ze zwiazku

4N 1 2
(4.16) I0; o+ ————5=0 (j=1,2,..,00)
EJ aj—p
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I tu posta¢ drgan spelnia warunekaw/ay=0dla y=+2bm, m=
=0,1,2,..., oo, Dla EJ — o0 otrzymamy z réwnania (4.16) czesto-
tliwodci drgan wlasnych plyty prostokatnej o bokach a, 2b na brze-
gach x=0,a swobodnie podpartej, na brzegach y=0,2b utwierdzonej
zupelnie. Kolejne czestotliwosci drgan odnoszg sie jednak tylko do
symetrycznej wzgledem prostej y=b postaci drgan.

5. O wiele wigksze trudnosci nastrecza wyznaczenie czestotliwosci
drgan wtasnych plyty prostokatnej na wszystkich brzegach zupelnie
utwierdzonej. Wykorzystaé mozemy jednak wyniki uzyskane dla
zagadnienia wyboczenia plyty prostokatnej [wzor (3.40)].

Wystarczy w tym réwnaniu wstawi¢ zamiast A%% wielko$é p?.
Dla wyznaczenia kolejnych czestotliwosei drgan przy symetrycznej
postaci drgaf mamy do dyspozycji nieskonczony uklad réwnan

(4.17) 0 (1 g)+._ § 5 § Hi98uLi® =0,

:f L m=0

(ﬂ=1.3,5,‘--.°°}-

We wzorze tym funkeja 15,(0; o) okreslona jest wzorem (4.6),

a;{(—1y 7
;—an 9 ’ H;m= _"L‘*—!_, D;‘.lu:(a?‘!“ﬁiﬂz"‘gzr
jm
w(s) 4 n=1 ( 1 1 )
=t 1T (e —— )
T A A

A4 = 6’;& ctgh Oma _ "m@ ctgh ”’;a

ém=l/ﬁ$n_9s 1’m:]/ﬁ3n+9'

Przyréwnanie wyznacznika ukladu réwnan® (4.17) do zera jest wa-
runkiem wyboczenia ptyty. Uklad réwnan (4.17) cechuje sie znacz-
nie wiekszg zbieznoscia niz w metodzie S. Iguchiego, [7], w kto-
rej spelniono najpierw w sposéb $cisty warunek na brzegu, a dalej
warunek 2w/an=0, pracowano zatem na ukladzie podstawowym
przedstawiajgcym plyte na calym swym obwodzie swobodnie
podparta.

W metodzie przedstawionej w niniejszej pracy wystarczy pr zy-
réwnanie do zera wyznacznika nizszego rzedu, aby otrzymat te
same wyniki co w metodach innych autoréw.
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Zauwazmy wreszcie, Ze stosujge przedstawiong metode mozna
uzyskaé rozwigzanie dla plyty prostokgtnej na brzegach y=0,2b,
x=a zupekie utwierdzonej, a na brzegu =0 swobodnie podpartej.
W tym przypadku funkcja G spelni¢ powinna réwnanie (3.4) z wa-
runkami brzegowymi

G=0 dla x=0,a,

(4.18) -—8—~(—G+G}=0 dla x=a
ax

oraz

V2G=0 dla 2=0,2% —0 dla y=* 2bmm=0, 1,..),
2y
przy czym

G=2(Am ch px—+ B sh 82+ Cr ch v+ D, sh YmX) €08 By .
m=0
Nie ma tez Zadnych przeszkod, aby przedstawiong tu metode roz-
szerzy¢ na przypadek drgan wymuszonych czy tez drgan wilasnych
pasma i plyty prostokatnej, Sciskanych dwukierunkowo silami q
igy.
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Peszwwme

BOIIPOCEI OJHOBPEMEHHOT'O M3TMBA M CXKATHUSA, YCTOUYIMBOCTH
¥ KOJIEBAHMI INIACTMHYATOM ITOJIOCEI
W IIPAMOYTOJNBHOW ITIACTUHKHM

B pabore maerca MeTOJ OHNpERe/NeHU Hporubos ITACTHMHYATOM I10-
JIOCBI ¥ MPAMOYTOJIBHON IMIACTHHKM XKECTKO 3aleMJIEHHON 10 BCeMY
Kparo, Harpy:KeHHOH B IJIOCKOCTM INIACTMHKM CHJIAMM ¢ ¥ IE€pIeH-
JAMKYJIAPHO K IIOCKOCTH CTATUYECKON HATPY3KOM P MM HArPY3KOH
peit 1epHOAMUECKH M2MEHSAIOIIEHCA BO BPEMEHH.

B kauyecTBe OCHOBHOM CHCTEMBI NPHMHMMAEM IIACTHHYATYIO ITOJIO-
cy, ¢Bob0o/IHO onepTyio I10 KpadMm, KOTopad HapAdy C CHiIaMu p U q
HaxonuTCA MOJ NeCTBUEM HEM3BECTHBIX ¢l X, MPUIIOIKEHHBIX BJOJIb
TI0JIOCEI B OAMHAKOBBIX MHTepBagax 2b.

CyMMHpya IoBepxXHOCTH nporuba rnonockl ¢ 106aBOYHON MTOBEpX-
HocThI0 nporuba, rpeobpazoBsiBaem ¢BODOJHO ONMEPTYIO NHOJOCY B 3Ke-
CTKO 3alleMJeHHyIo 1o kpaam xr=0,a.

IIpyHMMadn, 90 TOYKM NPUIONKEHUA cull X He MofBeprarTced Ipo-
ruby, pemraercs Ieppas Ipymra 3axad, KacamollMxcd I0JIOCEL 3a-
I.LIEMJIEHHOﬁ 1o KpafAM ¢ TOYeYHbIMM OITOpaMM.

IIpepmonaras, uro X(£) ABIAeTcA HenpephIBHOM (yHKUMeH, urpa-
0Ie poJiE HEeMZBECTHLIX OMOPHEIX CWMJI, TOrja AJA ONpefeNeHMA
tipornba NpAMOYTrONBHON NIACTMHKM IKECTKO 3allleMJIeHHOI 110 Kpa-
AM, nonyuaercsa uucdpepeHIHaNIBEHOC ypaBHeHMe P penronbmMa
IIepBoro pofa. IT0 ypaBHEHMe ABJIACTCA HEOOHOPOAHBIM B CJIyyae Of-
HOBpPEMEHHOI'O u3ruba M CXKATHUA TIIACTHMHKM MU BBIHY 2K A€HHBIX KO-
sebannit. OHO ABNAETCA OZHOPOAHBIM B ClIydae IPOAOJLHOTO u3ruba
1 coBCTBEHHBIX KoJebaHMit IacTUHKY,

PereHne MHTErpanbHOT0 ypaBHEHNA P p € 1T 0 J1 b M & BeJeT K 6e3-
KOHEYHOH CHUCTEeMEe YPaBHEHM, B KOTOPOW HEU3BECTHBIMM ABJIAIOTCHA
roschdunmentamm pasnoxenua @ypne cun X(4).

IlpuBeneHHb 376Ch METOZ PEelIeHMA 3aja4, Kacalwlpxcs Iva-
CTMHKM 3al[eMJEHHOM TI0 KpafM, XapakKTepu3yercs 3Ha4YMTeNBHO
GoJIbiIIeil CXOAMMOCTEIO TI0 CPaBHEHMIO ¢ METoZaMy APYIrMX aBTOpPOB.
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Summary

PROBLEMS OF SIMULTANEQUS BENDING AND COMPRESSION
AND THOSE OF STABILITY AND VIBRATION OF A PLATE STRIP
AND RECTANGULAR PLATE

In this paper a method is proposed for the determination of the de-
flection of a plate strip and a rectangular plate clamped along the
entire edge and loaded in the plane of the plate by forces g and no:-
mally to that plane by a static or periodic load p or pei“t, respecti-
vely.

In the basic system we have a plate strip simply supported on
the edges, which is subjected, besides of the forces p and g, to
unknown forces X evenly spaced along the strip (the distance
between two neighbouring forces being 2b).

Adding to the deflection surface of the strip a complementary
deflection surface we transform the simply supported strip into
a strip clamped along the edges =0, a.

Assuming that the points of attachment of the forces X do not
undergo deflection, we obtain the first group of problems of a strip
with clamped edges and additional point supports inside.

Assuming that X({) is a continuous function playing the role
of unknown support forces, we obtain to determine the deflection of
a rectangular plate clamped along the edges, a Fredholm
integral equation of the first kind. This equation is non-homo-
geneous in the case of simultaneous bending and compression
or forced vibration and homogenous in the case of buckling and free
vibration.

The solution of Fredholm’s integral equation leads to an
infinite system of equations where the unknowns are the Fourier
coefficients for the forces X(&).

The above method of solving problems of a plate clamped at the
edges is characterized by a much more rapid convergence than those
of other authors.

Praca zostala zlozona w Redakceji w grudniu 1958 7. -



