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1. Wstęp

Zagadnienie stateczności i drgań własnych płyty prostokątnej na
brzegu swym zupełnie utwierdzonej ma bardzo bogatą literaturę.
Rozwiązywano je rozmaitymi metodami. Wśród nich na plan pierw-
szy wysuwają się metody wariacyjne W. R i t z a, [1], B. G. G a l e r -
k i n a , [2], i S. T i m o s z e n k i , [3], Niepewność jednak uzyskiwa-
nych tymi metodami rezultatów skłoniła badaczy do poszukiwania
przybliżonych i ścisłych rozwiązań równania różniczkowego pro-
blemu drgań czy też stateczności płyty. Pierwszy poważny krok
w kierunku rozwiązania równania różniczkowego zrobił K. S e-
z a w a, [4]. W jego metodzie spełnia się w sposób ścisły warunek ze-
rowej wartości ugięcia na obwodzie płyty, a warunek zerowej war-
tości stycznej w kilku punktach obwodu (w narożach i w połowie
długości boków). G. I. T a y l o r , [5], i G. H. F a x e n , [6], w odnie-
sieniu do stateczności a S. I g u c h i , [7], w stosunku do drgań wła-
snych płyty zupełnie na obwodzie utwierdzonej podali już pełne
ścisłe rozwiązanie. Rozwiązanie zagadnienia prowadzi do układu nie-
skończonego równań liniowych, w których współczynniki przy nie-
wiadomych są funkcjami nieznanego parametru, określającego war-
tość siły krytycznej czy też częstotliwości drgań własnych. Przy-
równanie wyznacznika układu tych równań do zera jest warunkiem
wyboczenia czy też drgań płyty. Obaj badacze pracują na układzie
podstawowym — płycie na brzegu swobodnie podpartej. Zatem nie-
wiadome w nieskończonym układzie równań traktować można jako
współczynniki rozwinięcia F o u r i e r a momentów utwierdzenia

płyty-
Autor niniejszej pracy, [8], podał odmienną metodę rozwiązania

polegającą na przekształceniu równania różniczkowego na całkowe
i doprowadzeniu tego ostatniego do nieskończonego układu równań,
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w których współczynniki przy niewiadomych przedstawiają rozwi-
nięcie F o u r i e r a momentów utwierdzenia. Metoda ta jest o tyle
ogólniejsza od poprzednich, że zezwala na uwzględnienie dowolnego
ciągłego lub nieciągłego rozkładu naprężeń <rxx, ayv, axy, działających
w płaszczyźnie płyty.

W 1921 r. M. T. H u b er, [9], podał szereg rozwiązań odnoszących
się do statyki płyt prostokątnych na dwu przeciwległych brzegach
swobodnie podpartych wychodząc z pasma płytowego- obciążonego
nieskończonym układem sił. Przyjmując reakcje podporowe jako
wielkości nieznane uzyskał szybkozbieżne szeregi dla ugięcia płyty.

G. A. G r i n b e r g i J. C. Uf l i a n d , [10], w swej pracy odno-
szącej się do zagadnienia statyki płyty na brzegach zupełnie utwier-
dzonej rozwijając pomysł M. T. H u b e r a stwierdzili, że do szyb-
ciej zbieżnych wyników dojść można i w tym przypadku przyjmując
jako wielkości nieznane problemu siły podporowe, a nie momenty
utwierdzenia. Rozwiązanie problemu stateczności płyty, opierające
się na ideach dwu wymienionych radzieckich uczonych, podał
H u H a i - C h a n g , [11], przy użyciu podwójnych szeregów trygo-
nometrycznych 1.

W niniejszej pracy przedstawiamy szereg rozwiązań zagadnień
jednoczesnego zginania i ściskania, stateczności, drgań własnych
i wymuszonych dla pasma płytowego na brzegu swobodnie podpar-
tego lub zupełnie utwierdzonego oraz dla płyt prostokątnych na
brzegach zupełnie utwierdzonych, przyjmując jako' wielkości nie-
wiadome reakcje pionowe skupione lub w sposób ciągły rozłożone,
umieszczone periodycznie na paśmie płytowym. Między innymi po-
dano sposób rozwiązania płyty na brzegach zupełnie utwierdzonej
przez sprowadzenie tego zagadnienia do równania całkowego F r e d -
h o l m a pierwszego rodzaju. Rozwiązanie tego równania całkowego
doprowadza do nieskończonego układu równań o większej zbieżno-
ści niż w dotychczas obmyślanych metodach.

2. Jednoczesne zginanie i ściskanie oraz wyboczenie pasma płytowego
i płyty prostokątnej swobodnie podpartych na brzegach

Zajmijmy się najpierw rozwiązaniem zadania pomocniczego, mia-
nowicie wyznaczeniem ugięcia pasma płytowego o szerokości a na
brzegach x=0, a swobodnie podpartego i obciążonego układem sił

1 Por. rozdział Discussion on the lecture of Prof. dr. Nowacki w pracy [11],
s. 119.
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P = l działających w punktach (f,±2bfc) ?c=0,1, 2, ...,no płyty. Niech
ponadto pasmo płytowe będzie ściskane siłami q równomiernie roz-
łożonymi na obu brzegach płyty (rys. 1). Ugięcie płyty G powinno
spełnić równanie różniczkowe

(2.1) —

z warunkami brzegowymi

(2.2) G = 0, V2G = 0 na brzegach x = O,a
oraz

(2.3) 3G
= 0 dla y=±2bk, fc=0,l,2

3

L_L_LJL_l_i_t_J

W równaniu (1.1) G{x,y ; I) oznacza ugięcie płyty w punkcie (a?, y),
N jest sztywnością zginania, a 6 oznacza symbol funkcji D i r a c a .

W celu rozwiązania równania (2.1) z warunkami (2.2) i (2.3) po-
damy rozwiązanie prostszego zadania. Wyznaczymy najpierw ugięcie
płyty Go wywołane działaniem jednej tylko siły skupionej umiesz-
czonej w punkcie (£,0).

Rozwiązać należy równanie różniczkowe

(2.4)

z warunkami brzegowymi

(2.5) G
na brzegach x — 0, a oraz

w nieskończoności.

m = ••*-d(x-i)d(y)
9x2 N

G 0 =0
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Widoczne jest, że rozwiązanie równania (2.1) przyjmie postać
ra=°c

(2.6) G (z , y ; £)= J £ G0(x, y + 2mb; £).
m=oo

Wyraźmy prawą stronę równania (1.4) przy pomocy szeregu-całki
F o u r i e r a

-I n <->c °°
—• d{x-§)d(y) = --— y s i n a „ | sin anx cos BydB, o„ =

N Na^i o . a

Przyjmując, że
oo OCJ

(2.7) Go {x, V,£)=2J J An$ ' ® s i n anX c o s '
n = l 0

otrzymamy z równania (1.4)

WttTr (a!+/S2)2-

Zatem zgodnie ze wzorem (2.7) jest
co

cos
(2.8) G 0 ( x , y ; | ) = \ sinanf sinanx I

n=l o
Zważywszy, że

cos
y>0,

o
gdzie

otrzymamy

(2.9.1)
«n

(2.9.2) G<%,y;i)= ^ y ^ s i n a W ^ ^ \ y < 0 .
n=l

Ponieważ funkcja Go dana jest dwoma wzorami w zależności od
tego czy y > 0, czy y <C 0, zatem związek (2.6) przyjmie postać

o

2.10) G(x, y ; £)«G<%, y; ^)+^\G^(x, y + 2bm ;



Zagadnienia jednoczesnego zginania i ściskania, stateczności i drgań 161

Wstawiając do powyższego wyrażenia funkcje G^ i G„2) i wy-
korzystując zależności

(2.11)
m—1 m = l

otrzymamy po prostych przekształceniach

(2.12) G(x, y ; |) = — V^nfy I A) sin a„z sin o„f ,

n = l
gdzie

* F c hyn(j/-b) ch^n(j/-b)1
2Aa„ [ (pnsh<pnb %nshxnb J

Zauważmy, że funkcja (2.12) spełnia nie tylko równanie (2.1) i wa-
runki (2.2) i (2.3), ale również warunek 3G/9y = 0 dla y—±(2k — l)b,
fc-1, 2,...,oo.

Powierzchnię ugięcia G przedstawić można i w innej postaci, mia-
nowicie za pomocą podwójnych szeregów trygonometrycznych. Po-
stać ta będzie pożyteczna w rozważaniach dotyczących pasma płyto-
wego na obu brzegach zupełnie utwierdzonego.

Przedstawmy prawą stronę równania (2.1) szeregiem

1 m=oo

(2.13) — <5(x-£) 2 1

sin a„f sin anx+2 ]£ sin a „ | sin anx cos /9myl,
Nab 7i=i n=i o

771 = 1

a ugięcie G szeregiem
OO DO

(2.14) G(x, y ; I) = 2 An sin a„a; + £ Bnm sin anx cos jS,ny .
n = l 7i, m

Wstawiając (2.13) i (2.14) do równania (2.1) otrzymamy

1 sinc^f 2 sin ar,|
A„ = , B „ m = -

11 Księga Jubileuszowa
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Tak więc zgodnie ze wzorem (2.14) mamy
CO1 y(2.15) Gte, y ; £)=

Nab Z-J
sin a n | sininanx|—-i-

-A2)

cos /

m = l

Znajomość funkcji G zezwala już na rozwiązanie szeregu bardziej,
złożonych zadań.

1. Pasmo płytowe swobodnie podparte na brzegach x—0,a, a po-
nadto punktowo podparte w punktach (£±2bm) m = 0, 1, 2 , ..., oo
jest ściskane siłami q i obciążone w sposób jednostajny obciążeniem p.
Praktyczne zastosowanie tego zadania mamy w przypadku stropu
grzybkowego podpartego słupami w jednakowych odległościach 2b.

Oznaczając przez X nieznaną siłę podporową w punktach (£, + 2bm)
m—O, 1, 2, ...,oo przedstawić możemy ugięcie w{x,y) płyty wzorem

(2.16) w(x, y) = Wo(x) + XG[x,y ; £) — b < ; y < ; + b .

We wzorze tym wo(x) oznacza ugięcie pasma płytowego obciążo-
nego siłami p i q.

Funkcja WQ(X) spełnia równanie różniczkowe zwyczajne

(2.17)

z warunkami brzegowymi

(2.18) = 0 dla x=0,a.

Rozwiązaniem równania (2.17) z warunkami (2.18) jest funkcja

(2 19) s * n anX

lub

wo{x)=—?-

(2.20) w(x)— —
COS ) \ X

\2 - 1

cos

P
2A2
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Wielkość X wyznaczymy z warunku zerowej wartości ugięcia
w punkcie ( x = | , y = 0)

(2.21) X = -

gdzie t „o

Powierzchnia 10(0:, y) przyjmie zatem postać

w (cc,a)-wo(g)- J " ( i ) 'Gtt,y ; fl.
G ( 0 ?)

2. Wzdłuż prostych j/=±2bm, gdzie m = 0 , 1 , 2 00, działa obcią-
żenie X(f), a ponadto pasmo jest poddane działaniu obciążenia
p=const. Funkcję X(|) dobierzemy w ten sposób, aby na odcinkach
C2-C1 w prostych y=+2bm ugięcie w było równe zeru. Ugięcie w
wyrazimy wzorem

(2.22) w{x, y) = wa(x)+ jX(i)G(x,y ;
cl

Funkcję X(|) wyznaczymy z warunku

(2.23) w(x,O)-=wo(x)+ J'X(f)G(x,0; | )d f=0, C i < x < c 2 .
cl

Dla wyznaczenia funkcji X(£) należy rozwiązać równanie całkowe
F r e d h o l m a pierwszego rodzaju (2.23). Rozwiązanie tego równania
nastręcza znaczne trudności. Trudności te obejdziemy spełniając
warunek ii3(x,0) = 0 jedynie dla kilku punktów w obrębie odcinków
C2-Ci. W przypadku szczególnym, gdy ^ = 0, c2~a, mamy do czy-
nienia z pasmem płytowym, w którym wzdłuż prostych y=±2bm,
m = 0 , 1, . . ., 00 spełnione są warunki zupełnego utwierdzenia. Wi-
doczne jest, że rozwiązanie tego przypadku jest identyczne z rozwią-
zaniem dla płyty prostokątnej, na brzegach x=0, a swobodnie pod-
partej, a na brzegach y = 0 , 2b zupełnie utwierdzonej.

Wstawiając Ci = 0, c2 = a do równania (2.23) oraz wyrażając funkcję
X(f) szeregiem trygonometrycznym

(2.24) X(£)=i;C f c sinawi,

i zważywszy na wzór (2.19) uzyskamy

(225) Ck" r
i i*
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Ugięcie płyty określone jest wzorem
a

(2.26) w{x, y)=wo{x)+jX(C)G(x, y
o

albo

/ r{X) \ s\nanx
(2.27)

o Z J \ T„(0 ;
91 = 1, 3,..

3. Pasmo płytowe jest równomiernie obciążone siłami p i ściskane
siłami q. Załóżmy, że w prostych y= ±2bm , m = 0 , 1, 2, . . . , oo ,
umieszczone są żebra o sztywności EJ w sposób symetryczny w sto-
sunku do środkowej płaszczyzny płyty. Oznaczmy przez X(C) siły
wzajemnego oddziaływania płyty i żebra.

Ugięcie w płyty i żebra wR określone są wzorami

(2.28)

(2.29)

gdzie GR(a;; g) oznacza ugięcie punktu x żebra, wywołane działaniem
siły jednostkowej działającej w punkcie f . Dla żebra swobodnie
podpartego w punktach x=0, a jest

(2.30) <*.<*; fl--*-
EJa

: n=l n

Wyrażając funkcję X(|) szeregiem F o u r i e r a (2.24) i wyrażając
wa(x) szeregiem (2.19) uzyskamy z warunku wspólnego ugięcia płyty
i żebra wzdłuż prostych y=±2bm

(2.31) wo(x)+JX(l)G(x, 0 ;
o

następujący wzór na współczynniki Cu rozwinięcia (2.24)

(2.32) c — 3 E ^ ^
a A ) ni //•* . i\ i «iv

W przypadku szczególnym, gdy EJ-+oo, wzór (2.32) przechodzi
we wzór (2.25).
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Dotychczas rozpatrywaliśmy przypadki jednoczesnego zginania
i ściskania pasma płytowego. Rozważmy teraz kilka przypadków
wyboczenia płyt.

4. Pasmo płytowe swobodnie podparte na brzegach x = 0,a i do-
datkowo punktowo podparte w punktach (£,±2bm), m=0, 1, 2, .. .,oo
jest ściskane siłami q. W punktach tych powinno być równe zeru
nie tylko ugięcie, ale i pochodna 8io/3y.

Ugięcie płyty wyrażone jest wzorem

(2.33) w(x,y)=XG(x,y;C),

przy czym X jest tak dobrane, aby

(2.34) iD($,Q)*XG(f,0ii)-0.
Ponieważ X ¥= 0 , zatem

(2.35) G ( f , 0 ; | ) = 0

jest warunkiem wyboczenia płyty. Zgodnie ze wzorem (2.12) wyra-
zimy warunek (1.35) równaniem

/ q ^ - c q ctgh b Va
2 36)

^ 2 , . . a " \

Dla ustalonych wielkości a, b wyznaczamy drogą prób z równania
(2.36) najmniejszą wartość Amln, a tym samym najmniejszą wartość
siły krytycznej qicr=NALin-

Jeśli pasmo płytowe podparte jest wzdłuż prostych y = ± 2 b m ,
m=0,1,2 oo na odcinku C2-Ci, to ugięcie płyty wyrazić mo-
żemy wzorem

(2.37) w(x,y)=:jX(C)G(x,y ;
Cl

Warunkiem wyboczenia będzie

(3.38)

Rezwiązanie tego równania całkowego (w którym występuje nie-
znana funkcja X(£) i nieznany a poszukiwany parametr X uzyskać
możemy na drodze przybliżonej, zastępując całkę sumą a równanie
całkowe układem równań algebraicznych liniowych jednorodnych.
Przyrównanie do zera wyznacznika układu tych równań jest wa-
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runkiem wyboczenia płyty. Wyznacznik układu równań zawiera pa-
rametr X. Najmniejsza wartość tego parametru określa siłę kry-
tyczną.

W przypadku szczególnym, gdy Ci=0 , c 2 =a można podać ścisłe
rozwiązanie równania (2.38). Wyrażając funkcję X(£) szeregiem
Fouriera

le-i

i wykonując przepisane całkowanie otrzymamy

(2.39) — Vi i fc/yo ; A)sinaka: = 0.
2N j/j

Powyższe równanie powinno być przy Ak =7̂ 0 spełnione dla każdej
wartości x, a zatem

(2.40) r k (0;A)=0 albo ^ - M * + * & * * L = o ,

jest warunkiem wyboczenia. W równaniu (2.40) wprowadziliśmy
wielkość # n , gdyż dla pasma poprzecznie podpartego jest A«n>a^,
przypadek bowiem X=an odpowiada wyboczeniu pasma ściskanego
siłami q . Wzór (2.40) przedstawia znane równanie przestępne wy-
boczenia płyty prostokątnej o bokach a,2b , na brzegach x = 0, a
swobodnie podpartej, a ha brzegach y = 0, 2b zupełnie utwierdzonej.

3. Jednoczesne zginanie i ściskanie prnz wyboczenie pasma płytowego
i płyty prostokątnej na brzegach zupełnie utwierdzonej

Rozpatrzmy najpierw zadanie pomocnicze. Niech pasmo na brze-
gach x=0,a zupełnie utwierdzone ściskane będzie siłami q = const
i obciążone w punktach (f ,±2bm), m = 0 , 1 , 2,.. . , oo siłami P = l
działającymi prostopadle do płaszczyzny środkowej płyty. Powierz-
chnia ugięcia G*(x,y;i) tak obciążonego pasma spełnić powinna rów-
nanie różniczkowe

m~+oa

dx2

1 \—i

— a(x_|) y
N / i
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z warunkami brzegowymi

(3.2) G* = 0, — =0

na brzegach x = 0, a oraz

(3.3) = 0 wzdłuż prostych y = ±2bm, m=0,1,2, . . . ,oo .
dy

Ugięcie G* złożymy z dwu części, z ugięcia G pasma płytowego,
na brzegach x = 0 ,a swobodnie podpartego, oraz z ugięcia G tak
dobranego, aby spełnione było równanie

(3.4) V2V2G = 0,

z warunkami brzegowymi

(3.5) G=0, i£. + ! ^ - = o dlax=0,a,
dx dX

oraz

(3.6) = 0 wzdłuż prostych y = ±2bm, m = 0,1, 2,..., oo .

W dalszych rozważaniach wygodniej będzie zastąpić układ sił P = l
działających w punktach (|,±2bm) dwoma układami sił o intensyw-
ności dwa razy mniejszej, umieszczonych raz symetrycznie, drugi
raz antysymetrycznie względem osi y\ (rys. 2a i 2b).

Oznaczmy przez G ( s ) ugięcie płyty wywołane działaniem układu
sił symetrycznie ułożonych względem osi y : , przez G ( a ) ugięcie płyty
wywołane działaniem antysymetrycznie względem osi yi umiesz-
czonych sił P = 1 /2 . Ugięcia G ( s ) i G ( a ) odnoszą się do pasma pły-
towego swobodnie podpartego na brzegach x=0, a:

(3.7)
.,yi;ii)=—\G[-+xllyi; — + h\-
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Rys. 2

gdzie funkcja G określona jest wzorem (2.15) lub (2.12). Zatem

(3.8) GfW(a;i, j/i ; fi)== V cos a„fi cos a„Xj -T—J
X2)+

n = 1 . 3 . . . .

, „ cos /

m-1

i 1

Un* J

(3.9) G<a)te, yi ; $i)=zr^ / sinanfisina„a;i
n=2,4,6,...

albo

(3.10) G<s>

(3.11) G ' a

c o s

m = l

/ 2 i /)2 ,2 2 12

(an+pm) —an). .

, j/i; ii) = — V 1\ (yi; A) cos anf L cos a„xi,
n = l , 3 . . . .

oo

f - W ; | i ) = ^ - V T„ (j/i; sin
n=2,4 , . . .
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Również i funkcję G złożymy z dwu części, z funkcji G<s> symetrycz-
nej względem osi y\ oraz z drugiej G ( a ) antysymetrycznej względem
osi j/ i .

Funkcję G ( s ) przyjmujemy w postaci szeregu

(3.12)
m = 0

;.2 4/3™

2 \ P

Funkcja ta spełni pierwszy z warunków (2.5), jeśli przyjąć, że

ch
(3.13)

ch rjma

Z drugiego warunku brzegowego grupy (3.5), wziąwszy pod uwagę
postać G ( s ) wyrażoną wzorem (3.8), otrzymamy następującą za-
leżność

(3.14)

gdzie

1 dla m- 0
2 dla m = l,2)...,0,

/ ; Dn

TO-1

2 cosa„fi

Wziąwszy pod uwagę związek (3.13) otrzymamy

(3.15) z i^-^-tgh^ ^tgh-^-.
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Tym samym określona jest funkcja G*<s). Ma ona postać
oo

(3.16) G*<"(Xi,2/i; £i)= > cosan | 1cosanxirn(y 1;A) +
Na JLJ

n=l,3,...

+ - ~ V Q m (f l) <5m F&> (Xi) COS PmVl,gdzie
\

2 /2 2
Dla antysymetrycznie względem osi y\ umieszczonych sił (rys. 2b)

przyjmiemy funkcję G(a> w postaci

(3.17) G(aHxi,yi; £) =
m=l

Wykorzystując warunki brzegowe (3.5) uzyskamy

gdzie ^ cos —

(3.18) em (f i) = 7 a • 2 , .j . 2(pm+an)
2 — anA

n = 2 , 4 , . . .

Zatem
oo

(3.19) G*W(X!, r/i; l x)= — V s i n a„fx sin anx,rn(yi; X) +
n - 2 , 4 , . . .

oo

+ — V e m (f i) <5mF^(x!) cos pmV

m—O

gdzie

Fm (Xi)= 27J-

2 /
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Funkcję G* przedstawiającą ugięcie pasma na brzegu swym zupeł-
nie utwierdzonego i obciążonego siłami P = l w punktach (£1, ±2bm),
m = 0, 1, 2, . . . , oo, uzyskamy dodając do siebie funkcje G*(s) i G*<a>.

Znając funkcję G* rozwiązać możemy szereg zagadnień o znacze-
niu praktycznym.

1. Pasmo płytowe na brzegach x— ±a/2 zupełnie utwierdzone pod-
dane jest działaniu sił ściskających q = const, obciążeń p — const
działających prostopadle do płaszczyzny płyty oraz sił X działają-
cych w punktach (£=0,±2bm) m=0,1,2. . . , oo . Załóżmy, że ugię-
cia punktów przyłożenia sił X będą równe zeru. W rozpatrywanym
przypadku mamy do czynienia z symetryczną względem osi j/i po-
wierzcnnią ugięcia płyty. Ugięcie u)(s) tei, yx) wyrazimy wzorem

<3.20) w^(xi,yl) = w(o
s}(x1) + XG*<sHx1,y1; 0).

Funkcja w(^{xi) przedstawia ugięcie pasma obustronnie zupełnie
utwierdzonego, poddanego działaniu sił p i q . Funkcja

2=1 ZJ
4p V I — 1) a cosa„xi r=i,3,..., , „ . , ,s)/ > 4p V I 1) a cosa„xi

(3.21) w(s)(xi)=— > ^r-„—«r—(! — ««„) i « =

albo

(3.22) u ^ f o i ) - . ^

V_L_
/ 2 "2

2

jest rozwiązaniem równania

dW„ d p
(3.23) L + A 2 5-= —

d« dj N
z warunkami brzegowymi

(3.24) 1 ^ = 0, - T J L = 0 dla Xi=±a/2.
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Wielkość siły X znajdziemy z warunku u;(3)(0, 0)=0,

skąd

( 3 ' 2 5 ) X~ G*«(0,0;0) '
gdzie

• oo

(3.26) G*« (0,0; 0) = -1- Y r n (0; A)+ - j - V < ? £ (0)<5mF£ (0).
Nn / i ft/h / J

n=l,3, , . . m=0

W przypadku szczególnym p = 0 mamy do czynienia z wybocze-
niem pasma płytowego zupełnie utwierdzonego na brzegach
X] = ±o/2 i podpartego dodatkowo w punktach (0, ±2bm) m —
= 0,1,2, . . . , o o .

Warunkiem wyboczenia jest tu ( przy X ^ 0) przyrównanie funk-
cji G*(s)(0,0;0) do zera.

Dla ustalonych wartości b/a możemy zastosowawszy drogę prób
uzyskać najmniejszą wartość X, a tym samym najmniejszą war-
tość siły krytycznej. Uzyskana wartość q^r będzie identyczna z war-
tością siły krytycznej płyty prostokątnej o bokach a i 2b, w której
warunek 3to/3n = 0 spełniony jest na całym obwodzie, a warunek u> = 0
spełniony jest na brzegach Xi= ±a/2 oraz w punktach (0 , 0) i (0,2b).
Jeśli na prostych y i=±2bm (m=0,1, . . . , oo) damy r rzędów sił
Xi( i=l , 2, ..., r), to ugięcie płyty wyrazi się wzorem

(3.27) y V
i-i

Żądając, aby ugięcie w punktach przyłożenia sił było równe zeru,
otrzymamy układ równań

(3.28) io(fi ,0) = 2XiG*(!i ,0 ; l n = 0 (j = l , 2,... ,r).

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (2.28)

(3.29) || G*(fi ,0 ; l i ) | =0

jest warunkiem wyboczenia płyty.
Duże udogodnienie otrzymamy, umieszczając siły X t symetrycznie

względem osi yi. I tak dla czterech sił umieszczonych w punktach

( a,0),l a,Oj, I — a , 0 ) , I — a, 0| otrzymamy układ dwu

równań typu (3.28).
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2. Ścisłe rozwiązanie zagadnienia jednoczesnego zginania i ści-
skania oraz wyboezenia płyty prostokątnej na brzegach swych cał-
kowicie utwierdzonej uzyskamy jako graniczny przypadek poprzed-
nio rozważanego zagadnienia. Zamiast sił skupionych przyjmiemy
obciążenie ciągłe X (li). Ponieważ ugięcie płyty będzie symetryczne
wzglądem osi yi, zatem

a/S

(3.30) <s)

Nieznaną funkcją X{£{) uzyskamy z warunku zerowej wartości
ugiącia wzdłuż prostych y 1 = ± 2 b m , m=0,1,2 oo . Warunek
ten ma postać

a/2

(3.31) 0=io^(xi)+2jX(f1)G*^fe1, 0 ; lOdft.
o

Tutaj
OG

(3.32) G*^(xu 0 ; ft) = — V c o s an£, cos a„ xi Tn(0 ; A)+

n-1,3 , . . ,

Nb,
m=0

R o z ł ó ż m y f u n k c j ą F ( ^(zi) n a s z e r e g F o u r i e r a w z g l ą d e m funkcj i
cos anxi

{3.33) F(m'(xi)= E LjSi
3 = 1,3, . . .

Zważywszy, że
oo

a
3 = 1,3. •..

43.34)

2
3 = 1,3, . . .

stwierdzimy, że

(3.35) L^ =

Wstawiając (3.35) do (3.33) a tą ostatnią funkcją do równania (3.32)
juzyskamy po przegrupowaniu sum następującą postać funkcji G*<s)
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G*<s> (xi, 0; &) = - - V j Fn (0; A) cos a„&(3.36)

n=l,3 , . . .

oo oo

H \ L^m <3m > Hjm COS ctyfi i cos a„x! ,
h ZJ Zu J

m = 0 j — 1 , 3 . . . .
gdzie

3 - 1

H % = -*-« . D)m = (aj+/Sm) - a3- A .
Ujm

Wyraźmy dalej funkcję X(fi) szeregiem trygonometrycznym
oo

(3.37) X(f1) = 2 '^fcos^i
fc-i

i wstawmy ją do równania (3.31). Po wykonaniu przepisanych cał-
kowań otrzymamy

(3.38) wó s Vi)f-

oo oo

-\ > Sj y óm Hjm Lnm \ cos anxi = 0 .

3=1,3,.. . m=0

Zważywszy, że i funkcja w^ixi) daje się przedstawić pojedynczym
szeregiem trygonometrycznym [por. wzór (2.21)]

oo

[Q oni ,,,(s)/T,\ P

n—1,3,. . .
gdzie

Vizi 1 — xa?
M„=(—1) 2 ~

uzyskamy z równania (3.38) nieskończony układ równań dla wy-
znaczenia współczynników Sn. Ma on postać

oo oo

(3.40) s; ł T„(0;A)+— > 5, > <5mHj^L„4+ ^ M „ = 0
J=1.3,... m»=0,l,2,...
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Powyższy układ rozwiązać można w sposób przybliżony biorąc pod
uwagę tylko kilka pierwszych wyrazów. Po wyznaczeniu współczyn-
ników S[s>,S'3

S>,... uzyskamy ze wzoru (3.37) przybliżoną postać funk-
cji X(£i), a ze związku (3.30) ugięcie płyty.

Jeśli w równaniu (3.40) przyjąć p = 0 , to mamy do czynienia z wy-
boczeniem płyty prostokątnej o bokach a, 2b na swych brzegach
zupełnie utwierdzonej. Warunkiem wyboczenia jest przyrównanie
do zera wyznacznika układu równań

co oo

(3.41) S'n
s)rn (0 ; X> + -|L V J

Układ równań (3.40) odznacza się znacznie szybszą zbieżnością niż
w innych metodach wyznaczenia sił krytycznych w płycie prosto-
kątnej na obwodzie zupełnie utwierdzonej. Ścisłe rozwiązanie tego
zagadnienia prowadziło i u innych autorów, [5], [6], do nieskończo-
nego układu równań. Współczynniki jednak występujące przy nie-
wiadomych układu równań (niewiadome te reprezentowały inne
wielkości statyczne — mianowicie momenty utwierdzenia płyty..
a nie jak tu reakcje) charakteryzowały się znacznie mniejszą zbież-
nością.

Dla wyznaczenia wartości Amjn z układu równań (3.40) ograni-
czymy się do wyznacznika drugiego a najwyżej trzeciego stopnia,
uwzględniając układ dwu względnie trzech równań zamiast nie-
skończonego układu równań.

Przedstawione wyżej rozwiązanie odnosi się do symetrycznej
względem osi yi postaci wyboczenia płyty. Kozważyć należy jeszcze
antysymetryczną postać wyboczenia względem tej prostej. Warunek
wyboczenia przyjmie tu postać

a/2

gdzie
oo

(3.42) G*<a>(Xi, 0;£i) = — V r n ( 0 ; A) sin a,,^ sin a„ a* 4-
Nn / i

• n = 2 , 4 , . . .
o o

+ —
m = 0
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Rozłóżmy funkcję F^\Xl) na szereg F o u r i e r a funkcji s i n a n z .
Zważywszy, że

(3.43) sh W = ± sh E S Ł ^ (~af4l Sln

, 4 77ma Y1 (-1) ! Oj .
sh»?mx1= — s h - i — > — — sin

stwierdzimy, że
OO

<3.44) F^(xi)= I L(
n*

Ki

J = 2 , 4 . . . .

gdzie

1 m

Wstawiając (3.44) do (3.42) i przegrupowując sumy w drugim wy-
razie funkcji G*(a> otrzymamy

OD

<3.45) G*(a)(x1,0;|1) = - i- Vjr„(0 ;
n=2,4 , . . .

oc oo

+ -— > Lnln 8m > Hjm sin ctj^ \ sin unxi,
b JLJ JLJ j

m = 0 i = 2A,...

gdzie
3-2

„(a) a/— 1) 2 r.

Wyrażając funkcję X(£i) szeregiem
oc

(3.46) 2 1 l a J

fc-2,4 , - . .

wstawiając ją do równania (3.41) i wykonując przepisane całkowanie
uzyskamy

oo oc

.(3.47) S^r„(0 ; A) + f J T s f ^ H J S ó m L ^ - 0,
J=2,4 , . . . m-0
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Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (3.47) stanowi
kryterium wyboczenia płyty przy założeniu antysymetrycznej wzglę-
dem osi y\ postaci wyboczenia.

Przedstawiony tu sposób rozwiązania rozszerzyć można i na przy-
padek ściskania płyty siłami qj w kierunku osi x i siłami ą% w kie-
runku osi y .

Równanie powierzchni odkształcenia płyty ma wtedy postać:

(3.48)
dx2 dy2 N N N

W tym przypadku funkcja G{x,y;£) odpowiadająca funkcji (2.12)
ma postać M

(3.49) G(x,y ; £)= \ Fn(y ; X)sin a„£sin anx,

g d z i e ™=1

P ,, ,s 1 \chęn(y-b) chxn(y-b)]
V /Ijf/lj 4o2)+4a2A?L ĉ n sh ^nb ^rish^nb J

Tutaj oznaczają

(3.50) ę„--

Jeśli funkcję G wyrazić podwójnym szeregiem trygonometrycz-
nym, to

(3.51) G(cci,yi; li) = — — 7 sina„ |s in anx —^-j—-£• +
n-1,2,...

i o
2

m = l

Wystarczy zatem we wszystkich uprzednio wyprowadzonych wzo-
rach wstawić zamiast funkcji F funkcje f, a zamiast Dnm wielkość
D „ m = (a11+/5OT)2 — Aian — hPm-
Dalej przyjmiemy

oo

£ # (^| ch ^mXi) cos j8myi

m=0

12 Księga Jubileuszowa

m=0
ex:

1 sh ymxx+B„ sh f]mx^ cos /?„



Witold Nowacki

gdzie

* ( ! - / & ) •

/ 3 2 / / j 2

I / O 2 ^1 1 / 1 a I A l

/ P m - y — | / /ll"^
4. Drgania swobodne i wymuszone pasma płytowego i płyty prostokątnej

Powierzchnia ugięcia płyty wykonywującej drgania wymuszone
harmonicznie powinna spełnić równanie

(4.1)

Tutaj p{x, y, t)=emp(x, y), w(x, y, t)=eimtw(x, y), gdzie w jest częstotli-
wością drgań wymuszonych, t czasem, a ,u masą odniesioną do jed-
nostki powierzchni środkowej płyty.

Równanie amplitud ugięcia płyty przyjmie zatem postać

Wyznaczmy powierzchnię ugięcia wywołaną w paśmie płytowym
na brzegach swobodnie podpartym działaniem sił jednostkowych
P = l •e4"1-* umieszczonych w punktach (fi ± 25171)171 = 0,1,2,...,oo. Po-
wierzchnię tę oznaczmy przez G {x, y, t) = eimtG(x, y).

Funkcja G(x,y; £) spełnić powinna równanie [por. wzór (2.8)]

I
Q ~ N

z warunkami (2.2) i (2.3). Postępując analogicznie jak w p. 2 stwier-
dzimy, że

(A A) G„(x v • fl_ — — V ^ i n a £ <m a r f _^S^lVŚŁ— -
NCLTZ / J J ( a n + j52)2 — Q2

*n«-l o
oo

i V 1 • ,. • le-°«y e-T»y\
= > sinc!nfsina„x , y>0,

9.Na.n / i \ §n %n j
n=l

gdzie .

Funkcja G przyjmie zatem postać

(4.5) G(z,y;£)= \ rn(y; c)sina n | s in
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gdzie

(4.6, r„(„;8) =
22Q \ vnsh vnb TnshTnb

Funkcję G wyrazić można również podwójnym szeregiem trygono-
metrycznym

(4.7) G{x,y;C) — \ sin a„ | sin a„x —: h
NabjLU | an — Q2

+ 2 v
m=l

Rozpatrzmy kilka prostych zadań.
1. Pasmo płytowe na brzegach swych swobodnie podparte pod-

dane jest działaniu obciążenia p = ei'"tp (p = const) oraz sił Xeimt

zaczepionych w punktach (|,±2bm) m = 0 , 1 , . . . , oo . Żądamy, aby
ugięcie płyty w punktach przyłożenia sił X było równe zeru. Ampli-
tuda ugięcia płyty dana jest wzorem

oa

4p V^ sir
(4.8) w(x,y)=wo(x)+XG(x,y,£),

aN^Ll an-o
n-1,8,...

Wielkość siły X wyznaczymy z warunku

(4.9) X - ^

gdzie

; | )
n = l

2. Pasmo płytowe jest równomiernie obciążone siłami p=e i f f i tp
i podparte żebrami o sztywności EJ wzdłuż prostych y=±2bm,
171=0,1,2 OO.

Amplitudy ugięcia płyty w i żebra coR wyrazimy wzorami

(4.10)
o

a

(4.11)

12*
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gdzie

2 \~1 sin awj sin

Funkcja X(f) jest pionową siłą wzajemnego oddziaływania żebra
i płyty, rozłożoną w sposób ciągły wzdłuż prostych y = ± 2 b m .
Funkcję X(f) uzyskamy z warunku wspólności ugięcia płyty i żebra

(4.12)

Wyrażając siłę X (I) szeregiem X ( s ) = ^ Q sin cyf, otrzymamy
3 = 1

z równania (4,12)

(4.13) A — ^ - j i - - 4 N T 0 = 1,3,..,oo).

3. Rozpatrzmy przypadek drgań własnych pasma płytowego na
brzegach x=0, a swobodnie podpartego, a ponadto punktowo pod-
partego w punktach (£, ±2bm) m = 0 , 1 , . .. , oo .

Warunek drgań swobodnych przyjmie tu postać

(4.14) XG(£,0; |) = 0,

albo

(4.15) VsinV

Dla ustalonych wielkości a i b wyznaczymy z równania (4.15) ko-
lejne wartości pierwiastków QI,Q2,--. Każdej wartości Qi odpo-
wiada częstotliwość drgań cot = ]/gtN//i. Najmniejszy pierwiastek
daje podstawową częstotliwość drgań własnych. Zauważmy, że dla
każdej uzyskanej z równania (3.15) postaci drgań jest dw/dy = 0 dla
y~±2bm, m=0,l,2, . . . , oo .

4. Nader prosto kształtuje się wyznaczenie drgań własnych pasma
płytowego wzmocnionego żebrami. Warunek wy boczenia pasma otrzy-
mamy wówczas z równania (4.12)- wstawiając tam iuo=0 (p=0).
Wartości Q wyznaczymy ze związku

4N 1
^ ° ( j l 2 o o )(4.16)

EJ Ctj —
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I tu postać drgań spełnia warunek3iu/3y = 0 dla y=±2bm, m =
= 0, 1, 2, . . ., oo. Dla EJ -> oo otrzymamy z równania (4.16) często-
tliwości drgań własnych płyty prostokątnej o bokach a , 2b na brze-
gach x=0,a swobodnie podpartej, na brzegach y=0,2b utwierdzonej
zupełnie. Kolejne częstotliwości drgań odnoszą się jednak tylko do
symetrycznej wzglądem prostej y—b postaci drgań.

5. O wiele większe trudności nastręcza wyznaczenie częstotliwości
drgań własnych płyty prostokątnej na wszystkich brzegach zupełnie
utwierdzonej. Wykorzystać możemy jednak wyniki uzyskane dla
zagadnienia wyboczenia płyty prostokątnej [wzór (3.40)].

Wystarczy w tym równaniu wstawić zamiast A2a2
n wielkość Q2 .

Dla wyznaczenia kolejnych częstotliwości drgań przy symetrycznej
postaci drgań mamy do dyspozycji nieskończony układ równań

co oc

(4.17) S« r„(0; (d + ^-
3 = 1,3,,.. m—0

(n=l,3,5 oo).

We wzorze tym funkcja fn(0; Q) określona jest wzorem (4.6),

)4 2

4
m n = —^(s) On(—-1) 2 I " T T T T " ' 2 , 2 I '

Przyrównanie wyznacznika układu równań (4.17) do zera jest wa-
runkiem wyboczenia płyty. Układ równań (4.17) cechuje się znacz-
nie większą zbieżnością niż w metodzie S. I g u c h i e g o , [7], w któ-
rej spełniono najpierw w sposób ścisły warunek na brzegu, a dalej
warunek dw/dn=0, pracowano zatem na układzie podstawowym
przedstawiającym płytę na całym swym obwodzie swobodnie
podpartą. - ,

W metodzie przedstawionej w niniejszej pracy wystarczy przy-
równanie do zera wyznacznika niższego rzędu, aby otrzymać te
same wyniki co w metodach innych autorów. .. '. ..: "
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Zauważmy wreszcie, że stosując przedstawioną metodę można
uzyskać rozwiązanie dla płyty prostokątnej na brzegach y = 0,2b ,
x=a zupełnie utwierdzonej, a na brzegu xr=0 swobodnie podpartej.
W tym przypadku funkcja G spełnić powinna równanie (3.4) z wa-
runkami brzegowymi

(4.18)

oraz

V 2 G = <

przy czym

G=0

— (G + G)=0
dx

d l a x = Q,a,

dla x = a

dla x =
_
dy

= 0 dla y= ± 2bm(m =

m=0
ch dmx+Bm sh <5 m z+C n ch „ sh vmx) cos /

Nie ma też żadnych przeszkód, aby przedstawioną tu metodę roz-
szerzyć na przypadek drgań wymuszonych czy też drgań własnych
pasma i płyty prostokątnej, ściskanych dwukierunkowo siłami qi
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BOriFOCBI OAHOBPEMEHHOrO H3rHEA M C2CATMH, yCTOJłHMBOCTM
M KOJIEBAHMH IIJIACTMHHATOJł nOJIOCbl

B pa6oTe flaeTCH MeTOfl onpe^ejieHHa nporM6oB njiacruHHaTOM no-
jiocbi M npHMoyrojiŁHOM iuiacTMHKw acecTKO 3am,eMJieHH0M no sceiviy
Kpato, HarpyjKeHHoił B njiocKocra njiacTMHKM CMJiaMM g M nepneH-
AMKyjIHpHO K njIOCKOCTM CTaTMHeCKOM Harpy3K0M p MJIH Harpy3K0M
pgiiut nepHOflMHeCKM M3MeHHK)IU;eMCa BO BpeMeHM.

B KanecTBe OCHOBHOM CMCTeMbi npMHMMaeM njiacTHHHaTyio nojio-
cy, cBoGoflHO onepTyio no KpaaM, KOTopaH Hapn^y c CMJiaMM p M q
HaxoflMTca no,n; jxeiicTBneM HeM3BecTHbix CHJI X, npMjiojKeHHbix B^oJib
IIOJIOCBI B OflMHaKOBblX MHTepBajiaX 2b.

CyMMMpya noBepxHocTb nporn6a nojiocbi c ôSaBOHHOM noBepx-
HOCTbio nporuSa, npeo6pa3OBbiBaeM ćBo6oflHO onepTyio nojiocy B ace-
CTKO 3am;eMJieHHyK) no Kpaaivi x — 0,a.

IIpMHMMaa, HTO TOHKM npMjioHceHMH CMJI X He noflsepraioTCH npo-
rn6y, peiuaeTCH nepBaa rpynna 3ap;aH, KacaiomHxca nojiocbi 3a-

no KpaaM c TonenHbiMM onopaMH.
, HTO X(£) aBjiaeTca HenpepbiBHOM cpyHKUikeii, pirpa-

pojib Hen3BecTHBix onopHbix CMJI, Tor^a fljin onpe^ejieHMH
iiporn6a npHMoyrojibHOM njiacTMHKM jKecTKo 3am;eMJieHH0M no Kpa-
aM, nojiynaeTca fl,ndpdpepeHn;iiajibHoe ypaBHeHMe $ p e f l r o j i & M a
nepBoro po^a. 3 T O ypaBHeHMe aBJiaeTca HeoAHopop,HbiM B cjiynae ofl-
HOBpeMeHHoro M3rM6a n cacaTMa njiacTiiHKM MJIM BbiHymfleHHbix KO-
jieSaHMM. OHO asjiaeTCH oflHopoflHbiM B cjiynae npoflOJibHoro M3rH6a

M CO6cTBeHHBIX KOJieSaHMH njiaCTMHKM.
PenieHMe MHTerpajiBHoro ypaBHeHPia <J>pe,n;ro j ibMa Be^eT K 6e3-

cHCTeaie ypaBHeHMM, B KOTopoii HeM3BecTHbiMH aBJiaiOTca
$ y p i > e CMJI X(<?).

pemeHiiH sa^an, KacaromMxca nJia-
CTMHKM 3am;eMJieHH0M no KpaaM, xapaKTepM3yeTca 3HaHMTejibH0

cxoAMMOcTBK) no cpaBHeHMK) c MeTo^aMM ^pyrMX
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S u m m a r y

PROBLEMS OF SIMULTANEOUS BENDING AND COMPRESSION
AND THOSE OF STABILITY AND VIBRATION OF A PLATE STRIP

AND RECTANGULAR PLATE

In this paper a method is proposed for the determination of the de-
flection of a plate strip and a rectangular plate clamped along the
entire edge and loaded in the plane of the plate by forces q and nor-
mally to that plane by a static or periodic load p or pe i r u t, respecti-
vely.

In the basic system we have a plate strip simply supported on
the edges, which is subjected, besides of the forces p and q , to
unknown forces X evenly spaced along the strip (the distance
between two neighbouring forces being 2b).

Adding to the deflection surface of the strip a complementary
deflection surface we transform the simply supported strip into
a strip clamped along the edges x=0, a.

Assuming that the points of attachment of the forces X do not
undergo deflection, we obtain the first group of problems of a strip
with clamped edges and additional point supports inside.

Assuming that X(C) is a continuous function playing the role
of unknown support forces, we obtain to determine the deflection of
a rectangular plate clamped along the edges, a F r e d h o l m
integral equation of the first kind. This equation is non-homo-
geneous in the case of simultaneous bending and compression
or forced vibration and homogenous in the case of buckling and free
vibration.

The solution of F r e d h o l m ' s integral equation leads to an
infinite system of equations where the unknowns are the F o u r i e r
coefficients for the forces X(C).

The above method of solving problems of a plate clamped at the
edges is characterized by a much more rapid convergence than those
of other authors.
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