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O PEWNYCH PRZYPADKACH SKRECANIA PRETOW

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Wydzialu IV PAN
w dniu 6 pazdziernika 1952 r.

1. Przedmiotem niniejszej pracy jest podenie ¢cistych rozwigzan
do szeregu zagadnien pretéw prostych o przekroju prostckatnym
z, waskimi szezelinami orez o przekroju zlozonym z kilku prestokatéw.
Omawiane tez bedg prety o przekroju w posteci wycinka pierécie-
niowego i kola ze szczelinemi.

Zalézmy, ze material preta pesiada strukture snizotropowo-orto-
gonalna,

Jek wiademo z teorii skrgeenia pretéw prostych '), neprezenia
tnace .., 72y (0§ 2 rownolegla do pobceznicy preta), ktore wystepuja
W precie, wyrazaja sie za pomocy funkeji skrecania (a,y) spel-
niajgcej réwnanie rézniczkowe

(1.1) — =t — =2
z warunkiem brzegowym u = const. (w przypadku obszaru jednocspoj-

nego przekroju preta jest = 0). Naprezenia tngce wyrazaja sie wzorami

(1 -2) Tag — Q'g ) ' d'.u .
Jy

W réwnaniu (1.1) oznaczajg Gy i Gyy moduly odksztalcenia posta-
ciowego w kierunkach y i x struktury ortotropowej, ¢ kat skrecenia.
Nieznany kat skrecenia preta wyznaczemy z réwnania

(1.3) M=2 [ [pdedy=9C,

gdzie M jest momentem skrecania, a C sztywno$cig skrecania preta.

'} Por. [1] i [2].
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Ze wzgledu na latwiejsza interpretacje mechaniczng pewnych ope-
racji matematycznych rozwazaé bedziemy zjawiska, dajace sie przed-
stawi¢ analogicznym do réwnania (1.1) réwnaniem r6zniczkowym,
mianowicie zjawiska wygiecia plaskiej blony (membrany), opartej na
plaskim konturze o tej samej postaci co dany przekr6j preta, ktéra
jest réwnomiernie napieta napieciami S, i Sy, dzialajacymi w dwéch
do siebie wzajemnie prostopadiych kierunkach, i poddana stalemu
ci$nieniu p.

Powierzchnie ugiecia takiej blony uzyskuje si¢ z rozwigzania
rownania

0*w 0*w

1.4 o o B e e e
(1.4) Svy e Py P

przy warunku brzegowym w=0 na obwodzie obszaru blony. Z po-
réwnania réwnan rézniezkowych (1.1) i (1.4) oraz z analogicznyth
warunkéw brzegowych wynika, ze mozna przejé¢ z zagadnienia wy-
giecia blony do zagadnienia skrecania.

Jezeli napiecia blony dobierzemy tak, aby

Sc _Gu_

(1.4.1)
Sy G

2,

to funkceje y (x,y) mozemy traktowaé jako funkcje ugiecia blony przy
stalym obcigzeniu 2G,, S, 9.

Mamy zatem nastepujacy zwigzek:

(1.5) p=-cw,
dzi
gdzie 2 _Gm' 958,
_ P
Stad naprezenia tnace
(1.5.1] szch'E, 'n':y:l":_cg'@.
0y 0z

2. Rozpatrzmy blone réwnomiernie napieta na przekroju prosto-
katnym. Niech na blone dziala sila skupiona P w punkecie (£, 7).
Skonstruujmy powierzchnie wpltywows ugiecia dla dowolnego punktu
(x,y). Oznaczmy ja przez w,(x,v; &, n). Bedzie ono jednoczeénie
funkcja Greena dla blony prostokatnej.
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Rozwigzenie tego zadenia pcprzedzimy wyznaczeniem funkeji Greena
dla nieskoniczenie dlugiego pesma blonowego o szerckosci a i podda-
nego dzialaniu sily skupicnej P,
dzialajgcej na osi x w odlegloéci § 4.0
od osi y. Oznaczmy te funkcje P(E 7) [
Greena przez w;. Dla y=>0 o 7
otrzymemy tu dla blony o na- =
pieciach S. i S, réwnanie réi-
niczkowe jednorodne

b b___
gy el tw Z 3
’ dx®  0vy? ' rE
gdzie A? z—z-'i- sl
u

Poniewaz wzdluz prostych x==0 i x==a ugiecie jest r6wne_zeru,
mozemy; rozwigzenie réwnenia przedstawié w postaci

| 90 ; o
s (2.2) W= D Yul(y)sinawz
.L_UP n=1,2, ...

W ten sposéb doprowadzimy

XE rownanie (2.1) do ukladu réwnan
Rys. 2 rozniczkowych zwyezajnych
2
(2.3) cii—Y:—‘ — 2 @Y, =0 (n=1, 2, ...)
y?
0 rozwigzaniu
(24) Yu(y) =A e Ay +- B, E“:u”y :

Dla y =0 latwo stwierdzié, ze B,=0, bowiem dla y- o~ ugiecie
w, powinno dazyé do zera.
Stad

{2.4.1) ;6.’1 == Z An e_ A““y Si'ﬂ (p L.
n=1.2,...
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Stala A, wyznaczymy z werunku stwierdzajacego, ze w kazdym
punkcie osi x skladowe pionowe napigcia S, i sila P tworzg uklad
pozostajacy w réwnowadze. -

Stad
(2.5) [Gw.] _ [dun] —P ).

Wykorzystujac symetrie ugiecia blony wzgledem osi x otrzymamy

el Lael
0y | dx 0y y'-U
Po pcdstawieniu tego zwigzku do (2.5) otrzymamy

(2.6) —og 93"’—] —P(x).
0y ly=0

Site P(x) rozwijamy w szereg Fouriera

(2.7) P(;r:)=—2—:—3— 2 sina, £sinap x.

n=1,2,...

Z warunku (2.6) oiriymamy

(sz) Aﬂ = Sin an E-
' - Syinm
Zatem 3
L34 — At Yy
s P e n
2.9 . = — i i ~
(2.9) w,(z,9;&,0) Syﬂ:rc,,__%“__ = sina, ésinapx dla y=>0
oraz

P bax? e),ceuy

(2.10} EI (m,ylsy 0): Sinq;;ESin Op T dla y<0.

S-‘s' L n=1,%,...
Wzory (2.9) i (2.10) mozemy ujaé jednym wzorem zamknietym

p coshiit—y--cos —n—(x-—é‘}
a a
" 4a8,2 = Any =
cosh—= — cos = (x +€)

(2.11)  wy(x,y;¢,0)=

da y=Zo.
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Zauwazmy, ze dla x =¢§ ugiecie staje sie nieciggle jak logarytm.

Wyznaczmy teraz funkcje Greena blony prostokatnej (rys. 1) o pro-
stopadlych wzajemnie napieciach S, S,. Wycinamy w tym celu z pasma
blonowego prostokat o bokach @ i b. Dla y=-+b/2 ugiecie bedzie
rézne od zera. I tek dla y = + b/2 ofrzymamy

lau[ )

_ [ b & .
(2.12) w, (x, 5 & )— 715, ; —————sinaésinanz,
a dla y=—»b/2
& _iﬁﬂ (‘b'+7i')
— b P N1 e : . .
(2'13) wl (xl _7’ E! ??) e z Sy nn1)2l T "'_1; sin 0‘.;;‘5 Sin an L.

Funkecje Greena w, (x,y; &, %) dla prostokgta wyznaczymy jako sume
dwu powierzchni

(2.14) w, (@, 38, m) =w, (x,y; §,m) +wa (x,9; €, 7),
gdzie funkcja w, (x,y; &, ) spel- ; : y
nia réwnanie rézniczkowe : PIED )!
I Tooe
2 I
(2.15) 22~ 0wy E_“;ﬂ. —0 ! :
gaz 0 Y : E I
b1 b ]
oraz warunki brzegowe L— 2 2
X
(1) =0, wy =0, Rys. 3
(2) x=a, w, =0,
— b
(2.16) (3) Y= +§: wi(ﬂ;‘, ‘%; E, n):—‘wl (:C, 'E; E) '??):
b b e b
4 =y Ty — Es ):—w (CC;-*—;E:"?)‘
(4) y ) w'a( 9 n 1 9

Przyjmiemy rozwigzanie réwnania w postaci

e

(2.17) Wy = Z‘ (Aq cosh A an y + B sinh 4 an ) sin an &.

ﬂ=1, e
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Warunki brzegowe 1 i 2 s tu spelnione. Dwa dalsze warunki

dajg nam
y B o (3-1)
Y . [ e x ‘
Apcosh 1 1 e W &
9 + B, sinh 5 sy = sin a, &
(2.18)
Y o G+l
¥ b e -
A,cosh “2__ i B s an &,
5 B, sinh 5 ) = sina, &
gdzie
}’" _ A iy b‘
Rozwigzujac ten uklad réwnan otrzymamy
e
2
An = — P; > . g@% f.'!ﬁ._?"_ sin Un E’
Ty £ cosh n
(2.19) 2
n
5
B" ) _Pe S].'ﬂh A (179} ?l_ 1n an ¢..
7Sy An  ginh Y
2

Ostatecznie wige funkcja Greena dla prostokata przyjmie przy
Yy =17 nastepujaca postad:

P b 1 —Aia (y—mn)
2.20 wy T, Y,y {", C— =l A
( ) ]( Yy 7.") E e

?{ASH n=1,2
n =
—=>{coshda,s i - !
—€ (% —————”—coshlrx,.y-r M-sinhla"y sin a, € sin a,x,
n . n
| cosh 5 sinh 5
adlay=y
. P e 1 —Aw, ly—y)
(2.21) w(x,y; & n) = = A
) 1( Yy ??) ﬂlSy“ﬂZ; = e
7n
— = cosh A an 1 sinh 4 an i '
—e [/ }cosh).a,,y-l———g—ﬂ-sinhﬂany sin ap Esina, .

h -2 o
cos D) smhg
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Wzory (2.20) i (2.21) dadza sie uja¢ jednym wzorem

Am
cosh? (y—mn)—cos % (x—§)

L, Am 7T
cosh” - (y—mn)— cos = (x4 )

P
v In
478, 2

(2.22) w,(x,y;&9)=—

R_ X Al [?PSME‘,“_(E___"" n)

— n 3 3 .
s, = e e “"coshlan [y—ﬂ). sin a, & sin a, .

=1,2,...

Pierwszy czlon prawej strony wzoru (2.22) odpowiada funkeji
Greena dla pasma nieskonczenie dlugiego, drugi wyraza wplyw pod-
parcia blony na prostych y=-b2.

Za pomoca funkcji Greena mozemy wyznaczyé drogg calkowania
ugiecie w dowolnym punkcie (x,7) wywolane obcigzeniem p(§,7):

(2.23) w(x,y) = [w, @ y; & n) p (€ n)dédn.

Dla obcigzenia jednostajnie rozlozonego na calej blonie prostokat-
nej ofrzymamy
4pa® hila,y\ .
(220)  wy(wy) = —RC §y L) CONAGY g
= ﬂ:EASy H::i_.:ﬂ) n!!- n
cosh —
2
3. Ugiecie blony prostokatnej obcigzonej obcigzeniem réwnomier-
nym p, rozciaganej napieciami S, i S. oraz podpartej naZodcinku AB
wyrazi sie wzorem

' ’
(8.1)  wx,y)=w,(xy) + A
& I 157 | o
+ fR(E) wy (2, y; &, m) dé. =
&
s D b
£ 2
Niewiadoma reakcje R (§) wy-
znaczymy z warunku w (x,7) =0 X
dla &, =E=&,: Ry
£y
(3.2) wy (@, 1) + [ R(E) w, (@76 n)dE=0.

&
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Po podstawieniu wartosci funkeji mamy

i L —cos 2 (z—¢)
(3.3) J R(¢) lln —‘_ﬁ_-—._-:rz_-_-___}—
% 1 — cos — (x +¢£)
=1 a
' 1 coshla,2p—e ™®
4 2 _r: ——‘“g%ﬁ'ﬁ?;—'—'*—sin an & sin a, :c] dé=
n=1,2,.., n
16pa | 1 cosh A an
= n=114 ,n:'l n
T cosh—-
2
A y Z otrzymeanego rownania cal-
i kowego Fredholma plerw-
o it Rl szego rodzaju mozemy Wwy-
L znaczyé R(£), a z roéwnania
—18 o ——=  (3.1) ugiecie blcny w(z,¥y).
Rozwigzmy to zadanie dla
przypadku % == 0, dla konturu
kwadratowego z podporg o diu-
e &l i
; 2 goéei @, 2 (rys. 5) oraz
X
Rys. 5 Ve — S« = -g-'—n-.
Sy Gy

Dla takiej blony réwnanie (3.3) przejdzie w réwnanie

af?

f 1—cos — (:r~—-5) -
R (&) [ln sma,.xsm n E] dé=
0 1-—cos%(x+g 2; n(l—{—e?n
16pa® | 1 1 _
(3.3.1) =" _2 ps (1— - ) sina, .
o e eosh-z—

Réwnanie calkowe ze wzgledu na bardzo skomplikowane jadro
zamieniono na uklad réwnan przyblizajgc calke sumg. Na rys. 5 po-
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dano w przyblizeniu wykres R(£§). W punkcie B rozwigzenie przy-
blZone daje warto§¢ skonczcng. Rozwigzenie £cisle powinno daé
w tym punkcie nieskonczenie wielka werloéé reckeji.

W przypadku gdy dlugoéé podpory réwna sie bokowi a, réwnenie
(3.2) po wstawieniu w, (x, y; &, %) ze wzoru (2.20) przyjmie postaé

. SR :
(3.4) f R ( =%;1- tgh 2" sin aa ¢ sin an.x)ds _
0

& o \
- 200 3 is(l-——-—l-~) —

7 n=1,8... T cogh&.

: 2
Dla nieparzystych n otrzymamy
‘Ia “!

(3.5) JR (4)sin an d & = —%f%tgh% (n=1,3,5,...).

1]

Prawa strone rownania mozemy trakiowaé jako wspolezynniki
rozwiniecia funkeji R () w szeregu Fouriera:

: S S
((}.6) R (x) e — -—;:-;2_ néﬂn -1'_],2_ tgh ’a’: SInd, .

Wynik ten jest zgodny z rozwiazaniami uzyskanymi innymi drogami.

Podany tu sposén postepowa-
nia mczna rozszerzy¢ na dowolna T i ——y
ilo§¢ podpsr liniowych réwno- oA i
leglych do jednego z bokow. - J s

Rozwazmy blone prostokatng B, {(gz'?z)
zdwiema podporami A, B, i A, B, g
(rys. 6). Oznaczmy przez w, (x,y; &
&,, m) powierzchnie ugiecia od b b
silty R, =1 dzialajacej w punkcie 2
(1ym) 1 przez w, (x, y; &u,m5) po-
wierzchnie ugiecia od sity Ry, =1 Rys. 6
dzialajgcej w punkeie (&g, 7).

Przy obcigzeniu p réwnanie ugiecia blony tak podpartej wyrazi
sie wzorem
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3.7 w(@,y)=w,(x,y) +
by Cy
‘|”fR1 (E)wy (@, y; &, ) dé, + fRQ(EE)wB(xsy; £y, 1g) db,.
n cl
Nieznane funkcje R,(§,) i R,(§,) wyznaczymy z warunkéw zero-

wej wartoéei ugieé na odeinkach A4, B, i 4, B,.
Prowadzi to do ukladu réwnan catkowych

by
wy (2, 17) +f Ry (§)wy (2,706, & +
0

3.8) e f R, (§,) wy (2, 743 &y, ??2) dé, =0,

€

b,
Wy (T, 1)) +nf R, (&) wy (x, 705 &, 9y) dF; +

- f Ry (€5) wy (22, 7793 &5, 970) Ay =0,

€y

0=¢,=b,, a=%&=¢c..

Przy k podporach otrzymamy uklad réwnan calkowych o niewia-
domych funkcjach Ri(i=1, 2,..., k).
Podobnym przypadkiem jest

A&m —=y  blona przedstawiona na rys. 7.

P AT ;L Tu nieznane beda reakcje na

: 4 5 |5, odcinkach A, B, i A, B,, ktére

f}_ j“‘" oznaczymy przez P, (&) i Py(n).

7 Sley Ugiecie wywolane przez sile

P, =1 dzialajaca w punkcie (£, 0)

b b oznaczmy przez w, (x,y; &,0),
l 2

za§ ugiecie wywolane przez sile
X P,=1 dzialajagca w punkcie

Rys. 7 a | a
(’2_; "]) Przez w, (3.‘.‘, y;_z‘s"?)-

Ugigcie blony wedtug rys. 7 wyrazi sie wzorem

8.9) wlx,y)=w,(x,y) +

—!-fPl(s'?}wi{x,y;&,O)df + J Pa(n)wa(a:,y;i,n)d-i;.
AB, 15 By ' &
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Funkcje P;(£) i P,(n) wyznaczymy, podobnie jak w przykladzie
poprzednim, z warunkiem zerowego ugiecia na odcinkach A4, B, i 4, B.:

w, (x, 0) + P, (B w, (2, 0; £, 0)dé +
A B,

(3.10) +.ng (n)wa(:c, o,%,n) dp =0,
AB,

w, (-;—y) +A:£IP, (&) w, (fé- y; €, o)d& +

(* a a | :
-+—JP2[1}w (—, = )d = 0.
p 1] Wy 9 Yy 9 n) an

Rys. 8

Podany tu sposob postepowania pozwoli na rozwiazanie kilku
technicznie waznych przypadkéw ugiecia blony lub skrecania pretow.
Na rys. 8 podano przyklady blon, jakie mozna rozwigza¢ postugujac
sie wyzej podang metoda.

4. Rozwezmy przypadek blony, ktéra na brzegu y = 0 jest w cze-
$ci podparta (w==0), w czeéci swobodna (

_61.0_] -:0) i obeiazona ob-
Y lu=0

cigzeniem jednostajnym p (rys. 9).
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W przedziale 0 = x = c¢ ugiecie w jest funkcja x; w przedzizle
¢=ux =a jest robwne zeru. Ugiecie blony przy tck przyjetych wa-
runkach brzegowych wyrazi sie zwigzkiem

(4.1) wlx,y)=w,(x,y)+

____________ b ‘__U

[ wE 0)k(z,y; &, 0)dé.
0

Tutaj w,(x,vy) oznacza
powierzchnie ugiecia blcny
____________ y w ukladzie pecdstawowym

b tj. tekim, w ktérym brzeg
y==0 jest podparty (w=0).

Jadro k (x, y; &, 0) jest funk-

Rys. 9 cja Greena dla ugiecia jed-
nostkowego w punkcie (£, 0).

Nieznzng funkcje ugieeia w (€, 0) wyznaczymy z werunku brze-

!
I
|
1
p B
|
|

gowego [ai_u] =0 w przedziale 0 =x=c
(}‘y y=0

(4.9) 0w, (z, 0) + fw (&, O)M d&é=0.
dy dy
]
Znajac w(§, 0) mezemy z réwnania (4.1) wyznaczyé ugiecie blony
w dowolnym punkeie (x, y).
Wyznaczmy funkcje k(x, y; &, 0); Epelnia ona réwnanie
0%k 0%

+—=0

4.3 A
=) dx® - gy

z warunkami brzegowymi

o

(1) y=0, !C(x,ﬂ;§,0)=-§- Z sin a, € sin a, .

n=1,2,...

(4.4)
; (2) y=0, k(x,b; & 0)=0.
Przy tych werunkech brzegowych otrzymemy z rczwigzania réw-
nania (4.3)

e

(45) k@y;&0= D (Aucoshlany -+ Pasinhiany)sin anz,

rn=12,..
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gdZIe An = _i_ Sin (1 1 E y

By=—Anctghyy = — %- ctgh yn sin aq §.

Funkcje k (x,y; &, 0) mozna przedstawié w postaci

(4.6) k(x,y; &, 0) = _E_ Z l-e—).a,,y+
=10
+ sinh A any (1 — ctghyn)] sinan ésinanx -~
lub
4.7 k(x,y;é0)=
__;_sinhlay[ n 1 J__
2a cosh A ay —cosa(x + 5) cosh 4 ay — cos a (x — §)
= —¥n
8 s sinh 4 an y sin a € sin a2 (a: E) .
a’n::‘l,2,... Smh Yn ® al
Stad
wg E@OED _ m [ 1
0y 24* 1—cosa(:c+§)

an ne’n
S T Smuﬁésmﬂnl
1__ COSﬂ (32 — 6)] n ;; Smh?n

......

i przedstawia szereg zblezny
Ugigcie w, w ukladzie podstawowym wyrazié mczna zwigzkiem

_dpat p 1, Ya ) .
(4.9) wy(x,y)= Sy?‘“”;.:ga;s G (1 coshia,y-+1gh 5 sinh A any)sinane.
Réwnznie (4.2) przyjmie ostatecznie postaé
4pa <

(4.10) m—Te o t h Sln iy X —
=’ S-l" n:%;i, 5

1 1
"fwfg O)lZa"(l-;cosa(:r-l-f) 1_"-'05‘1(:':—5)) K

27 A ne /n
o M
a n=1,2,... sinh Yn

Sil’l ﬂ;]f Sin an m] d5=0-
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Powyzszy sposob postgpowania mozna zastosowaé do blon zkozo-
nych z prostokatow (rys. 10).

R I — “: Y
3| I pi |
] s 'ﬁ / : ]
” b——' :
L,H_____B _______ |
Rys. 10

W przekroju f - § mamy nieznang funkcje w (§). Dla blony I otrzy-
mamy ’

(4.11) wi (g, Y) = wy, (x, y) + fwff}k' (x,y; & 0)df.
]
Dla blony II '
(4.12) wi (2, Y) = Wy,p (@,9,) + f-w(E)k” (@, yy; &, 0) dE.
0

Wzdluz odeinka fi-f mamy

s o] _fom)
0y ly=0 0Y; lp=o
Stad
i d‘wu,, (JI, O) dwﬂ']] (Il 0] t
U e
A I ; 1 :
+ ‘ "UJ(E)[ 6k (:r.‘,ﬂ,é,ﬁ)_ __!__ ak (3.’-',0, Elo)] dE: 0,
i dy dy, |
gdzie
dw0<| (:cl 0) 4pa \ 1 Vo,
T T P L S
‘_jwn-u (I: 0) - 4130._ Ef“‘l ';i

le tgh}-

0 L
—SIN (1, X
ay1 Sy nz n =T‘3 W e

2
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” / : nn rnm
n=— nb, n=— n : e !
m=2a yn=2Adnb, ‘dn . 7 =
’ 7T
&= — u =—
a,
M — :tﬂ. [_____ -—L___-_ B
oy 202 |1—cosa (x -+ &)
2nz “ oneh '
. l1—cosa (;::— 5)] _%;W sin an & sin ax ¢,
di! (@, 03 €, 0) _ __ﬂl 1 -
0y, 2a,° |1 —cosd’ (x + &)

" o 7;1
— 1’ l —2—3?- 2 R sin ap € sin apz.
1 —cosa’ (x—¥&) o, , 5% .. sinhy,

W przypadku a=a,, b=>b, otrzymamy réwnanie (4.10) w gra-

nicach calkowania od 0 do a.
Jesli zalozyé b-o~o, to olrzymamy

(4.15) fw(é) |1 —cosa (x + ‘5)
]

- 5 r.:.
_ LTI j Gl S P —13-sin an .
. P

1—cosa(x—79§) 2’ ASy , =
Rozwigzaniem tego réwnania calkowego jestw (§) = P ¢ (@ — &),
czyli znana walcowa postaé ugiecia blony. Sy

Zaleznie od ksztaltu blony jako niewiadome obieramy nieznane
reakeje (rys. 8a, 8b i 8¢) lub ugiecia (rys. 8b, 8d, 8e i 8f). Wyko-
rzystujgc symetrie uktadéw 8d, 8e i 8f mozemy wyznaczy¢ nieznang
funkcje ugiecia z jednego tylko réwnania calkowego.

5. Zajmijmy sie¢ pretem o strukturze anizotropowej ortogonalnej
walcowej.
Naprezenia tnace 7, i T wyraza sie w tym przypadku wzorami

(5.1) T =—Lil£ T, = a 2
R L or,
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Funkcja skrecania ¥ spelnia tu réwnanie ®)

0* v ¥ 1 10%¥
5.2 Qg — +0czs — 5+ Qy——=—29.
( } 44 [3?‘% 55 a (Pf ?'3' 44 r aT,
Tutaj ay,, 55 sa stalymi materiatlowymi charakteryzujacymi orto-
tropie mater:alu.
Réwnanie (5.2) doprowadzimy do postaci
W 10 o 10°W 29

(5.3)
or e 07, Qg ""112 09’? gy

w obszarze D,. Bedzie ono identyczne z réwnaniem rézniczkowym
ugigcia blony w obszarze D
Fw 1 dw  Fw 1

o r or 0¢* e

(5.4)

% Bk}

jesli przyjaé, ze blone obcigzymy stalym obcigzeniem o intensywno-

fel p= 4 S. Przejscie z obszaru D; na obszar D otrzymamy dzieki
Gy

afinicznej transfcrmacji

a
P=@ &‘:’=‘P1f3: Te=tl
Stad '
cdw Jw
(5.5 T, =——f T, =—Cc—;
) or g 4 s or
przy czym
VY=cw, c= ARG .
Qg P

Rozpatrzmy wycinek pier$cienia kotowego (rys. 11) i skonstruujmy
dla niego funkcje Greena.

Pierwszg czefcig zadania bedzie wyznaczenie funkcji ugiecia bto-
ny srelniajacej rownznie (5.4) dla p=0 oraz warunki brzegowe na
bokach ¢ =0 i p=a. Szukamy rozwigzania w postaci

oo

(5.6) W, )= D Fulb)sinkng,
n=19%,...
gdzie k,.=E£.
a

9 1.
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Rozwigzanie to spelnia warunki brzegowe

Wy (r,00=0, W (r,a)=0.

Rownanie rézniczkowe czgstko-
we jednorodne przechodzi w uklad
réwnan rézniczkowych zwyczajnych

(5.7)

szu 1 dan nmT 2
dr? r dr (ra) "

m=1,2,..%

Niech sila skupiona P dziala
w punkcie o wspoirzednych (R, &).
Wprowadzimy nowa zmienng
9, 0 Rys. 11
= R
Réwnanie (5.7) przyjmie wtedy postaé

2 2
S 1 dn (el

5.8
(8 do e dp oa

Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

Fu(e)=C, "™ +Cyo™ (k = %)

Fuk R = const. dzieli blone na dwa obszary, I i II. W obszarze I

(5.9.1) Fu1=C, 0" dla r=R albo p=1.
W obszarze 11

(5.9.2) Fpu=Cyp ¥ dla r=R albo pg=1.

Dla p =1 powinien byé¢ spelniony warunek
wy (1: ‘P) = Wy (1! ‘P)-
ci = Cz .

Stad

Rozwinmy dziatajaca w punkcie (R, &) sile P na szereg Fouriera

oo

P(¢)=;—}; : sinnk ésinnke.
n=1,2,...
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Dla p =1 powinien by¢ spelniony warunek réwnowagi

dwi(l,g) __ dwn(l,g)) _
(5.10) e i
Stad

CI :Cez ;{%smknf

Funkcja Greena dla ¢ =1 przyjmie zatem postaé¢

G1L)  Wlepli=— 3 ovsinnkésinnke,
1,2,...

ESH:.".
adlapg=1
_ P <
b.11. 2 _ —nk gj i 3
(5.11.2) wn (e, ¢ 1,€) “S;nmz,;,___e sinnkésinnkg

Powyzsza funkcjqe Greena mozemy przedstawié¢ réwniez w postaci
zamknietej (dla g%l)
P 1— 2 pf cosk (p— &) + o

5.12.1) w,(o,p;1,8) =— In
(B124) - Sile:gil.) 428 1—2 oF cosk (p + &) + o

lub
P In cosh (k1n o) —cosk (p— &)

5.12.2) W (g, 1,8)=— '
(BA23)  Wilepil S cosh (k In g) — cosk (p + &)

Dla p =1 otrzymamy

O s E’(%.: =
(5.12.3) Wy (1,931, &) = — n
4xS | k(p+£)
sSin 2

W ten sposob skonstruowana funkecja Greena nie speinia jednak
warunkow brzegowych dla r=R, i r=R,, gdzie ugiecie powinno
by¢ takze réwne zeru. Aby doprowadzié do spelnienia tych warun-
kéw, przedstawimy funkcje Greena dla wycinka pierscienia jako sume
dwéch ugieé:

(513) wl {QI ':"J; 11 5] :Tu_jl (Q! ‘?'; l! E} '#' 'w:.’ (gl ‘Pr 1: EJv
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gdzie w, spelnia réwnanie Laplace'a oraz warunki brzegowe

w:! {Qs O} e Gu
Wy (Q: 6!] = 01
(5.14)
Wy (94, 0) == —wi (1, 5 1, £),
w2 {QL’) ‘?'} == '_-EH (92! ‘P; ll E)I
przy czym
1= RU{R|
02 = Ry/R.

Funkeje w, przyjmiemy w postaci szeregu

[

_.__f__ i nk —nkY aj
(5.15) wy (0, @) = 28, 4w (An 0™ + Bn o™ ) sinnkg¢.

Z warunkow brzegowych otrzymamy
oi* + B, o7 = — of¥sinnké,

A" gg" + B, gy "= —o; "*sinnké,

skad

B Tsi 92n.l. i
Ay = = L -sinnks,

0" — 07

(1__ "M.) 2nk

ot T PR

0y 91

Ostatecznie

(5.16) w, (0,95 1, 5}=

P o3 1 (1._ 92:”;) an e {1___. QANL) Qan Q—HL . . '
St sinnké sinnk
S Z 92HL T 921'1.‘: ¥

dla o= 1.

Po wyznaczeniu funkeji w, i w,, a wiec i funkcji w,, przejdziemy
do oméwienia szczegélnych przypadkéw.
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a. g,=0, g,=>1.
Funkcja Greena daje sie wyrazi¢ wzorem zamknietym
P In 1— gk cosk(p—§&) + o*
478 1—oFcosk(p+ &)+ o**
P 03" — 2 (pg3)* cosk (p—&) + o™
xS gtk —2 (go)F coskp+ &) + o*

P W cosh (k In ) — cosk (¢ — &)

(6.17.1) w, (o, 1,6)=—

lub

(5.17.2) w, (o,¢;1,6)=— +

47S  cosh(klng)—cosk(p + &)

Rys. 12 Rys. 13

b. 0, #0, gg-ov.

Dla tego przypadku takie otrzymujemy wzér zamkni ety
= In cosh (k1n p) —cos k (p — §) +
4xS  cosh(klnp)—cosk (¢ + &)

(5.18)  w(o,9;1,8) =—

2
cosh (k In

9_1) — cosk(p—
5 cosle(p—§) |

48 o?
cosh (k In ?) — cosk (g + ¢)
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Rozwazmy blone w ksztalcie wycinka pierécienia kolowego (rys. 14)
rownomiernie napigta i obcigzong obcigzeniem p = const. oraz pod-
partg na luku AB od punktu B(1, f,)
do punktu A(1,p,).

Ugigcie dla takiej blony wyra-
zimy na podstawie zasady super-
pozycji wzorem

(5.19)  w(o,p)=wq (0,9 +

2
+ [ R®wy (0r9; 1,€) RAE,
5

gdzie w,(p,p) jest ugieciem blony
podpartej jedynie na konturze i wy-
wolanym obcigzeniem p = const.,
a R(¢) jest nieznang reakcja pod- Rys. 14
porowa na luku AB, ktéra wyzna-

czymy z warunku

w(l,p)=0 dla f,=¢=F4f,.
Zatem

A2
(5.20) w,(1,9) + [ R(E)w, (1,95 1, §) RAE =0,
> 43:

Funkcja w, (o, p) wystepujagca w rownaniu (5.19) jest rozwigzaniem
réownania pZ =-—p/S o warunku brzegowym w,=0 na konturze
wycinka pier§cienia kolowego ?®)

4pr? w 1 : :
(5.21) w, (r, ) = —"— (1 4+ Ap* 2L B r ) sinhk o;
4 ¢ xS n :%....n(n2k2—‘4) s
gdzie
nr-4-2 A nk-2
o R:?"" _:*;%r,

B E;lk+2 ng-H?. . (Réak—-E . R;lk-—ﬂ)
h= RE* R"i.r:k '

) 131
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Rozwiazanie réwnania (5.20) objaénimy na prostym przykladzie
blony wediug rys. 15. ;

Dane:
R =0, a==z, k=1.

Zatem ze wzoru (5.21) znajdziemy

4pRs  \ 1 .
ki) Z -—~'-—4—)—(1-—93'_"+2)Sm71q!.

wG(R:(P}= 78 L _ﬂ(ﬂz-—
Ze wzoru (5.17.2)
sin f-_—_—"t
' e 2 | _, cosh(2Ingy)—cos(¢p—§)
wi (1, 93 L, ¢) 478 l_z i p+é ncnsh[z In p,)—cos (¢ +§)
2

. Dla R=R,/2 réwnanie catkowe (5.20) przyjmie posta¢ .

1{2 Sm(ﬂ;& (
5.22) R(E& |21 _____’_ cosh (2 1n g,) — cos (p — &) —
| 5’ ”[ *lein 2t " “cosh (2 In g2)—cos (p + §) | %

__4pR: P i

Przyblizone rozwigzanie réownania (5.22) ilustruje rys 16.
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6. Rozwazmy blone o konturze kolowym pedparta na obwodzie
oraz na podporze liniowej AB, lezacej na promieniu kota (rys. 17).
Przy braku tej podpory otrzymemy ugiecie kolowo symetryczne

Ezp_‘f 1— s’
w (£) 4S( 0%

gdzie

Funkcja Greena dla blony o konturze kolowym wyraza si¢ zna-
nym zwigzkiem %)

P 1 r*R*—2a®Rrcos (p—¢) + o

6.2.1 2o, R, &)=
( ) wilr, ) 47 S " a® [r* 4+ R*—2rRcos (p—&)]

lub
P cosh (In g 5) — cos (p—¥£)

6.2.2 wy(p,p;n,§)=——In =t ;
( ) (e P ) 47xS  cosh(lng/n)— cos (g— &)
gdzie

r R

e=—, N=—:
a a

Laczne ugiecie' blony wywolane obcigzeniem p==const. oraz nie-
- znang funkcja reakeji podporowej P (n) wyraza sie zwigzkiem

My
(6.3) w(g, p) =w, (o) + | Pm)w, (o, ;. €) ady.

T

) [4D.
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Nieznang funkcje reakcji podporowe]j znajdziemy w warunku ze-
rowej wartosci ugiecia na odcinku AB

WE]
(6.4) wo (e, &) + [ PO w, (o, &7, Hady=0
m

lub po podstawieniu odpowiednich funkeji

N2
(6.5 f P 211 gy— L% _ )
e—1 2
U

Rysunek 18 podaje wynik przybliZonego rozwigzania réwnania
catkowego (6.5) przy zalozeniu dodatkowego podparcia blony kolowej
wzdluz promienia OC.

Powyzsze rozwazania dadza sie uogblni¢ na blony kolowe z dwo-
ma, trzema i wigeej dodatkowymi liniowymi podporami. )

Dla dwu dodatkowych podpdr mamy

(6.6) wlp, p)=w,(p) + fpz () wy (0, @5 M, §1)ady +

4,B,

o f P, (112) we (¢, @3 712, 1) adn,.
4,8,

Nieznane funkeje P, (1,) i P, (,) wyznaczymy z réwnan calkowych
wo (o) + J Py(n)wi (e, &1 my, &) admy +
A,B,

(6.7) tipz(??z)wa(ﬂ’rEti’?ﬂsfs)ad%:or

w, (o) +AJ‘;P1 () w, (o, &3y, &) adn, +

+ _[Ps(??e)wz(go &3 Na2» 52) adn,=0.
A8,

Ugiecie blony o konturze kolowym podpartej na obwodzie oraz
na dydatkowej podporze krzywoliniowej R = const. (rys. 20) i podda-
nej dzialaniu obcigzenia p == const. wyrazi sie zwigzkiem

2 7
(6.8) w(e, ¢) =w, (o) + J P (&) w, (0, ®; 00, §) Ryd & (Qn=j““)-
&

Nieznang funkcje P (§) wyznaczymy z réwnania calkowego
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s
(6.9) w, (&) + [ P(&)w, (00, 95 00, &) RydE=0
i
lub
; h(21n 0,) (0—8) .
6.10 Pt~ RO CRP ) e BE W gk
( ) _f (=1 1 — cos(p—¢&) R, (1—~en)
I

e —————

Rys. 19 Rys. 20

Podana powyzej metoda rozwigzywania zlozonych przypadkéw
skrecania (czystego) pretéw anizotropowych lub zagadnienia wygie-
cia blony znalez¢é moze zastosowanie réwniez w innych zjawiskach
fizykalnych, ktérych matematyczne sformulowanie prowadzi do réw-
nan rézniczkowych i wartoéci brzegowych tej samej postaci co omé-
wione w niniejszej pracy. Dla przyktadu wymienié¢ tu mozna zagad-
nienie ruchu niewirowego cieczy doskonalej w naczyniu tej samej
postaci co pret skrecany, zagadnienie plaskiego przeplywu wéd
gruntowych lub tez zagadnienie funkeji naprezen przy zginaniu
pretéw. '
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Summary
ON CERTAIN CASES OF TORSION OF BARS

The author’s object is to give an exact solution of the problem
of (pure) torsion of straight anisotropic bars of the orthogonal type
of anisotropy, for the cases of the following cross sections:

(1) Rectangular with narrow slits.

'(2) Representing a figure composed of rectangles.

(3) Representing an annular sector.

(4) Circular with recti and curvilinear slits.

For a more convenient mechanical interpretation of certain
mathematical operations the solutions are given for membrane
models, linear supports inside the membrane area representing the
slits.

Several particular cases are discussed.

(1) The first is that of a rectangular membrane with supported
edge, the straight line AB inside the membrane area counstituting
an additional support (Fig. 4). The deflection of the membrane can
be expressed by an integral equation (3.1) where R () represents the
reaction of the support AB and w,(x,v;§,5) is the function of
Green for R = 1. The unknown function of the reaction of the
support can be found from the condition that the deflection be equal
to zero for the line AB. This leadsto a Fredholm integral
equation of the first kind. The function R () being known the deflec-
tion of the membrane can be found from the Eq. (3.1). The relations
(1.5.1) permit to find the shearing stresses of the corresponding
torsional problem. This method is generalized for more additional
supports and for membranes whose shape represents a figure com-
posed of several rectangles.

(2) In an analogous way a solution is found in polar coordinates
for membranes representing an annular sector with curvilinear slits.
(3) Finally a solution is given of the problem of a circular mem-
brane with supported edge and additional recti and curvilinear sup-

ports. The solution is found here in a similar way by means of
a Fredholm integral equation of the first kind.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
POLSKIEJ AKADEMII NAUK



