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Sur les problémes de la stabilité d’une plaque orthotrope

7. zagadnien statecznosci plyt ortotropowych

W. Nowacki, Gdansk

Ce mémoire traite de quelquesscas de flambage d’une plaque
orthotrope sollicitée aux forces concentrées?),

. A) Comme point de départ de nos considérations nous choisis-
sons le cas dune plaque infiniment longue, librement appuyée le
long des arétes x=0, x=a et sollicitée a une charge concentrée
le long de I'axe ,,x”. La solution dudit cas pour une plaque isoth-
rope a ¢té donnée par A. Sommerfeld 2).

Pour P> P, la plaque subira une flexion infiniment petite,
quant & la surface de déformation de la plaque elle se traduira
par I'’équation différentielle connue?):

1) Dans cet ouvrage auteur développe et élargit sur les plaques orthotro-
pes son mémoire intitulé: ,,Problémes de la stabilité des plaques rectangulaires”™
présenté au Congres de 1'Association Polonaise des Ingénieurs et Techniciens
"du Bitiment, en décembre 1949 & Gdansk.

2y A. Sommerfeld: ,,Uber die Knicksicherheil der Stege von Walzprofilen®

Z. f. Math. u. Physik. 1906. )
3) M, T. Huber: a) La théorie générale des hourdis en bhéton armé, Czaso-

pismo Techniczne, Lwéw 1914: b) Teorya plyt prostokatnie-roznokierunkowyeh .
Lwow 1922,
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E., E, — en sont les mpdules d’élasticité suivant les axes x et y
m., m, — les constantes de Poisson pour ces directions,
G, — la constante des matiéres (corrélatif du module d’élasti-
cité transversale pour une plaque isothrope),
h — I’épaisseur de la plaque.
L . .
A R

représentent les tensions se produisant dans la plaque (pour w=0)
sollicitée a une charge concentrée. Bien que I’état de tension pour
le cas précité a été donné par A. Timpe *), la résolution de 1'équa-
tion (1), ou oy 6, Ty, sont les fouction de x, y, présente jusqu'ici
des difficultés insurmontables. Nous nous bornerons donc, confor-
mément a A. Sommerfeld, & donner une résolution approximative
en partant de 1'équation différentielle

4 1 4
D..2240g-28 qp T )
- axt - ox* gy* ay!
En substituant les é\pressions e4=l—)i= g= nous ob-
D, ' 1/ D..D

tiendrons pour le cas échéant trois types ‘de solutions de lequatlon
différentielle (1) pour y=0, a voir:

_l ?I. ‘_}‘.' « I
w=A, (e g —}—‘ e g) sin 0.x pour ¢ >1  (2a)
2
lu=v]/9 Y2 —1 y=—qe T

%) A. Timpe: ,Bemerkung zu den Sommerfeldschen Ausfiihrungen iiber die
Knicksicherheit der Stege von Walzprofilen® Z. f. Math. u. Physik 1907,
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w=A,,e“%y(cos rpey-f"qo—‘ sin @, y)sin ax pour o<1 (2b)

P2
fP1a2=vV1 f i ot A= iq,
w=A,,e—_v'y(1 +vy)sinax pour o=t (2¢)

On peut s‘assurer facilement que les susdites solutions satis-

font aux conditions aux limites:

W(O', }’)_—‘0 AW{O, y)-: 0 w{x, \:-:-)=0 d w(xsw)____o
oy
sw(x,0)_,

x = & 4 =
wey)=0  Swlay=0

Eliminons le paramétre A, de cette derniére condition aux
limites

; aaw(x: 0)+2 D, & w(x,0) _
ax? 2y

‘P 0 (3)

résultant de 1’équilibration des forces transversales a la section y=0.
D’aprés I’équation (3) nous posons successivement:

Px= %sz M Ry (Ay+Dg) pour 0=>1. (4a)
P 4D, nx g l/lig pour o<1 (4b)
a 2
3
Px=4D, ey, pour 0=1. (4c)

Nous obtiendrons la valeur minime de la charge critique Pk

en posant dans les formules (4) n=1.
_1'1:2 —P1,2 . =y &
B) Le facteur e - ,ou bien encore e , apparais-

sant dans les équations (2a...... 2¢), donne lieu de supposer que
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dans le cas d’'une quantité infinie de forces P agissant en distances
égales b nous obtiendrons la surface de déformation de la plaque
pour P> P; en totalisant les séries convergentes %).

Pour le dit cas de sollicitation de la plaque (fig. 2), I'équa-
tion de la surface de déformation de la plaque se traduira pour
¢ > 1 par l'expression suivante:

L _EL-)?;EL;F—-D —

™ —
g }
d
- X X X |
pT&b b i b P
Fig. 2
w=A, sin ox 2[ e—'?q (y-+br) B %}. . —ly (y+br) ]+
r=0.1,. 2 I
(5)
+j [e —hlbr—y) _ }271 eﬁz,(br—y_)]
2

r=12.,

En effectuant la totalisation et en utilisant la relation:

oo ;
s )¢ b )
E g e O TR (ctgh }——"zb—i),
bl 2 0 0

e ' ____l - -

r=112..

on aura en partant des conditions aux limites (3) la valeur sui-

°) Remarque: Le Prof. M. T. Huber fut le premier qui se servit de ce pro-
cédé dans la solution de quelques cas de flexion des plaques rectangulaires or-
thotropes. M. T. Huber : ,, Teorya plyt prostokatnie-réznokierunkowych”, Lwéw 1922,
pages 119 et les suivanies.
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vante de la force critique:

QDF ?\ {J’ '_'}2)
o RO ——— pour p=>1. (ba)

2
¢ 1lctg11“’:’~1,ag1 4B

Posons dans la derni¢re formule i,,=¢ti@, nous aurons
pour o <1:

sillh9%+ 112££

PP+ ) —— s e
(py €COS Pg 5111—— —+rp2 osh (Pl —=—gin 11<i

p—4Ds
a2

En partant de la derni¢re formule nous obtiendrons en raison
du passage aux limites p;>v @3> 0:

o
sinh?® —
4 D nne? 2

a b—‘-l- cosh I—)— sinh b_v

Fi= (6¢c)

Il s’ensuit que la valeur minime de P, sera pour n=1. Il ré-
sulte de méme des équations (6a..... 6¢) quon aura pour b>=°
la valeur P, suivant les formules (4a....4c¢) et pour la charge
uniforme p=Ilim A nous obtiendrons: pk=D"n2.

>0 b a?
C) Si 'on traduit I'équation (5) par I'expression:

(e8]
§ ! —h@+br) A —la(y+br)
w=A, sin ux (-—1)'le - _.;I! g > ]+
r=0,1,2.. '2

(@)
(€]
e STy )
1=12... i

correspondant a la flexion alternée de la plaque sollicitée aux
forces P on aboutira a la surface de flexion de la plaque aux
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valeurs nulles de flexion w et des moments m, aux distances b/2
des points d’application des forces P, donc au cas d’une plaque
reposant librement sur son périmétre (Fig. 3).
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L’équation (3), totalisation des séries faite en mous servant
de la relation:

Co

—h 2 br
1+2 E o '(—1)'=tg11;";jb

r=12...

nous donne les valeurs suivantes des forces critiques:

2D, Mhg(32—12)
Pi= ; 1“&:1 2 g pour o=>1 (8a)
“ ) tgh —;—- —y tgh —;7

sinh“{p—l-IZ +cosh? ®:b
4Dy 2 a 2 2
P.= = P1Po(P1® 495 b == = .
.y .
P sinhq% cosh %—% sin 22 cos (p—;—

pour o<1 (8b)
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4D, vt Cosh*%
.D, v 5
i sawr e AR
o~ ' ' ¥
sinh 22 cosh o — 2
2 2 2

Le tracé 4 représente la force critique minime P i, (pour
un cas particulier o=1, e=1) dépendant du rapport a/b.

_ 4D9T
5 A K pk- o K
1.00
n="1 |
0.90 \
\
0.80 \_| ANn=2
0.75 i N3
| 1
0.70 [ . » =23
0 1 2 3 4 5 6 e /o
Tig. 4

D) En ajoutant & la surface de flexion w,, exprimée pour
0> 1 par I'équation (5), la valeur de la flexion w,, due a la charge
linéaire p,sin ax agissant 4 mi-distance entre les forces p (fig. 5a),
nous serons a méme de réaliser le cas de flambage d’une plaque
rectangulaire, rigidement encastrée sur ses arétes paralléles au sens
des forces P sollicitantes. (fig. 5b).

Z e
Y
7 _ a
4 X %
Z Z
LD sinol.x Z f/
po ? ? i
iR L IR N

Fig. 5a Fig. 5b
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Pour ¢> 1, I'équation (5), les opérations nécessaires faites, se
traduira par l'expression suivante:

w,=A,R(y) sin a x 9)

ol

R(y) =[ \y y—sinh A yJ il [ctgh Mb cosh A,y—sinh lgy]

0=y=0>bJ2

L’effort p, sinax agissant le long de l'aréte y,=0 d'une plaque
infiniment longue (fig. 6) produit une flexion comme suit:
= = =
w=—=——p“ (e ly*—-ﬁe 23) sin o x
0 Rl ('}“2—?‘]} ;52

YX

Fig. 6

En poursuivant le méme procédé comme dans le cas des forces
concenirées discuté au point B, on obtiendra pour les charges
pysin a x agissant par intervalles réguliers b 1'équation suivante
de la surface de flexion transversale:

Po
A (Aa—23)

R(y,) sin « x.

Aux coordonnées x, y, la surface de la flexion transversale
s’exprimera par l'expression suivante:
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Po

w,=-
W IS

ol (10)

F(y) sina x

Fy)=-C0shhy 1 coshlyy

sinh E hy sinh &233—
0 )

=1

Le long de la droite y=b/2, on doit satisfaire aux conditions
suivantes:

a 5
—=0 w=0 ou: w=w,+w,.

La premiére de ces conditions détermine la fonction w;, ainsi
que w, De la deuxiéme condition il vient:

23— R (bf2)
=—9 £t et ERASIEY
Po="2 4“7 F ooy

La surface de flexion d’une plaque rectangulaire, conformément
a la fig. 5b, est déterminée par la fonction:

_R®2) 4
F(b/2)

]
(¥)] sin o x.

w=A, lR(y)

Des conditions aux limites(4) qui sont en méme temps le cri-
tere du tlambage, on peut tirer pour 0> 1.
2D, R(0)- F(b/2)
a® R(0)-F(b/2)—R(b/2)-F(0)

ce qui prend la forme délinitive:

5 dyhg (R2—122) l?ulcosh%é sinh% — gcosh% sinh %I—J]
B (11a)

Aob
2

¢4

1,b

)

-

. _
(22 +22) sinh?i‘z—bsinh ~211?»z(cosh%9 cosh —1)
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[En posant dans la derniére formule %, = @, i, on aura
pour o <1:

@, €08 -(—p—*ésin (féé-i-t'pg cosh @b sinh %0

Pe=221 @i+ 0} : = (11b)
a? o P20

i s kprb :
@2 sinh* --—;——* @?sin

=

Et enfin pour 0=1 on obtiendra:

cosh vb sinh L + ¥b
4D, nned 2 2 2
Py=—"—— (11c)
vh vhy2
sinh?— — (—)
2 \ 2

La fig. 7 représente le diagrame P min. pour le cas: =1, e=1
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E) Etudions encore le cas d’une plaque infiniment longue
(fig. 8) sollicitée aux deux forces P agissant & b de distance.
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¥oe oW l

En utilisant la résolution de I'équation d:fférentielle (1°) pour
0>1 on écrira I'équation exprimant la surface de flexion de la
plaque pour P> P, sous la forme suivante:

; —h 3 Wy —had Ly y—bi e kg y—~—DL
w,=A,sin ax[e = }—’e 22 g 1_}_19 xe 2][12.%.1)
L;‘ 52
0<y,<b
— N —\ —X — bl L, — hoNo—bA
w,=A, sin ax|e WPee iI-e g P —J-le plEr=
% _ Ay
(12b)
¥, 0

Il est aisé de s’assurer qu’a la section y,=b (y,=0) il vient:

Qw, _ 2w, 82w, _ 9%w,
e R 7t
2y aYs en R

wl= wz,

En raison de la condition aux limites (3), traduite pour le cas
considéré par I'expression:
_3_3_121 (x,b) _ 8% w, (x,0)

3 3

9y Y32
P =D; = 13
T gty (x,0) L

8 x*

Archiwvom Mechaniki Stosowanej 3
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il vient:

2 _ 42
sz 2 Dﬂ' 7..] ?\._! (?&1 ?..g) ) (14&1}

g )l )

En posant dans la derniére équation A,,=, i ¢, on obtiendra:

{
Py Po(pi+r3) (14b)

—w. b .
(pyte " (ps cos pub~+p, sin pyb)

4D,

2

Py=

o

En enfin, pour 0—>1, en partant I'équation (14b), on aura:

_4D,nné 1

a

P;: —r (140)

—vh
i+e (1-+vb)

La valeur minime de la force critique P, peut étre tirée des
formules (14a..... 14c), en admettant que n=1.

En posant pour 0>1:

= Ty Mol A Hamaetidd
w,;=A, sin ax ‘—e lyl-F;L—le' ?'-f— P l—-;»—‘e = 2] (15a)

‘2 2 .

0<y,<b '

© =k . —h —hya—bh —hyya—bi
w,=A,sinux |e 'yz~—-;—1-e e 1-t-ile' e (15b)

}\2 ‘?I.g
¥, >0

nous en viendrons au cas de flambage de la plaque soumise a la
force P (fig. 9), agissant a distance b/2 de I'aréte y,=0 ou dispa-
raissent les flexions et les moments fléchissants.

En raison de I'équation (13) il vient:

_2D, Iy do (I3 =13) ‘
Y N T e

en y substituant A,=¢,1i¢, on obtient la grandeur de la force
critique - pour ¢ < 1:

P,
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P,= 4D, 01 Pa (9 +43)

—pib

(16b)

2 —o b
& (p;(l —e "cos (]sz)—lr:le sin (b

sovervesdii

Ft finalement, en passant dans la derniére formule aux limites:
(o>1: @;>v, @,>0), on vient a la valeur suivante:

_4Dynxmel |
a =4

I—e (1-4vb)

Py (16e)

On peut aisément s’assurer que les valeurs des forces eriti-
ques pour les deux cas précités tendent,, pour b—><o, vers les
valeurs obtenues pour le cas evisagé au point A.

Streszczenie
Z zagadnien statecznosci plyt ortotropowych

W powyiszej pracy oméwiono kilka przypadkéw technicznie
waznych wyboczenia silami skupionymi plyty ortotropowe;.
' Punktem wyjécia jest przypadek wyboczenia pasma plytowe-
go ortotropowego dwiema silami skupionymi, ktéry dzigki sumo-

oo cOo
. ‘-_kq _ky . - -~
walnosci szeregdéw typu E ke e daje si¢ rozszerzyé
k=1,2., k=12..

5%
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na wyboczenie pasma plytowego ukladem sil dzialajacych w jed-
nakowych odstepach jak i na wypadek wyboczenia plyty orto-
iropowej prostokagtnej dookola swobodnie podpartej oraz plyty
prostokatnej brzegami réwnoleglymi do kierunku dzialania sil
skupionych zupelnie utwierdzonymi, a brzegami prostopadlymi do
kierunku dziafania sil swobodnie podpartymi.

Wreszcie podano rozwigzanie dla przypadku wyboczenia pas-
ma plytowego dwiema sifami w odstepie b oraz péipasma plytowe-
go sciskanego dwiema sitami skupionymi w odstepie b/2 od kra-
wedzi poprzecznej.

(Praca wplynela do' Redakeji dnia 31. [1. 1950 r.)



