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O pewnych szczegélnych przypadkach wyboczenia plyt
Quelques cas particuliers de flambage des plaques

W. Nowacki, Gdafsk

O ile zagadnienie wyboczenia plyty prostokatnej wzdtuz brze-
gow podpartej jest juz dostatecznie szeroko opracowane, tak co
do rodzaju podparcia jak i obcigzenia, o tyle zagadnienie statecz-
noéci plyty prostokatnej podpartej na obwodzie i na dodatkowych
podporach punktowych nie bylo dotad rozpatrywane.

W niniejszej pracy omoéwimy dwa proste wypadki: plyty prosto-
katnej i pasma plytowego, podpartych liniowo na brzegach i do-
datkowo podpartych punktowo w obrebie plyty.

Przy tej sposobnofci rozwigzane zostana pewne szczegdlne
przypadki jednoczesnego &ciskania i zginania wzglednie jednoczes-
nego zginania i rozciggania plyty.

A) Rozwazmy pasmo plytowe, nieskoriczenie diugie, jedno-

czesénie Sciskane sitami g=a, . A (A — grubo$é plyty) na krawedziach
- x=0, x=a oraz sitami P dzialajacymi w osi symetrii plyty, przy
jednoczesnym obcigzeniu p (x), skierowanym prostopadle do pla-
szezyzny plyty (vys. 1).
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Réwnanie rézniczkowe powierzchni odksztalcenia plyty

A 2 A (1)
ax?
y— ER
12(1—p2)

: P R . nux S
sprowadzimy przy zalozeniu w= Y Y,(y)sin~ ., spelniajacym
a

n=1.2..
warunki brzegowe mna brzegu plyty x=0, x=a, do réwnania
zwyczajnego liniowego, jednorodnego czwartego rzedu o postaci:

4 2 2
Yoo ud Yoy ( EE)Y,.=0 2)
dn! dn? : N
a s x
n=— fem v=nm
y a

Rozwigzaniem tego réwnania rézniczkowego przy uwzglqd-
nieniu warunkéw dla y=c° bedzie funkcja:

Yi)=Ase ' +Be " dlan>0 (3)

e y2ey? e g
gdzie y*=vi++vop R=vi—yp | @= W—(\-,

Warunki.brzegowe zagadnienia ksztaltuja si¢ nastepujgco:
I. Ze wzgledu na symetrie powierzchni odksztalcenia wzgle-
dem osi x:

ow

el

=(). (5)

N=0

2. Suma si tnacych na prawo i lewo od przekroju y=0 winna
sie rownowazy¢ z obcigzeniem p(x). Stgd warunek

2
[Paw +2
ox® ay?

=plx). (0)
=0
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Warunek ten, przy rozwinigciu obciazenia p(x) w szereg ['ouriera
o0

p(x)=Zcr,. sin vE, napiszemy w ostatecznej postaci:

n=12u
~P\-'-’»Y,.(o)+2—§Y,,”’(0)manaa- (6a)
Pierwszy warunek brzegowy daje: ,,=—.A,,%. Wstawiajac
do réwnania (6a) wielkosci Y(U)ZA,.([—?—’), V" (0)=—An(y:—x?)
otrzymamy: A
A= oy & P gdzie P,.=2NY-:- (x+v) (7)
2Ny (1{2—1'2)(1 _13:) @

Znajomo§é stalych A,, B, pozwala juz na okreslenie powierzchni
odksztalcenia plyty:

(=]
a® a,

w=_-.
2N VI (*,*3—%.2)(1-—3

n=12...

— =1 (N
)(ve 'q—v.e % sin VE, (8)

State a,, wspélczynniki rozwiniecia Fouriera obcigzenia p (x)
na funkcje x wyliczymy ze znanej zaleznosci:

a

a,= E-fp(x) sin % dx.

a a
0

I tak dla obciazenia p jednostajnie rozlozonego wzdiuz od-
cinka a: a,.=4—p n=1, 3, 5...; dla sily skupionej Q dzialajacej
' n
7 2Q . nnxg
w odlegloéci x,=ak otrzymamy: a,==— sin
a a
Jesli pasmo plytowe jest rozciggane silami jednostajnie roz-
fozonymi wzdluz brzegéw x=0; x=a, to w réwnaniu (1) i (2)
w miejsce p nalezy wstawié —p; a funkcja Y,(n) przyjmie postac:

=1, 2....

Y.n)= eq‘m (A, cos wn+ B,sin z1)

g
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— e e — e
gdzie ';w=——l,-;:]/1"3+v]/'.*2+ i %= %—_H]/ —\'2—]—\']/—\'2-]“ P2,
V2 V2

7 warunkéw brzegowych (5) i (6) wyznaczamy stale A,. B,.
W wyniku ostatecznym uzyskamy:

(=]

3 , — _— :
1 #i‘\} uf'——'——P— e m[x cos -y sin #) sin v&  (9)
n=1},12. Y —1_"{'2)”?(1 __)
Pﬂ
. 4N - - =
gdzie Po=—— v (y*+=%).

ay

Zauwazmy, ze powierzchnia odksztalcenia przyjmuje wartoSci
dodatnie i ujemne; w przekroju podluznym (x=const.) ugigcie
przedstawia si¢ jako szybko zanikajgca fala,

W braku sily rozciggajacej (¢=0) otrzymamy przy y=v, x=0:

n=112

«LNZ,‘,( ___') e {1+\'1|) sin vE (10)

gdzie P,,=4Nm5.

Wreszcie dla P=0 otrzymamy znang ze statyki plyt funkeje

g =)
w=4~t_]}_\? ﬂ;‘ e (L—I—w]) sin VE, (11)

n=11..,
Znajomo$é funkcji w(x, y) pozwoli dla kazdego z oméwionych
przypadkow wyznaczyé wszelkie skiadowe stanu napiecia.
Zatrzymajmy si¢ jeszcze nad zagadnieniem wyboczenia pasma
plyty bez dodatkowej punktowej podpory.
Poniewaz najmniejsza warto§é krytyczna wyboczenia moze
nastgpi¢ w jednej pétfali (n=1), rozwiazaniem réwnania (1) bedzie;

w= {Ae_m +Be. " ) sin 7.
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Pierwszy warunek brzegowy (5) daje i tu B=—21' A; warn-
%

nek (6a) jest jednorodnym warunkiem brzegowym:
0
—Pey(0) + 2y 0)=o0.
a
Z ostatniego warunku otrzymamy

PkZZN

av?

vx (v +2%) V=, (12a)

W wypadku sit ¢ rozeciagajacych uzyskamy

Py v (12b)

av=

3 3 qa* . , :
Przy oznaczeniu o= ¥ napiszemy roéwnania (12a, 12b)
n?
w postaci:

Pk=21§n VI=&[yT+e+y1—a] (12a)
P2V T (125

a

7 réwnania (12a’) wvnika, ze P, przyjmie najwieksza wartoéé
P;.r=-4—NE dla ¢=0; najwiekszq wartoéciag jaka przyja¢ moze g
a _

. Nn?
jest —.
a® :
Sily rozciagajace g zwiekszaja sile krytyczna P;; najmniejsza

warto§é Pk=i1—N—n otrzymamy dla ¢=0.
- ,
Powracajac do postawionego na wstepie zadania rozpatrzmy

wypadek wyboczenia pasma plytowego podpartego na brzegach
x=0; x=a oraz dodatkowo w sposéb punktowy w punkcie (xy, 0).
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Dla wartoéci sil podtuznych, znikomo wigkszych od Lrytyu-
nych plyta dozna wygiecia a w punkcie (x4, 0) powstanie reakcja

AK

14

12/ (12b")
1,0]

08 K= 4“%1 K
0,6

04. (12a")
0,2

: T - . ! o
02 04 06 08 10 . O
1ys. 2

podporowa Q, przy czym lgczne ugiecie spowodowane dzialaniem
sit P i Q dla dowolnego punktu (x, ¥) wyrazi sie rownaniem (10):

.,')

w(En) —Q—EL e l+\'1]_} sin v, € sin vE. ' (107

: P
21\1 =1,2... Td(] —‘IT,,)

Dla punktu (x,, 0) winno by¢ w(g;, 0)=0. Warunek ten prowadzi
do zwiazku:

oo

. 2 'r_ :
Zsm Y& }tha. (13)
n*(n—1) 4N

n=1,2...

Najmniejszy pierwiastek tego szeregu nieskoficzonego daje
najmniejsza warto$é sity krytycznej.

Jezeli podpora punktowa jest podatna (podpora sprezysta) to
rownania (15) przyjmie postaé:

(o8]

sin®?vg 2N ;
e =
an(n—l) * a’ : i)

hﬂl.-?...
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gdzie I jest skrdceniem (wzglednie wydtuzeniem) podpory spre-
zystej przy dzialaniu sily Q=f{,

Rys. 3 podaje wykres sily krytycznej Pgrmin, dla wypadku

=

podpory punktowej ,w polowie rozpietosci plyty (EL,:%-) w zalez-

g a®
nosci od parametru —-—.
- 2N#

Przy braku podpory sprezystej (f=co) ofrzymujemy warto§é
4 " : - . .
Py, min=—&r; ze wzrostem sztywnosci podpory sprezyste] wzrasta
a
rowniez sila krytyczna.
]

Dla 2‘;\—(#: 1,15 otrzymujemy Pk, yin =@[- 2: mozliwa tu jest
a

symetryczna jak i antymetryczna posta¢ wyboczenia (rys. 4b).

Jesli podpore¢ wykonstruujemy tak, aby mozliwa byla tylko
symetryczna posta¢ wyboczenia, to z dalszym wzrostem sztywnoSci
podpory sila krytyczna bedzie wzrastaé i dla £=0 (podpora nie-

podatna) otrzymamy Py, mm=%- 2,791.

a
AX
A El 4
2.5 qu — =T
R )
2.0 =
1.5 /
1.0
1
05 ..:_,_
]
0 [ -
p o5 0™ 15 20 25 30 2Nf
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Rys. 4 podaje postacie wyboczenia plyty w przekroju 1=0
dla 2=19; 2,05 i 2,791.

P . A=15 Y.
I .
p A=20 -~ L P

rys. 4

W wypadku dwdch podpér sprezystych w punktach (g, 0),
(5, 0) otrzymamy ukiad dwéch réwnan

>0 = N : :
Q, E BN B e, E Suve GG
n*(n—1) a? n*(n—») _
.n=1,2.. n=1,2 ., "

2 (8]

o Yty o | gantety oy,
n*(n—A.) n*(n—1)  a®

n=1.2.. n=1,2.

Tutaj Q, i Q, oznaczajg reakcje podporowe, a f, skrécenie
(wydltuzenie, podpory sprezystej w punkcie (;, 0) od stanu Q,=1,
f, skrocenie (wydluzenie) podpory w punkcie (&, 0) od stanu Q,=1.

Uklad réwnan (14) bedzie niesprzecznym, gdy wyznacznik
ukladu réwnan bedzie réwny zeru. 7 wyznacznika ukladu drogy
préb wyznaczymy najmniejszq warto$é sily krytycznej.
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Rozwazmy dalej przypadek §ciskania plyty sitami jednostajnie
rozioZzonymi na brzegu x=0, x=a przy czym plyta podparta jest

punktowo wzdluz prostej £=%, w jednakowych odst¢pach b (rys. 5),

i q
EEEEEE T AR R RN R AR AR AR EE]

¥

@ @ ’a

b < b ~}~ b—]

IITTTTTTTTTTIIT?KQ{TTTT
YX '

Rys. 5

A
Xo

—— ) ——

W wypadku dzialania jednej tylko sity Q@ w punkcie (&, 0)
powierzchnie ugigcia plyty wyraza wzor:

(54 ]

2 ' — == '
w=9£- _sin vE 'f(e e 'm) GnvE (8)
N Ziye(yt =)

n=12.

Dla nieskoficzonej. iloci sit skupionych Q w jednakowych
odstgpach b otrzymamy:

o0

E 1 sin vE 2 (Ye—a(n+ﬂnr)_xe—7('ﬁ+'ﬂur)) p
N Yv (y2—n2) i
n=1, 2., r-zﬂ. 1,2..
co "
- =n(ngr—mn) =1 (Ngr=" e
i (Ye »"?u‘?‘ D_ e 100" q))] sin vE '1..=£-
; ; a
r=1,2..

W punkcie (&, 0) otrzymamy, korzystajac ze zwigzkow

(s.a)

(e8] .
29-"-'%-”: _1_( T 1](, ) Z T | (Ctgh Yo_ 1)
2 2 2

Ta=1,%., r=1,2...
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nastepujaca warto$¢ ugiecia:

_Qa? sin?vE,

N Y% (2 — %)

n=12..

¥ AN
w (&, 0) (Y ctgh i:)li — % ctgh '—QI‘"),

W wypadku podpér niepodatnych, sile krytyczng obliczymy
z réwnania:

o ctel (mz—_”— otk (!ly I
E0)=0albo ) B2 gt R e U,
Lise ae 2 vo g ey -

n=112,,

(15)

2 .

Najmniejszy pierwiastek ¢p*= % ostatniego réwnania da nam naj-
mniejsza warto§é sily krytycznej.

Zauwazmy, ze w omawianym wypadku ¢ jest stale wigksze
od =, ale niekoniecznie w kazdym czlonie szeregu musi byé
@>nn=v. Jesli zatym w ktérymkolwiek z czlonéw szeregu bedzie
¢ <v, to w czlonie tym nalezy postawié

=

ctg (%'3 ],r"'—\Tc_p:;E) ctgh (-}“—I;' Y vit \'(p)

sin®vE, 2
; R
vip } ovgp—y2 Y vive

Dla wypadku szczegélnego b=a. &= —; wyliczono droga prob

2
k. msn=N: 6,20 dla symetrycznej postaci wyboczenia plyty. Dla
a
2 2
b>o0: (i, min+ﬂn?. Dla b~ 0: g, min > 8,16 —N—:— przy symetrycznej
a*’ a

2

oraz gg, mm:%_!v;:_t dla antymetrycznej postaci wyboczenia.
a

B) Rozwazmy plyte prostokatna, dookola swobodnie podparta,
podlegajaca dziafaniu sit ¢ jednostajnie rozlozonych na krawe-
dziach x=0; x=a przy jednoczesnym dziataniu obciazenia liniowego
p (x), skierowanego w kierunku prostopadlym do plaszczyzny
plyty (rys. 6} %).

) W. Nowacki. Jednoczesne zginanie i Sciskanie pewnego typu plyt ciaglyeh.
Archiwum Mechaniki Stosowanej 1949, Tom I. Zeszyt 1.
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9
LYYYYyyieyyy]

e T R
v 1Y |

X

——

o |
-p)

e 9 -]

L:___...___
|

————— =5

< b-,b~<0b-
LT EEEEREE
e _Jq_,_

Rys. 6
WprowadZzmy oznaczenia:

y=nb; y,=nb; x=tb; a=2;
a

b,=p;b; v=nma n=l|, 2....

=y )/ VoHL =y 1Vd—1  gdzie d>1.

Réwnanie rozniczkowe powierzehni ugigeia plyty | ma uaslt‘-
pujaca postac:

A A wiE, )+ pn2 2 ‘:‘(E:”” =0 (16)

Funkcja w;=Z(U1m sinh A+ U.,,, sin ym)- sin vE (17&)
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spelnia réwnanie (16) oraz cze§¢ warunkow brzegowych, miano-
wicie warunki brzegowe na kqudzmch y=0; x=0; x=a.
Podobnie funkeja

(s ]

W= Z(U'l,n sinh A+ U',,, sin ) sin vE (17Dh)
n=1.2...
spelnia warunki brzegowe na krawedziach y,=0i x=0; x=a oraz
spelnia réwnanie rézniczkowe odksztalcenia plyty LI
W przekroju y,=p,b powinny byé spelnione warunki cigglosci
plyty:

|- [ n2 52
wi=wy; d_w1=._w: f__b?_l: @ W (18a)
oy A ay* oy’
a ponad to warunek réwnowagi sil tnacych 95 q‘; i p(x):
o3
N (ﬂ Fﬁ‘f’ﬂ) —~p(x) (18b)
oy 2y’

Z powyzszych czterech warunkéw brzegowych. przy rozwi-

co

nieciu p(x) na szereg ["ouriera: p(x)= Za,, sin v E, otrzymamy kolejno

n=12,,,
L= B _
"N AR4y?) cosh AB|t+tgh BA ctgh A,
a,b® ' {

N p0ey?) cos B (1 tg wh ctg wB,
(19)

U’Ln = Ul.n M }2.n= a.n S'i]l wﬁ 1
sinh 23, sin PP,

Tym samym zagadnienie jednoczesnego Sciskania i zginania
plytu obcigzeniem q i p(x) jest rozwiazane.

Dodaé nalezy, ze zalozenie d > | moze nie byé spelnione
dla wszystkich czlonéw szeregu (17a) i 17b).

Gdyby w ktérym z czlonéw bylo § < 1. to nalezy w miej-
sce | wstawié e=;i =1 —1 e= v]/ 1—/5 .
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Odpowiedni czton réwnan (17a) i (17b) przyjmie postaé:

wy, »=(U,,, sinh In+U,,, sinh &) sin vE

(20)
wn,,=(U",, sinh Wy, +U%,, sinh e1,) sin v&
a stale calkowania:
b* l
U=~ - 21
¥ N A(2—¢2) cosh AB[L+tgh P ctgh By 2] (1)
U N L S R
YN e(l2—e?) cosh ef |14 tgh ep ctgh ¢f)
UFI,H=U1,H anh ;\‘3 U‘2,u=U2.ﬂ 'sfnh E{i
sinh Af, sinh &f,
W wypadku gdy d=1, to nalezy przyjac:
wy,,=(Ar,, on+ B, sinh 01) sin v§
o= 1:]_;".5- (22)
wy,,=(A, on,+ B, sinh o1,) sin v&
gdzie
B __ba, ~sinh 0B,
! N o%sinh of, cosh off + sinh 0P cosh 0f,)
A—B sinh op cosh 0B, —cosh of sinh of,
(1—PB/B,) sin of;,

(23)

I {S ' Si]l]l 96
A'I'I =An =T Bn =Bn 3
By sinh of,

W wypadku jednoczesnego rozciagania i zginania plyty punktem
wyjécia bedzie réwnanie rézniczkowe

ABw(E, ) —gn? a——”—’;‘f——L 0 (24)
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Rozwigzaniem tego réwnania bedzie funkeja

)

wy= S (A, cosh yn sin o1+ B, sinh yi cos 1) sin vE (25)

a=1,2.

dla plyty I, oraz

wy= E A, cosh yn, sin pn,+ B, sinh yn, cos juy,) sin v&  (26)

n=1,12..

dla plyty IL
W ostatnich dwdch rozwigzaniach: y= vﬁ l/|-"'_'i-l-8+1

I;f
v —— T
“'—_-1'/—5]/7'! 1+b'_1.

State A,. B,, A/, B, wyznaczymy z warunkéw brzegowych
(18a) i (18b).

Szezegolnie interesujacym staje si¢ przypadek kiedy plyta
dookota swobodnie podparta, §ciskana sifami g=const. na krawe-
dziach x=0; x=a posiada dodatkowy punkt oparcia A (x, {b).
Zadanie to traktowaé mozna jako wypadek jednoczesnego §ciska-
nia i dodatkowego zginania plyty sila Q (dzialajaca w punkcie
(xo, Pb) z warunkiem dodatkowym: w(x,, $b)=0. .

Tak postawione zadanie daje:

w(xq, Bb)zZ{Ui_ 2 sinh Af+U,, , sin 4pf) sin vE =0 (27)
n=1, 2.,
przy czym wielkoé¢ a, wehodzaca w skiad stalych U, , i U, , po-

. e 20 .. .o
siada warlo§é = sin v&.
a

W wypadku szczegdélnym I3,=B=—;—, xo=af2 sile krytyczna

przy symetrycznej postaci wygiecia plyty otrzymamy jako naj-
mniejszy pierwiastek rownania:
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_ v = . : SR oA
o ; tg(gl/y S — 1) tgh (lo—]/'y 0+ [)
2_ 2V = < ___11=0, (28)

AL (T VVE+1

I tu nalezy zaznaczyé, ze dla poszczegolnych czionéw szeregu
parometr d moze byé mniejszy lub réwny jednoSci. W takim wy-
padku nalezy korzystaé ze stalych calkowania podanych wzorami
@1) i (23).

Na przykiad dla 8<1 odpowiedni czlon szeregu przyjmie postaé:

; v = -\r =
tgh {— 1—y 8§  tegh (— 14y 9
e ?(QV/ ! Hg_(zV[ ' )

#/3 Vi /s Vi

Dla piyty kwadratowej wyznaczono drogg prob z réwnania
(28) wartosé

7 2
Gt =B 0
a'&

Podany powyzej sposéb wyznaczania sil krytycznych plyty
dookola swobodnie podpartej oraz punktowo w puvkcie (xq, (b)
rozszerzy¢ mozna bez trudu na inne sposoby podparcia brzegow
y=0, y,=0 jak i na wieksza ilo§¢ podpér punktowych sprezystych,

Résumé
Quelques cas particuliers de flambage des plaques

Le présenl mémoire porie sur la résolution de quelques cas
de flexion et de compression (eventuellement de traction) simul-
tanées d'une plaque, a savoir:

{. Cas d’'une plaque en bande uniformément comprimée (ou bien
soumise & la traction), sollicitée aux forces normales ,,¢” et
a la charge linéaire ,,p(x)” perpendiculaire au plan de la plaque
suivant 'axe ,, X",
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2. Cas dune plaque rectangulaire reposant librement sur son
périmeétre, sollicitée a la compression longitudinale et a la
contrainte linéaire sous charge ,,p(x)”.

[étude desdits cas permét de résoudre toute une série de cas
de flambage d'une plaque qui, ayant des supports lincaires a ses
bords, repose sur des appuis élastiques aux points d’appui se trouvant
a I'intérieur du périmétre de la plaque.

(Praca wplynela do Redakeji dnia 10. 1II. 1950 r.)



