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Zginanie plyt ciaglych nieskonczenie dlugich

Flexion des plaques continues infiniment longues

W. Nowacki, Gdansk

A) Rozwazmy plyte w kierunku osi x nieskonczenie dluga,
opierajaca sie ma niepodatnych, réwnolegltych podporach linio-
wych (rys. 1). Zalézmy roézne rozpighosci' a i rozne sztywnosei N

poszczegdlnych przesel.  Grubosé plyty
przyjmujemy malg w stosunku do jej gru.
bosci. Ograniczymy sie do zakresu od-
ksztalcen sprezystych.

Niech na plyte dziala obcigzenie liniowe
P(y) rownolegle do osi y i symetrylezne
osi x1). Jako wielkoéci ,nadliczbowe”

N — -

=

r=1 r r+1

r

23
e
-
S
L

plyty ciaglej przyjmiemy momenty podpo- i Po |
rowe M (O, y). Oznaczymy jej przez d |
M (r:I .,2 e -)’. r’;\:r"—:’rn- :
r Fe1 |
Zaréwno obciazenie P(y) jak i momenty —l
podporowe wyrazimy przez calki Fouriera Rys. 1.
o >0
2
P(y)= ifp(a)cos ay da pla)= f P(}) cos ak d)
T
0 0
(1)
(o] (=]
M,(y)= 2 fm,(a) cos ay da m(a)= f M.(}) cos ak dr
: ™,
0 0

1y Szezegbdlny wypadek postawionego zagadnienia, mianowicie zginanie plyty
obustronnie utwierdzonej zupelnio w krawedziach = i » -} 1 i obciazonej sily sku-
piona w osi & (przez przejécie do granicy z obeiaZeniem P(r)) znalazt rozwiazanis
w pracy A, Nédai: ,,Uber die Biezung der rechleckigen Platten durch Einzellasten”,

Der Bauingenieur, 1921, H. 11. Str, 301,
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“+oco
Zakladamy tu jednoczeénie, ze f P()) d\ posiada wartosé
—00
skonczona. -
Wielkoéci momentéw podporowych M, wyznaczymy z od-
powiedniej ilosci réwnan warunkowych, réwnan ciaglosci plyty
na podporach poprzecznyich:

¢ w, - 3 Wy

(2)

2x |x=ar 2x |x=0
W réwnaniu powyzszym w — oznacza rzedne powierzchni
ugiecia plyty. Ustawienie réwnan tréjeztonowych poprzedzimy
- opracowaniem ukladu podstawowego, plyty

Ly | w kierunku y nieskonczenie dlugiej, spo-
: ! czywajacej w sposéh swobodny na dwéch
E‘P } sesiednich . réwnoleglyich podporach. obeig-
(‘rg : zonych momentami podporowymi M (v)
/g % ! i obicigzeniem P(y).
"x ; - - -
M,(J'. > a) obpigzenie uktadu podstawo-
j)&% I wego symelrycznym momen- .
an : tem podporowym:
B
'.:) a l "
!_,,._..-/\“\ll M(;v)=:—: fm(u) cos oy da
R}"S. 2. 0

Jako rozwigzanie véwnamia rézniczkowego powierzchni
ugiecia:
2t 2t

AAw=0 A=—"—4— 3
axﬁ+ 2y (€)

przyjmiemy .calke Fouriera

o (4)

w= 2 = (A cosh ax+Bax sinh ax+C sinh ax 4+ Dox cosh ax) cos ay da
l'I

0
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Wielkosel A4, B, C, D, funkcje parametru o wyliczymy z na-
stepujacych warunkéw brzegowych:

(5)

(o]

fm(u)cos aydo; w
0

a2
=0; Lo

x=a o x?

2w
w =0; —'N——q
x=0 ox®

=

x=0 T

=0

A=a

Wielkos¢ N jest charakterystyka plyty ma zginanie:

W ostatnim wyrazeniu E jest modulem sprezystosci, p — liczba
Poissona, a h — gruboécia plyty.
7 warunkéw brzegowych (5) otrzymamy:

A=0 B=n-—21f}\-%l C=5%(1—ctanh“\')m(a] v=oa

_m(a)
D= T ctanh v

Powierzchnig ugigcia wyrazi zatem réwnanie:

o0
2 v
w=2 [ax sinh v cosh a(@a—x)—v sinh ax| ﬂ[-u—}.('—oﬂzdrx (6)
N=n v* sinh?v
0
Z ostatniego zwigzku wyliczymy:
oo
2w =2 fm(&) ®(v) cos ay da

dx |x=0 N=n
0
(7)

o0
fw L (m(rx) Y(v) cos uy du.
8x |x=a N,

0
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gdzie:

B(p)= cosh v sinh v—v W(y)= v cosh v—sinh v (®)
v sinh?v v sinh?v
b) Obcigzenie ukltadu podstawowego momentem:

oo
2

My=—fm{a)cosaydu w Llawgdu X=a,
I

0

Postepujac podobmié jak w wypadku o»mowmnym W po-
przednim ustepie uzyskamy:

o0
m(a) cos ay da
v2sinh? v

9)

2
w=2 f[a (a—x) sinh v cosh ax—v sinh a (a— x)|
Nx

0

Nachylenie stycznej do powierzchni ugigeia wyraza réownania:

[o. 0]
o =2 fm(a) W(v) cos uy da
dx x=0 NST.
" (10}

5 o0

-B—f x=a= —-i—tfm[a) ®(v) cos ey da
T =y ’ c) Uklad podstawowy przy
Yy I I AY obcigzeniu
| | 5

) P(y)=—fp(a) cos ay da

! o | >
e e
X X'l symetrycznymwzgledempro-
E § e g" i stej y=0.
| , Plyte traktujemy jako dwie plyty,
I w 8 w | podzielone przekrojem x = £. Przy ta-
| ! kim ujeciu réwnania rézniczkowe

plyty Ii Il s3 réwnaniami jednorod-
Rys. 3. nymi,
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Otrzif-mu jemy:
dla plyty I: A& w=0 (11a)
dla piyty I1: AL w=0 (11b)

Jako rozwigzanie réwnania rézniczkowego (11a) przyjmu-
jemy catke:

o0
w=—2— f% (A sinh ax+ Box cosh ax) cos ay da (12a)
b A (83
0

a jako rozwiazanie réwmania (11b) catke:
oo
w’:gf-l—z(A’ sinh ax’+ B’ux’ cosh ox’) cos ay du (12b)
J o
0

Funkcje parametru  «: A(a), A’(a), B(w), B'(z) wyznaczymy
z dwéch warunkéw geometrycznych w przekroju x=E:
a : ]
o

R 2
w=uw';

E
g

] |

@
L
o

i z dwoch warunkéw statyeznych, mianowicie warunku réwnosci
momentéw zginajaecych M, w tym przekroju:

22w 0w’

2 x° 9x’?

oraz warunku réwnoéci obdigzemia P(y) rézmicy sit tngeych na
lewo i prawo od przekroju x=E:

2%w  Bw\
(3 x? T 2 x’“) )
Podstawienie do powyzszych warunkéw brzegowych wiel-
kosci w, w' z rownan 12 a, b daje cztery niejednorodne réwnania,
z ktérych obliczymy:
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. (a‘g cosh of' +sinh of' —v anh ;) :
oNv sinh v sinh v
= ﬁ_ﬁ_{_‘?)ﬁ__ sinhef’; B'=-— ___p_(ri.)_a__" sinh of
ONv sinh v 2Nv sinh v
(13)
=——Fi@-—. (QE’ cosh af 4 sinh aE—v M)
2Nvsinh v sinh v

Nachyleniia stycznej do powierzchni odksztalcenia plyty
okreglaja nastepujace zwiazki:

. >0
a‘?.

_Z_I.E x=0=':V_;rrfd(u_) O40.t) cos ay du
0
(14)
» 5 (= =]
o2 = [ dw e cos ay de
0
@i(a; E)=(GE . Si]]_h V. COSh aEl_V Sin]]_ CF.E) : 1
vZginh?v
(15)
Or(a, ) =at" sinh v cosh at—v sinh of?) ———1——
v2 sinh? v

Po tak opracowanym ukladzie podstawowym przystapié
mozemy do ustawienia réwnan tréjezlonowych.

Niech wigc w przesle (r — 1) — r dziala obciazenie P, (y);
w przgsle r — (r+1) obdigzenie P, (y), i to w sposéh syme-
tryczny wazgledem osi x, Oznaczmy, momenty podporowe M . (y)
na podporach r—I, r, r+1 przez M_,, M, .M, .

Warunek cigglosci (2) powierzchni odksztalcemia na pod-
porzel r daje:

mr—l[a)lqu(m) cr+mr(a) [(Dr(u) l"‘Ir_l- q>r+1(ﬂ') cr-]-j,l +mr+ 1{0') IP,-+1(a) c,+1+

(16)
+ar cl' pr(a) @f(a’ E)-i-al'-l--I cr-{-l pr—{-l(a) ®£+1(u’! E)=0
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a,.Nn

W powyzszym réwnaniu ¢, oznacza stosunck , gdzie Ny

jest dowolng, poréwnawcza sztywnoscia na z?g.ima:nie plyty,
a a, dowolng, pordwnawcza rozpigtoscig plyty.
Ilos¢ réwnan odpowiada ilosci nadliczbowych m (a).
Momenty podporowe otrzymamy ze zwigzku

(=]

)
Mr[y]=3fm(a) cos wy da
T
0

Zauwazmy wreszcie, ze bez trudu rozszerzyé mozemy, w wy-
padku momentu zewngtrznego nad podpora r, réwnanie trzech
momentéw na réwnanie czterech momentow.

Nieich kilka prostych przyktadéw objasni tok postepowania.

1. Plyta dwuprzestowa o jed-
nakiowych wielkosciach geome- [ |
trycznych i sprezystych. Na ze-
wnetrznej  linii  podporowe;j
dziala moment Mo jednostajnie

rozlozony ma odcinku 2a.(ryc.4). 1 v,
co . -
L 2 X
Tutaj: My,= —fmﬂ(ot) cos ay du
e
0 a
N

|
1
1
1
1
I
I
|
|
i
I
|
|
I
|
|
!
|
|
I
I
|

sin ac

o

C
a m,,(u)=fMu cos Adh=M,
0 Rys. 4.

Ustawiajae réwnanie (16) «dla podpory 1 i zwazywszy, ze
M,=—0, otrzymamy:

my(a) () +2my(a) () =0
Uzyskamy siad, klorzystajac ze zwigzkow (8):

M,a v coshv—Ssinhv sinac

m;\a)j=— 5 = .
(@) 2 coshvsinhv—y v

12
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~
a dalej: M,(y)= __%; [ my(e) cos wy da,
T

0

Kazdej wartosci y odpowiada wartosé¢ M,(y) uzyskana z roz-
wigzania calki niewlasciwej.

2. Plyta obustronnie ulwierdzona zupelnie. Olbcigzenie sila
skupiona Q w $rodku plyty na osi y=0 (rys. 5).

oo

c Q
By)=— fp{ﬂ} cos ay du p=—
i 2

4

0

Réwnanie (16) ustawione dla podpory 1
(przy zatozeniu N—>=° w przeslach sasicdnich)
daje:

my () ()4 P(a)| +

s St

Rys. 5.

Korzystajac ze wzoréw (8) i (15). otrzymamy po prostych
przekszialceniach:

Qa sinhv/,

ml{ﬂ}% B 4  v4sinhv (b)
Qu_ [ sinl
= __Qa ( sinhvfy .
Stad: M,(y)= = f ok dv=DM,/y) (c)
0

Momenty podporowe wywoluja w przekroju x=a/2 nastepu-
Jaca wartoéé ugiecia plyty:

(o @]
a’Q v/, sinh v cosh v/, —v sinh v
y)= my(v) 2 2 - —Z?cos vzdv z=yla

w.u( e
Nx vZsinh#v
0

(SHE

W punkcie zaczepienia sity Q znajdziemy:
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oo

a Qa® [ tanh®v/,
=, 0)=~—
om | 2 ) 8n f v(v+sinhv) i
0

Calkowite ugiecie w punkcie zaczepienia sily sklada sig
z ugiecia w, w ukladzie podstawowym oraz z ugigcia spowodo-
wanego momentami podporowymi:

_ Qa® o 1 Qa? cmf;an:ulﬁ v/s Qa? ?)
i tuy=10 1L _ dv=0,079 2%
H=Raceite 2N=t3”21n3 8N= f AR ER
i ;

W wypadku obeiazenia jednostajnie roz-
lozonego na prostokacie 2c. b, réwnanie (16)
wypisane dla podpory 1 przyjmie naste-
pujaca postaé:

my(a) (¥(a)+D(e)] +ap(e) [ ©'(a, ) dt=0

0
gdzie

c

p(a)=fP(l) cos ahd)

0

3. Uktad plytowy zamkniety (rys. 7).
Momenty podporowe Mi... Ms sa

sobie réwne. Ustawiamy réwnanie (16) 9;

‘dla podpory 1. Otrzymamy: ?: e 3

| i

; |

Qa ' |

my (@) [D(c)+W(w)] 2+ == ©4(a, afy)=0 4l 3

2 5

» . . > . » Q
Poréwnujac ostatnie réwnanie z réw- Rys. 7.

naniem (a) przykladu 2, stwierdzamy,
ze otrzymujemy tu dwukrotnie mniejszg wartosé m(a). Ugiecie
w punkcie zaczepienia sity wyniesie zatem:

3) Wynik uzyskany przez A. Nidai w wymienionej pod 1) pracy.

12%
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oo 0a? oo Le / Qa2
Qa 1 a tanh® v/, a*
0 0= \1L _ dv=0,1045 <=
w(a/2,0) ON P 2 b 16N= f\'(v-l-sinh\r) ER®
13.. 0

4. Plyta ciggla, wzdluz osi x swobodnie podparta.
Wypadek ten mozna traktowaé jako wynik antymetrycznego
obcigzenia wzgledem osi x. Réwnanie trzech momentéw nie
zmieni sie w tym wypadku. Powierz-

ol ST chnia ugiecia wyrazi sig calky Fou-
riera:
b .
! 21 \
Ay w==| = |A cosh ax+ B ax sinh ax+
) a2
Y _
i +C sinh ax +D ax cosh ax| sin ay do
5 .
BT e a moment podporowy calka:
E-_ | L __}—Z»—p(y) I ! pO(]'p Y Q
i | o
i Ll Mr=:2t fmr(ct) sin ay do
Rys. 8. 0

W szczegélnym wypadku plyty utwierdzonej zupelnie
w krawedziach x=0; x=a i obciazonej sila skupiona Q w punkcie
(a/2, a/2) otrzymamy przy

(o @]

Py)=2 f p(a) sin ay da p(v)=Q sinv/,
T

0

v-+sinh v

Qf sinh v/, sinv/ysinvz dz  z=yla

B) W poprzcd.nim ustgpie przyjmowalismy jako wielkosci
~nadliczbowe” momenty podporowe M, Obszerniejsza jednak
klws.; ukladéw plytowych n.-uelskonczeme dlugich obejmiemy
przyjmujac jako wielkosci ,madliczbowe” nieznane funkecje ka-
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tow wezlowych #(y). lloéci nieznanych funkeji katéw przeciwstawié
mozemy tylez réwnan warunkowych rownowagi wycietych we-
zlow. Ukladem podstawowym do
ktérego opracowania przechodzimy,
hedzie ptyta obustronnie calkowi-
cie ntwierdzona. 19!,_1

a) Obrét sciany, w ktére]
plyta jest utwierdzona
o kat:

[

mum.mmllﬂ] Im

NNNNNERNRN U RN NN

o0
ﬂ,_i=g frpr_I(u) cos oy da
i G
[a 0]
¢, (@)= f 9_() cos ok
0

Powierzchnig odksztalcenia plyty wyrazimy catka (4). Z wa-
runkéow brzegowych:

o d

w

—2 @r-y(®) cos ay da;  —
x=0 T ax

ow

ox

=0 (18)

x=48a

wyliczymy funkcje parametra «: 4, B, C, D.
Momenty przywezlowe obliczamy ze zwigzkéw:

o0

2
Mr—1=—NE—L—U = gfmr_:(a) cos ay da
2 x® x=0 i1
0

o0

2
r=“N~a——Lg =gfmr(u) cos ay da

9x?|y=0 =

0
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Otrzymamy po prostych przeliczeniach:

2N
mr—l(a)=gg F(V) Pr—13 m,—(U-)=';' H("')fpr (19)
a
gdzie: : "
coshv sinh v—v
Fv)=v sinh? v—v?
(20)
___vcoshv—sinhv
e sinh? v—v2
b) Sciana robracasiewrazz plyta o kat
o0
\‘)-r=§ fcpr(a) cosayda gdzie (pr(a)=fﬂ',{1) cos ok dh
T
0
Otrzymamy tu:
: 2N
moA@=" B mle)="2 Foy, 1)

¢) Plyta obustronnie zupetnie uiwierdzona.
Obciazenie P(y) w odleglosécitod podpory r—1
Momenty podporowe powstale wskutek powyzszego obcig-
zenia oznaczmy przez M?_ ., M°.
Momenty te ofrzymamy z rozwia-
zania ukladu dwéeh réwnan (16):

my_ (@) () +m(a) ¥(a)+6_(a,f)=0
(22)
my_ () ¥ () + m(w) (o) +O(a.8)=0

o0

M“=gfm“ cos ayda
I

=

#

Rozwazmy teraz uklad plyt nieskodczenie dlugich (rys. 11}
Zréwnowazenie wezla r prowadzi do réwnania:

M= 0 ' (23)
Y,
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W wielkosci M tkwi wplyw obciazenia zewngtrznego P(y),
oraz wplyw katéw obrotu wezlow O(y), i(y).

Réwnanie (23) przyjmic przy uwzglednieniu wzoréw (21)
i (22) mastepujacy ksztalt:

Lo}

2 r ri
E {—f [mEi-i-QNf F(vy) rp,;+2N H(v,) rp,] cos oy da
T ary Qre
. 0
albo:
3 Nr!
20, Y — Flvi)+2 Y — H("t’ra @rit E m? =0 (24)
ari arq

Znak sumy w dstatnim réwnaniu rozdigga si¢ na wszystkie
plyty zbiegajace si¢ w wezle r.

Tlosci nieznanych funkcji ¢ odpowiada tylez réwnah réwno-
wagi (24). Z rozwiazania ukladu réwnan (24) otrzymamy funkcje
@(v), a z réwnamia:

o0

M 2 f{ 2Nr= [ F(vri)pr + H(v,i)tp;]} cos oy da (25)
N

i

0

momenly przywezlowe. Znajomos¢ momeniéw przywezlowych
pozwoli juz na wyznaczenic powierzchni ugiecia plyty, a tym
samym na okreélenie wszelkich wielkosci statycznych plyty.
Przyklad Dany uklad ply-

towy (rys. 12). Przyjmujemy jed- Q
nakowe geometryczne i sprezysie » l
wielkosei dla kazdej plyty zbiega- A 2:‘,_%.,%*%% ¢
javej sig w wezle 1. Niech w srodku 4
przesta 1—C dziala sila skupiona Q. %

, B

Zréwnowazenie wezla (1) daje:

5.2V pa)+m =0 " Rys. 1. -
a
Wielkog¢ m¢, znamy z drugiego przykladu w ustepie A.
Wielkogé ta wynosi: _
Qa sinh v/,
4 " vtsinhvy

0 = —
mlc
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Zatem
Qa®  sinhv/,
94N F(v)" v-+sinh v

(P1=
7 véwnania (25) zmajdziemy:

2N 2
mye=mj + TF(V)CP1=—3' mi,

Zatem
a Sin a
Wi s d
Me=—= f TR e da
0

Podobnie

Mm——— Q—N— ¢, H(v) cos ay do.

T a
0
albo

_Qa j‘ v) sinh v/, —
F(v) ('v 4 smh v)

C) Zastosowanie, metody podanej w ustgpie B) (znanej w sta-
tyce ukladéw ramowyich pod nazwa metody odksztatcen) po-
zwoli nam na rozwigzanic w sposéb stosunkowo prosty zagad-
nienia phlyty wispornikowej nieskon-

glej) utwierdzone;j.

plyty wyrazamy calka

Rys. 13. brzegowym:

czemie diugiej, w krawedzi
w sposéb sprezysty (np. w plycie cia-

x=0

Niech obciazemie liniowe P(y) dziala
symetrycznie wzgledem osi x na kra-
wedzi x=a. Powierzchnig ugigcia
zadosé
czynigca réwmnaniu  rézmiczkowemu
AN w=0 i nastgpujzcym warunkom
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oo

o
w =0 =4 = -?—fcp(u) cos ay do
x=0 2x |x=0 =
(26)
2°%w 23w o %w 2} >
=0; —“N( 42— ) = —fp(a) cos ay du %)
9 x? |y=a 3 x® 0x9y?/x=a ' ®
0

jesli polozyé A=0 C+D=0

B= Ai’a (sinh v+ cosh v) — —% (3 cosh v sinh v+ cosh? v—v sinh? v)

_D= == AK’ (2cosh v+v sinh v) +¥.§£— (2—3 sinh v) (27)

o

A="%cosh? v+vi+1

W wypadku szczegdlnym sity skupionej Q w punkcie (a, 0)
i przy utwierdzeniu zupelnym plyty w krawedzi x=0 otrzymamy

przy: ¢=0, -Q=p

2
o0
2
Mo=—N s =Efm°(u) cos ay da
x| x=0 T
(28)
> a
)= —Qa sinh v + vcoshv 4)

v(3 cosh®v + v2+1)

Przy braku sily skupionej, ale przy obrocie plyty w krawedzi

o0
x=0 o kat 9(y)= Efq:(a) cosayda otrzymamy:
ﬂ(}
oo
M=-—N 2 = Efm(ut) cos ayda
9xt|y=0 =« )

3 W warunku tym potozylifmy p=0
4) Wynik ten uzyskal K. Girkmann: Fliichentragwerke, Springer, Wien,

1948, str, 204.
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gdzie

m(a)=ﬁ PAF): Fiv)=v 3 cosh v sinh v+v (29)

a 3 cosh?v+v2+1

W wypadku zatem ukladu plylowego z plyta wspornikowa
r—s, zréwnowazenie wezla r przyjmie postaé:

Rys. 14,

(30)
2@;[ F("’r{)"i" _E F rs) +-2 e fPt \'ri + mf;l' m:?s=0

ay ayr;

Réwnanie (30) zastosujemy do prostego przykladu uktadu
ramowiego, skladajacego si¢ z trzech plyt (rvys. 15). Plyta 1—C
wspornikowa i obecigzona sily skupiong Q na krawedzi. Przy

jednakowych geometrycznych i spre-
c zystych wartoéciach plyt, otrzymamy
19 2z réwnania (30):
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Moment podporowy otrzymamy ze zwiazku:
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Tutaj m?, odpowiada wielkoéei m® ze wzoru (28).
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Résumé
Flexion des plaques continues infiniment longues

Dans le présent mémoire Pauteur a donné la solution exacte
du fléchissement dune plaque continue infiniment longue au
moyen de la formule intégrale de Fourier.

La résolution du probléme a été réduite aux équations de
trois moments dans la méthode des forces et — aux équations de
trois angles dans la méthode de déformation.



