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Zginanie płyt ciągłych nieskończenie długich

Flexion des plaques continues infiniment longues

W. N o w a c k i , Gdańsk

A) Rozważmy płytę w kierunku osi x nieskończenie długą,
opierającą, isdę na niepodatnych, równoległych podporach linio-
wych (ryis. 1). Załóżmy różne rozpiętości1 a i różne sztywności N
poszczególnych przęseł. Grubość płyty
przyjmujemy małą w stosunku do jej gru-
bości. Ograniczymy się do zakresu od-
kształceń sprężystych.

Niech na płytę działa obciążieaiie liniowe
P(y) równoległe do osi y i synietrylozne
ań x 1). Jako wielkości „nadliczbowe"
płyty ciągłej przyjmiemy momenty podpo-
rowe1 M (O, y). Oznaczymy jej przez
M (r=l,2...) :. "

Zarówno obciążenije P(y) jak i momenty
podporowe wyraramy przez całki Fouriera Rys. 1.

w

y
r-1

N.

P(y)~ — I p(a)cos ay da p(a)= I P(ty cos al dl

0 0

OO OJ

Af r(y)= — j mr{a) cos ay c?a m ^ a ) = I Mr{\) C<nr{a)= | K) cos aldX

o

(1)

J) Szczególny wypadek postawionego zagadnienia, mianowicie zginanie płyty
obustronnie utwierdzonej zupełnie w krawędziach r i r -\- 1 i obciążonej siłą sku-

. pioną w osi x (przez przejście do granicy z obciążeniem P(x)) znalazł rozwiązanie
w pracy A. Nâdai: „t)ber die Biegung der rechteckigen Platten durch Einzellasten",
Der Bauingenieur, 1921, H. i l . Slr. 301.
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Zakładamy tu jednocześnie, że I P{K) dl posiada wartość

—oo
skończoną.,

Wielkości momentów 'podporowych Mr wyznaczymy z od-
powiedniej ilości równań wairank owych, równań ciągłości płyty
na podporach poprzecznych:

r+1 (2)

AV równanfou powyżlszym w — o'znaioza rzędne powierzchni
ugięcia płyty. Uistawtetaie równań trójczłoaiowyich poprzedzimy

opraioowaniem układu podstawowego, płyty
w kierunku y niasikończienite długitej, spo-
czywaj ąicej: w sposób swobodny na dwóch
sęsiednieh . równoleigłyich. podiporach, obcią-
żoinych moinentami podporowymi M(y)
i obici ążenieni P(y).

a) o1 b ICI i ą. ż e n i e u k ł a d u p o d s t a w o -
• je w e g o1 is y m e t r y c z n y m m o> m & n-
(jj te ni podporowym:

8?

Eys. 2.

M\y) = - | m(a) cos ay da

o

Jako rozwiązanie równania różniczkowego» powierzchni
ugifcia :

A A I D = 0

przyjmiemy całkę Fouriera

+
S x 2 d y2

(3)

(4)

w
2 r i

= - I — (A cosh ax+Bax sinh ax + C sinh ax + Dax cosh ax) cos ay da
nj a2
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Wielkości A, B, C, D, fundacje parametru a wyliczymy z na-
stępujących warunków brzegowych:

(5)

W = 0 ; -N
8

2 C=— m(a)cosayc?a;
x-=0 n j , w = 0; = 0

Wielkość N jâst charaikterystyką, płyty na zginanie:

W lostatnim wyrażeniu £ jeist modułem isprfżystośdi, (.i — liczbą
Poissona, a h — grubością płyty,

Z warunków brzegowych (5) otrzymamy:

A=0 C4
2N 2N

m(a) 1> = —̂ -̂  ctanhv

PowŁarzchnic ugięcia wyrazi zatem równanie:

a2 rw= —
NnJ

• i i / \ - i i m a ) c o s a y j ,.,
smli v cosh a(a—x)—v smh ax| — - aa (b)

v2sinh2v

Z ostatniego związku wyliczymy:

d w

3x

dw

= — I m(a) $(v) cos ay c/a
: = 0 Nn J

= — I m(a) ^ ( cos ay cfa



176 W. Nowacki Arch. Mech Stos,

gdzie:

f \ _ cosłi v sinłi v—v „ . _ v cosli v — sinh v
(8)

v sinh2 v v sinh 2 v

b) Obciążenie u k ł a d u podstawowego momentem;

2 CM =— I m(a) cos ay da w krawędzi X—a.
J[J

0

Postępując podobnie! jak w wypadku omówionym w po-
przednim ustępie uzyskamy:

w — — I [a (a—x) sinh v cosliajr—v sinh a (a—x)]

o

rn(a) cos ay da

v2 sinh2 v

Nachylenie stycznej do powierzchni ugięjda wyrażą równania

= — I m(a) xP(v) cos ay da
x=0 NizJ

(9)

S w
co

= ' j m(a) <ï>(v) cos ay da

c = a NnJ

• (io)

Y A

-i-
w

J(y)

w'

Eys. 3.

c) U k ł a d i> o d s t a w o w y p r z y
o b c i ą ż e n i u

2 C
P(y)—~ i p(a) cos ay da

jej
0

s y m e t r y c z n y m względem p ro-
S t ie j y=0.

Płytę traktujenny jako dwie płyty,
podzielone przekrojem x = ç . Przy ta-
kilm ujęciu równania, różniczkowe
płyty I i II >są rôwnani'ami jednorod-
nymi.



Tom I 1949 Zginanie płyt ciągłych nieskończenie długich Î77

Otrzymujemy:

dla płyty I: A A w=0 (lia)

dla płyty II: A A u>' = 0 (Ub)

jako rozwiązanie równania różniczkowego (lia) przyjmu-
jemy caiłkę:

2 C 1
w=— — (̂ 4 sinh ax + Bax cosh ax) cos ay da (12a)

j 8

o

a jako rozwiązanie równania (Hb) całkę:

oo
2 r i

u,' = _ — (A' sinh ou:'+ B'ax'cosh cu:') cos ay da (12b)
j t j a2

0

Funkcję parametru a : A(a), A'(a), J3(a), B''{a) wyznaczymy
z dwóch warunków" geometrycznych w przekroju x=\:

3w _ _ dw'
W~~W ' dx d x' •

i z dwóch -warunków statycznych, mianowicie warunku równośti
momentów zginających Mx w tym przekroju:

32u;'
3 x 2

oraz warunku równości obcli'azetaia P{y) rôin'iicy sił tnąicych na
lewo i prawo od przekroju *=»!:

\ 3 x3 3 x 3/

Podstawienie do' powyżisizych warunko'w brzegowych wiel-
kości w, w' z równań 12 a, b daje cztery niejednorodne równania,
z których obliczymy:
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(a)a I „ , _, , . , j., s inh!\L J ! < ^ cosli a|'+smli < - v — ~ ) ;4 = — ^ L J ! <̂  cosli a | + s m l i < v ) ;
2#v sinh v \ sinn vi

p(a)a . , k, D, p(«)a • , fc— £I_Z s m u ac ; 5 = -p-7 smh â
2Nv sinh v 2Afv sinh v

(13)
(a)a li.,' , f. . . T (. sinh a | ' \! J a ^ ' c o s h aĘ + smh a^-v —

sinhv /
_4 , a^ c o s h aĘ, + smh ^

2/Vvsinhv \ sinhv /

Nacliylenlia styczniaj do powierzchni odkształcenia płyty
określają następujące związki :

dw 2 /*
= — I d(a) 0'(ct>?) c o s

c=0 NnJ
0

(14)
00

2 /*
= — I d(a) ©p(a,|) cos ay c?a

i);(a, S)=«(a|. sinhv cosh c^1—v sinh
v2 sinh2 v

(15)
@p(a, 1) =a'§1 sinh v cosh a|—v sinh a!1)

v2 sinh2 v

Po tak opracowanym układzie plodistawowym przystąpić
możemy do .ustawienia równań trójczłoniowych.

Niech więc w przęśle (r —• 1) — r dziilała obciążeaiie P r (y);
w przęśle r — ('"+1) obcliążeniie P r + 1 (y), i to' w sposób siymê -
tryczny względem osi x. Oznaczmy; momen'ty podporowe Mx (y)
na podporach r—1, r, r + i przez Mr_1, Mr,Mr+l-

Warunek ciągłości (2) powierzchni odkształcenia na pod-
porae; r daje :

mr_l(a)Wr(a) cr+mr(a) [*(«) c r +# r + 1 (a) cf+1] +m r + 1 (a) ¥ +1(«) c r + t +

(16)
+a r cr p » 0P(«, ?)+a r+1 cr+1 pr+1(a) ej+l(o, ?)=0

r = l ,2 , 3 . . . . . .
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a NW powyższym równaniu cc oznacza stosunek ————, gdzie N„
ao.NT

jest dowolną, porównawczą sztywnością na zginanie; płyty,
a a0 dowodną̂  porównawczą rozpiętością płyty.

Ilość równań odpowiada ilości nadliczbowych m (a).
Momenty podporowe otrzymamy ze związku

2 C •
Mt{y) = — I m(a) cos ay du

nj
0

Zauważmy wreszcie, że beiz trudu rozszerzyć możemy, w wy-
padku momentu zewnętrznego* nad podporą r, równanie trzech,
momentów na równanie czterech momieintów.

Nielch fcilka prostych przykładów objaśni tok postępowania.
1. Płyta dwuprzęsłowa o jed-

nakowych wielkościach geome-
trycznych i sprężystych. Na ze-
wnętrznej linii podporowej
działa miomeait Mo jednostajnie
rozłożony na odcinku 2a. (ryc.4).

c o
2 CTutaj: Mo= — mo(a) cos ay da

0
c

a mo(a) = I Mo cos ldl = sm o.c

i

\
1
1
1
1
1

2c
|

i
i
t

i

y

0

0

— - ~ -

1

J<

N

y
%2

y.

d >

N

Eys. i.

Ustawiając równanie (16) 'dla podpory 1 i zważywszy, że
M2=0, otrzymamy:

mu(a)¥(a)+2mi(a)Çt>(a) = 0

Uzyiskamy stąd, kjorzystając ze związków (8):

Mua v coshv — sinh v sinac
mi{a)= —

2 coshv sinhv—v

12
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Ma dalej: ML(y) = I m^a) cos ay da.

Każdej wartości y odpowiada wartość M^y) uzyskana z roz-
wiązania całki niewłaściwej.

2. Płyta obustronnie utwierdzona ziipełniite. Obciążenie; siłą
skupioną Q w środku płyty na osi y=0 (rys. 5).

l Ç Q
P(y) — — p{a) COS o.y da p — —

Jt J 2
0

Równanie (16) ustawione dla podpory 1
(przy założeniu N->°° w przęsłach sąsiednich)
daje :

mi(a) [¥(«.)+<!>(«)] + «, j) = 0 (a)

Korzystająlc ze wzorów (8) i (15), otrzymamy po prostych
przekształceniach :

, Qa sinh v7»
) = - ^ _ ^

4 v+smh v

(b)

Stąd : Ml(y) — (c)

Momenty podporowe wywołują w przekroju x=a/2 następu-
jącą wartość ugięcia płyty:

la \ a2Q f . , v/„sinhv cosliv/o —v sinhv/2 , ,WM(—, y)= tnAv -cosvzdv z—yja
\ 2 / /Vit J v2 sinh2 v

W punkcie zaczepienia siły Q znajdziemy:
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lt01- 8it J v(v+sinliv)
o

Całkowite ugięcie w punkcie zaczepienia siły składa się
z ugięcia m0 w układzie podstawowym oraz z ugięcia spowodo-
wanego moiiTeaitami podporowymi:

c o

W=ÏVO-\-WM
Qga y i 1 Qa*

2NJI3 Z-I na 8Nn J V(V + sinhv)
1,3 . . A

W wypadku obciąKemia jednostajna© roz-
łożoin'sgo na prostokącie 2c. h, równanie (16)
wypisane dla podpory 1 przyjmie nastę-
pującą postać:

2c

mi(d

gdzie

a)l +ap(a)J ®l(a, Q d'C=

p(a)=jP(X)cosakd'K
Kya. 6.

3. U k ł a d p ł y t o w y z a m k n i ę t y (rys. 7).
Momenty podiportWe Mi... Me są

sobie równe. Ustawiamy równanie (16)
dla podpory 1. Otrzymamy:

ffll(o 2+ — 0'(a, a/2)=0
di

Porównując astatndeiiróiwnania z rów- R 7

naniem (a) pirzykładu 2, stwierdzamy,
otrzymujemy tu dwukrotnie mniejszą wartość m(a). Ugięcie
punkcie zaczietpienia siły wyniesie zatem:

ze
w

Wynik uzyskany przez A. Nâdai w wymienionej pod 1) pracy.

12*
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v(v+sinhv)
Qa*

1,3..

4. P ł y t a c iągła , w z d ł u ż osi x swobodnie podpar ta .
Wypadek ton można .traktować jako wynik ani y metrycznego

obciążenia względem osi x. Równanie trzech momentów nie
zmieni się w tym wypadku. Powierz-
chnia ugięcia wyrazi się całką Fou-
riera :

C

— a—

y
2 r i [A cosh ax + B ax sinh ax +

L

+ C sinh ax+Z) ax cosh ax] sin ay da

a moment podporowy całką:

i l _ -

Eys. 8.
r = - I mr(a) siMr= sin ay da

W szczególnym wypadku płyty utwierdzonej zupełnie
w krawędziach x=0; x = a i obciążonej siłą skupioną Q w punkcie
(a/2, a/2) otrzymamy przy

sin

oo

P(y)=-fp(o.)sii
0

następującą wiaitość Mi(y):

) = 0 sinv/2

A f i ( y ) = - -
sinh v/2

v+sinh v
sin v/2 sin vz dz z~y\a

B) W poprzednim ustępie przyjmowaliśmy jako wielkości
„nadliczbowe" lnomiemty podporowe Mx. Obszerniejszą jednak
klasę układów płytowych niaskoâczeniie długich obejmiemy
przyjmując jako wielkości „nadliczbowe" nieznane funkicje ką-
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tów węzłowych ft(y). Ilości nieznanych funkcji kątów przeciwstawić
możemy -tylei równań warunkowych równowagi wyciętych wę-
złów. Układem podstawowym do
którego opracowania przechodzimy,
będzie płyta obulsitronnile całkowi-
cie utwierdzoma.

a) O b r ó< t ś c i a n y , w k t ó r e j
p ł y t a j e s t u t w i e r d z o n a
o k ą t :

2 r

ó

CO

CP r_l( a)= I r̂—1(

cos da

C O S

ę: odkształcenia >płyty wyraz'imy całką (4). Z wa-
runków brzegowych :

w = 0 ; w = 0

dw

dx

2 r
= - <pr_i(a

c=0 n J
) cos ay da; 9 w = 0 (18)

wyliczymy fiunkcje parametru a: A, B, C, D.
Momienły pizywęzłowe obliczamy ze związków:

2 C= - mr-j(a) cos ay da
x=0 «J

2 r
= - m,{a) cos ay da

c=0 t J
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Otrzymamy

mr_i

gdzie:

po

(«)=

W. Nowacki

prostych przeliozeairach :

_2N , , a ) - 2 7 V

a a

-, . cosh v sinh v—v
*W=v — —

Arch.

H(v)cpr

Mech. Stos.

(19)

sinli a v—v 2

(20)

s inh 2 v—v 2

b) Ś c i a n a r o b r a i o a s i ę w r a z z p ł y t ą o k ą t

co co

•fly=- I cpr(a) cos ery da g d z i e qp r(a)= I &r{X) cos cd c?À

0

Otrzymamy tu:

ON

a
(21)

c) P ł y t a o b u s t r o n n i e z a p e ł n i a u t w i e r d z o n a .
O b c i ąż e n i e P(y) w od i eg ł o ś c i 1 o d p o d p o r y r—i
Momenty podporowe; powstałe wskutek powyżiszego olicią-

żenia oznaczmy przez M°_ l , M°r.
Momenty te otrzymamy z rozwią-

zania układu dwóieli równań (16) :

(22)

co
2 CM°=— m° cos ay da

0

Rozważmy teraz układ płyt nieskończenie długich (rys. 11).
Zrównoważenie węzła r prowadzi do równania:
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"W wielkości M tkwi wpływ obciążenia zewnętrznego P[y),
oraz wpływ kątów obrotu węzłów 'frr(y), $t{y).

Równanie (23) przyjmie przy uwzględnieniu wzorów (21)
i (22) nai&tępują|Cy kształt:

co

V f - f \< + — Î ^ CP" + " H(vri)ęt] cos ay da

albo:

M ff(vri)cpri+ V m » = 0 (24)
a,-I ^_J a,-/ Z-/

Znak sumy w dstafcniim równaniu rozdiiąga się na wszyisitkie
płyty zbiegające się w węźlc r.

Ilości nieznanych funkcji cp odpowiada tyileż równań równo-
wagi (24). Z rozwiązamia układu równań (24) otrzymamy funkcję
cp(v), a z równania:

coi=! f
momenty przywęzłowe,. Znajomość moimentów pirzywęzłowych
pozwoli już na wyzraaiazeiiiio powiiejrzchial ugięcia płyty1, a tym
samym, na określenie wszelkich wielkości statycznych płyty.

P r z y k ł a d . Dany układ pły-
towy (rys. 12). Przyjmujemy jed-
nakowe geometryczne i sprężyste -̂  ,, pnakowe geometryczne i sprężyste -̂
wielkości dla każdej płyty zbiega- A |_
jąibej się w węźle 1. Niech w środku
przęsła I—C działa, siła skupiona Q.

Zrównoważenie węzła (1) daje: !wW. o

3.-^-F(v) + m°c=0 Rys. 12.

Wielkość m\c zaaimy z drugiego przykładu w ustępie A.
Wielkość ta wynosi:

Qa sinh v/2
l c 4 v + sinhv
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Zatem
Qaz sinli v/2

24N F(v) v+sinhv

Z równania (25) znajdziemy:

Zatem

Podobnie

9/V

sinhv/2

3rt J v+sinhv
o

_ 2

cos ay c?a

M/ii

co

— — i cp1 H(v) cos ay da
x J a

albo

Qa /" g(v) sinh v/2

(v) (v+sinhv)
cos ay afa

C) ZasŁosoiwacniiei metody podanej w ustępie B) (znanej w ista-
tyoe układów ramowyieh pod nazwą mieltody odkształceń) po-
zwoli nam na rozwiązanie w.sposób stosunkowo prosty zagad-

nienia płyty wlsiponnikowej nieskoó-
czjemie długiej, w ikra wędzi x = 0
w spiolsób sprężysty (np. w płycie cią-
głej) utwierdzonej.

Niech obciążenie liniowe P(y) działa
symetrycznie względem osi x na kra-
w^ędzi x—a. Powierzchnię ugięcia
płyty wyrażamy całką (4), zadość
czyniącą równaniu różniczkowemu
AA iv~0 i następującym warunkom

Rys. 13. brzegowym:
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w
x=0

= 0; 2 f
= — cp(a

x=0 Jt J
) cos ay da

O Û

(26)

- ] = — I p(a) cos ay c/a 3)

0

jeśli położyć y ł = 0 C + D = 0

B = — ^ — (sinb v+cosh v) •— (3 coshv sinh v + cosh2 v—v sinh2 v)
Atfa A

(2 cosh v+v sinh v) H — ^ - (2-3 sinh v) (27)
AiVa * ' ; " . ' A

A = 3 c o s h 2 v + v 2 + l

W wypadku sziczegóilnym siły skupionej Q w punkciie (a, 0)
i przy utwierdzeniu zupełnym płyty w krawędzi x~0 otrzymamy

Q
przy: cp=O, — =p

M°=-N-
oo

o

cos ay da

sinh v + v cosh v
(28)

v(3cosh2v-

Przy bratku siły iskupionej, ale przy obrocie płyty w krawędzi

co

x=0 o kąt •%)= - I (p(a)cosaycfa otrzymamy:

oo

M=.-N 2 r
= - m(a) cos aycfa

x=0 JtJ

3) W warunku tym położyliśmy [i=0
4) Wynik ten uzyskał K. Girkmann: Flachentragwerke, Springer, Wiea,

1948, str. 204.
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gdzie

m a ) =
3coshv sinhv + v
- — - -
3cosh 2v+v 2+l

(29)

W wypadku zatem układu płytowego z płytą wspornikową
r—s, zrównoważenie węzła r przyjmie posilać:

J V - F(vri)+ ^ F(vrs) 1 + 2 V ^ (pf H(vti)+
\-JLJ QH aTS i / i ari

(30)

' + m°=O

Kównattile (30) zastoslujiemy do prostego przykładu układu
ramowiego, składającego się z trzech płyt (rys. 15). Płyta 1—C
Wspornikowa i obaiążona siłą skupioną Q na krawędzi. Przy

jednakowych geometrycznych i sprę-
żystych wartościach płyt, otrzymamy

•Q z równania (30) :

2c,

stąd

„ a-mV

i
a

A

w,.

f _ç_

B
^ 3 *

Eys. 15. 2N\2F{v)

Moment podporowy otrzymamy ze • związku :

oo ,

Mic=
2 C\ W-ń . 1 , 4 C „ F{v) ,

= ~ m ^ + —rivup-i cos ay aa =— m" ^-^=—cosayaa
^JL lc a V m l "" ^J lc2F(v)+F(v) ^ -

0 0
Tutaj mjc odpowiada wieilkośici m° ze wzoru (28).
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Résumé

Flexion des plaques continues infiniment longues

Dans le présent mémoire l'auteur a donné la solution exacte
du fléchissement d'une plaque continue infiniment longue au
moyen de la formule intégrale; da Fourier.

La résolution du problème a été réduite aux équations de
trois moments dans la métliode des forces et — aux équations de
trois angles dans la méthode de déformation.


