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WitoLp NowAcCKI*

Polska

TWIERDZENIA WARIACYJNE NIESYMETRYCZNEJ TERMOSPREZYSTOSCI

W niniejszej pracy podano trzy twierdzenia niesymelrycznej termosprezystodci, twierdzenie o mi-
nimum energii potencjalnej, twierdzenie o minimum pracy komplementarnej oraz rozszerzone na za-
gadnienia termosprezystosci twierdzenie wariacyjne E. Reissnera.

Zasada prac wirtualnych doprowadzila do wydobycia analogii sit i momentow masowych., Ana-
logie te wykorzystano dla wyprowadzenia twierdzenia o wzajemnosci prac.

Podano wreszcie twierdzenie o jednoznacznosci rozwiazania zagadnienia termosprezystego oraz
uogo6lniono wzory Majziela na zagadnienia niesymetrycznej termosprezystosei.

Prace konczy si¢ uwagami, dotyczacymi nader prostych standw termosprezystej deformacji ciala

1. Wprowadzenie

W ostatnich latach obserwujemy wielki rozwdj teorii niesymetrycznej sprezystosci.
Teoria ta zapoczatkowana przez W. VoIGTA [1]1 rozszerzona przez braci E. 1 F. COSSERA-
TOW [2], bierze pod uwage nie tylko dzialanie sit powierzchniowych, ale i obciaZzen mo-
mentowych na powierzchni ciala odksztalcalnego. Obok naprezen powstaja w ciele mo-
menty naprezeniowe (couple-stresses), przy czym oba pola tensorowe sq niesymetryczne,
W teorii osmdka Cosserat — przyjeto pewne ograniczenia, mmnowluc zalozono, Zc

wektor rotacji ® zwigzany jest z wektorem przemieszczenia u zaleZnoscia: ‘©=1rot u.
TrUESDELL i ToupIN [3], a nastgpniec AERO i KuvsHinsk [4] dali w swych pracach
wspolczesne sformulowanie teorii osrodka Cosserat. Szereg twierdzen i metod o podsta-
wowym znaczeniu zawdzigczamy pracom MINDLINA i TIERSTENA [5] oraz GrioLl [6].
W ostatnich latach AeEro i KuvsHiNskl [7] oraz PALmow [8] ERINGEN i SuHUBI [9]
rozwingli teorig niesymetrycznej sprezystosci na oérodek sprqivsty i chnorodny, odstg-

pujac od ograniczenia, w142ace_s_.,0 wektor przemleﬂzi,zenld u i wektor rotacji o, traktujac
te dwa pola jako niezalezne od siebie.

Rozszerzenie tej ostatniej teorii na zagadnienia sprzeZonej i niesymetrycznej termo-
sprezystoéci bylo przedmiotem rozwazan autora niniejszej pracy [10, 11]. W pracach
tych wyprowadzono réwnania konstytutywne oraz podstawowe réwnania niesymetrycz-
nej termosprezystoéci, na bazie termodynamiki proceséw nieodwracalnych. Wyprowa-

* Prof. dr inz., Uniwersytet Warszawski. Czlonek rzeczywisty PAN.,
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dzono réwniez twierdzenie o pracy wirtualnej, twierdzenie o jednoznacznosci rozwigzan
oraz twierdzenie o wzajemnosci dla zagadnienia dynamicznego.

W niniejszej pracy zajmiemy si¢ w sposéb szczeg6étowy twierdzeniami wariacyjnymi
niesymetrycznej termosprezystosei, ograniczonymi do przypadku statycznego, zwiaza-
nego z ustalonym przeplywem ciepla. Wyprowadzimy twierdzenia o minimum energii
potencjalnej, o minimum energii komplementarnej oraz rozszerzymy twierdzenic E. REis-
SNERA [12] na zagadnienie niesymetrycznej termosprezystosci. Przedstawimy twierdzenie
o0 jednoznacznosei rozwigzania problemu termosprezystosei i na nowej drodze wyprowa-
dzimy twierdzenia o wzajemno$ci prac.

Zbierzmy pokrotee podstawowe zwiazki i réwnania, wyprowadzone w pracach [101 11].
Energia F, odniesiona do jednostki objetosci, ma postac

F=1yan Yap 00 Yoy F 180 Ky ey Keejs +

+i +'(j 0——* g 1.1
el 1§ - _— ’(_ K‘] -_‘_P " — . o
3 Vik Vo 5 ke Ko = Vi 2T, (1.1)

Tutaj jest
V=l =W, K=y, i, j,k=1,2,3. (1.2)

Przez y;; oznaczamy niesymetryczny tensor odksztalcenia, przez «j; niesymetryczny tensor
skretno-gigtny. Symbole () oraz { » odnosza si¢ do symetrycznej i sko$no-symetrycznej
czescei tensora, Przez u; oznaczamy skladowe wektora przemieszczenia, przez w; skladowe
wektora rotacji. W zwigzku (1.1) wyprowadzono oznaczenie (0=T7-T,, gdzie T jest
temperaturg bezwzgledny, a 7T, temperatura stanu naturalnego, w ktorym napreZenia
i odksztalcenia sa rowne zeru. Stale p, A sq stalymi Lamé’go, o, y, &, ff sa dalszymi statymi
materialowymi. Stale te odnosza si¢ do stanu izotermicznego. Dalej y=3Kz,, gdzie K=
=/-+4%u jest modutem Scisliwosci, a z, wspotezynnikiem liniowej rozszerzalnosci termicz-
nej. Energia swobodna jest forma kwadratowa jej argumentéw, dodatnio okre§long.
Stale materiafowe spelnia¢ winny nastgpujace nieréwnosci:

>0, 2>0, pu—o>0, a>0, 29+36>0, y>0, &>0. (1.3)
Poniewaz energia swobodna jest roZniczka zupelng, zatem

ar oF aF
=y s =

075 0K i ST

Powyzsze zaleznosci prowadza do nastgpujacych zwigzkdw:

0 =211y + 209 ¢ jiy + Ay — v0) 8 57 , (1.4)
nuji=2:"'Kf;ij+28;‘-(}l>+ﬁxkk (5‘”, (1.5)
S= vt 50 1.6
=y ="' :

Vik T (1.6)

W zwigzkach tych przez oj; oznaczono niesymetryczny tensor napreZenia, przez u ;1 nie-
symetryczny tensor naprezefi momentowych, S jest entropia odniesiona do jednostki
objetosci.
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Jesli wielkodei o i p;; z (1.4) i (1.5) wstawimy do réwnai rownowagi
0‘1.-,1-!-){'{:0, sl-jkaﬁ,+;tﬁ‘j+}’}=0. (l?}

a wielkosci y; i x;; wyrazimy przez przemieszezenia u; i obroty w;, to w rezultacie otrzy-
mamy uktad szeSciu réwnan wyrazonych w przemieszczeniach i obrotach

(A+2p0) grad divu—(u+ o) rot rotu+ 2z rot @ +X = vgrad 0, (1.8)
(B+2y) grad div® —(y+¢) rot rot ® + 2z rot @ — 4o 4+ Y =0.

Temperaturg @ wystgpujacqg w pierwszym réwnaniu (1.8) wyznaczymy z réwnania prze-
wodnictwa cieplnego

Vi=—-W/k. (1.9)

Tutaj W jest intensywnoscia Zrédla ciepta; ilodcia ciepla, wytworzona w jednostce czasu
i objetodei, k jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Do rdwnan (1.8) i (1.9)
dodaé¢ nalezy warunki brzegowe.

Zalézmy, Ze na czeg$ci powierzchni 4, oznaczonej przez A4, zadane bedq przemieszcze-
nie if; i obroty @;. Na cz¢dci powierzchni A4 =A— A, niech zadane beda obciazenia p;
i momenty m;. W ten sposéb warunki brzegowe przyjma nastgpujacq postac:

ui=ul-(x), U)(z"wf(x); XEAH" (].10}

pi=0a;n;=p(x), m=p;n;=m(x), xXed,.

Przez n; oznaczamy sktadowe wektora jednostkowego normalnej do powierzchni A, przy
czym zwrot tego wektora kierujemy na zewnatrz powierzchni 4. Warunek brzegowy
dla réwnania przewodnictwa cieplnego moze przyja¢ rozmaita postaé. Najczeéciej zaklada
sig, ze na powierzchni zadana jest temperatura @ lub tez przeptyw ciepla — A, d0/dn.

2. Twierdzenie o minimum energii potencjalnej

Niech cialo znajduje sie w stanie réwnowagi statycznej, pod dzialaniem obcigZen
zewngtrznych i wzrostu temperatury. Niech na A, zadane sa przemieszczenia u; i rotacje
w;, a na A, obcigZenia p; i momenty m;.

Zalézmy, Ze istnieje uklad przemieszczer u; i rotacji w; speiiajacy rownania réwno-
wagi (1.10). Rozpatrzmy przemieszczenia u; i obroty w; zgodne z warunkami ogranicza-
jacymi ruch ciala. Wirtualne przemieszczenia du; i obroty dw,; winny by¢ funkcjami klasy
c?, przyjmujacymi wartosci zerowe na A,, a dowolne na A,. Zasada prac wirtualnych
przyjmuje postaé [1, 2]

[ (X;0u;+ Y dw)dV + | (p; 6u;+m; day) dA=1_[ (05; 0y i+ 0K) dV . (2.1)
v i y

Glosi ona, Ze wirtualny przyrost pracy sit zewngtrznych jest réwny wirtualnemu przy-
rostowi pracy sit wewnetrznych. Réwnanie to przeksztalcimy, zwazywszy na (1.4) i (1.5)
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jak nastepuje

[ (X; 0w+ Yidw) dV + [ (pidui+m, 0w,) dA=06H,~v [ 05y, dV . (2.2)
Vv A v

‘Wprowadziliémy tu oznaczenie

SH,= | [209i5, 6viip + 291y Oy + 2Ky O ujy + 28K iy Ok gy +
;

+’1"?M¢ 5}’"" + ﬁxkk 6Knn] d v It

ktére w przypadku zagadnienia izotermicznego odpowiada przyrostowi wirtualnemu
pracy odksztalcenia.

PoniewaZ sily i momenty masowe oraz obcigzenia i momenty powierzchniowe nie
doznaja wariacji, mozemy réwnaniu (2.2) nadaé¢ nastgpujacy ksztalt

or=0, (2.3)

gdzie
r=H,— [ (Xu+Y,w)dV— [ (piuy+myo)dA—v I Oy dV ,
v Aa v

H,= VI Leeviin Yan @ Yy + V-ap Kap+ 88 gy Ky + (2.4)

A p
+ _2 Vick Vo e i Kk K.-m] dv.

Wielko$é I" zwana energig potencjalng, staje si¢ extremum. Postgpujac analogiczng drogg
jak w teorii symetrycznej sprezystosci, okaza¢ mozna, Ze funkcjonal /™ jest absolutnym
minimum.

Twierdzenie o minimum energii potencjalnej gtosi, Ze ze wszystkich przemieszczen u,
1 obrotéw w;, spehiajgcych zadane warunki brzegowe, tylko jedno pole przemieszczen
czyni energi¢ potencjalng minimum absolutnym, a mianowicie to pole przemieszczen
i obrotéw, ktére ponadto spelnia warunki réwnowagi wewnatrz ciala.

Roéwniez udowodni¢ daje si¢ bez trudu twierdzenie odwrotne, ktore glosi, Ze jesli
energia potencjalna posiada absolutne minimum, to przemieszczenia winny spelniaé wa-
runki brzegowe: u;=i;, w;=@; na A, oraz p;=a;n;=p; i m;=pu;n;=m; na A, oraz. I6w-
nania réwnowagi we wnetrzu ciala,

W szczegélnym przypadku braku sit masowych oraz przy zadanych przemieszcze-
niach u; i obrotach w; na powierzchni A,, réwnanie (2.3) przechodzi na

S(H,—v [ Oy dV)=0. (2.3')
v

Twierdzenie o minimum energii potencjalnej znajdzie zastosowanie przy wyprowadzaniu
réwnan rézniczkowych przemieszczeniowych i zwigzanych z nimi naturalnych warunkow
brzegowych dla zagadnienia zginania belek, plyt, membran, powlok, w ktérych napre-
Zenia ¢ ;; i naprezenia momentowe 45, wywolane sa dzialaniem pola temperatury. Wré¢my
do réwnania (2.2) i przeksztalémy ostatnig catke, wystepujaca po prawej stronie tego
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réwnania
vjﬂﬁth=vjS&QJdV=Vj&uﬁ%dAhvfﬂ*&qu. (2.5)
v v A v
Po wstawieniu (2.5) do (2.2) otrzymamy
OH,= [ [(X;—v0,;)6u;+ Y, 6w dV + [ [(pi+vOn) du,+m dw]dA. (2.6)
Vv A

Rozpatrzmy teraz to samo cialo (o tym samym ksztalcie i z tego samego materiahu), ale
znajdujace si¢ w warunkach izotermicznych. Niech na cialo to dziatajg sily masowe X}
oraz momenty masowe Y;*. Niech na A, zadane bgda obciaZenia p; oraz momenty m’,
ana A, niech zadane bgda przemieszczenia ] i obroty w;.

Stawiamy sobie nastgpujace pytanie. Jakie powinny byé wielkosci X, ¥;* wewnatrz
ciala oraz wielkosci pf, m] na A, przy identycznych warunkach brzegowych na A,,
aby w zagadnieniu termosprezystym i izotermicznym uzyskaé to samo pole przemieszczen u;
i obrotow w;. Poréwna¢ nalezy (2.6) z réwnaniem pracy wirtualnej wypisanej dla stanu
izotermicznego

OH,= [ (X[ou;+Y*S0,)dV + | (pfou;+miow,)dA. 2.7
vV A

Ze wzgledu na identyczne pole przemieszczen i obrotow u;, w; dla obu cial, lewe strony
réwnan (2.6) i (2.7) winny by¢ jednakowe. Otrzymamy zatem nastepujace zwigzki

X:‘=Xi‘—1'0,i’ Y}*=Y}. XEV!

pi=p;+vin,, mf=m;. xeA,, (2.8)

u'=u, of=w; XecA,.

ZaleznoSci (2.8) przedstawiaja analogig sit i momentéw masowych, przy pomocy ktérych
kazde ustalone zagadnienie termosprezystoéci doprowadziéc mozna do izotermicznego
zagadnienia niesymetrycznej sprezystosci.

3. Druga postaé twierdzenia o minimum energii potencjalnej

Rozpatrzmy pole przemieszczen u; i pole obrotéw w; i przyporzadkowane im napre-
Zenia o;; oraz momenty naprezeniowe s, jak tez odksztalcenia y; oraz skladowe tensora
skrgtno-gigtnego « ;.

Niech dla rozpatrywanych pdl u;, w; spetnione beda réwnania réwnowagi (1.7) oraz
warunki brzegowe (1.10).

Oznaczmy teraz przez u;, w; inne pole przemieszczen i obrotéw, rézne od u;, w;.
Od funkcji uf, w} zadamy jedynie spetnienia warunkéw kinematycznych na A,

Y=, xXed,. (3.1)

L}

u=t;, o

. 2 * % 3 . *
Funkcjom u}, w] przyporzadkowane sa tensory ¢}, uj; oraz yj, xj. Naprezenia oj;
oraz napr¢zenia momentowe ,u;} nie muszg spetnia¢ réwnan rownowagi.
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Pomndzmy pierwsze z réwnan réwnowagi (1.7) przez uj —u; i scalkujmy je po ob-
szarze ciala. Podobnie uczynmy z drugim réwnaniem (1.7) pomnozonym przez o} —w,.
Mamy zatem
[ (0ji;+ X)) —u)dV =0, (3.2)
V

J‘(Efjkgij’-“j j+ Y,](w,**w;)dV':(]. {3.3)
Vv

Po prostych przeksztalceniach doprowadzamy powyZzsze réwnania do postaci

ﬁ‘ X (uf —u)dV + Aj piuf —u;)dA= I;[ oi(uf—uy),;dVv, (3.4)
| Y(of —w)dV + A_[ myof —w;)dA= yj Lusof — ) j—eg o o] —w)]dV . (3.5)
v o

Wykorzystali§my tu nastepujace zalezno$ei wystgpujace na 4,
uf —u;=0, o —w;=0, xeA,.

Stad tez w calce powierzchniowej réwnan (3.4) i (3.5) wystepuje catkowanie po A4,, a nie
po calej powierzchni 4. Zwazywszy, ze zgodnie ze zwiazakmi (1.2) jest

“:j__u:‘.j=?;)!(f'—?jl+skj!(w:"wk):
doprowadzamy uklad réwnar (3.4) i (3.5) do jednego réwnania

JIX S =u)+ Yiof —0)]dV + | [plu] —u)+miof —w)]dA=
v A:

(3.6)
= i[ [O'ji(?;‘ = '!’j:) o+ Njf(.*‘:;‘ = -'L'j.'}] dv.

Oznaczmy przez F(y;, kj;, 0) energie swobodng zwiazang z polem u;, w;, przez F*(y},
K, 0) energia swobodna odpowiadajaca polu uff, w} . Wreszcie przez F(y},—yy;, kj—k, 0)
oznaczmy energi¢ swobodng zwigzana z przyrostami n}"-—u,-, of —w;. Zaréwno F(y iy
Ky, 0) jak i F*(y};, x5, 0) oraz F(y5—y,, k75—« 0) sa funkcjami dodatnio okre$lonymi.

Poshugujac sie rownaniem (1) znajdziemy, ze

F{T’Tt"?}h "',Ti—’\'ﬁs 9)=F*(?I§s h'_?n 0}_F(7jis Kjis 0)—
e 0 3.7
_(?j‘:"_‘yﬁ}(ajf'l' Wsij 0)— (’C:I B Kﬁ)ﬂﬁ— ——>0.
2T,
Catkujac ten zwigzek po obszarze ciala oraz wprowadzajac wielko$¢ H,(y;;, i ;;) ze wzoru
(2.4), otrzymamy

'hta(},}:_-}'ﬂ ] N;'_Kji =H:('}J; L] K;i}_H.c(}Iji‘ » Kj:)_

3.8
= 05— vou 03, + (i av=o. O

Laczac ze soba zwiazki (3.6) i (3.8) otrzymamy nastepujaca nieréwno$éé
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HY— [(Xiuf + Yol )dV = [(p;uf +m;0f)dA—v [ Oy dV >
Vv Aa Vv

(3.9)
>H,— [(X;ui+ Y,0) dV— [(piu;+myo)dAd—v [ Oy dV.
v Ax ¥
Zgodnie z oznaczeniami punktu 2 nieréwno$¢ t¢ przedstawié mozemy w postaci
I*>T. (3.10)

Nieréwnos¢ ta wskazuje na to, ze energia potencjalna pola u;, w;, ktdre spelnia wszystkie
warunki brzegowe i réwnanie réwnowagi, jest mniejsza od energii potencjalnej pola
u, ] , ktore spelnia jedynie warunki brzegowe na 4, nie spelniajac réwnan réwnowagi.

4. Twierdzenie 0 minimum energii komplementarnej

Rozwigzmy réwnanie (1.4) wzgledem y;;, a réwnanie (1.5) wzgledem « ;.

P15 =24'005 4200 1y + A0y O3+ 2, 00, (4.1)
K1 =2y Py + 26 iy + B0 i (4.2)
Wprowadziliémy tu nast¢pujace oznaczenia:
1 1 1 1
W'=—, 2o'= Wf=—, 2'=—,
2u 20 2y 28
2 p 2 2
Pl | Ba—l. Eelily Oy pl
ax’ =" em 3 vty b
Latwo sprawdzi¢, Ze
oF oF
” (4.3)

=—, Kp=—
30'ﬂ 4 aj.lﬂ

jesli F wyrazimy jako funkcje naprezen o ;, naprezeri momentowych 4 ; oraz temperatury 0.
Wprowadzimy oznaczenie

r j.r J‘;'
Wg == ﬂ’gu‘nﬂ'm] |- d"’(u‘}o(ij) —i—.},’u“ﬂ,ﬂ(u] +& .H(ij}.l.l(gj) -+ E Oyt Ty + E Hrx Ban - {4.4}
Wtedy
ow, o,
=l 08, Kiy=—0-~: (4.5)
Vii 303-,- 1 U0y i (Jﬂj,-
Rozpatrzmy catke
I=J(?ﬁ50ﬁ+l€j15ﬂﬁ)db’. {4.6}

W wyrazeniu tym do ;, duj; oznaczaja wirtualne przyrosty napreZen i naprezen momento-
wych. Przyrosty te traktujemy jako funkcje klasy C®, wielkosci bardzo mate i dowolne.
Zwazywszy na (4.5), mamy

[ (00 i+ K 0p5) dV =6H, + &a‘! 060y dV 4.7)
"
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gdzie

oW, oW,
§Hz= ( (50’,14—-— 6#}3 dV.
0oy Oy

Przeksztalcajac lewa strong réwnania (4.7) i biorac pod uwage zwiazek (1.2) oraz wpro-
wadzajac oznaczenia dp;=do;; n;, dm;=d;n; otrzymamy

[ (u;opi+a;om) dA— [{u; 60 ;+a[e 0+ 0y, 1} dV =0H,+ 195%; dv. (4.8)
i v

Zadamy, aby naprezenia o+ dc; oraz naprezenia momentowe uj+duy byly statycznie
mozliwe. Oznacza to, ze wewnatrz obszaru V¥ spelnione winny by¢ warunki réwnowagi

O'jj.j+66ji,j+xi+5xi=0: (49)
&0+ 00 )+ j+0uy j+ Y +06Y; =0, (4.10)
a na powierzchni 4, warunki brzegowe
pi+op;=(0+do;)n;, @.11)
my+omy=(uy+ou)n; .
Wielkosci daj; i du;; na A, moga byé dowolne.
Ze wzgledu na réwnanie réwnowagi (1.7) i warunki brzegowe (1.10) mamy

50‘JIIJ+5XQ=0, B!J-k(sajk‘i'aﬂj‘._[“l"aﬂ:os XEV
oraz
5Pi=5g'ﬁnj, Bm‘=6pﬂnj, xeA,.

Poniewaz chcemy poréwnac¢ wszelkie pola naprezen i naprezen momentowych spetniajace
réwnanie réwnowagi, ale nie koniecznie réwnania nierozdzielno$ci, to przyjaé nalezy
0X;=0, Y, =0 w obszarze V oraz dp,=0, dm;=0 na powierzchni 4, pozostawiajac przy-
rosty dp;, om; jako dowolne na 4,,.

Przy tych ograniczeniach réwnanie (4.8) przyjmie ksztalt

[ (u;6p;+ w,0m;) dA=6H ,+ o, [ 056, V. (4.12)
Au v
Poniewaz przemieszczenia u;, obroty ; i temperatura  nie doznaja wariacji, mamy
oIr=0, (4.1 3
gdzie
IT=H,+a,[OoydV— [ (pu;+mw)dA, H,=[W,dV. (4.14)
vV Ay v

Wyrazenie /T nazywamy praca komplementarng. Podobnie jak w teorii symetrycznej
termosprezystodci, tak i tu dowie§¢ mozna, Ze I7 staje sie absolutnym minimum. Réwnanie
(4.13) jest rozszerzonym na zagadnienie teorii niesymetrycznej termosprezystosci, twier-
dzeniem o minimum pracy komplementarnej. Twierdzenie to glosi, Ze ze wszystkich pél
tensorowych o, u; spelniajgcych réwnania réwnowagi oraz warunki brzegowe zadane
w obciaZeniach p; i momentach m;, rzeczywifcie wystepujacy stan napreZenia jest ten,
ktory sprowadza funkcjonat I7 do minimum.
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5. Druga posta¢ twierdzenia o minimum pracy komplementarnej

Rozpatrzmy pole naprezen o, pj;, ktére spelnia réwnania réwnowagi

O‘j“jzo, afﬁo’jk+uﬁ.,-=0, XEV {S.I)

oraz warunki brzegowe

Pi=05ny=pi, my=ppn;=my, Xed,, (5.2)

=, w=g;, Xed,.

Odksztatcenia y; oraz skladowe tensora xj; winny spetniaé warunki nierozdzielnosci.
Wprowadzimy pole naprezen o7j, uj; rozne od pola oy, u;. Od pola naprezed o,
uj; zadamy spefnienia réwnarn réwnowagi

055,;=0, epohtul, =0, xeV (5.3)
oraz warunkow brzegowych A, (tych samych, jak dla pola a;, u;)
pr=chn=p, mi=uhin=nm,, xeAd,. (5.4)

Nie zadamy spelnienia przez pole o7;, ,uj,} warunkow kinematycznych na A, oraz warunkow
nierozdzielno$ci.

Oznaczmy przez F(oj, pjy, 0) i F*(c}, uj;, 0) energie swobodne zwiazane z polem
Gjis Wy OTAZ O, [y, & przez Fof—oy, pji—uy;, 0) energie swobodng zwigzang z réznica
naprezeni o —o ;i pj—p-

Wymienione trzy postacie energii stanowia forme kwadratowa dodatnio zdefiniowana
swych argumentéw. Dla energii swobodnej wyrazonej w czlonach naprefeni oj; i napre-
zef momentowych yuj; oraz temperatury 6 otrzymamy nastgpujace wyrazZenie:

F (0}, jir 0)=1'045005+2'0450065+ 5 Oy Opnt+

(5.5)
] + ﬁ’ 02
+Y Ranhan +8 teplp + > P M 301 Oo g —m 07,
Latwo sprawdzié stuszno$é nastepujacego zwigzku:
F(G.Ti_aﬁ ] ”_Ti—‘#ﬁ 3 0)'—"F*(0';‘ ’ iu:i ) B)ﬁF(a-j[ s Hjis 9)'—' (56)
_(GE_Uji)(YJI_ar 955;)—(#;1—.";;) Kj—Mg 6*>0.
Nieréwnosci tej mozna nadaé postac
W,(O’:-:- = U-ji E P;*I—‘auﬁ) = wl?*(o-;' ] lu'::) = Wa(dﬁ 1 .rujl} e (5 ?)

== (‘7}‘: 0 ji)()’ i 00;;)— (P}; — i) k>0,
gdzie przez W, oznaczamy pracg odksztalcenia, wprowadzona w punkcie 4. Scatkujmy
powyZsze wyrazenie po obszarze ciala. Otrzymamy

H;-H,- I[(U:i_aﬁ)(?ﬂ"ar 95:‘})""(!‘;_“}5) K;]dV>0. ¢.8)
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Wykorzystamy zwiazki
}lﬂ_—._ul-lj—gkﬂwk‘ Kjl'zajf,j

i przeksztalcimy catke wystgpujaca w nierdwnosci (5.8). Ostatecznie otrzymamy naste-
pujaca nierdwnosc:

HY—H,— [[(pf—=p)us+(m{ —m) o] dA+
g (5.9)
o _[{a;'.j”i+(.u;!:'.j+Bijka_:“k)wi_gjf.jui_{“ﬁ._f+£ijkgjk)wi}dy>0‘

vV

Catka objetosciowa jest réwna zeru, ze wzgledu na réwnania rownowagi (5.1) i (5.3).
Ze wzgledu na identycznoéé warunkéw brzegowych (5.2) i (5.4) na powierzchni 4,, catka
powierzchniowa w wyrazeniu (5.9) ograniczy si¢ do powierzchni A,.

Nierdwnosci (5.9) mozemy nadac postac

HE— | (pf uj+mf ;) dA+a, | O dV >
g £ (5.10)
>H,— [ (piui+mo)dA+a, | 0o, dV.
AII V
Lewa strona tej nierownoéci przedstawia prace komplementarng /7* pola J;-",, ,u}:-; prawa —
prace komplementarna /7 pola a;, i

n*=1. (5.11)

Praca komplementarna /7 odnosi si¢ do stanu naprezen, w ktérym speinione s warunki
rownowagi, warunki brzegowe oraz warunki nierozdzielnosci, praca komplementarna [7*
do stanu naprezen, w ktérym spelnione sa warunki réwnowagi oraz czg§¢ warunkéw
brzegowych, mianowicie na brzegu 4.

Nieréwnosc (5.11) wskazuje, ze energia komplementarna /7 stanu naprezenia, w ktorym
spelnione sg warunki rownowagi i wszystkie warunki brzegowe jest mniejsza od energii
komplementarnej stanu naprezenia, ktére spelnia réwnania réwnowagi i jedynie czgs¢ wa-
runkow brzegowych.

6. Rozszerzone twierdzenie wariacyjne E. Reissnera

Bez trudu daje si¢ rozszerzy¢ nader ogdlne twierdzenie wariacyjne E. REISSNERA [12]
Z teorii symetrycznej sprezystoSci na zagadnienia niesymetrycznej termosprezystosci.
Rozpatrziny nastepujacy funkcjonak: I(yy, xcj, u;, @y, a5, i), gdzie

= }!{H/n‘_"'a?kk—'xi =Y w—0y [?;‘i‘(“i.}‘%f wk)]—#ﬁ(h'ﬂ_mf. j)} dv—

(6.1)
— [(pius+m;w)dA— [ [pu,—10)+mw,—@;)]dA .
Ao Ay
Tutaj
| B
Wo= 100 Vaisy + %P cigs Yeigy + VK Kajy + 8K gy Kigy + 5 Tk Yot 5 K Kan (6.2)
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Tutaj p; i m; sa zadanymi sitami i momentami na 4,, ii;, & — sktadowymi wektora prze-
mieszczenia 11 i wektora obrotu @ na 4,.

Rozpatrzmy warunki konieczne na to, aby funkcjonat I byt stacjonarny. Przyréwnujac
pierwsza wariacje I do zera i uwzgledniajac to, e funkcje yy, ki, w;, @, 0, p; doznaja
wirtualnych przyrostéw w obszarze V, podczas gdy przyrosty funkcji u;, w; moga byé
dowolne na 4,, a przyrosty wirtualne funkcji p;, 11, moga byé dowolne na 4, otrzymamy

s 0 } aw& ‘5\ {}WE 5 o -

ol = —-J {'g};ﬂ fji"'éx_jl Kji—V00;; 0y ;i — X 0u;— Y, by —

¥

s 50’;.‘[?;‘1 ~(uy, j= & ;)] =05 8y ji — (Ou;, 581k 00;)] =0k =y ) —  (6.3)

—;fﬂ((sffﬁ“ fstg. J)} dV — J~(ﬁl 5”( + mf 5mf) dA— [ [(Sp;{“; = ﬂ.) +
Ag

Ay

+omyw;— ;)] dA

Dokonujac catkowania przez czesci, wykorzystujac przeksztalcenie Gauss’a oraz odpo-
wiednio grupujac otrzymamy

(3 = o 0\5 + ow. ) (X + 0
e =T =0 ¥ e MR 1 )
a?ﬁ Jji if } ]‘_;l (aK‘“ JN_,":) KJ'I i oji'. j} U;

v

= (Vi i, g+ & 0 ) O+ (7 i — g, j+ &g jy @) 00+

+(K—w;, ;) 6;1;;} dv — j[(p,v—ﬁi)ﬁu,-—k(m;—r?i;) dw;]dA— (6.4)
Ao

—‘Aj [(ul —ﬁ'l)(sp;+(wl —C?}l) (s"l[] dA.

Z réwnania (6.4) otrzymujemy w wyniku niezaleZnosci od siebie poszczegdlnych przyros-
téw Oy ; 0Ky, Ouy, dw;, 60, Oy nastepujacy ukiad réwnan Eulera problemu wariacyj-
nego:

o5+ Xi=0, epoptp; +Y=0, xeV,

V=g, = e, K= ;, X€eV, (6.5)
aw, aw,

— —=gu+6,,v0, —=p;, xeV,

ayﬁ i ij ah_ﬁ -iJI

pi=p;, m=m;, Xe€4d,, (6.6)
w;=0;, =0, Xed,.
Jest to podstawowy uklad réwnar teorii niesymetrycznej termosprezystosci. Rozszerzone na
zagadnienie niesymetrycznej termosprezystoéci twierdzenie E. Reissnera glosi, Ze ze wszy-
stkich standw naprezenia o j; stanéw naprezesi momentowych s, standw przemieszczen u;
i obrotdw w;, spetniajacych warunki brzegowe (6.6) i réwnania réwnowagt (6.5) w rzeczy-
wistoéci wystapi ten, ktéry wprowadza funkcjonat 7 do minimum.
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7. Twierdzenie o jednoznacznoSci rozwigzan zagadnien termosprezystoSci

Rozpatrzmy cialo jednospdjne V, obciazone sitami zewnetrznymi i poddane dzialaniu
pola temperatury. Niech we wnetrzu ciata dzialajq sity i momenty masowe oraz Zrédta
ciepta. Niech na A4, zadane begdg przemieszczenia u; i obroty w;, a na 4, obcigZenie p; i mo-
menty m;.

We wnetrzu ciala obowiazuja réwnania réwnowagi, wyrazone przez przemieszezenia
u; i obroty w;, zatem réwnania (1.8). Warunki brzegowe podane sa wzorami (1.10),

Zalézmy teraz, Ze istnieja dwa rdézne rozwigzania u;, @; oraz u;, w; réwnad (1.8).
Tym samym mamy dwa rézne pola napreZen aj;, uj; oraz a3, uj, jak i rdine pola
odksztateen y7;, & 1 75, K.

Wprowadzamy oznaczenia

uf =uj—uy, 0f =0}=0y', Yi=Vi— Vi, Kip=1G—xj, (7.1)
OH=0G— 0y By =My — M -

Widoczne jest, Ze naprezenia o7;, 4} spetniaja jednorodne réwnania réwnowagi

ok =0, euoht+uy;=0, xeV. (1.2)

Odksztalcenia i napreZenia wyrazaja si¢ wzorami
VESUS — 0, Kp=p;, XeV+4, (7.3)
0?}=2ﬁ?31;+2“?:u>+)-'}’;t 0, XeV+A4, (7.4)
Wiy =29k + 268+ B 8,5, XEV A (7.5)

Roéwnania rézniczkowe termosprezystosci (1.8) staja si¢ dla u¥, o réwnaniami jednorod-
nymi. Réwniez przynalezne tym réwnaniom warunki brzegowe (1.10) staja si¢ jednorodnymi.
Mamy zatem uktad réwnan rézniczkowych

(A+2p) grad divu™* — (u+a) rotrotu * +2xrot@* =0, (7.6)
(B+2y)graddive* —(y+e)rotrot @* +2arotu * — paw* =0, xeV (1.7)

oraz warunki brzegowe
uf=0, of=0, xe4d,, (7.8)
pi=05n;=0, mf=pin;=0, xeA,. (7.9)

Réwnania (7.2), (7.6) +(7.9) odpowiadaja ciatu, w ktérym brak sit i momentéw masowych
oraz, w ktérym temperatura jest réwna zeru. Rozpatrzmy catke

I= vj (a5 yji+ w55 dV . (7.10)
Zwazywszy na zwigzki (7.4) i (7.5) przedstawié mozemy ja w postaci
A
I=2 j (v in Yoo + ey ??u‘)‘i”E Vek Yon+ (7.11)

v

o * % B *
+ VK iy Ky + €K Gy h<,-_,>+-5 K x,m) dv .
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Wyrazenie podcatkowe wyraza podwdjna prace odksztalcenia, odniesiona do jednostki
objetosci ciata, Wielkos¢ ta jest stale dodatnia. Catke (7.10) przeksztatcimy wykorzystujac
zaleznosci (7.3)

I=VI [(o%: “?)’j +(H}‘i ol),;] dvV -

(7.12)
—V]' [a}‘t.juf+(eijkd;‘+pf;‘j)] dv .

Ostatnia catka po prawe;j stronie jest réwna zeru ze wzgledu na réwnania réwnowagi (7.2).
Do pierwszej calki zastosujemy przeksztatcenie Gaussa. Zalozy¢ tu winniémy, ze funkcje
o, Wis Vi 3 53 funkcjami ciagltymi i ograniczonymi klasy C'”, oraz ze mamy do czy-
nienia z obszarem jednospéjnym. W rezultacie otrzymamy z (7.12)

I= [(pfuf+mfwl)dA. (7.13)

A
Ze wzgledu na jednorodno$¢ warunkéw brzegowych (7.8) i (7.9) na A4, 1 A, catka powierz-
chniowa przyjmie warto$¢ rowna zeru. Poniewaz /=0 w calym obszarze, a wyraZenie

podcatkowe w wyrazeniu (7.11) jest funkcja kwadratowa dodatnio okre$lona jego ar-
gumentow, to

153=0, k3=0, xeV. (7.14)
Ze wzgledu na zwiazki (7.4) i (7.5) jest rowniez
o5=0, u3=0, xeV. | (7.15)
Mamy zatem do czynienia z jednoznacznoScia odksztalceri i naprezeri
Va=Yis Kp=Kj, Op=0p, HKg=Uj. (7.16)

Wstawiajac y5=0, x};=0 do zwiazkéw (7.3) otrzymamy uktad réwnar rézniczkowych
czastkowych, Rozwiazanie tego réwnania doprowadza do réwnosci

w=u', o= (1.17)

jesli cialo jest na A, podparte. Jedli cialo znajduje si¢ w réwnowadze pod wplywem sit
zewnetrznych rozloZzonych na powierzchni cial, to otrzymamy

u,=u{' +czlon liniowy, w;=w; +czlon liniowy . (7.18
Czlony liniowe wyrazaja tu przesunigcie i obrot ciala jako calosci, jako bryly sztywnej.
8. Twierdzenie o wzajemnoSci prac

Twierdzenie to dla ogdlniejszego, dynamicznego zagadnienia niesymetrycznej termo-
sprezystoéci wyprowadzono w pracy [10]. Tutaj dla zagadnienia ustalonego podamy inny
tok wyprowadzenia, oparty na analogii sit masowych.
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Roéwnanie o wzajemnodei dla zagadnienia izotermicznego ma postaé

[ (XFui+ YY) av + [ (pfuj+mfo) dA=
| 4 A

= [ (X{*u+ Y 0) dV+ [ (pifu+m*o)dA . (8.1)
V A

Tutaj X}, Y, pf' ym{ odnosza si¢ do pierwszego stanu obciazeri, wywolujacego przemiesz-
czenia w; i obroty w; X7*, Y/*, pi*, m;™ do drugiego stanu obcigzen, ktérego wynikiem
jest powstanie pola przemieszczen u; i obrotow wj.

Rozpatrzmy teraz ciato, w ktorym jako pierwszy stan obciaZen wystepuja X;, Y, p;, m;
oraz temperatura 0, ktére powodujq pole przemieszczen u; i obrotdw w;. Drugi stan przy-
czyn i skutkéw oznaczymy ,,primami”,

Wykorzystujac analogie sit masowych (2.8) dla obu ukladéw przyczyn i skutkéw,
otrzymamy

| [(X=v0.) ui+ Y] dV + [ [(pi+vn; 0) uj+m; o] dA=
v A

= [ [(X'=v0) u;+ Yioy] dV+ [ [(pi+vn0') up+mjw;] dA .
v A
(8.2)
Przeksztalcenie tego réwnania prowadzi do zwiazku

| (Xjui+ Y, 0p) dV + j(p;u{+m;w})dA+vjﬂ'y;,‘dV=
v A ¥V
= [ (Xju+ Y/o) dV+ [(pju;+miw) dA+v [ 0y,dV. (8.3)
¥V A %

Réwnanie to przedstawia twierdzenie o wzajemnoséci prac, rozszerzone za zagadnienia
niesymetrycznej termosprezystosci.

Rozwazmy ciato ¥, wolne od sit masowych (X;=0) i momentéw masowych (¥,=0),
dalej swobodne od obciazen na 4, (p;=0, m;=0) oraz utwierdzone zupelnie na 4, (v,=0,
;=0). Poszukujemy sktadowych u; i @; w punkcie (§) ciata, wywolanych dziataniem pola
temperatury 0(x).

Jako drugi ukiad sit przyjmiemy dzialanie sity skupionej X/ =dJ(x—&)Jd, zaczepionej
w punkcie (&) i skierowanej w kierunku osi x;. Przyjmiemy zatem, ze ¥/ =0, 8'=0, xe V.
Zakladamy dalej, ze sktadowe u} i @] sa réwne zeru na A4, oraz ze obciazenia p} i momenty
mj s3 rowne zeru na A,. Dzialanie sily skupionej X{ =d(x—E)d; wywola w ciele przemiesz-
czenia UP(x, &) oraz obroty 2 (x, &). Zakladamy, Ze funkcje te otrzymamy z rozwia-
zania rownan (1.8), tak ze w dalszych rozwazaniach przyjmiemy, Ze funkcje te sa znane.
Stosujac do obu ukiadow obciazen twierdzenie o wzajemnosci otrzymamy

"'Vf 0.(x) ypX(x, &) dV(x)=y_f O (x—E) dyuy (x) dV (x),
skad
u (E)= V,J 0(x) UP(x, &) dV (x). (8.4)
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Tutaj przez 7,5 = U{¥(x, &) oznaczono dylatacje w punkcie (x), wywolang dziataniem sity

X{=0(x—&)dy, umieszczonej w punkcie (£). Rozpatrzmy nasze cialo nie zmieniajac
pierwszego ukladu obcigzen. Stawiamy sobie jednak inne zadanie, mianowicic wyznaczenia
wielko$ci w; w punkcie (§), wywolanych dzialaniem pola temperatury.

Jako drugi uklad obcigzen (uklad z ,,primami”) przyjmujemy dzialanie momentu
masowego Y; =d(x—§)d, o wektorze skierowanym w kierunku osi x,. Zakladamy dalej,
ze X;=0, 0'=0 oraz ze na A, jest: u;=0, w;=01i zc na A4, jest: p;=0, m;=0.

Moment masowy Y/=d(x—E&)d; wywoluje w ciele przemieszczenia u;= V¥ (x, E)
oraz obroty wj= A" (x, &). Funkcje te znajdziemy z rozwiazania uktadu réwnan (1.8).

Stosujac do wyzej omowionych stanéw twierdzenie o wzajemnosei (8.3) otrzymamy

v [ 0(x) V¥(x,8) dV (x)= [ d(x —E) Sy ;(x)dV (x),
¥ v
skad
Wy (é):vyj 0(x) VUx, &) dV (x). (8.5)

Zwiazki (8.4) i (8.5) stanowia uogdlnienie twierdzern N. M. MajszieLa [13] na zagadnie-
nia niesymetrycznej termosprezystosci. Przy przejsciu do symetrycznej termosprezystosei
nalezy w rownaniu (8.3) przyjaé, ze w;=w;=0, Y;=Y/=0, m;=m’'=0. Réwnanie Maj-
ziela redukuje sig do réwnania (8.4), w ktérym przemieszezenic U}'“(x, E) wyznacza sig
z réwnan przemieszczeniowych symetrycznej termosprezystosci,

9. Uwagi koncowe

Wyprowadzone tu twierdzenia odnosza si¢ do przestrzennego stanu naprezenia ciala.
Mozna by je oczywiscie formutowaé dla prostszych standw naprezenia, na przyklad dla
plaskiego stanu odksztalcenia (gdy wszelkie wielkoéci deformacji i naprezen zaleza jedynie
od dwu zmiennych) wzglednie dla wogélnionego stanu naprezenia (w plytech). Nie czy-
nimy tu tego ze wzglgdu na ograniczona objgto$¢ pracy. Nalezy jednak zwrdci¢ uwage
na kilka nader prostych stanéw deformacji, dajacych pewien wglad w prace ukfadu.

Pierwsza uwaga odnosi si¢ do nader prostego stanu. Mianowicie zalézmy, Ze ciato jest
na swej powierzchni zupelnie utwierdzone, a temperatura jest stala w obszarze ciata.
W tym przypadku réwnania rézniczkowe (1.8) staja si¢ jednorodne, przy jednoczesnej
jednorodnosci warunkéw brzegowych (1, =0, ;=0 na 4).

Rozwigzaniem ukladu réwnan (1.8) moze byc¢ jedynie #;=0, w,;=0 w calym obszarze V.
W konsekwencji mamy y;=0, x;=0, x € V. Ze zwiazkow (1.4) i (1.5) wynika, ze u;=0,
x eV, oraz ze

0ji=—v05;; . (9.1)

W ciele wystepuja stale naprezenia $ciskajace (jesli 0>0). Tensor g ; jest w tym przypadku
symetryczny.

Druga uwaga odnosi si¢ do ciala jednospdjnego, w ktérym istnieje pole temperatury
6(x). Zapytujemy si¢ jaki powinien byé rozklad temperatury, aby w ciele nie powstaly
ani naprezenia o j;, ani naprezenia momentowe 2 ;. Przyréwnujac do zera wielkosci o1 uj;
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w zwiazkach (4.1) i (4.2) otrzymamy
Ki=0,  ¥i=Yap=%0:;0. 9.2)

Zakladajac, ze ciato na swej powierzchni jest wolne od obciazen, a wewnatrz ciala brak sit
masowych, stwierdzamy, Ze réwnania réwnowagi s spetnione.
Pozostaje jeszcze spelnié réwnania nierozdzielnosci

Ein Kok — kit Kik — Vi b= Vi, 1 =00 Kij i =Hyj,0 0 9.3)
Drugi uktad réwnan jest od razu spetniony, a pierwszy prowadzi do uktadu réwnan
0;;=0 (nie sumowac gdy i=j). 9.4)
Réwnania (9.4) beda spetnione, gdy rozkiad temperatury bedzie liniowy
B=ay+a;x;.

Trzecia uwaga odnosi si¢ do zmiany objgtosei ciata, wywolanej dziataniem pola tempera-
tury. Zakladamy, Ze cialo jest jednospdjne, a powierzchnia 4 wolna od obciazen. Zatem
X;i=Y,=0,x€e Voraz p;=0, m=0, xe 4.

Przyjmijmy teraz drugi uklad przyczyn i skutkéw w tym samym ciele. Przyjmijmy,
2e w ciele panuje stan izotermiczny (0’ =0) oraz Ze brak sit masowych (X = ¥/ =0). Zalézmy
dalej, ze powierzchnia A jest wolna od momentéw (m;=0), a jedynym obcigZeniem dzia-
tajacym na cialo, to wszechstronne jednostkowe rozciaganie. Stan wszechstronnego roz-
ciggania ciata powoduje powstanie w nim naprezeri normalnych o;=d;;. Na powierzchni 4
dziata¢ bedq obcigzenia pi=ajyn;=d;;n;=n;. Dla opisanych tu dwu ukladéw przyczyn

skutkéw zastosujemy twierdzenie o wzajemno$ci w postaci (8.3)

dj nudA=y | Oy, dV . 9.5
&

Catka powierzchniowa oznacza przyrost objetosci AV. Poniewaz miedzy dylatacja v,
a inwariantem stanu napreZenia oy, istnieje zwiazek

T = 3K Vi » 9.6)
zatem

AV =3u, [ 04V . )
Vv

Przyrost objgtosci otrzymamy droga catkowania rozkladu temperatury po objetosci ciata.

Pole temperatury wywola w ciele symetryczny tensor napreZenia, naprezenia momen-
towe beda réwne zeru.

Mnozac réwnanie réwnowagi g, ;=0 przez x; i catkujac po ¥, otrzymamy

yj x;o'ﬁ_jdlf=y_[ [(0)ix) ;= 8;;0,;] dV =0

albo :
J‘aﬁﬂ_’xidA= Iakkdy' (9.8)
A 3

Calka powierzchniowa jest réwna zeru, gdyz zatozylismy, Ze na 4 brak obcigzer. W re-
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zultacie otrzymamy interesujacy zwiazek

VI Thi dV =0 . (9.9)

Zauwazmy, Ze wszelkie tu przedstawione proste rozwigzania szczegélne sa wspélne dla sy-
metrycznej i niesymetrycznej termosprezystosci.

Ostatnia uwaga odnosi si¢ do ciala nieograniczonego, w ktérym dziataja Zrédla ciepta.
Przy zalozeniu braku sit masowych catkg szczegblna réwnan (1.8) bedzie

U=0,. (9.10)

Jesli wstawi¢ (9.10) do (1.8), to réwnania te beda spetnione, gdy
w=0, V&=ml, m=v(i+2u) . .11)
W tym przypadku jest u;;=0, x;;=0, w;=0 oraz

Vi=Yin=Pii» =P, (9.12)
01j=0()=2u(P;—0;; D) .

W przestrzeni nieskorniczonej powstana jedynie symetryczne czesci tensora naprezenia i od-
ksztatcenia. Uzyskane wyniki (9.11), (9.12) sa identyczne z wynikami otrzymanymi w ra-
mach symetrycznej termosprezystosci.

Praca wplynela 30 listopada 1966 r.
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VARIATIONAL THEOREMS OF ASYMMETRIC THERMOELASTICITY

Summary

In this paper the author presents three theorems of non-symmetric thermo-elasticity, a theorem
of minimum potential energy, a theorem of minimum complementary work, and variational theorems
of E. Reissner as extended to thermo-elasticity.

The principle of virtual work led to analogues of lorces and mass moments. These analogues have
in turn been used to derive a theorem of work reciprocity.

Finally, the paper gives a theorem of unicity of the solutions of thermoelastic problems and
gencralized Majziel formulae for problems of assymmetric thermo-elasticity.

In conclusion, there are remarks on extremely simple states of thermo-elastic deformation of a
solid body.



