ASSOCIATION INTERNATIONALE DES PONTS ET CHARPENTES
INTERNATIONALE VEREINIGUNG FUR BRUCKENBAU UND HOCHBAU

INTERNATIONAL ASSOCIATION FOR BRIDGE AND STRUCTURAL ENGINEERING
SUB Hamburg

MLTNATAm

A/4B3486

TROISIEME CONGRES
DRITTER KONGRESS
THIRD CONGRESS

LIEGE
13-18 SEPTEMBRE 1948

a,‘ ‘__: > /(

Biicherei
Strom-und Hafenban Hamburg

B.-Nr. .?f;_EL:E_".j...‘:T-.',.Z..; g 2344

e

™ 2 o o
Sign. (o AUEGs e
: Feyiosd
L
13.X.0% Wa

PUBLICATION PRELIMINAIRE
VORBERICHT
PRELIMINARY PUBLICATION

(48092



IVb2

Flexion et flambage
d'un certain type de plaques continues orthotropes

Biegung und Beulung
eines bestimmten Types von durchlaufenden orthotropen Platten

Bending and buckling
of some types of continuous orthotropic plates

PROF. D" W. NOWACKI
Gdansk

Flexion des plaques continues

I. L’équation différentielle connue de flexion d'une plaque ortho-
trope (') est posée comme suit

0w o'w 9w
Dm"awT‘I—QHW*f‘ Dya—r—zp (1)
_m,m, n? D —_ MM @ h? C—#Goﬁi
, = ———t =

> mem, — L oy m,m, —1 V12 2

D, D, =
QH_'m_,+-ﬁ1_:+4C m_l.hz__.m,,Ey

ou E,, E, sonl les modules d’élasticilé suivant les axes z el y;
m,, m, sont les nombres de Poisson pour ces directions ;
G, est la constante des matériaux (le corrélatif du module d’élas-
ticité transversale pour plaque isotrope).
Les forces de section sont unies & la flexion dans (2, y) au moyen des
relations suivantes (fig. 1):

(1) M. T. Hupen : 1. La théorie générale des hourdis en béton armé (Czasopismo techniczne,
Lwéw, 1914); 2. Teoria plyt. (Tow. Naukowe, Lwdéw, 1921); 8. Probleme der Statik fechnisch
wichtiger orthotropen Platten, Warszawa, 1929,
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Dans le cas de plaque iSotrope

T

D, =D, =D m,=m,=m C= I
] m

5 D.

II. Considérons I'élément de la plaque continue, limité par les droiles
¢=0, x=a, uinsi que par les droiles y=0, y=>0 (fig. 2). Sur les
droites d’appui y=0, y=D0, =0, x==a se produironl les moments
fléchissants et de torsion. Les moments {léchissants M, (z, 0) sur les lignes
d’appui y==0, y==">, ainsi que les moments M, (0, y) sur les lignes d’ap-

ui =0, z=a seront considérés comme grandeurs hyperstatiques.

Pour déterminer les moments M, (2, 0) el M.(0, y) nous allons pro-
fiter des conditions de continuilé¢ de la plaque sur ces appuis.

Cependant, avant de poser les équations condilionnelles on doit étu-
dier le systéme fondamental de la plaque & appui libre le long de ses bords,
uniformément chargée du poids p ainsi que par le moment

(z, 0) S‘ Kn sin

le long de I’aréle y=0.

a) Charge de la plaque par le moment ) Kn sin (fig. 3).
T
-— Pour ce genre de charge aux données
y=unb z=Eb b == ca
. D, H
gt = 5 =

b, *. DD,
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nous amenons I’équalion (1) & l'expression sans dimension

u

+2“ aEzaf!_F ¢ aILJ"O (3)

Admeltant que

\ :
W= 2‘ Y, (1) sin nwat
n= 12
nous lransformons I'équation (3) en
YN —2ov* Y, 4+ v'Y, =0 Y= ENwo (4)

L'équation caractéristique
M—2pvr4+v=0

donne quatre racines.

L p>1 Mo =k Ppa==zk) M=V l/P == VF’S =1
11 p=1 Pig =1 Pyi=—V

111 e < I'ye =09 o= f‘?r Vggy=— {‘?I == itp?) Prea=— ¥ l/f'!%&'
ol M=+ 0p,.

Nous allons considérer le premier cas uniquement; nous obtiendrons
I'intégrale du deuxitme cas au moyen de passage aux limiles; le passage
du premier cas au troisitme s’effectuera par voie de substitution

Aa=y i, .
Pour p > 1 la solution générale de I'équation (4) sera

Y, ()= U,, cos hyn - Us, sin Ay, = Uy, €08 han = Uy sin Ay (5)
Les conslantes d’intégration U,,, ..., U, seront délerminées par les
condilions des bords de la plaque
Y, (0)=0 Y.(1)=0 Y'(0)=— "I'; b yry=o
¥y
Nous lrouverons
I, b? 1 .
iy == — ! L { =1 te )
Uy 5 I)yv Vé—_—j-—i H Jon Jin CIB A
Up=—U Uwp=U,ctgls: (6)

L’inclinaison de la surfuce de flexion de la plaque le long de I'aréte
y=0 et de y="> donne

ow b xa ; . ow X b N o e "
= = — K,b,sinnwa; —— —_——— K, W, sin nraug
ay ye=10 I)&I' n=12 ay ye=b Dy n ;,2
(7)
) . _-1ye : S
b, = 1 ), €08k, $in kg — A% €0S )y Sin ), ()

9 42 I/P_xji ’ Sin hy sin
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v 1 hesinhy — A, sinhy )
T g Vot —1 sin A, sin J, '

L’angle d'inclinaison de la surface de flexion aux arétes £ =10, x=a

w

. dw =
Z nY, (n) oz ... a

= 1,2 izl n=

dw

0z

Ms

:f.—a

n(—1)"Y, (a) (10)

sera transformé par le développement de la fonction Y,(n) en série de
Fourier, en série double infinie

cw 4 W
=% [ K,A ,sini=
ax /.‘l’:ﬂ D.t‘ 2 IE E n
o0
e

dw a x it B
el = E K, A;, (— 1)" sin imq

ol
i 1
Ap=—= Y P%l‘ (11)

T (g +(5)

b) Charge par le moment M=ZK,, sin nwef le long de l'aréte y=»b

(fig. 4).

Sans changeriilles conslantes d’intégration U, ..., U,, (équation 6)
il faul dans la fonction Y,(n) (équation 5) poser ' =1—n au lieu de 7.

En conséquence

ow ow
e \Jr hiondt —— 5N |4
P - D, ’Z K, ¥, sin nmat 5 /y=o E K, @, sin nnof

"'Iﬂ

aw a o ] ' . '
Oz x=o=_ D_Z ZK‘" (— 1)' Ay, sin imn

4 En

aw a o | . o
E/x—n_r_- T Z ZI{” (— 1) A(.n Sin Iwn .

n

e —— P o - W

! it Y ir7"'—1—r'—y
Z Kq sin nnﬂg'lr: | ZE;sinien ||
[
|

I N

F—

b

Fig. 4. Fig. 5.
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¢) Le moment M=ZF}, sin imn agit le long de Uappui x=0 (fig. 5).
i

-]
Admellant que w= 2’/.‘ sin imn
n

nous amenons 1'équation (3) A I'expression
XV — 200X 4 X =0 G=T
Pour p >1 nous obtiendrons la solution générale
X, (§)==Uy; cos p§ + Uy sin py& - Uy ¢08 paf - Uy, sin Pab (12)
ma=8 S T 1.

Des conditions des bords

1 T al
X; (0) = () Xf (7) =0 X‘"(O) o E],:)ﬂ'. X;" (l) =10}

&

nous obliendrons

E; a* 1 A
UH == m— 2 l; h}g = VP—!_.-.{ Uﬂ —_ U” Cl.g /.] U3(= —_— Uli
Uy=U,eclg %, (13)
] 3
W= X‘iu'! — ..I.ii. :
o o
Ensuite
ow B s 2 b v T A R\ T
-&—/hu =—]~)-: 2{4]‘;; P, sin iny Tl T, ZD, Y, sin imn
ol
D — 1 %, cos & sin Ly, — 1, cos Ly sin L,
¢ gt VeF —1 sin £, sin X, !
T 1 . T, sin 4, — %, sin L, (14)
=gt Vi — 1 sin /£, sin 7,
Et enfin
ow b W i 5
. == [; B, sin imag
ay y=0 Dy 12 Z
?)w/ b W N,
= E; B;, (— 1) sin inaf
9y [y=o D, :z Z ‘
ol
2
B, = e 921 . (15)
ﬁi f:'. <

142 F’( ﬂ':a )*_‘_( m:a H
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\\

d) Charge de la plague par p==consl. (fig. 6).
La surface de flexion est traduite par I'équation

w= 41’)’:‘ i (—'1-—)5-1- Y, (n)} sinnmat T, =(nl—_)° 4+, (n). (16)

n=
n= 143

Iei la fonetion Y,(n) est identique & la fonction Y,(x) de 1’équa-
tion (8).
Nous déterminons les constanles d’inlégralion des condilions aux
limites suivantes
Y(0=0, Y'0)=0, Y.1)=0, Y.,/ 1)=0.
D’oti pour p>1

: H 1 — cos ),
- —] ——— ! =T —_—
U ( nw ) 9 2 I"f.sz =7 Uen U sin ),
%% A cosh, —1
pe— | | ~—-—l—- - — 3 __‘__E = ! .
U3H Lln )\?2 ] Udn )\22 Sill ).2 Llf! (17)
L’inclinaison de la plaque aux aréles y=0 el y==10 sera amenée 2
'expression
0 1pb®
r—w/ p—— iw—/ . 3pb Z 0, sin nwal
oy y=0 ay w=b D-"' no= 1,3
e coshy—1 . cosk —1
v 28 IJFPE —] [ $ sin igr— oo sin )\1 ] (18)

Dans la suite de nos considérations nous allons profiler du dévelop-
pement de la surface de flexion de Ta plaque en série

1pb'
‘Di’ 1;13

(%)5_]_ X (E)]sin I-'ﬁ'q-. (19)

L’inclinaison de la plaque aux arétes x==0 ainsi que z=a donne
pour p >1

ow w 14 pat & o
'a_-?:-/;:n__ E = o J)_r i;:i 8‘- 8In iwn
olt
: g, coshy—1 ., cosk —1
0, = e o 3 g cosfy—1
) e ) — 1 v l/' sin 7, hy sin 7, l (20)
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et les conslantes d’'inlégralion

o} o ¥ -,
U”—_—_ (—1 ) ——————’('2 H U.“ = U“ l _ C(.)h f-l t
in ] 94t I/Pt 1 sin /, '’
L3 L2 cos T, — |
[‘IRI Uh x!z Lh [J[l *}:29 sin .X'z (21)

IIT. Considérons les deux aires contigués de la plaque continue; 1’aire
r & la caractéristique d’orthotropie p, et chargée de p,, ainsi que l'aire
r---1 & la caracléristique d’orthotropie p,y; et chargée de p,,; .

S g Pl AL S A
=1y |7 Y ety

e Srpr I e s

F41

r-9 r
VS VLI o4
= be—wlabp, =

Fig. 7.

Nous nous bornerons a4 une plaque continue aux aréles =0, z=ua
rigidemenl! encasirée.
Désignons par M™*, M’, M™ les moments d’appui M, en droites

o
r—1, », =1, en outre M" :EK,," sin nwaf el par M"Y, M™ les moments
L

M, aux ardles # =0, x==a de I'aive r ainsi que de 'aire r—--1; avec cela
£
M ZEE‘:” sin f.’aT.'f] .
1

La condilion d'encastrement rigide de la plaque & ['aréle z=a ou
bien =0 de I'aire r de la plaque donne

o dwrt!
83: /.‘l.:l’.l aad 0

d’ol
i oL K,," S K“M-l (_ 1 )r: .
TEQEE,,_'_,ZI-ﬁ 1+2p—_i_.?+ i 4
" *\ noe noe ) |,
LB (DT Uy L4 p,, 0t 07 =0 (22)
(i=12, .0, (n=1, 8,5, ...).

La condition de conlinuité de la plaque sur l'appui r-r conduil a

1’équalion
ow" / ow"+! /
e S —0
a}’ y="br + a}’ y=0
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ou bien &
2 QES*!
n S i
i ﬁr-rl o, 5 =
e D T
4l
o« Py Al Y
'—p"agz 2 (a ’1) nee \*
e
+ I(”:‘—I Bl' llj'“i' _i_ ](“:' (irj'.(l)nr + ﬁr-i-]ll-,"l"bl) _|__ ]{“r-i-l llf”l"i'l ﬁ?'-i-l
+4(pb,* 8, - p. % B0 ) =0 (23)
(n=1, 8,5, ...), (i=1,2, ..).
1 ]Jyu » br - - - - 0
fr= ¥an ou b, est la longueur comparative de la Iravée, el D,
v Yo

la caractéristique comparative de flexion de la plaque.

Dans le cas d’encastrement rigide de la plaque conlinue en droite
z=0 et d’appui libre en droile x==gq, il faut dans 1'équation (22) poser
Yrtt=( el dans I’équation (23) au lieu de 2E™', 2E/ la valeur seule
E™, E/.

Les grandeurs i, n prennent les valeurs successives 1, 2, 3, ... .

Enfin dans le cas de plaque continue librement appuyée le long des
aréles x=a, =0 l'équation (22) n’est pas applicable et dans 1'équa-
tion (23) il y a lieu de poser E;,=0. Nous obtiendrons de la sorte un sys-
ttme simple d’équations

Knr—lﬁrq‘rﬂr _I_ an (Br(b"r __I_ ﬁr+1(b“1\+1)
__l_K"r+1;jr+111r“r+1 + 4(prbrnsr6"r _|_ pr+1b=r+1;3r+1®"|+1)= 0 (24)
(n=1, 3,5, ...).
Pour une plaque rigidement encastrée le long des quatre arétes (aire
r+41) K,y =XK,"=K,, §"=0 el dans le cas parliculier de plaque carrée

a=b, a=1, de méme K,=E, .
Il en résulte le systéme d’équations

271 0 E; : 2
ot P o [ nae\? noe \'] 1 Eu (P, 4~ W,) 4 pa®0,=0
e [t2e (1) + (5

(n=1, 3, 5, ...), (i=15 8; Hpeilis
Enfin pour plaque continue & libre appui le long des droiles & =0,
z==a, nous obliendrons aux mémes indices géométriques et d’élaslicité
ainsi qu’d la méme charge p=const. des aires, 1'équation

K +26K KM =W, 6=5,/¥,
=15 2 a.a=—=1)

8 pb* v,

W, = U

"

que nous pouvons considérer comme équation aux différences non homo-
geéne du second ordre. Et voici la solution de cetle équation
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. W, ( 2 wz
K&5r=— STy { (—=1) [thSm w,— Ccosw,| 4+ 1 %
1 e
m:‘]ﬂ;— cr:—(.',,-}-—]/’c,,'j———l
pour
. W,  4pb’e,
P RISTR A g T T e,

Nous remarquons que dans chaque cas particulier le nombre d'équa-
tions est conforme au nombre d’inconnues. Les grandeurs K, E étant con-
nues nous pourrons délerminer la surface de flexion de la plaque, et par
conséquent les valeurs des forces de seclion des équations (2).

Flambage d'une plagque continue orthotrope & appui libre sur les arétes

x:oi r—a.

er-H
ryum i B4R E]:
| Yy n Y r+ y

x P x Frar Ix

) r r41
]]_ET:FL BipEs=E
r Tt
—br bryr—
Fig. 8.

I. Pour q > ¢, (¢, = charge crilique) la plaque fléchira et le long de
I'aréte y=0 se produiront les moments fléchissants et de torsion.
L’équation différentielle du probléeme

'w o' w o' w *w .
. OH-——n75 —_— ——— =0 28
D-‘ 61;2 + II ami ayi I— I)H ay-l —l_ (I am! ( F’)
A T'aide des valeurs comme dans 1'alinéa Ia sera amenée & l'expression

7' w o'w . 0w , *w qb?
o 423 0 0EF +e W + &'t e =0 DjE=—ry D, (25a)

Examinons tout d’abord le flambage d’une plaque rectangulaire libre-
ment appuyée sur {rois artles et le long de la quatrieme encastrée d’une
fagon élastique (fig. 9).

Admettant que

"
W= ZY“ () sin nwug
n

nous obtiendrons
YV —20° Y, + v —mtee’) Y, =0. (26)



528 IVb2. W. NOWACKI
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L’équation caracléristique
. r—2pv'r 4V (v — mfee’) =0
donne quatre racines.

Pour =1 nous obliendrons deux racines réelles et deux imaginaires

<

e
]"1,2=-:|:i'?1| l.a..‘:j:im, In|.2=!)vl/Pi_':l+0i‘o

we \?
D= ——) © v ==nmoe .

Y
La solulion générale de I'équation (26) sera la suivanle
Y, (n)= U,, cos myn— Us, sin myn + Uy, cos myn =+ Ugasin may (27)
mtm?=2v)pr —1F+38 m?P—m’=2+p. (27a)

Les conditions aux limites du probldme

r : rn K"bg "
LO=0 Y, ()=0 Y/ O=—=— Y/ (1)=0
¥
conduisent aux conslantes d’inlégration
K,b? 1
Uy, =— L Uyy=— Uy,

D, m?-m’
Uy =—TU,, ctg m, U ="U,clgm,.

Les équations suivantes déterminent l'inclinaison de la surface de
flexion aux arétes y =0, y=»b

ow b\ = =  m,clgm, — m,ctgm
e _— I i = 1 ! 2 2

3y /y:o D, ﬂE {, D, sin nmak ®, =) ] e (23)
ow B e o m, cosée m, — m, cosécm
== = e U si ¢ 0 8 2 ! !
3y L:b D, ZK, I, sinnrat W, mE T my?

(29)

Remarquons qu'a 8=0, c’est-d-dire q=0, les grandeurs b, —> D, ,
¥,—>W,.
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Pour encastrer rigidement la plaque en I'aréle y =0, nous obtiendrons
oo Ow il : —
de la condition &37/ = 0 l'équation du flambage de la plaque &,=0.
% i 2

Celle li(lllﬂ.li()n My elg my =m, clg my, ainsi que les relations (27a)
vonl nous délerminer co la quanlité infinie des racines 3.

II. Revenant au flambage de la plaque continue nous adopterons i
q > (i les momenls M,"(z, 0) comme valeurs supplémentaires du sysiéme.
La condition de continuité de la plaque aux appuis donne

Bw"/ Bw"*"/
il 2= )
oy y=br-+ 0y | ymo

Nous obliendrons le systéme d’équalions homogénes

K, W+ K (@00 8,0 L K+ T =0

(r=1,8; c.n.8=1) , i=1,.2 ..q 65), (30)
o Db,
¢ =D,

Nous poserons autant d’équations (30) qu’il y a de grandeurs incon-
nues des momenis d’appui. Ce sysléme sera non conlradictoire, lorsque le
déterminant du systéme d’équations A(3) sera égal & zéro.

Celle derni¢re condition ainsi cue les relations (27a) établissent le cri-
tére du flambage de la plaque.

L’équation (30) comprend une série de cas parliculiers.

a) Plaque libremenl appuyée sur ses ardles r—1, r—-1

K“r-l s K"r-[-l —0 , A (8):_ ﬁ;-(l_)l'lr _+_ BH—)}T)‘"FH =0.
b) Plaque encasirée rigidement le long des arétes r, r+-1.
Dans I'équation (30) il faut poser

Ko =K'=K, {*=0, A@=®+T,=0.

2 3
. = D.n
Dans le cas particulier b—> oo nous obliendrons {{k=—a+- 7

¢) Plaque conlinue aux valeurs équivalenles de ¢, b, p dans loutes les

aires avec le nombre d’appuis z--1.
En traitant 1'éqguation

Ky~ oKy Ko+ =0
(r=1,2, ..., z—1)

= $vl
C —= ——

i,

r,

comme 6quation linéaire aux différences du second ordre avec solulion
K= A, cos ar—B,sinar ; en tenant compte des conditions des bords
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(K,"=0, K,>=0) nous aménerons la condition du {lambage de la plaque
4 I'expression
cos -—TE — _(__Ii
z \Jr

ce qui, pour une quantité infinie de travées, donne =W, ou bien

m, 0y
m, Clg o = N, {‘If.',' a0

Résumé

Ce mémoire présente un crilére de flambage d'une plaque conlinue
orthotrope librement appuyée sur son périmetre et sollicilé par une charge
uniformément répartie sur ses aréles e =0 el r=ua.

Zusammenfassung

Es wurde fiir eine gleichmissie verteille, in der Platlenmitlelebene an
den Rindern 2=0 und 2z =a angreifende Kraft ein allgemeines Beulungs-
kriterium fiir die orthotrope, durchlaufende, an den gleichen Riindern frei
aufliegende Platte ermittell.

Summary
This work presents the general solution of a continuous ortholropic

plale whose edges (#=0 and & =«) are loaded with p=consl. and freely
supported on its perimeter.



