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NAPREZENIA MOMENTOWE W TERMOSPREZYSTOSCI

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

1. Wprowadzenie

Klasyczna teoria sprezystodci opiera sig¢ na wyidealizowanym modelu kontinuum
sprezystego, w ktérym pizeniesienie obcigzen z jednej czeéei na drugg opisane jest
wylacznie przez wektor gléwny sit pdd dzialajacych na powierzchni A, rozgrani-
czajgcej wymienione czgsci, Zalozenic to prowadzi do symetrycznego tensora stanu
naprezenia i odksztalcenia. Model ten dobrze opisuje wlasno$ci sprezyste w materia-
tach konstrukcyjnych o strukturze amorficznej (stal, aluminium, beton) przy napre-
zeniach pozostajacych w granicach sprezystoéci materiatu. Jednak znaczne rdznice
miedzy teoria a do$wiadczeniem wystepuja w miejscach, w ktorych mamy do czy-
nienia ze znacznymi gradientami naprezen. Chodzi tu o przypadki spigtrzenia
naprezefn wokél otwordw i nacigé (karbow). '

Rozbiezno$¢ migdzy do$wiadczeniem a teoria wystepuje rowniez w zagadnieniach
drgan, przy propagacji fal, wymuszonych wysokg czestotliwoscia drgan (czgstoécia-
mi wystepujgeymi przy zastosowaniu ultradzwigkéw). Wynika to stad, ze przy
wysokich czestotliwodciach drgan i nader krotkich diugosciach fal daje sig wyczuwac
wplyw mikrostruktury materiatu.

Symetryczna teoria sprezystodci wreszcie nie opisuje dostatecznie Scifle zjawisk
wystepujacych w ofrodkach ziarnistych, przy badaniu fal akustycznych w kryszta-
lach, w strukturach polikrystalicznych oraz w wysokich polimerach.

Tym niedostatkom teorii symetrycznej sprezystodci starat sie zaradzié¢ W. Voigr
[1] przez przyjecie dodatkowego zalozenia przeniesienia obcigzeri przez element po-
wierzchni dA4 nie tylko przez wektor sit pdA, ale rowniez przez moment wypadkowy
mdA. Takie przyjecic powoduje koniecznoéé dzialania na elementy objetosciowe
dV nie tylko naprezen (force-stresses) oy, ale i naprezen momentowych (couple-
stresses) piy. Okazuje sig, ze to dodatkowe zalozenie prowadzi do powstania nie-
symetrycznych tensoréw stanu naprezenia i odksztalcenia.

Pea teoria takiej niesymetrycznej sprezystoSci przy zalozeniu, ze deformacja
punktu materialnego ciala jest opisana przez miezaleine od siebie wektory prze-
mieszczenia u i obrotu w, zostala opracowana przez braci E.i F. COSSERATOW [2]
w 1910. Teoria ta, nader ogdlna, bo geometrycznie nieliniowa — nie zostala nale-
zycie doceniona za zycia autoréw. Jej renesans przypada na ostatnie dziesigciolecie.
Teoria ta zostala na nowo odkryta i szeroko rozwinigta przez C. TRUESDELLA
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i R.A. TouriNA [3]. Dalsze prace R.A. TouriNa [4] i G. GrioLr [5] dotyczyly
nieliniowej teorii o$rodka Cosseratow. Szczegblnie interesujaca jest praca R.D.
MiINDLINA i H.F. TIERSTENA [6), w ktorej autorzy znacznie wzbogacili liniowa
teorie oérodka Cosseratéw przez wprowadzenie funkcji naprezen i potencjatéow
dla o$rodka izotropowego i centrosymetrycznego. Dodaé jednak nalezy, Ze jest to
teoria przyblizona, korzystajaca z zaloZenia ograniczajacego w = rotu/2. Tg
szczegblna postaé teorii oérodka rozwijali réwniez W. T. Korrer [7] oraz R. Muki
i E. STERNBERG [8].

W szeregu prac z ostatnich lat odstepuje si¢ od ograniczenia w = rot u/2 traktu-
jac wektory u i w jako niezalezne od siebie. Wymieni¢ tu nalezy prace W. GUNTHERA
[9], H. ScHAFERA [10], prace E. W. KuwszyNskiEGo i E. L. Aero [11], dalej prace
N. A. PALMOWA [12] oraz prace A. C. ERINGENA i E. S. SuHusi [13]. Szereg zagad-
nieri dotyczacych konceniracji naprezen rozwiazal H. Neuser [14 i 15]. Kilka
istotnych twierdzen zostalo podanych w pracy N. SANDRU [16]. Rozwinigcie teorii
ofrodka Cosseratéw na zagadnienia termosprezystoci bylo przedmiotem kilku
prac W. Nowackiego [17-19].

Niniejsze opracowanie jest znacznym rozszerzeniem pracy autora «Couple-
stresses in the theory of thermoelasticity», przedstawionej na symposium TUTAM
w Wiedniu w 1966 r. [20].

2. Rownania ruchu

Rozpatrzmy dowolny obszar ciala V, ograniczony powierzchnig gladka A.
Oznaczmy przez pdA wektor sil, a przez md4 wektor momentéw. przenoszonych
przez element powierzchniowy A4 z zewnatrz do wnetrza ciala. Oznaczmy przez
XdV wektor sil masowych, a przez YdV wektor momentéw masowych. Napiszmy
rOwnania réwnowagi dla dowolnej objetoéci ciata V:

(2.1) fpdA+fXdV=0, f(r><p+m) dA +j(rxx+Y)dV=0.
A v A v

Tutaj r jest promieniem wodzgcym, liczonym od ustalonego punktu ciala. W ukia-
dzie prostokatnych wspdlrzednych kartezjaniskich przepiszemy réwnania (2.1)
w nastgpujacej postaci:

22 [pida+[Xdv =0, [ (eusr X3 pr-t-m) dA + [ (eisex; Xu+ Yoy dV =0,
A V A V

ijok= 1,23

Zastosujmy réwnanie (2.2) do nieskonczenie malego elementu czworo$ciennego
o trzech $cianach prostopadiych do osi ukladu wspéhzednych. Niech n; oznacza
skladowe jednostkowego m normalnej do czwartej $ciany. Oznaczymy przez oy
i pug skladowe naprezen sil oraz naprezen momentowych, a przez p;(n) i ny(n) skia-
dowe sit i momentdw, dzialajacych na czwartej $ciance czworoscianu. Pomijajac
w réwnaniach (2.2) calki objgtosciowe oraz rozciagajac calkowanie na powierzchnig
czworoscianu, otrzymamy

(2.3) pi() = osinj, mi(n) = pyn;.
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Uwzgledniajac pierwszy z tych zwiazkow, otrzymamy z (2.2),

(2.4) j (o1, - X)dV = 0.
v

Ze wzgledu na przyjeta dowolno§é objetosci V' stwierdzimy, 7e réwnanie
(2.5) gji,; +Xi =0
jest spelnione w kazdym punkcic ciata.

Zwazywszy na (2.3),, otrzymamy z rownania (2.2),

(2-6) f [easr x5 (ork, 1+ X)) feur optpg, 3+ Yl dV =0,
V

Pierwszy wyraz w wyrazeniu podcatkowym jest réwny zeru ze wzgledu na réwnanie
(2.5). Poniewaz objeto§¢ ¥ obieramy dowolnie, to prawdziwy jest zwiazek

2.7 ik ogk+pgt, 3+ Y = 0.

Tensor naprezenia oy jest niesymetryczny. Tensor ten bedzie symetrycznym jedynie
w przypadku braku momentéw masowych ¥; i naprezen momentowych gy Row-
nanie (2.7) przybiera postaé €y ox = 0, co prowadzi do teorii symetrycznej spre-
zystodci z symetria tensora oy = oy

Roéwnania (2.5) i (2.7) sa réwnaniami réwnowagi wewnatrz ciala a réwnania
(2.3) na powierzchni ciala. Zwigzki (2.3) traktowaé mozna réwniez jako warunki
brzegowe w obcigzeniach.

W przypadku zagadnien dynamicznych nalezy, w my§l zasady d’Alemberta,
dodaé wyrazy inercyjne. Réwnania ruchu przyjma postaé '

o, 1+Xe = qui,

(2.8) -
€igx Ot g +Ye= Jay .

Tutaj p oznacza gesto$é, a J dynamiczng charakterystyka osrodka, réwng iloczy-
nowi momentu bezwladnoséci czastek oérodka wzgledem dowolnej osi, przecho-
dzgcej przez jej srodek ciezkosci, pomnozonemu przez liczbe czastek w jednostce
objgtosci; symbol w; oznacza wektor obrotu.

3. Zasada zachowania energii. Bilans entropii

Zasada zachowania energii zastosowana do objetodci ciala V, ograniczonej
powierzchnia 4, ma postaé [20]

d 1
(3.1) ;!!" f [? (owi wi-+J wi wi)+ U} dVv = f (Xivit-Yi wy) dV -

¥

Vv
F f(p; - wi) dA ——fq;m dd ,
A
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gdzie v; = w1, wi= o Przez U oznaczyliémy energi¢ wewngtrzna, odniesiona
do jednostki objetoéci, przez ¢i — skladowe wektora przeplywu ciepla. Wyraz
po lewej stronie réwnania (3.1) przedstawia zmiang w czasie energii kinetycznej
i energii wewnetrznej. Pierwszy wyraz po prawej stronie przedstawia moc sit i mo-
mentéw masowych — drugi wyraz moc sit i momentéw powierzchniowych. Wreszcie
ostatni wyraz wyraZa iloé¢ ciepla przekazana objetoSci ¥ droga przewodnictwa
cieplnego. Stosujac do réwnania (3.1) twierdzenie o dywergencji oraz biorac pod
uwage réwnania ruchu

(3.2) o, 1+ Xt = oui,  €igk Ogk-+pa, g+ Yi = Joxu
otrzymamy réwnanie

(33 {0 — lon (o4, s — cxent W)+ we, s14+-gu, ¢} dV =0
v

Réwnanie to jest spelione dla dowolnej objetosci V. Jesli wyrazenie podcatkowe
jest ciagle, to zwigzek

34 U= opyntuntn— qi,
gdzie
(3.5) P = U, ] — Ckji Ok,  Kji = Wi, ],

jest spelniony lokalnie. Przez y4 oznaczyliSmy niesymetryczny tensor odksztalcenia,
a przez x; tensor skrecania.

Réwnanie bilansu entropii ma postaé

(3.6) fsav_ —fg‘-ﬁdﬂ-f@dv.

Lewa strona réwnania przedstawia wzrost entropii. Pierwszy wyraz po prawej

stronie przedstawia wzrost entropii powstaly przy wymianie entropii z otoczeniem,

drugi wyraz wyraza produkcje entropii, wywolang przewodnictwem cieplnym.
Stosujac twierdzenie o dywergencji mamy

3.7 Ff[s‘—@ (gf) ]dV 0.

Dla dowolnego obszaru V i ciaglo$ci wyrazema podcatkowego spetniony _]C‘-t
lokalnie zwigzek

(38) N

Zgodnie z postulatem termodynamiki proceséw nieodwracalnych powinno byé
e = 0.
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Eliminujac ¢; z réwnan (3.4) 1(3.7) i wprowadzajac energi¢ swobodna Helmholtza
F=U— ST, mamy

T,
(3.9) F= O‘ﬁy_ﬁ—l—,uuxﬁ —7S—T (@+ t ‘).

Poniewaz energia swobodna jest funkcja zmiennych niezaleznych vy, 24, T, to

OF L08R
ovn iz dnp T oT

(3.10) =

Zatozywszy, ze funkcje @, qi, ..., o, pj nie zaleza w sposéb jawny od pochodnych
czasowych funkcji pji, #s, T 1 definiujac entropi¢ jako S = —OF/dT, otrzymamy
z poréwnania réwnan (3.9) i (3.10) nastgpujace zwiazki:

2 41 _ OF __OF e oF @"f“thi g
( . ) o = dy_ﬁ s F‘jf == axﬂ:) = ()T ] '_‘ -
Drugie prawo termodynamiki bgdzie spelnione, gdy @ > 0. Wynika stad, ze
T, qi
- = 0.
T2 0

Te nieréwno$é spelnia prawo Fouriera przewodnictwa cieplnego
(3.12) —qi=kyT,y lub —q=ky0,, T=Tyt0.

Wprowadzilismy tu temperaturg stanu naturalnego T\ oraz przyrost temperatury 6.
Z réwnania (3.8) przy wzigciu pod uwage zwiazku (3.11)4 oraz (3.12) mamy

(3.13) TS = —qi,i = kis 0,45

Dla ciala jednorodnego i izotropowego zwiazek (3.13) przybiera postac
(3.14) TS = k0,3,

gdzie k jest wspolczynnikiem przewodnictwa cieplnego, wielko$cia stala.

4. Réwnania konstytutywne

Rozwinmy energi¢ swobodna F(yji, %5, T) w otoczeniu stanu naturalnego
(%11 =0, vy = 0, T'= Ty) w szereg Taylora, pomijajac wielkoséci wyzsze od rz¢du
drugiego.

Dla ciala izotropowego, jednorodnego i centrosymetrycznego (niezmiennego
ze wzgledu na obroty) otrzymamy nastepujaca postaé rozwinigeia:

p+a w—a A
@l) F= 5 VitVii + Yy + = o VEk Ynn +
Y+e y—¢ m
+ T K% 2 5 Xy - o Kk Hun—Yur0 — yer 0 — i 02,
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Przedstawiona tu postaé energii swobodnej uzasadnia sig w sposéb nastepujacy.
Poniewaz energia swobodna jest skalarem, to kazdy wyraz po prawej stronie powi-
nien byé réwniez skalarem. Otéz ze skladowych tensora y; mozna skonstruowac
trzy niezalezne kwadratowe niezmienniki, mianowicie ¥4 Y41, Y7¢ Vi OTraz Yk Yun-
To samo dotyczy tensora xi;. WYrazy vy %, ¥4 %ij OTAZ Yik %nn i€ pojawiaja sig
w wyrazeniu (4.1), poniewaz byloby to sprzeczne z postulatem centrosymetrycznoéci.
W siédmym i dsmym wyrazie wyrazenia (4.1) wystepuja niezmienniki yrx i #pr.
Wynika to stad, Ze z tensor6w yj i x»j mozna uzyska¢ tylko jeden niezmiennik
pierwszego rodzaju, mianowicie yrx 1 %x.

Korzystajac ze zwigzkow

oF oF oF

4' = —— —
(4.2) o i

otrzymamy z (4.1) nastepujace réwnania konstytutywne:
o5 = (p+a@) yu+(p — @) yiy+@Ayrx — v0) 0y,
(4.3) pgi = (y+8) #jt+(y — &) uey+-(Bowr — 16) 01y,
S = vypr+yree-+mb .

Oy’ S—_ﬁ’

Zwigzki (4.3) mozna zapisaé w réwnowaznej postaci
calis 017 = 2uyan~+2ay 45+ Ayge — v0) 613,
. pig = 2pnip+26% 55 +(Brrr — x0) Ois .

Tutaj u, A sa stalymi Lamégo, a,y, &, f — nowymi stalymi sprezystosci. Wielkosci
te odnosza sig do stanu izotermicznego. Stale », y zaleza zaréwno od wiasnofci
mechanicznych jak tez i termicznych. Symbole ( ) i { > oznaczaja symetryczng
i antysymetryczna cze§é tensora.

Rozwigzmy réwnania (4.4) wzgledem wielkosci p¢; 1 245:

Pij = i Sy 6—|—2y.’ 0‘(¢3+2a’ O‘<”>+;~’ 01y Okk:

(4.5)
#ij = P g 0+2y" pap+26" pigpy+B" 0es pk »
gdzie
.1 .1 1 A p
_—— ﬂ —_—— = e— = e— R —
# dp’ 40’ 7 4y’ ¢ 4e’ 6uK’
» 4 2 2
= = —— = = —— = — ) — A4+ —
ﬁ 6}’9‘ g 3K’ ﬁt 39, K ;h+ 3 #, !. ﬁ| 3‘}},

Rozwazmy nieskonczenie maly element ciala woiny na swej powierzchni od na-
preZzen oy 1w, Wtedy

4.6) Yo =iy 0, uy=Psdis0.

Wiemy jednak, Ze wzrost temperatury wywolaé moze jedynie odksztalcenie bez

obrotéw. Zatem f¢=0 lub = 0. Wielko§é a; jest wspdlczynnikiem liniowej
rozszerzalnosci cieplnej. '
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Mozemy juz podaé ostateczng posta¢ réwnan konstytutywnych:
oij = 2}‘?(”14‘2'5‘?"(51)4‘(;*?::# — 20) 64y,
(4.7) pig = 2y#in 2%+ Pk Oiy
S = wyptmo .

Wielko$¢ m wystepujaca w zwiazku wyznaczymy z nastgpujacych rozwazan.
Rozwazmy zaleznos$é rézniczkowq

(4.8) dU = oji dyp+pp drey+T4dS .

Wstawiajac do (4.8) wyrazenic

IS aS) dy i - @ d; . dr
(4 “ (f)'}’ﬁ. #T 2 (‘)"ﬂ)r,?" T ( oT )?,S

i uwzgledniajac warunki zupelnoéci rézniczki dU, dochodzimy do zaleZnosci
oS oS
(4.10) (a)x,'}" — =0, (aﬁ_ﬂ),;: 0
Wstawiajac (4.10) do (4.8) 1 (4.9) i zwazywszy, ze (0S/0T), r = ¢,/T, gdzie ¢, ozna-
cza cieplo wlaiciwe przy stalej deformacji, otrzymamy
dU = oy dyji+pp drep+Tedyge+c. dT
(“11) dsS = vdyuc-l-c,(-g.

" Calkujac (4.11), przy zaloZeniu, ze S =0 dla stanu naturalnego, otrzymamy

i
(412) = ‘Jﬂ"ykk"i'f‘e IGg— s
Ty
Zakladajac, ze |0/Ty| < 1 1 rozwijajac logarytm w szereg oraz zatrzymujac tylko
pierwszy wyraz rozwinigcia, mamy
Ce
(4.13) S =y v+ 0.
Ty

Z porownania (4.7); 1 (4.13) stwierdzimy, ze m = ¢./T§.

5. Réwnania réiniczkowe termosprezystoSci

Réwnania konstytutywne (4.7); i (4.7)2 pozwalaja juz na wyrazenie rownan ruchu
(2.1) za pomocg przemieszczen u, obrotéw w i temperatury 6. Wstawiajac (4.7);
1 (4.7); do (2.1) oraz postugujac si¢ zwiazkami (2.5) i (2.7) otrzymamy nastgpujacy,
w postaci wektorowej zapisany uklad réwnan [20]:

(A+2p) grad div u — (u+a) rot rot u-2arot w+X = ou-+» grad 0,

(5.1) G
(B+2y) grad divw — (p+¢) rot rotw+2arot u — daw+Y = Jw .
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Otrzymali$my ukiad szeéciu réwnan z siedmioma niewiadomymi: trzema skia-
dowymi przemieszczenia u, trzema obrotu w i temperaturg 0. Do roéwnan (5.1)
dodaé nalezy réwnanie przewodnictwa cieplnego. Réwnanie to otrzymamy, biorgc
pod uwage zaleznosci (3.14) i (4.20)

(5.2) TS =k0,j35, TS=1TypteT.
Z porbéwnania -tych zwigzkow znajdujemy, Ze
k ?T{)

1 . 0 .
— | e . 1 i A == — _—
(5.3) 0, 3 = 0 — o (1 ! Tu) diva =0, = o Mo %

Jest to rOwnanie nieliniowe, ktdre daje sig zlinearyzowad, jesli przyjac, ze |0/T| < 1,
co tez zakladamy. Biorgc pod uwage dzialanie Zrédet ciepla w ciele i oznaczajac
przez W iloé¢ ciepla, odniesiona do jednostki objetosci i czasu, otrzymamy nastepu-
jace, uogdlnione réwnanie przewodnictwa cieplnego:

1, i Q w
(5.4) 6,}_1";9-7}0(11\!1[:'——;, Q=—’;c—-

Zanotujmy, Ze w réwnaniu tym wystepuje jedynie wyraz dylatacyjny ypr =
= divu, a nie wystepuje wyrazenie xzr. ROwnanie (5.4) posiada te sama postaé,
co w przypadku symetrycznej termosprezystosci. Rownania (5.2) i (5.4) tworza
uktad sprzezonych réwnan termosprezysto$ci w ofrodku Cosseratéw. Przyczyng
powstawania przemieszczeri u, obrotéw w i temperatury 6 moga by¢ obciazenia,
ogrzanie powierzchni ciala, dziatanie sit i momentéw masowych oraz Zrédet ciepta.

Rdéwnania termosprezystoéei nalezy uzupetni¢ warunkami brzegowymi i warunka-
mi poczatkowymi. Jeéli na powierzchni A4, ograniczajacej cialo o ‘objetosci ¥, dane
sq sily py i momenty my oraz temperatura 0, to warunki brzegowe przyjma postaé
(5.5) pe(x,0) =ou(x,)n;(x), mi(x,0) = pg(x,)nx),

o O(x,0)=h(x,1), xed, t>0.
Jesli na brzegu ciala dane sq przemieszczenia u; i obroty w; oraz temperatura 6, to
ui(x:r) =ﬂ(x: f), O'Jf(X,fJ:g{(x, f),
O(x,)=h(x,0), xed, t>0,
Warunki poczatkowe wyraZaja sie wzorami
u((x,0)= ?’{(K), ﬁ;(x,0)=5¢(x),
(5.7) oi(x,0 =L(x), oix,0) =k,
0(x,0) = t(x), xeV, t=0.
Wréémy do réwnan (5.1) i przedstawmy je w nieco odmiennej postaci:
Oz ut(A+p — a) grad div u+2a rot w+X = vgrad 0,
Osw-+(f+y — €) grad divew--2arotu+Y =0,

(5.6)

(5.8)

gdzie
Oz =(u+a) V2 —pdf, Da=(p+e) V2 — da —J3;.
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Wykonajmy na obu réwnaniach operacje dywergencji. Wprowadzajac oznaczenia
e=divu=y,, I'=divw,
otrzymamy roéwnania falowe
(5.9) Oy etdivX=»V20, O:I+div¥=0,
gdzie
O = (A+2p) V2 — 007, Osi= (f+2y) V2 — 4a — Ji}.

Réwnanie (5.9) przedstawia propagacje fali dylatacyjnej; nie rézni sie ono od ana-
logicznego réwnania w teorii symetrycznej spreZystosci. Rownanie (5.9), przedstawia
propagacj¢ fali skretnej. Zauwazmy, Ze w nieskoriczone] przestrzeni sprezystej

temperatura moze sta¢ si¢ przyczyna propagowania wylacznie fali dylatacyjnej:
réwnanie (5.9); jest niezalezne od temperatury.

Wyeliminujmy z réwnan (5.1) i (4.7); najpierw funkcje w, a nastepnie funkcje u.
W rezultacie otrzymamy uklad réwnan

(02 044402 V2) u((A+p — @) 4 — 4¢?) grad divu+[J4X — 2arot Y =

(5.10) =vgrad (040,
(02 Oe+4e2 V2) w+((f+y — &) Oz — 4e2) grad divw+[J, Y —
—2arot X =0.

Dokonajmy rozkladu wektora u na cze$¢ potencjalng i solenoidalna:
(5.11) u = grad p-4+rot¥, div¥ =0.

Wstawiajac powyzsze do (5.10); oraz rozkladajac w analogiczny sposéb wielkosci
X. Y

(5.12) X = p(grad #+rot y), Y = J(grad o410t ),
otrzymamy uklad dwu réwnan falowych

(5.13) Oyeted =10, (O04+462V2)WHo[dyx —2afrotA=0.
Wstawiajac do réwnan (5.9)

(5.14) w = grad {+rotQ

i uwzgledniajac (5.12), otrzymujemy dwa dalsze réwnania falowe:

(5.15) O3f4+Jo=0, (Oy04+4a2V2)R+J3A —2apr0ty =0.

Do réwnan tych nalezy dodaé réwnanie przewodnictwa cieplnego (5.4), ktore przy ‘
uwzglednieniu (5.11) przyjmie postac

“ 1
(5.16) Dﬂ—ngV2q3=-—-%, D=V2——;dz.
Eliminujac z réwnan (5.13); i (5.16) temperature 6, otrzymamy ostateczna postaé
réwnania falowego dla fali podtuzne;j:

(5.17) (0% D — wyy 0¢ V2) +0DD + —}:-Q =0.
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Rozpatrzmy propagacje fal w nieskoficzonej przestrzeni spreZystej. Zakézmy
najpierw, ze wielkoéci y, A, ¢ oraz warunki poczatkowe funkcji ¢, ¥, & sa réwne
zeru. W tym przypadku w nieskoficzonej przestrzeni spreZystej propaguje si¢ jedynie
fala podtuzna, spowodowana dzialaniem Zrédel ciepla Q, potencjalna czeScia sily
masowej X i wreszcie warunkiem poczatkowym funkcji ¢. Réwnanie (5.1) opisujace
te fale jest identyczne z rownaniem uzyskanym dla klasycznego ofrodka sprezystego
(bez naprezenh momentowych). Wiadomo [21], Ze fala ta jest thumiona i ulega dyspersji.

Poniewaz

ug=gq,4, wi=0, yu=q, #=0,
to '

oun =20 (P05 — 01y PaR)+0 05 (D — ), 0453 =0, wain=0, puy=0.

Fala podiuzna (5.17) wywoluje w nieskoriczonej przestrzeni spreZystej symetryczny
tensor naprezenia.

Jeéli wielkoéci O, &, X, A sa réwne zeru, a warunki poczatkowe dla funkcji
¢, ¥, Q sa jednorodne, to w nieskoficzonym osrodku sprezystym mamy do czynienia
jedynie z falg skretna £, spelniajaca réwnanie (5.15);. W tym przypadku mamy

m=0, wm==Ci, yuw=0, vuyp=—eulr, #xp=o0n5=7~Ly.

Tensor 2 jest symetryczny, tak ze w ciele wystapi symetryczny tensor naprezen
momentowych:

tn = 208, 4+Poi V2 L, pyy =0.

W ciele wystapia naprezenia oy, przy czym symetryczna cze$¢ tensora tych naprezen
jest rébwna zeru:

U(ij)zo, O'(i}>=2&€k” C,k.

Propagacji fali skretnej nie towarzyszy pole temperatury. Fala ta nie wywoluje
bowiem zmian objetosci ciala, powoduje jedynie zmiang postaci.

Rozpatrzmy wreszcie przypadek, w ktorym Q, o, ¥ sa réwne zeru, a warunki
poczatkowe funkcji ¢, { sa jednorodne. Pozostaja nam réwnania falowe (5.13)
i (5.15),. Widoczne jest, ze przyczyna powstania tych fal w obszarze sa skladowe
A, x sit masowych. Zauwazmy, ze falom tym, interpretowanym jako zmodyfikowane
fale poprzeczne [20], nie towarzyszy pole temperatury. Fale te wywoluja naprezenia
niesymetryczne oy, i

U podstaw klasycznej elastokinetyki lezy zatozenie, ze wymiana ciepla pomiedzy
jedna czgdcia ciala a druga przez przewodnictwo cieplne zachodzi nader powoli.
Jesli wymiana ciepla nie zachodzi praktycznie w ciggu odcinkdw czasu rzedu okresu
ruchu drgajacego, to kazda cze$§¢ mozna traktowaé jako termicznie izolowanag,
a ruch uwaza¢ jako adiabatyczny.

Zakladamy, ze w ciele brak Zrédel ciepla, a powierzchnia ciala jest termicznie
izolowana. Dla procesu adiabatycznego § =0. Z réwnania (3.14) oraz (4.20)
mamy '

Tov ,

(5.18) k0,;;=0, 6 o Vi

Il
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Powyzsze zaleznofci (przy Q = 0) prowadza do spehienia tozsamo$ciowego row-
nania przewodnictwa cieplnego (5.4). Po scalkowaniu réwnania (5.18); wzgledem
czasu i uwzglednieniu faktu, ze dla 1 = 0 mamy ygx = 0 oraz 0 = 0, otrzymamy

v Ty

(5.19) 0= —np2Vens M= e v = (32, +2u7) @ .

Réwnanie to, zastepujace nam rdwnanie przewodnictwa cieplnego, glosi, Zze dla
procesu adiabatycznego temperatura jest proporcjonalna do dylatacji. Wielkosci
lpy Ap 52 stalymi Lamégo dla stanu izotermicznego. Wstawiajac (5.19) do zwiazku
(4.7), znajdziemy

(5.20) 0ty = 2uyan+2ay 55 +2s Vir Ots 5

edzie

Ay = Aptopp vy .

Wstawiajac (5.20) do rownan ruchu, otrzymamy nastgpujacy ukiad réwnan elasto-
kinetyki osrodka Cosseratow:

(As+2u) grad div u — (u+a) rot rot u+2a rot w-+X = ou,
(5.21) -
(B+2y) grad div @ — (y-+¢) rot rot w-+2arot u —4aw-+Y=Jw

Roéwnania falowe (5.13); i (5.15) pozostang bez zmian. Jedynie ze wzgledu na (5.19)
zmieni si¢ réwanie fali podtuznej (5.13)y, ktére przez eliminacje temperatury przyjmie
postaé

0
(5.22) O g+ed =0,

gdzie
0
Oh = (s+2w) V2~ 0 0f, o= dpbopops.

Rozpatrzmy jeszeze uklad réwnan rézniczkowych w ramach tak zwanej teorii
naprezen cieplnych. W tej uproszczonej teorii pomija si¢ wyraz dylatacyjny w row-
naniu przewodnictwa cieplnego. W ten sposob temperature wyznacza sig¢ z uproszczo-
nego réwnania przewodnictwa cieplnego

s Q
(523) O .'U__;‘_ f= "“;‘
i wprowadza sig ja jako funkcje znana do réwnania (5.1);. W tym przypadku réw-
nanie dla fali podtuznej (5.17) upraszcza si¢ do postaci

(5.24) Oy Dp-+e DO+ 0 = 0.

Réwnanie to jest identyczne z réwnaniem dla klasycznego osrodka sprezystego [21].

Fala @ nie ulega ttumieniu, sklada sie z czesci czysto sprezystej i z czedei dyfuzyjne;j.
W przypadku zagadnien stacjonarnych odpadaja w réwnaniach (5.1) i (5.4)

pochodne wzgledem czasu. Roéwnanie (5.4) @taje sic réwnaniem Poissona.
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Mamy do czynienia z ukladem réwnan (przy X =0, Y = 0)
(A-+2u) grad divu — (u+a) rot rot u-+2a rot w = v grad 6,
(f+2y) grad dives — (y+¢&)rot rotw-+2arotu—4aw =0,

o= -2

b

(5.25)

Zwr6émy uwage na dwa nader proste stany deformacji. Zat6zmy, ze w ciele
ograniczonym jednospdjnym, na powierzchni 4 zupehie utwierdzonym (u= 0,
w = 0) panuje stala temperatura. Wtedy réwnania (5.25); i (5.25); staja si¢ jedno-
rodne, co przy zalozonych jednorodnych warunkach brzegowych prowadzi do
wniosku, ze u= 0, w = 0 w kazdym punkcie ciala. Zatem ys = 0 oraz #; = 0.
Ze zwigzkoéw (4.7), i (4.7), wynika, Ze

(5.26) oy = oupy = —v00y, y=0.

Rozpatrzmy dalej ciato jednospéjne, w ktérym istnieje pole temperatury 6 (x).
Zapytujemy sie, jaki powinien by¢ rozklad temperatury, aby w ciele nie powstaly
ani napreZenia oy ani naprezenia momentowe uj. Ze zwiazkéw (4.5) mamy

(5.27) yig= a0y 0, x3=0.

Pozostaje jeszcze spelni¢ réwnania nierozdzielnodcei [16]

(5.28) i, 1= #jt, i,  Yi,h — Vi, 1€kin #n — €kir 2k = 0.

Pierwszy uklad réwnan jest od razu spelniony, drugi prowadzi do ukladu réwnan
(5.29) 6,4=0 (nie sumowaé, gdy 7 # j).

Réwnania (5.29) beda spelnione, gdy rozklad temperatury jest liniowy:

(5.30) 0 = ap+xiaq.

OtrzymaliSmy tu ten sam wynik, co w klasycznej termosprezystosci. Rozwiazanic

ukiadu réwnan (5.25); i (5.25), moze nastapié przez przyjecie calki szczegélnej
W postaci

(5.31) u; =@, m; —0 [

Réwnanie (5.25), jest tozsamosciowo spelnione, a z réwnania (5.25); otrzymamy

v
T2

Za pomoca funkcji ¢ i rozwiazania réwnania Poissona (5.32) wyznaczamy napreZenia

(5.32) Vip=ml, m

(5.33) afy = oup =21 (9,15 — Sy k) » Py =0.

Wielkosci te stanowia ostateczne rozwigzania dla nieskoriczonego obszaru spre-
Zystego.
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Jesli obszar jest ograniczony, to do naprezefi oy, py; dodaé nalezy naprezenia
o}y, iy tak dobrane, aby na brzegu obszaru byly spetnione wszelkie warunki brzego-
we. Z napreZeniami o}y, ug; zwiazany jest stan przemieszczefi i obrotéw u;, wj
speliajacy jednorodny uklad réwnan rézniczkowych (5.25); i (5.25);.

Przy rozwigzywaniu zadan niesymetrycznej spreZzystoSci powazne znaczenie
posiadaja funkcje naprezefi. Uprzednio podaliémy réwnania falowe, gdzie funkcje
@, &, i Q sa potencjatami sprezystymi. H. NEUBER [22] i N. SANDRU [16] podali
uogdblnienie funkcji Papkowicza-Neubera na osrodek Cosseratéw, a N. SANDRU
[16] uogdlnione funkcje M. Tacovache’a. )

Nawigzujac do réwnan teorii naprezen cieplnych, podamy ponizej inna, naszym
zdaniem prostszg, droge uzyskania funkcji uogélnionych M. Jacovache.

Wyeliminujmy z réwnan (4.1) i (4.2) najpierw funkcje w, a nastepnie funkcje u.
Otrzymamy uklad réwnan

Ku-+G grad divu+4(X — v grad 0) — 2arot W = 0,
5.34
( ) Ko+Fgraddivo--[1oY — 2arot X =0,

gdzie

K= 0442 V2, G=(A+p—d)Os—4a2, F=(B+y —e) Oz — 42
Zapiszemy réwnanie (5.34); w postaci operatorowej

(5.35) Lij (up)+04 (X1 — 90,0) — 2a€i5% Yi, 3= 0,

gdzie
Lij = Koij+Gs 05 .

‘Wprowadzimy funkcj¢ wektorowa ¢ i zwiaZmy ja z przemieszczeniem u w nastepu-
jacy sposob:

1 L1z L3 Ly g Lz Ly Liz 1
(536) uy=|p2 Lz Loz|, wa2=|Lyt g2 Lp3|. ws=|Ly Lyp 2.

®3 La1 L3 L3 @3 Las Ly Ly @3
W wyniku uzyskujemy zaleZnoéé

(5.37) u= ], [J4¢ — grad div Ge .
Analogicznie przyjmijmy
(5.38) w = [J 3 ¢ — grad div Fi.

Podstawiajac (5.37) i (5.38) do réwnan (5.34) otrzymamy
KO Osee+OX—rgrad ) —2arotY =0,
KO OsP+O02Y —2arotX =0.

Uzyskana posta¢ réwnai rézniczkowych dla funkeji ¢p i ¢ nie jest dogodna, gdyz
w réwnaniach (5.39) wystgpuja pochodne it i momentéw masowych.

(5.39)
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Wprowadzimy dwie nowe funkcje wektorowe &, v zwiazane z wektorami u, w

nastepujacymi zaleznoSciami:

u = [y [04% — grad div G{ —2arot (37,
(5.40) ;

w = [y 03n — grad div Fq — 2arot []; §.

Wstawiajac (5.40) do réwnan (5.34) otrzymamy
04 (KO E+X — v grad 0) — 2arot (KO3n+Y) =0,
5.41
: ) 2 (KOan+Y) — 2arot (KO §+X —vgrad 0) =0 ;
skad otrzymujemy ukiad réwnan
Oy (O 0442 V2) E+X— v grad 0 =0,
(5.42)
O3 (O, 04 +4a2 V2)n+Y =0.

Powyzsze réwnania przechodza dla klasycznego o$rodka sprezystego na rownanie
M. Tacovache’a, a w przypadku zagadnienia statycznego na funkcje B. G. Galerkina.
W przypadku szczegétowym elastokinetyki otrzymujemy uklad rownan

0

(543) [0,(O204 +42 V) EA+X =0, [O3(02 04442 V)n+Y=0,
gdzie -
O = (As-+2p) V2 — 0 07.

Roéwnania powyzsze majg istotne znaczenie przy wyznaczeniu rozwiazain osobliwych
funkcji u i w dla sit i momentéw skupionych dzialajacych w dowolnym punkcie
obszaru nieskonczonego.

Powiazmy jeszcze uogdlnione funkcje M. Tacovache’a z funkcjami ¢, ¥, £, Q2
wystepujacymi przy dekompozycji wektordw u i w na czeéé potencjalng i solenoidalnag
(zwiazki (5.11) 1 (5.14)).

Rozpatrzmy jednorodne réwnania elastokinetyki (5.42); i (5.43):

0
01 (02044402 V) =0, O3 (02 04+462V2)n =0.

Zauwazmy, Ze rozwiazanie tych réwnan mozna przedstawi¢ w my§l twierdzenia
Boggia w nastgpujacej postaci:

(5.44) E=C'+8", m=n"+n".

Przy czym funkcje €', €', n',n’" powinny spelmiaé¢ réwnania
0
he' =0, (O2044+42V)(" =0,
Oan'=0, (O204+42V2)q"" =0.

Uwzgledniajac powyzsze réwnania, przedstawi¢é mozemy zwiazki (5.40) w postaci

(5.45)

0
u=[]; 048" — graddiv G (§'+C') — 2arot b
(5.46) 1 E'+%") arot [Jan

]
© = [p O3 — grad div F(n'+v") — 2a rot C; §".



NAPREZENIA MOMENTOWE W TERMOSPREZYSTOSCI 455

Wykorzystujac zalezno$§é
rotrot U= grad div U — V2 U
oraz zwigzki
0
01 04— V2G = 04 O2+402 V2, [O; 03— V2F = 4 Oa+4¢2 V2,
doprowadzimy przedstawienie (5.46) do postaci

u= —graddivGC' — 2arot (30",
(5.47) 0
w = —graddiv Fn' — 2arot (1 .

Z poréwnania przedstawienia (5.11) i (5.47); otrzymamy

(5.48) p=—divGg’, W= —2ad037".

Podobnie rzut oka ma zwiazki (5.14) i (5.47) prowadzi do wniosku, Ze
(5.49) f— —divly', €= —2a00;8".

Nalezy jeszcze sprawdzié, czy funkcje @, ¥, {, & wyrazone zwigzkami (5.48)
i (5.49) spelniaja réwnania jednorodne (5.22), (5.13) i (5.15). Latwo sprawdzimy,
zwazywszy na (5.45), ze réwnania te sa spelnione.

Wréémy jeszeze do rdwnan rézniczkowych niesymetrycznej termosprezystosci
(5.1) i (5.4). T dla tych réwnan mozna uzyskaé przedstawienie wektoréw u, w i ska-
lara 0 przez funkcje wektorowe ¢, Y oraz funkcje skalarng @

Przedstawienie to podajemy bez dowodu. Ma ono postac

u = [J, M — grad div Nep — 2arot [J3Y-+»grad &,
(5.50) w = [, O3 ¢ — grad div F — 2arot Mo ,

0 = Mo ()g div K(P—{—Dl ?.
Wprowadzono tutaj oznaczenia

M=DD|'—W}05;V2, N=GD‘—'P?"IuagEI4, DZVZ—‘—ag.
Wstawiajac (5.50) do réwnan féinicz.kowych termosprezystosci (5.1) oraz (5.4),
otrzymamy nastepujacy uklad réwnan falowych:
M (Oz 044402 V2) X =0,
2 V2 =

(5.51) O3 (02 041402 V) Y+Y =0,

M{)‘—}-gzo.
%

Réwnania te maja szczegblne znaczenie dla wyznaczenia rozwiazan fundamental-
nych, tj. dla wyznaczenia funkcji u, w, @ odnoszacych si¢ do mnieskoriczonej
przestrzeni spreZystej oraz dziatania chwilowej sity skupionej, chwilowego momentu
skupionego oraz chwilowego i skupionego Zrédia ciepla.

Rozprawy Iniynlerskie — 2
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6. Twierdzenia wariacyjne
Latwo sie przekonaé, Ze prawdziwy jest nastepujacy zwiazek
(6.1) J[(Xt — oug) Su+(Yy — Jwy) doog] AV +Af (p1 Swi+my dew) dA =
= J (o1 Oy si-tpuge Oxza) AV .

Przez Suy i dwi oznaczono dowolne, wirtualne przyrosty skiadowych wektora uy
i wektora w;. Lewa strona réwnania (6.1) przedstawia pracg wirtualng sit zewnetrz-
nych. Stosujac do tej czesci twierdzenie o dywergencji, wykorzystujac réwnania ru-
chu (2.5) i (2.7) oraz zwiazki (3.5), otrzymujemy po szeregu przeksztalceniach prawa
strone réwnania (6.1), ktora wyraza prace wirtualng sit wewnetrznych, Wprowadza-
jac do prawej strony réwnania (6.1) zwiazki konstytutywne (4.7), i (4.7),, otrzymamy

(62) [(Xi — oitg) dur-+(¥s — Jaoi) S dV + [ (pi dui+-my Seor) dd =
A
= W, — v | 08y, av.
v

PrzyjeliSmy tutaj nastepujace oznaczenia:

oW, = ! [2uycan Oyan+2ay sy 0y gy +2v#an O%apn—+
+28?¢<{j> (S%(‘b"l';t}’kk 6yﬂfl+ﬁ?¢kk 6?‘11'3] dv.
Réwnanie (6.2); nalezy uzupeli¢ réwnaniem dodatkowym, bowiem wyprowa-

wadzajac je uwzgledniliémy tylko cze$¢ zjawiska. Uzupehieniem jet tu réwnanie
M. A. Biota, zwiazane z przewodnictwem cieplnym [23],

' 2 s
(6.3) —vfﬂykth=f9n;6HgdA +%foaadr+ ?"J i SH dV .
0
v A v V

Roéwnanie to zostalo wzigte ze sprzeZonej termospreZystosci klasycznego osrodka
sprezystego. Jest ono spelnione réwniez dla oérodka Cosseratéow, gdyz réwnanie
przewodnictwa cieplnego ma taka sama postaé w obu oérodkach.

Wektor H zwigzany jest z wektorem przeplywu ciepta q i entropia .S nastepuja-
cymi zalezno$ciami:

. . y/
(6.4) a=ToH, S=—div(H), H¢=—T—“o,f.
0

Wprowadzajac (6.3) do réwnania (6.2) otrzymamy ostateczna posta¢ zasady prac
wirtualnych dla niesymetrycznej termospreZystosei:

:3) 8 (Wt P+-D) = [ [(Xi — giti) dui-+(Ys — Jaoi) Seoi dV+
P -
+ f(Pf Suy+my dwg)dA — fﬁm OH; dA .
4 A
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Ce s ;
Tutaj P = T fﬂl dV  oznacza potencjat cieplny, a D jest funkcja dysypaciji,
0y

przy czym T, .
oD :TJ H SH; dV .
V

Zasada prac wirtualnych moze postuzyé do wyprowadzenia ogdlnego twier-
dzenia energetycznego. Poréwnujac funkcje wi, wi 0 w punkcie x i chwili ¢
z aktualnie wystepujacymi funkcjami wi+duwi, wi-+dwg, 04dl w tym samym
punkcie, ale w chwili 7-df, mamy

A s k
(6.6) Ouy = wvi dt, Bw; = wedt, 00 =0dt, OoH;= Hidt = — -‘T—“ ﬁ,; dr itd.
0
Wstawiajac (6.6) do (6.5) otrzymamy
d
(6.7) 7S (K+Wet-P)+ 50 = f(Xs v+ Yy wy) dV+ f(pwﬂ—mi wi) dA -+
v A

k
+ | Om06,¢d4,
Ty
gdzie 4

©w

I N dD k
K=-— ] o 'ang-l--'z— wiwi dV, xoz-‘E::Fo“ (9,¢)2dV>0.
7% 7

o]
-

Tutaj K jest energia kinetyczna, a z, jest wielkoscia proporcjonalng do Zrédia entro-
pii, wielkodcia dodatnig.

Twierdzenie energetyczne moze postuzy¢é do wykazania jednoznacznos$ci rozwia-
zania roéwnan rozniczkowych termosprezystoéci dla ciata jednospdjnego.

Postgpujac podobnie jak dla symetrycznej termosprezystosci, zakladamy
Ze rozwiazania ui, wq, 0 nie sa jednoznaczne, Ze uktad réwnan roézniczkowych jest
spetniony przez dwa rézne uklady funkeji #;, wy, 0" oraz u, ], 8. Okazuje sig,
ze réznica tych rozwiazan wi=u; —u, wi=w;—w;, 0=0 —0" spehia
jednorodne réwnania rézniczkowe, z jednorodnymi warunkami brzegowymi i po-
czatkowymi. Prawa strona réwnania (6.7) staje si¢ zerem. Przyréwnanie do zera
lewej strony réwnania (6.7) prowadzi do zwiazkéw K=0, W, =0, P=0, x = 0.
Stad wynika juz, Ze w; =u;, w;= w;, 0’ = 0", czyli Ze rozwiazanie réwnan
rézniczkowych niesymetrycznej termosprezystoéci jest jednoznaczne.

Rozpatrzmy jeszcze przypadki szczegdlne zasady prac wirtualnych (6.2) i (6.3).
Jesli mamy do czynienia z uproszczona teorig, teoria napreZeri cieplnych, to w réw-
naniu przewodnictwa cieplnego pomijamy wyraz 7 o divu. W tym przypadku
otrzymamy rownania

J 1 — i) Sui-+(Ye — Ji3i) bl dV -+ [ (pi Sui-tme Sy) dA =
4 A

= an—?ﬂ' ﬂdyndV,
(6.8) r!

Cs T -
fﬂmdﬂfd./i +T—f966dV+T“fodH¢dV=0.
A 0y v
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Roéwnania te sg od siebie niczalezne. Funkcje 6 wyznacza si¢ z réwnania przewod-
nictwa cieplnego D) = —Q/x. Temperatura wystepujaca pod znakiem catki obje-
toSciowej w rownaniu (6.8); jest funkcja znang.

W przypadku zagadnienia stacjonarnego zasada prac wirtualnych przyjmuje
postaé

(6.9) j(Xi Sui+ Yi dwy) dV - f(pg Sug4-my dw;) dAd = oW, —» J 08y dV .
v A v

Roéwnanie to mozemy przedstawi¢ réwniez w postaci

(6.10) f [(X: — 20, ) dui+ Yy Sug] dV - f [(pi-t+rni 0) dug-+mi dwi] dA = oW, .
14 A

Rozpatrzmy teraz to samo cialo (o tym samym ksztalcie i z tego samego mate-
riatu), ale znajdujace si¢ w stanie izotermicznym. Niech na cialo to dzialajg sity
masowe X; i momenty masowe Y:. Na powierzchni 4, niech dane beda obcigzenia
pi i momenty m;, a na powierzchni 4, przemieszczenia u; i obroty ;. Postawmy
nastepujace pytanie: jakie nalezy przylozyé sily i momenty masowe, jakie obciaze-
nia i momenty powierzchniowe, jakie przemieszczenia i obroty na powierzchni 4,
aby wewnatrz ciala uzyskaé takie samo pole przemieszczen u; i obrotéw wy, jak
dla zagadnienia termosprezystego? OdpowiedZ na to pytanie otrzymamy poréwnujac
prace (6.10) z praca wirtualng )

(6.11) [ X duit ¥} 8w)) aV + [ (9} dust-m} dar) dAd = W,
vV A

Ze wzgledu na identyczno§é prawych stron réwnan (6.10) i (6.11) (W, jest bowiem
funkcja i 1 u;), otrzymamy nastepujaca zalezno$é:

X:=X¢—v9,¢, Y;=Yg, x eV,
(6.12) pi = pitni Oy, mf =mi, Xed,,
Uy =i, o] =i, XeAdy.

Zwigzki (6.12) przedstawiaja analogie sit i momentéw masowych. Za pomoca tej
analogii mozna kazdy problem stacjonarny termospreZysty doprowadzi¢ do izoter-
micznego zagadnienia niesymetrycznej sprezystosci.

Zwazywszy, Ze nie dokonaliémy wariacji ani sity Xj, ani momentu masowego Y,
ani tez sily p; i momentu m; na powierzchni 4 oraz ze dui = 0 na A, doprowa-
dzimy réwnanie (6.9) do postaci

0l'=0,
(6.13) r—w, —f(X; w--Yi wp) dV — f(pufﬁ—m; w) dA = 1*fﬂym dv.
v A v

Energia potencjalna I" przyjmuje wartoé¢ ekstremalng. Postgpujac w sposob po-

dobny jak dla symetrycznej termosprezystoéci, dochodzimy do wniosku, Ze jest
to minimum.
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Rozpatrzmy nastepny przypadek szczegdlny, odnoszacy si¢ do elastokinetyki.
Postulujac proces adiabatyczny, wykorzystamy zaleznosé

(6.14) 0= —np#yps .
Wstawiajac powyzsze do rdwnania (6.2) otrzymamy

(6.15) f [(X: — o127) Sui+(Yi — Jai) bl dV - f['p-; Sug-+my 6 wy) dAd = SW, ,
v A

gdzie
W, = f [Repasy Ovean-+2apzy 0yqugy+2y7an Orein 28545 0%y +
v
“+ As Yk fs}"ﬂ m ‘}‘ﬁ?ﬁck f&zm.'.] dV, e = ‘J‘T‘F""?T Vp 2,
Scatkujmy réwnanie (6.15) wzgledem czasu w przedziale ty <7 < t;. Deformacja
ciala zmienia si¢ w sposéb ciggly miedzy dwiema chwilami ¢ = 15 i f = ;. Poréwnaj-
my w rzeczywistoci wystepujace przemieszcezenia ui(x, 1) i obroty we(x, 7) z prze-

mieszczeniami #;-+0u; 1 obrotami w+dwy. Wariacje duw; i o przyjmiemy w ten
sposdb, ze

(6.16) Oui (x, ty) = duy (x, 1) = 0,  dwqg (X, 1) = do¢ (x, 1) = 0.

Po prostych przeksztalceniach dochodzimy do zwiazku

t t
(6.17) af(Wp—Kyﬂ=JﬁLm,
t o
gdzie
oL = f (Xi dug+ Yy deng) dV+- J (pi dug-+myi dewg) dA
V A

Rownanie (5.17) mozna traktowaé jako rozszerzenie zasady Hamiltona na niesy-
metryczng elastokinetyke.

W elastostatyce powaZne znaczenie praktyczne ma twierdzenie o minimum
energii komplementarnej. Bez wigkszego trudu twierdzenie to daje sig rozszerzyé
na zagadnienie stacjonarne niesymetrycznej termospreZystosci.

Rozpatrzmy wyrazenie

(6.18)  Wo= p' oup oup+a’ Ocigy U{tb'l‘?' Hap pente’ Mgy Feity it
AJ r
+ 2_ Ty Tun =t _g“#m; Mk +
Zwazywszy na zaleznoé¢ (4.5), mamy

oW, oW,

=Yn— @ 06” . d;&? =

(6.19) S

Rozpatrzmy caltke

(6.20) I'= [ (s Sositssi Spjs) dV .
¥
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Symbole doy i Suji oznaczaja wirtualne przyrosty napreZen. Traktujemy je jako
funkcje klasy C@), jako wielkosci bardzo mate i dowolne. Biorac pod uwage (6.19),
mamy

(6.21) - J-(yﬁ doji+nji Opg) dV = OW,tay f Odoy, dV ,
" .

S [CE

Przeksztatcajac lewa stron@ réwnania (6.21), biorac pod uwage zwiazki (3.5) i wpro-
wadzajac oznaczenia dp; = doys ny, 0mi = Ouyi nj, otrzymamy

gdzie

(6.22) f (u O pi+we Omy)dA — f [ui 001,51 (e1sk 00 jk+Opy, )] AV =
= W+ fﬂéckk dv.

NapreZenia oj1+0607:, pju+0us dobieramy w ten sposob, aby byly statycznie
mozliwe. Zadamy, aby spelione byly réwnania réwnowagi
(6.23) 005,77 =0, €k Opp+Ouz, 1 =10

oraz aby dp; = 0, ém; = 0 na A,. Przy tych ograniczeniach réwnanie (6.22) przyjmie
postaé

f (i Spi+wi¢ Omy) dA = W+ ay f 0 doxx dV .
V

Au
Poniewaz przemieszczenia u;, obroty «; i temperatura 0 nie zmieniaja sig, to
(6.24) 3r* =0,
gdzie
% = Wa+a:f9zrk;¢ dV"‘f(Pi ugtmy i) dA .
v Ay

Symbol I™ oznacza prace komplementarna. Analogicznie do symetrycznej spre-
zystoéci mozna i tu udowodnié, ze I'* osiaga minimum.

7. Twierdzenie o wzajemno$ci

Rozwazmy dwa uklady «sit uogdlnionych» (przyczyn) dzialajacych na cialo
spreZyste zawarte w objetoSci ¥, ograniczone powierzchnia 4 oraz odpowiadajacych
im «przemieszczen uogdlnionych» (1). Do pierwszej grupy zaliczamy sily masowe Xj,
momenty masowe Y3, Zrédla ciepla Q, obciaZenia p; i momenty my na powierzchni 4,

(1) W termosprezystosci wygodnie jest objaé umownie terminem «sita uogdlniona», stosowa-

nym w mechanice, réwniez i Zrédlo ciepla oraz wprowadzié termin «przemieszczenie uogélnione»,
obejmujacy zwykle przemieszezenia i temperature,
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oraz ogrzanie powierzchni 4 (dana jest temperatura lub przeplyw ciepla). Prze-
mieszczeniami uogdllnionymi sa tu: przemieszczenie u, obrét w i temperatura 6.

Drugi ukfad sit i przemieszczen uogélnionych odréznia¢ bedziemy przez doda-
nie «primow».

Zalézmy, Ze warunki poczatkowe dla funkcji u, w i 6 sa jednorodne. Zastosujmy
do réwnan konstytutywnych jednostronna transformacje Laplace’a. W ten spos6b
otrzymamy zwigzki
an oii = (p+a) yit(u — ) yi; +Ryg, — v0) 045,

7.1 = = = =
pii = (y+8) wyut+(y — &) sig+Prrz 04y s

gdzie

o (X, ) = L [on (x, 0] = [ os(x, De**dt itd.
]

Analogiczne zwiazki otrzymamy dla gy, i py.

Latwo si¢ przekona¢é, Ze stuszna jest nastgpujaca tozsamoS$c¢:
(7.2) oYty — O yn — py s = v @'y — Oyp) -
Calkujac zwigzek (7.2) po obszarze V' otrzymamy

(73) f (aji ‘}7;5 — E;{ i’-ﬁ“’“;ﬂj{ ;;f —— ;;g ;_ﬁ) dV = f (‘6’ ;kk == a;;;k) dayv .
v v

Wykonajmy transformacje¢ Laplace’a na réwnaniach ruchu. Zwazywszy na przyjete
zaloZenie jednorodno$ci warunkéw poczatkowych, mamy

(7.4) ogi, i+ Xe = op2ui, €k Ogk+ps, i+ Yi = Jp2 wi.

Analogiczny uklad réownan otrzymamy dla ukladu sit i przemieszezen uogél-
nionych oznaczonych «primami».

Przeksztalcajac réwnanie (7.3) przy uwzglednieniu zwiazkéw (7.4) i analogicz-
nych dla wielkoéci oznaczonych primami, dojdziemy do réwnania

(13) [T dV + [(pou+m o) dd =
v A
= [ u+TYiw)av + [(Biutm; o) dd-+v [ @ v — 0y dV -
v A vV

“Jest to pierwsza cze$¢ twierdzenia o wzajemnosci. Druga cze$¢ tego twierdzenia
uzyskamy przez wzigcie pod uwage réwnan przewodnictwa cieplnego dla obu ukia-
déw sit i przemieszezen uogdlnionych

= gt - __ 9
ﬁ,ﬂ“*x—ﬁ"ﬁom’xk— o
(7.6) _
ik _ﬂgf_ - __2
44 2 No P Vix e
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MnoZac pierwsze réwnanie (7.6) przez ', drugie przez 8, odejmujac jedno od dru-
giego, catkujac po obszarze V i wykorzystujac przeksztalcenie Greena, otrzymamy’

7 ==y 1 ' Aahn!
(7.7 Pﬁ?ﬂf@mo'—'?’mﬂ)dl”"‘?f@ 0 —006)dV =
V v e —"
=f{0’0,-;;‘—6‘ﬂ H)dA a
A

Eliminujac z réwnan (7.5) i (7.7) wspdlny wyraz otrzymamy uklad, w ktérym
wystepuja wszelkie sily i przemieszezenia uogoélnione

78 M xp[f(X;u, Xt Yoo, — Vo) dV +

+ f(pg Uy — pi y+my 0p — my ;) dA
—i—rf(ﬂ@ a—00 ) dA —i—f(@’a —00)dv=0.

Stosujac do tego roéwnania odwrotng transformacje Laplace’a, dochodzimy do
zwiazku

t
i — ‘} T
(7.9) M{fdmx)f[x‘(x"‘) 0u;(x‘;r 7) X (%, 1— ) h‘i(ng )+
5 T
Vv 0

T
dwy (X, I — 1) , dwi (X, T
o Y;(X,T){T——‘— Y, (x,t— T)#&l] dr +
¢
> ouy (x, 1 — 1) d:z;(x r}
+j dA(x)flp;(x,z)+E——pi{x Fif)ene =
A 0
o, X; I— o
_i_m‘(x’.[)“‘(—m._ﬂ— my(x, }-“‘g: r)] dr}-l-

+%J‘dA(x) f[ﬂ (x,r) B:ﬂ (X, S ""') - OJ(x; FE= T.) ﬂ,fi\ (x| T)] dr +
A 0

i
+de(x)f[0(x,r)Q’(x,r~r)—O'(x,r~r)Q(x,r)}a'rxo.
v 0

Twierdzenie o wzajemnodci (7.9) dla Y= ¥; =0, my= m, =0 przechodzi
w twierdzenie o wzajemnosci dla klasycznej termosprezystosei [21].

Rozpatrzmy przypadki szczegblne twierdzenia o wzajemnosci. Eatwo wykazaé,
ze w przypadku zagadnienia stacjonarnego (w ktérym wszelkic sily i przemiesz-
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czenia uogolnione sa funkcjami polozenia, niezaleznymi od czasu) twierdzenie
o wzajemnosci rozpada si¢ na uklad dwu réwnan

f(X\; u; — Xju+Yeo; — Y wg) dV +
v

o2 f(p; Uy — piumi wy — my wi) dA —-I—'uf(ﬂy;_.k — 0y dV =0,
(7.10) : J

[0 —00)av-x[ (00, —0"0,)d4 =0.
¥ A

W réwnaniach (7.10); traktujemy temperatury 0 i 0’ jako funkcje znane, uzyskane
z rozwigzania rébwnan przewodnictwa cieplnego.

Rozpatrzmy dalszy przypadek szczegélny, odnoszacy sie do elastokinetyki.
Postulujac proces adiabatyczny, zastgpujemy réwnania przewodnictwa cieplnego
zwigzkami

(7.11) 0= =gV, 0 =—puyip.
Wstawiajac (7.11) do réwnania (7.5) otrzymamy zwigzek
112) [ @ui+Tewpav + [ (p i+ o) dA =
v A
= [(X] u+ Y, 0) aV + [ (o) uy-+miw)dA -
v A

Po wykonaniu odwrotnej transformacji Laplace’a otrzymamy ostateczng postac
twierdzenia o wzajemnosci dla elastokinetyki

¢
(7.13) fa'V(x)_f [Xi(x,Du (x,t —D)+Ye(x, 7)o (x,t —7)]dr +

vV 0

t
-+ fdA(x) f[pg(x, )y (x, t — ©)+mi(x, 7) m;(x, t— 1)]dr =
A 0
]
— de(x)f[X;(x,'r) w(x,t— 1)+ ¥ (x,7) 04 (x,t — 1) dv -+
v 0

t
+ [ dA) [ 1pi0x, D ui (x, = D)mp (%, D) w4 (x, t — D] d -
4 0

Ta posta¢ twierdzenia zostala podana przez N. SANDRRU [16].

8. Whnioski wyplywajace z twierdzenia o wzajemmosci

Rozpatrzmy najpierw mnieskofczony obszar sprezysty. Niech w punkcie §
tego oérodka dziala chwilowa i skupiona sila X; = 6 (x — §) d(7) ik skierowana
rownolegle do osi xx. Oznaczmy przez U®(x,§,t) przemieszczenia wywolane
dzialaniem tej sily. Niech w punkcie v dziala inna, chwilowa i skupiona sila
X, = d(x — 1) 6 (1) 8y, skierowana réwnolegle do osi xj. Pole przemieszczen,
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wywolane dzialaniem tej sily oznaczmy przez U{” (x,m, ). Z twierdzenia (7.9)
wypisanego dla obszaru nieskorniczonego uzyskamy

el UM (x,q,t— 1)
&) [areo [ defox— ) s() su— (x,q,0—7)
v 0 .

ot

— 8(x—n)8(t—17) by

an(k)(x,E,'r)]
e =0
ot

Stad wynika zwigzek
UL E.0,D=0"x,8.0,

a po scatkowaniu wzgledem czasu

(8.2) UP (€, n,0)=UP@H,E,0.

Niech teraz w punkcie § dziala sita X; = 8 (x — E) 6 (¢) dix, 2 w punkcie n chwi-
lowe i skupione zrédlo ciepla: Q' = 6 (x — 0) 6(¢). Oznaczmy przez O®)(x, &, 1)
temperature wywolana dzialaniem sily X;, a przez Ui (x,n, f) pole przemieszczen
wywolane dziataniem zrédia ciepla Q°. Z réwnania (7.9) otrzymamy

t "
(8.3) de{'x)fdr[é x—m)o({t—1)0®(x,8,71)+
4 0

aUt(xf'ﬂ,f-—T)]
=),
ot |

o #
+Ta(x — ) 6 (7) Oux
Stad wynika zaleZznos$¢

(8.4) O® (n, &, 1) =

M oU(8.m, 1)
¥ ot i

Niech w punkcie § dziala sila X; = d(x — ) é (?) 6z, a w punkcie n chwilowy
i skupiony moment Y;= 0(x —n) 6 (£) 01y, skierowany réwnolegle do osi x;.
Oznaczmy przez QP (x, €, 1) wektor obrotu wywolany dzialaniem sily X;, a przez
VP (x,n, 1) wektor przemieszczenia jako skutek dzialania momentu ¥;. Stosujac
do obszaru nieskoficzonego twierdzenie o wzajemnosci (7.10) mamy

(8.5) V0 =P, E, 1.
Niech w punkcie § dziala zrédlo ciepta Q=46 (x—E) 6 (1), a w punkcie n réwnieZ
chwilowe i skupione Zrédio ciepla Q' = 6 (x — n) d (7). Oznaczmy przez 0 (x, §, 1)

temperature wywolana dzialaniem Zrodia Q, przez 9 (x, v, f) temperature powstala
wskutek istnienia zrédia Q°. Z twierdzenia o wzajemmosei (7.9) wynika, Ze

(8.6) O, E0D=9(@Emn1).

Wreszcie niech w punkcie § dziala chwilowy i skupiony moment Y; =
=0d(x — E) ()i, a w punkcie v chwilowe i skupione zrédio ciepta Q'=
=d(x—m)d ).

Przez 9™ (x, €,1) oznaczmy temperatur¢ wywolana dzialaniem momentu Yj,
a przez £ (x, 0, 7) wektor obrotu, ktéry powstal w punkcie x pod wplywem #Zrédia
ciepla Q'. Z zastosowania twierdzenia o wzajemnosci (7.9) wynika zaleznoéé

nox 02r(E,m, 1)
i

(8.7) 90 (9,5, 1) = — =
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W klasycznej termosprezystosci wyprowadza sie jedynie zwiazki (8.2) (8.4) oraz
(8.6) [21]; w ofrodku Cosseratoéw zwiazki te sa liczniejsze. Zauwazmy, Ze przedsta-
wione powyZzej zaleZnodci sa stuszne dla ciala ograniczonego, ktére na cze$ci po-
wierzchni Ay jest zupelie utwierdzone (u; = 0, w; = 0), a na pozostalej czeéci
A+ jest wolne od obciaZen (p; = m; = 0). Przy jednorodnych warunkach bowiem
na Aw 1 A, znikaja w réwnaniu (7.9) calki powierzchniowe i w wyniku otrzymuje
sie¢ zwiazki (8.2)—(8.7).

Rozpatrzmy jeszcze jeden typ efektéw mechanicznych i cieplnych, odnoszacy
sic do przesuwania sil, momentéw i Zrédel ciepla w nicograniczonym osrodku
Cosseratéow. Punktem wyjscia bedzie i tu réwnanie o wzajemnosci (7.9).

Zalézmy, ze Zrédlo ciepla Q przesuwa sig ze stalg predkoscia » wzdiuz osi xi,
zatem Ze Q = 0 (x1) 6 (xx2) 0 (x3 — ot). Przyjmijmy drugi uklad przyczyn w postaci
chwilowego zrodia cieplta Q' = d (x — x') 6 (1) dzialajacego w punkcie x'. Z réw-
nania (7.9) otrzymamy

5 »
de(X)fa(xl)é(xz) (5(.\'3 — 'v'r:) 6'().‘1, X2, X35 x;,x;',_,x;, f— ‘.'.') dr =
¥ 0

t
= de(x)J-ﬁ (x1 — x1) 6 (x2 — x3) 6 (x3 — x3) 6 () O (xy, X2, x3, 1 — 7) dr,
v 5 .

skad
t
(8.8) 000t .0 =f8’(0, 0, 97%; Xisx5, xst — ) ks
0

Powyzszy wzér pozwala na wyznaczenie temperatury, spowodowanej posuwajacym
sig Zzrédlem ciepla przy wykorzystaniu wzoru dla temperatury, wywolanej dzia-
laniem skupionego i chwilowego, ale nie poruszajacego sie #rédia ciepla.

Z kolei wyznaczymy przemieszczenia wywolane dzialaniem ruchomego Zrédia
ciepla Q = 8 (x1) 0 (x3) 0 (x3 — vf) w nieograniczonym ofrodku termosprezystym.
Przemieszczenia te oznaczmy przez u; (X, f). Jako uklad z «primami» przyjmijmy
site X; = 8 (x —E) d (1) b4y, a wigc sile skupiona i chwilowa, umieszczona w punkcie
E i skierowana w kierunku osi xj. Oznaczmy przez OO (x, E, 1) temperaturg w punkcie
x wywolang dziataniem sily X, umieszczonej w punkcie £ Wstawiajac Q i X; do
réwnania (7.10) otrzymamy zwiagzek

oy (x,t — 1)

¢
dV(x)f d(x) — Ed(7)diy “‘T—d‘r =
0

t

— %
v
i 4

= de(x)fé(xl) d(x2) 6 (x3 — ) OD(x,E,t — 1) dr,
7 0

skad
t

a 3 3 !r
@9 ug (&1, &2, &3 )= .7 f 0D (0,0, vz; &y, &, &3, — 1) dr.
ot Mo %

[\]
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Wyznaczmy dalej obroty wy(x,?) wywolane dzialaniem Zrédia ciepla Q =
= 8 (x1) 6 (x2) & (x3 — vf) w nieskoficzonym o$rodku termosprezystym. Jako ukiad
z «primami» przyjmijmy moment ¥; = d (x — §) 6 () s, a wiec moment o wekto-
rze skierowanym w kierunku osi x;. Oznaczmy przez 90 (x,E,?) temperature
wywolana dziataniem momentu Y;. Wstawiajac Q i ¥; do réwnania (7.9) otrzymamy
zwiazek

L dV(x){é(x-— )a(r)a,fﬂﬁa’r—r—“jldrz
"?
= [dV(x)fd(ll)ﬁ(vz)tﬁ(t-j—-m)ﬂw(x E.t—1)dr,
17
I
‘) ¥ L] ] E]
(8.10) @ (&1 jf =3, 1) = — ?Ifl; IN(0,0, vt; &, &2, &3, — 1) dr,
0
¥=1,2,3.

Symbol Uy (x, €, {) oznacza skladowa przemieszczenia w punkcie X wywolang przez
skupione i chwilowe Zrédlo ciepla Q’, a 0(x, z) temperature spowodowang dziata-
niem sily Xi.

Dla wyznaczenia obrotéw w;, spowodowanych przez sile X; nalezy w réwnaniu
(7.9) przyja¢ nastgpujacy uklad sit uogélnionych:

(8.11) Xp=68(x1) 0(x2) 8 (x3 — v) &y, Y; = 8(x —E)S(f) dux .
Wstawiajac powytsze do réwnania (7.9) otrzymamy

de(x)f S — )a(z——‘%’r—'f—i)=

V 0ka)(x,‘€,!—'r)
de(x)f 0 (x1) d (x2) 8 (x3 — ©7) dyy e dr,
albo '
0 E1,&, &, 1 0
(8.12) wk( 1(}:2 2 )=IE[V}(B(0’ O:UT; EI: EZ:E:!nsr_T)] dT.

0

Przez V}") (x, & 1) oznaczono skladowa przemieszczenia o kierunku réwnoleglym
do osi xj, a wywolang dziataniem momentu skupionego ¥; umieszczonego w punkcie
E i zwréconego w kierunku osi x;.

W elastostatyce klasycznej wyprowadza si¢ zwiazki wiazgqce przemieszczenia
uy we wnetrzu ciala z przemieszczeniami u; i obciaZeniami p¢ na jego powierzchni.
Twierdzenia te nosza nazwe Somigliana i Greena [24]. PoniZej wykorzystujac
twierdzenie o wzajemnosci (7.6) dla oérodka Cosseratéw, wyprowadzimy analogicz-
ne zwiazki, wiazace przemieszczenie u;, obroty wi i temperaturg 0 wewnatrz ciala
z przemieszczeniami wy, obrotami w;, obciaZeniami p, m; temperatura 0 i jej gra-
dientem 0,, na powierzchni ciala.
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Niech dziataniu sity skupionej X; = 6 (x — §) 6 (1) dux przylozonej w punkcie
€ i skierowanej w kierunku réwnoleglym do osi x; odpowiada pole przemieszczen
u;= UM (x,E,1), pole obrotéw w;= QP (x,E, 1) i pole temperatury 0’ —
= O® (x, §, 1) (2). Zatézmy dalej, Ze w ciele nie dzialaja pozostate sily (X; = 0)
i momenty masowe (¥; = Y; = 0) oraz zrédla ciepla (Q = Q' = 0). Dla ciala
ograniczonego powierzchniag 4 mozemy w my$l wzoru (7.9) wypisaé nastepujaca
zalezno$¢ przy zaloZeniu, ze punkt x nalezy do rozpatrywanego obszaru:

, ' UM (E,x,t — 7)
(8.13)  w(x,1) = I.dA(E.,}fdr {pg(x,r} - 1 _
A
oﬂ(kl' X b= T
_p‘k)(g X,1—7) t(g I)—l mi(E, 1) — (Ea: et T
— ) (G, %, 1 — ) f‘--g-f]-+—wa: B OB, x, f — 1) —

—-Q(ki(g,x,r—-.-.-}O,,,(’c_,','c)]}, xeV, Eed.

Whprowadziliémy tu nastgpujace oznaczenia:
PP = oPO,E, (), mPx, ) = gD E, Om(x), xed,

gdzie ofp, 48 sa naprezeniami wywolanymi dzialaniem sily skupionej X; =
=0(x —E)d(t) 6. Wzér (8.13) daje nam zalezno$¢ miedzy predkoscia prze-
mieszczenia  uy (X, ) wewnatrz ciala (x € V, t > 0) a funkcjami w, wq, 0, ps, my, 0,
na powierzchni ciala.

Zalézmy teraz, ze w punkcie § ciala nieskonczonego dziata skupiony i chwilowy
moment ¥, = 0 (x — E) 6 (f) 0, ktéry wywoluje pole przemieszczen u; =
= VP (x,E, 1), obroty w;= AP (x,E,1) oraz temperaturg 0’ = 9® (x,E, 1).
Z réwnania (7.9), przy zalozeniu ze X; = X{ =0, ¥y = 0, 0 = Q' = 0, otrzymamy
nastepujacy wzor:

oVP(E, x, t—1)
(8.14)  wy(x, t)—fa'A(E)fdr {pi(g 7) > —
A

NP (E, x,t —1
_p(k)(g o fie e S i(g 7) + HE D i (ga: t T}_

owi(E, )
ot

—IPE, x,t —1) G’”(g’ml’ xeV, Eed,

—mP(E,x,t—1) —[B(E ) IME, x,t — 1) —

gdzie wprowadzono nastgpujace oznaczenia:

p(x, 0 =0Px, 5, 0m®x, mx,0)=pux,E,0n0x).

(%) Uklad sil i przemieszezenn uogoélnionych oznaczonych primami odnosi si¢ do o$rodka
nicskonczonego.
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Przez o, by 0znaczyliémy napreZenia zwigzane z dzialaniem momentu skupionego
i chwilowego Y;. I tu funkcja wj(x,1), xe ¥V, t >0 zwigzana jest z funkcjami
u;, wy, 0, pi, ma, 0, n okre§lonymi na powierzchni A.

Niech w nieskoficzonym ciele sprezystym dziata chwilowe i skupione Zrédio ciepla
Q' =d8(x—E)d(r), ktére powoduje powstanie nastgpujacych przemieszezen:
= Ui (x, E, 1), w;=02:(x,E,1) oraz 0" = 0 (x,E, ). Wstawiajac do réwnania
(79) Xi =X, =0, Yi=Y, =0, Q=0 otrzymamy dla temperatury 0 (x,?)
nastepujacy wzor:

t
8.15) 0(x,n= xfdA(x)fdr {9,”(3,1:)@(];,3:, t— 1) —
A 0

oV, x,t— 1)
—9G. ‘)@M‘éxr—r)——[m(ar Sy -
(} JQ 5 , "
—,?;(E,x,x ﬂdgz—j) + mi (€, 7) i ;: e
f)( §1_'
_m:(gsxvl“”f)i;—é—)]}'

gdzie
P, ) =an(x, E,m(x), my(x, )= py(x,E,1)n(x).

Przez o}, i uy; oznaczono napreZenie zwigzane z dzialaniem Zrédla ciepla Q'. Wzory
(8.13) ~(8.15) nalezy traktowaé jako uogdlnienie wzoréw Somigliana na zagadnienie
termospreZystosci w oSrodku Cosseratdéw. Pewne uproszczenie tych wzoréw otrzy-
mamy przez uwzglednienie zwigzkéw (8.2), (8.4) i (8.5) - (8.7).

Pamietajmy, ze sily X;, ¥;, Q' dzialaly w nieskoriczonym oérodku spreZystym;
to samo odnosi si¢ do przemieszczen, funkcji U®, QF, O®), ... itd. Jesli teraz
rozpatrzymy przypadek, w ktérym uklad sit i przemieszczenn oznaczony «primami»
odnosi si¢ do ciata ograniczonego powierzchnia 4 i na brzegu zupehie utwierdzo-
nego (4;=0,w; =0, 0'=0), to réwnania "(8.13) - (8.15) przedstawiaja nam
rozwigzanie pierwszego zagadnienia brzegowego, w ktérym na powierzchni dane
sa funkcje wy, m; i temperatura 6. T tak ze wzoru (8.13) mamy

4
0
(8.16)  wp(x,1) = —fdA(x) fa"r: [pgk)(g,x’g_r)_ui_fi’_r).lm
A 0
dmi(§, 1)

+mPE, x,t — 1) ——iﬂ(g z)efﬁg(g,x,:—r)].

Jeli teraz dobraé funkcje Greena U{®, O, @, ... itd. w ten sposéb, aby powierz-
chnia ciala byla wolna od obciazen p;, m; i 0’ = 0, to réwnania (8.13) - (8.15)
prowadza do rozwigzania drugiego problemu brzegowego, w ktérym na brzegu dane
sa obciazenia py, my i temperatura 0.
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Na zakonczenie rozpatrzymy zagadnienie stacjonarne. Niech na powierzchni 4
ciala dane beda mieszane warunki brzegowe. Niech na czeSci A, tej powierzchni
dane bedg jednorodne warunki kinematyczne w = 0, u =0, i cieplne § = 0, a na
czeSci A, niech brak bedzie obciaZzed p; i my. Niech rowniez X; = 0, ¥; = 0.

Dla wyznaczenia przemieszczen u;(x), xe ¥V w tym ciele rozpatrzmy ciato
o tym samym ksztalcie i warunkach brzegowych, ale znajdujace sie w stanie izo-
termicznym. Niech w punkcie € V dziala sita skupiona X; = § (x — E) &, ktéra
wywola pole przemieszczen U™ (x, ) i jest tak dobrana, Ze spenia jednorodne
warunki brzegowe (u; =0, w; =0 na Ay, p; =0, m; =0 na 4,). Z réwnania
(7.10); przy uwzglednieniu, ze ¥; =0, Q' = 0 otrzymamy

— [8(x— B) Su we(x) AV (x)+ [ 0(%) yise (x, B) @V (x) = 0,

¥ V
skad

@17)  w®=»[0@URE. NV E), xeV, k=123,
4

Symbolem U, ‘“(E x) oznaczono dylatacje w punkcie € pod wplywem dzialania
sily skupionej X; umieszczonej w punkcie X.

Umieéémy w punkcie § moment skupiony ¥; = & (x — E) 0, ktory wywola
w ciele pole przemieszezern V) (x, §, t). Pole to powinno spetnia¢ jednorodne wa-
runki brzegowe na Ay i 4,. Przyjmujac, ze X; = 0, Q' = 0 otrzymamy z réwnania
(7.10);

— [0(x — B) i () dV ¥+ [0.(x) e (x, BV () =0,

skad
(8.18) wy(X) = vfe(g)yg?(g,x) av(€), xeV, k=12,3.
v

Wzory (8.17) i (8.18) mozna traktowa¢ jako uogélnione wzory Maysela [25] z termo-
sprezystoéei klasycznej. Jak wiadomo w klasycznej termospreZystoéci mamy do
czynienia jedynie z polem przemieszczen, tak ze w rachube wchodzi jedynie wzor
(8.17). Zauwazmy, Ze uogdlnione wzory Maysela odznaczaja si¢ wielka prostota;
do wyznaczenia pola przemieszczeri u i obrotéw w wystarczy wykonaé calkowania
wyrazone wzorami (8.17) i (8.18) oczywiscie pod warunkiem, ze funkcje Usz. }’?
zostaly uprzednio okre$lone w ramach teorii sprezystosci.

W niniejszej pracy przedstawiono szereg ogélnych twierdzen niesymetrycznej
termosprezysto$ci. Pozostaje caly szereg zadan szczegblowych, odnoszacych sig
przede wszystkim do zagadnien stacjonarnych i niestacjonarnych, jedno i dwuwy-
miarowych oraz najprostszych przestrzennych. Badanie tych zagadnien bedzie przed-
miotem dalszych prac.
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Pesome

MOMEHTHBIE HATIPSXKEHHSA B TEPMOYIIPYT'OCTH

B pabore 0006wWw@0Tcsi HEKOTOPHIE TeOpeMbl TEODHH CONPSKCHHOH TepMOYNPYroCTH Ha
cpey, XapaKTepH3YIOMIYIOCs ABYMS HE 3aBHCAIIMME IOPYT OT ApPYra BEKTOPaMH: BEKTOD mepe-
MEIeHns u ¥ BekTop obopora w.

Ha ocHOBe TepMOIMHAMHKH HEODDATHMBIX IMPOLIECCOB, BLIBOJAMTCHA ONpPENENAIOLIee Ypap-
HEHHEe H MOJHOE YPABHCHHE TEMIOMPOBOJHOCTH [ H30TPOIMHOM cpelbl. ABTOpPY, YAaJiOCh IO-
JIYYATE OCHOBHYIO CHCTeMy mAH(QepeHUManbHLIX ypABHEHHN CONPAXKEHHOH TepMOYIPYIOCTH,
Obcyxpaercd pacnpocTpaHeHHe TepMOYIpyrex BoinH B GeckoHeuwnoit cpeme. Kpome Toro, 0606-
1aeTCs NPHHLMN BUPTYalbHBIX paboT Ha NEHAMHYECKYIO 3aady CONPAKEHHOH TepMOYOpPYrOCTH.

B 3akmioyeHue BHIBOJWTCH TeopeMa O B3AHMHOCTH H 0OCYykJaloTCsA BCe 3aKIIOMCHHS, BBITE-
KAloIIHe W3 3TOi TeOpeMsl.

Summary

COUPLE STRESSES IN THERMOELASTICITY

The aim of the present paper is to generalize some theorems on the coupled thermoelasticity
on a medium characterised by two vectors independent from each other: the displacement vector
u and the rotation vector .

Basing on the thermodynamics of irreversible processes the constitutive equations and the
expanded equation of heat conductivity for an isotropic medium are derived. The author succeeded
in obtaining a basic system of differential equations of coupled thermoelasticity. The propagation
of thermoelastic waves in an unbounded medium is discussed.

Moreover, a generalization of the virtual work principle on dynamic problem of coupled ther-
moelasticity is advanced.

Finally, the reciprocity theorem is derived and some conclusions resulting from this theorem
are discussed.
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