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i. W plytach $redniej grubosci przyjmuje sie¢ liniowag w kierunku
osi xy zmienno$¢ pola temperatury, [1], [2],

(1-1) T(II,CCB,&'.'S}=To(xj,xg)+1'3'[($l,mz).

Wielko$§¢ a3 liczymy prostopadle do plaszezyzny srodkowej plyty xsz=0.
Wzér (1.1) spelnia jedynie w sposéb przyblizony réwnanie przewodnictwa
cieplnego — tym lepiej odpowiada rzeczywistodci, im mniejsza jest gru-
boé¢ plyty h w stosunku do pozostalych liniowych wymiaréw plyty.
Pierwszy wyraz wzoru (1.1) jest niezalezny od x3 i nie wplywa na ugiecie
plyty. Jezeli plyta ma mozliwo$é¢ swobodnego rozszerzenia sie w kierunku
xy 11y, gdy brzegi jej nie sq skrepowane (¢, =0, o, =0 na brzegu plyty),
a ponadto gdy w obrebie plyty brak zZrodel ciepla, to pole temperatury =,
nie wywola naprezenn. W dalszych rozwazaniach zalozymy, Ze powyzsze
warunki sa spelnione i zajmowaé si¢ bedziemy jedynie ostatnim wyrazem
wzoru (1.1), ktéry wplywa na odksztalcenia plyty.

Roéwnanie powierzchni ugigcia plyty wywolanego istnieniem pola tem-
peratury x37 (x;, 29) ma postaé, [1],

(1.2) 272w (x,, )+ (14+) ar P2 2(x,, 2) = 0.

Litera w oznacza ugiecie plyty, » jest wspdlezynnikiem Poissona,
a a, wspélczynnikiem rozszerzalnosci termicznej. Momenty zginajgce
i skrecajace, wystepujace w plycie, okre§lone sa zwigzkami
A My=—0—) St L it seete) =, 2.
4 Ox; 0x; ' 1—v» 4 : 2

W powyzszych wzorach N oznacza sztywnos$¢ zginania plyty, a d; jest
symbolem Kronneckera. Oznaczmy przez w* (xy, xs; &', &) funkcje
Greena réwnania (1.2). Spelnia¢ ona powinna réwnania

o o * 1
(1.4) VEr-w zﬁatmj_‘f}]a(xg"‘fa)
z takimi samymi warunkami brzegowymi jak funkeja w. Funkcje w* uwa-
za¢ mozemy za ugiecie punktu (x, xs) plyty, wywolane dzialaniem sity

skupionej, umieszczonej w punkcie (&, &). Symbol 6 oznacza funkcje
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Diraca. Rozwigzanie ré6wnania (1.2) korzystajagc z funkcji Greena
przedstawi¢ mozemy w nastepujacej postaci:
(1°5) w(mi ) 3‘23) == _N(1+'p) ay J [ 7(51 ] §g) Vz w" (3.'.‘1, Za; E] ) ‘Eﬂ) ds[ dég-

ir)

Wzbr ten jest sluszny zaréwno dla cigglego jak i dla niecigglego pola tem-~
peratury z. W przypadku cigglego pola temperatury przedstawi¢ mozemy
zwiazek (1.5) w nastepujacej postaci, [3]:

(1.6) w(x,xx)=—N(1+7) as [ff w” 7* 1dé, dé, -}-f(v: %tg—— w*g%)ds S
() (5) ’

Latwo zauwazy¢, ze w (xy, ) =0 dla kazdego punktu plyty, jesli w*==0,
Jw*/On =0 oraz P? 7= 0.Warunki te odpowiadajg plycie zupelnie utwier-
dzonej na brzegu o temperaturze = statej lub zmieniajacej sie w sposéb
liniowy w obrebie plyty. W plycie wystapia momenty

M11=M32=_N(1+'3})af?' M13=0.

Wracajac do réwnania (1.2) zauwazmy, ze rozwigzanie tego réwnania
przedstawi¢ mozna réwniez w postaci

(1.7) w(xy, 2q) = J. J 7(&y, &) W (21, g5 &y, &a) A€, déy,

(r)
gdzie w** jest rozwigzaniem réwnania
(1.8) P22 w™ 4 (14+2») ar 726 (xy — &) 6 (xa— &2) =0,

spelniajacego warunki identyczne z warunkami brzegowymi dla funkeji w.
Funkcje Greena w** traktowaé mozemy jako ugiecie punktu (xy, x9)
plyty, wywolane dzialaniem jednostkowego jadra termosprezystego od-
ksztalcenia (a,7dI"), umiejscowionego w nieskonczenie malym otoczeniu
punktu (&, &). ‘

Miedzy funkcjami w* i w** zachodzi zwigzek
(1.9) o W =—(14)a Ny w".
Postaé (1.7) rozwigzania réwnania (1.2) bedzie nieraz dogodniejsza od po-
staci (1.5) zwlaszcza dla plyt nieograniczonych oraz plyt swobodnie pod-
partych na brzegu. W tych bowiem przypadkach poszukiwaé bedziemy
calki szczegélnej réwnania (1.2). Calkg taka bedzie rozwigzanie réwnania
Poissona
(1.10) 2w+ 1+ arz=0.
Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

(1.11) . w=[[rwdr,
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gdzie w** spelnia réwnanie
(1.12) 7rw™ + (1+9) a6 (2 — &) (g — &).

Z postaci réownan (1.11) i (1.12) wynika, ze mamy tu analogie do przy—
padku ugiecia membrany.

Zastosowanie przedstawionego wyzej sposobu wyznaczenia ugiecia
plyty objasnimy na kilku prostych przykladach.

2. Rozpatrzmy na wstepie przypadek plyty nieograniczonej, w ktérej
na pewnym obszarze I' dana jest temperatura x; 7 (x1,x9), a poza tym
obszarem 7=0.

Poniewaz calky szczegolng rownania (1.12) jest funkcja

(2.1) W= — -l;ln V (TI &) ""[xz_fz) ==l

gdzie I, jest calka rozbiezng, niezalezng od zmiennych xy, x;. Zatem

1 P e
. (2-2) 'UJ((I?], :r-_g) - "{_'-_E':Lqi f f’f (Ej: E_:) In ) (:'—"_1_“‘51)""}'(3:2_52)3 d§| dsg"‘lg
)
Niech 7= const na obszarze prostokata o bokach 2c¢ i 2d.
Wykonujac rézniczkowanie pod znakiem calki i calkowanie po obsza-
rze prostokata otrzymamy nastepujgce wzory:

FPw_ (A+»)ar ( a2 td T,—d
ox? 27 \tg x, -|—c+t ;1:1—.1:_
—1 _‘T_r_ﬂ_:l___d_ —1@
tg xXy—c ! x; +c
. Pw _ (I+7)ar Le+d | Ty—d
(2.3) " - ( g e
—1 ;_‘?.2_""_(1 o d
ctg = ctg 2, +c)
Fw __ QAtvauz, 1
dx, 0x, 27 Ty

gdzie arctgn=tg~'y, arcctgy=ctg=ly, 7i,= (¥, —c)*+ (x,4d)*, r3,=
= (x, 4+ ¢)* + (x, F d)®. Zwiazki (2.3) s sluszne dla calego obszaru plyty.
Na brzegach prostokata xy= * d funkcja 0°w/dx> wykazuje niecigglo$é,
podobnie na brzegach x; = =+ ¢ funkcja 0°w/0x?. W narozach prostokata
pochodna przyjmuje nieskonczenie wielkie wartosci.

Momenty zginajace wyznaczymy ze wzoroéw (1.3). Korzystajac z row-
nania (1.10) otrzymamy

(2.4) My=—N(1— a)[a ey +(1+r)mréu] G,j=1,2)



oraz
M, +M —NQl—»az, jesli —c<<x,<e —d<x,<d;

0, je§li —e>x>e¢, —d>a,>d.

Tak wiec na bokach prostokata x; = & d mamy nieciggloé¢ momentu My,
na bokach x;= * ¢ nieciaglo§¢ momentu M. W narozach prostokata
otrzymamy nieskonczenie wielkie wartosci momentéw skrecajgcych.

Jegli na obszarze kola o promieniu a dana jest temperatura T =ux3 7,
i:a_r:zy czym 7==const, a poza tym obszarem z=—0, to otrzymamy

A+ air Y- o
1w - 9 ; jesli 0<"r<a,
r Ory 2
i —-(-}:FE)—.?”& ] jedli  a-<<1r'<oo;
2r® ,
(2.5)
(1+») arr e L
dgw_ = 9 § jesli 0<<r-a,
s
Q T—%‘—‘E“ ; jesli a-<r<on.

Momenty zginajace wyznaczymy ze WZOrow

(2.6) M,=—N(1—») 1 gu Myp=——N(1—1)

de w
or or?’

M,,=0.
Jest rzeczg widoczng, ze momenty zginajace daza do zera dla r — oo. Mo-
menty My, wykazuja niecigglosé na linii r = a. Zauwazmy jeszcze, ze
@7 Mo+ My, = {_Nu P PEs den Gsasa
0, jeSli a<Ir-<Zco,

Przedstawiony przypadek ma powazne znaczenie praktyczne.

Wycinamy z plyty prostokat plytowy i ogrzewamy go tak, aby na jego
obszarze bylo T =—ux37, gdzie = = const, a nastepnie wstawiamy go w po-
przednie miejsce i laczymy z plyta w ten sposéb, aby na brzegach wycigcia
zachowana byla ciaglos¢ (wspdlne ugiecie i wspélna pochodna ugiecia
w kierunku normalnej na brzegu wycigcia). W calej plycie powstang na-
prezenia. Oczywiscie zakladamy, ze stan termiczny jest tego rodzaju, ze
niezaleznie od czasu w obszarze prostokgta 7= const, a poza tym z=0.
W analogiczny sposob rozwiazuje sie zagadnienie naprezen poczatkowych
w plycie. Jesli w wyciecie prostokatne w plycie wstawimy plyte tej samej
grubosci lekko zakrzywiong (ale znajdujgca sie w stanie beznaprezenio-
wym) wedlug powierzchni kulistej, a wigc taka, w ktérej f, =e),= x,9°,
¢’ =const, to polaczenie obu czesci plyt w jedna calo$é nastgpi¢ moze
jedynie przy uzyciu sily. W plycie powstang tzw. naprezenia montazowe.
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W sposob bardziej zlozony ksztaltuje sie analogiczne zagadnienie dla
plyt na brzegach swobodnie podpartych.

Zajmijmy sie pasmem nieograniczonym, w kiérym na obszarze xs =0,
0 <z <amamy 7==0, na obszarze 2, <<0,0 <z < ar—uconst (rys. 1).
Z zagadnieniem tym spotykamy sie wtedy, gdy w przekroju x» == 0 laczy-
my poélpasmo stanowigce plyte idealnie
ptaska z pbélpasmem, w ktéorym nastapito x5

ugiecie wywolane mnier6wnomiernym 7 ; S -
d]

wzrostem temperatury. Réwmnanie po-
wyzsze rozwiazemy w nastepujacy spo-
s6b. Wyznaczymy najpierw funkcje
Greena dla réGwnania (1.10), mianowi-
cie rozwigzemy rownamie Rys. 1

(2.8) 2w 4 (14 9) ar 8 (x, — §) 0 (2 — &) =0,

a dalej wykonujac calkowanie na obszarze II, uzyskamy poszukiwane
ugiecie w. Rozwigzaniem réwnania (2.8) jest funkcja

a

24 Y . : cos px, n7m
w** =" 2 sin a, &, sin aqn ( 08 T, ap. am="_", A= (147 a,
= h -

3 3
am n=—=1 an +ﬁ
albo
A Tl )
wht = "= — —— sinapx, sin ax &, dla x,>0,
a ;= an
Ll 24 7T
o
ch- xy—cos = (x;—8&)
w""‘-“‘ e — Aln _._a _._a____
4 T

Wykonujemy calkowanie po obszarze II; ofrzymamy

0

R

At X0 sinan @, ‘

@il w=1 Y = sin ag £, d&, ] e Vit iy =
0 — o
:247 2 e_:‘?sin an dla x,>0.
n=1 8, ... "
Dla obszaru II uzyskamy
. — 1 .

(2.10.2) wp = 2fr 2 o (2—e “u*)sina, x, (. <<0).

n=18.. "



Wyznaczymy momenty zginajace i skrecajace. Dla x; = 0 otrzymamy

X3

2(1—14)1\'11:1' S e

My =— Myy=—— a an "R =
n=1,8,...
__(_lﬂl_{f ret Sin;‘x!
(2.11) = e & shix, '
gl —%n ¥
Mi2=2N(_l____g')grt o e - COS ap T, =
a Qn
n=1,3,..
(1—2»*)Narz , 1+ 2e* cos Ax, + e =
= - - ———1In = —9ax, ! A==
= 1 —2 e~* cos Ax;, + e~ o
Dla xy << 0 uzyskamy
B (1—+*)Nas v sin A2,
My = 7 tg| shiz, |’
B 1 sin F.;q
(212) Mp=-—N(Q1— )W{ 7 B |
e — Xy ANy
lpg,, — NO—Par | 1+2e ™ costn e

2 13 % coshz, + e

Na rysunkach 2a-2c¢ przedstawiono wykresy momentéw M, May i Mys.
Zauwazmy, ze

My + My =] , e
1 —N(l—»)at, jesli @, == 0.

Rozpatrzmy przypadek klina plytowego (rys. 3). Niech na obszarze I,
zawartym miedzy prostymi =0, ¢=¢, oraz lukiem r=—a bedzie
7 = const, na pozostalym obszarze niech r=0.

Punktem wyjscia bedzie tu réwnanie (1.10). Rozwigzaniem tego réow-
nania jest calka

(2.13) w(r,p) = l' (0, ) w** (1, ; o,y)dl dl’= pdydo.
[LA]

Funkcja w** spelnia rownanie

I.-:.' **..L(]_—’-.;J)arﬁ(f‘—g}a{‘fq7__ QTI’.):O:
(2.14) 1 d 1 0* -
|72 = 0

r dr ™ Opt
z warunkami brzegowymi w** (r, 0) = w** (r, ¢,) = 0.
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Rozwiagzanie réwnania (2.14) przedstawimy w postaci

(2.15) w*t = Z sin nxgp J Ap (@) T (ar)da, v=mnx, x= ;
n=1 1] (il

Powy#sza funkcja spelnia warunki brzegowe dla ¢=10 oraz ¢=¢,;. Funk-
c¢je Diraca wyrazimy nastepujacym przedstawieniem sumowo-calkowym

(]

(2.16) &(r— o) 8 (rp— op) = i ' sinnegsinney [ @l (ao)J, (@) da.
0 =1 0

Wstawiajac (2.15) i (2.16) do réwnania (2.14) wyznaczymy wielko$é A, (a) ,
dalej funkcje w**:
(2.17) 'I.D?:*u“—':_(l—i-w ?') o v

1
—
T n=1

sin nap sin nxgp L

gdzie 1=r/p. Znak plus odnosi si¢ do przedzialu 0 <r <¢, znak minus
do przedzialu o <<r < co. SkorzystaliSmy tu ze zwiazku

| 21-;: (: )p’ jesli 0<r<p,
’ a ' J.(ap) I, (ar) da = v .
J T S o
9 (_r ) j jesli  p<ir=_co.

Funkeje w** mozna réwniez przedstawic¢ w postaci zamknietej, [4],

(2.18) w*t e (AP a, ch(xlng)—cosx(p—y)

an " ch(xIny) —cos x(p + )’

stusznej zarowno dla obszaru I, jak i dla
obszaru II.

Przy wyznaczaniu ugiecia w ze wzoru
(2.13) nalezy rozrézni¢ dwa przypadki:
> @ oraz r < a.

W pierwszym przypadku otrzymamy

P a

wr, =71 _|' dy _l' odowit (v, @3 0,9) .
0 0

Rys. 3

Po wykonaniu odpowiednich calkowan uzyskamy

==

2 a sin nxg ( a\"” :
2.19 L e 1 + i PR - R R = : Wi e o
(2.19)  w(r,q) S+ axra ) ‘1.23“" G \ r) , a<r<oo
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Dla r << a wyznaczymy w (1, ¢) ze wzoru

S 4
(2.200 w,¢)=—N{A+»a1 _J dy , odow'y (v, q; 0,9) +
b 0

s a .
-+ fdw | owi™ (r, ’,*“:ff’)dé'“
tl r
Otrzymamy mianowicie
(2.21) w(r,¢)==

) 2 F . sin n;cq ] _; B ?__' fe—32 }
— 3'3!(1 T‘l)urrd?‘ﬂ T_S; (nx)2 {2 ]_ﬂ/ 9 1 (ﬂ.) ‘ .

Latwo zauwazy¢, ze dla r==0, p=g¢, oraz ¢ =0 ugiecie w jest rowne
zeru. Dla r =@ otrzymamy tak ze wzoru (2.19), jak i ze wzoru (2.21)

b

2 : % O sin nax
w(a, p) = = (L) af 72a” \ Ll

n ﬁ (ﬂz)"} 2+ 1) '

Ponadto ze wzoru (2.19) stwierdzimy, ze dla r — oo ugiecie plyty zmierza
do zera.

Momenty zginajace i skrecajace, wywolane w plycie dzialaniem nie-
cigglego pola temperatury, uzyskamy ze wzordéw

My == — N[dd +1’(‘i %T:‘f' o* w)‘f‘(l“f_ )aITJ:

r2

! d
(2.22) MW:__NIH:' %1:’ G 1 d_‘w_}.g a?+(1—|—w)an],

Mrgo:—N(]. ‘l')a‘r(l dw)

r dy

W obszarze ¢ << r < co nalezy we wzorach (2.22) opusci¢ wyrazy, w kto-
rych wystepuje =, gdyz w tym obszarze r=—0. W przypadku plyt prosto-
katnych, na brzegach swobodnie podpartych, jesli na obszarze I' jest dana
temperatura a3t (1, x9), a poza tym obszarem 7=—=0, réwniez punktem
wyjécia bedzie réwnanie (1.10). Rozwigzaniem tego réwnania bedzie catka
(1.11). Wystepujaca w nim funkcja Greena w** ma dla obszaru prosfo-
katnego nastepujacg postac:

(2.23) At = 4 ([-F-v) at 2 s:m a,,f 51n ﬁ_," é’,

sin tp Iy sin ﬁm x’ ’
DJ'”H'

n,m

gdzie

Gu='TI': ﬁm=

T Dy = (0,21 -+ ﬂ?,,]*
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Zatem zgodnie ze wzorem (1.11) mamy

(2.24) w(x,,x)=

= (1+ 1’) ag 2 b S i ﬁm e fj T (En E;) sin ay E] sin ﬁm 62 dE] d‘fg .

Dﬂ
n,m m
(I)

I tak w przypadku szczegélnym 7==const na calym obszarze plyty
uzyskamy

(2.25.0) Wiy, #) = 16 (14+»)art sin @, x, sin fm T,

(n,m=1,3, ..., )

2 2
ﬂb i, m aﬂ ﬁm (au + ﬁm)
albo
cha (:c b)
- 3 n 2_-._
(2‘252) w (x1 = 1'3) = Eﬁiﬂlf_? Sin a; €T, [1 . 9 ] ’
@ n=1,8,... a, anb
- ch-5

zgodnie z wynikiem S. Timoszenki, [5].
Dla b — o0, a wiec dla pélpasma plytowego, otrzymamy

(2.26) wn,m) =it N BBy g,

-]
a n=1,8,... n

Rozpatrzmy przypadek polpasma na brzegu xy =0 zupelnie utwier-
dzonego. Ugiecie plyty zlozymy z dwu czesci, z ugiecia w; odpowiadaja-
cego ugieciu polpasma na wszystkich brzegach swobodnie podpartego oraz
z ugiecia wy, ktére przedstawia wplyw momentéw utwierdzenia. Zatem

(2.27) w(x,, ) = w, (2, 2a) + f M (&) G (xy, 205 &, &) dEl dé,.
4]

Tutaj G (2, a9;¢,0) oznacza ugiecie punktu (xy, 25) pélpasma na swych
brzegach swobodnie podpartego, wywolane dzialaniem momentu skupio-
nego jednostkowego M —§(x; — &,), umieszczonego w punkcie (&,0)
brzegu plyty (rys. 4). Symbol M(£,) oznacza funkcje momentu utwierdze-
nia wzdluz brzegu xy = 0. Funkcja G okre$lona jest wzorem, [6],

2]

. 2y N eTIN ;
(2.28) t.r(;t:l,:;r:g;cif,,{}}=:M:I 7 - sin a, &, sin a, ;.
n=1

Z warunku [0w,/0x,]rx,=0=0 otrzymamy nastepujace réwnanie calkowe:

6 sin a, &, sin an

d Uy
n=1

Jw, A Xy e
Oix | TN ’ M(&,) #=10;
1]

Jw, 1
(2.29)
A=A

14



Tutaj zwazywszy na wzér (2.26) mamy

ow,] _4(0+Pazr | sinax,
023 |, o a g

o
n=1.8, ... n

(2.30)
Wyrazajac M(&,) szeregiem :

M(E)= D Misinaé,,
k=1

uzyskamy rozwigzanie réwnania (2.28) w postaci

) « si
(2.31) M(s,)z____8“+: @l § L“a“"f':_z(]-;-y)a,m.
nr'.'_'l,ﬂ,... n
Zatem

wy (T, ) = | M (&) G (2, Ty &,,0) d&, —
(]
_ 4(1 +1" 0’..!'[ & "“\ e “n2

—— o Vs E 3 Sin an :U| [
a H=~i':§. e an
o X A X,
e IRy o=
(6..0) e -
ral 1.*1_—1 i

:, = < uan | B2
| O :
________________ | T=const

e 2
w. T s TR

Rys. 4 Rys. 5

Ostatecznie ugiecie plyty wyrazi sie wzorem

(2:32) 1w (x;, cy)= 4£L;)a_"f 2 S-_lpfé” ) |1 — (1+ay ) e—en*e],

n=1.,8,... n

Rozpatrzmy jeszcze przypadek przedstawiony na rys. 5. W pélpasmie
plytowym I dana jest temperatura T = x3t, w pélpasmie plytowym II
T = 0. Pélpasma te polgczone sg ze sobg w przekroju xy =0 i wzdluz osi
xy podparte. Jako niewiadomg funkcje naszego zadania przyjmijmy mo-
ment M (x;) na odeinku AB plyty. Mamy tu do ezynienia z niecigglymi
warunkami brzegowymi wzdluz osi, [7]. W przedziale (0,¢) na osi
mamy w,(x,,0)=0, w;(x,,0)=0 oraz

ow (x,,0) | Owy(x,,0)

a-ra dxg i 0’
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a w przedziale BC mamy w; (x, 0) =0 oraz

0% wy (z,,0)

=K ox?

=0.

Réwnanie calkowe tego zadania przyjmie postaé

J9G, (:m,o 51,0) Gy (x,,0; 51,0)] dwf(;,0) _
(2.33) ‘ + e dii e
‘Tutaj
0Gy (,0,¢,,0) _ 1 yvsinaé, sina,z, =
5.’&:‘2 o ﬂ.N| = Uy ! an = a ?
dGy (24, 0; £,00 1 O sin fmé, s1nﬁm.r_1_ __max
d‘r:! CNH m=1 ﬁm " ¢ '
Wreszcie

0u(x:,0) _4(+sur |1 sinaz,
O, a '

2
n =T:‘:. aee aH
zgodnie ze wzorem (2.30)

Wstawmy powyzsze funkcje do réwnania (2 33). Rozlézmy funkcje
M(£,) na szereg
(2.34) M (&)= ), Mpsin ﬁ’f‘.
g=1

Nastepnie pomnézmy réwnanie catkowe (2.33) przez funkcje

_/E e,
rpa(IIJ—"/xsm 2

i scalkujmy ja od zera do ¢. W rezultacie otrzymamy nieskonczony uklad
réwnan:

. g QT
. os sin® —
- | - o !
(2.35) a cos azw ﬁ;: Mg pcos fn n-§ n (n*—p*a) (n*—0*f%) i
' o sin
Ny 7' Me___ 4(1+0) a7 . il S
I R S ———Njacosa ey
N, 40" «a 0 * R'*=1-3-"* wint=dval
) a
(a-— 1,2; "'IO‘Jl 9_-?)'
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7 rozwigzania ukladu réwnania otrzymamy wielkosci My, & ze zwigz-
ku (2.34) moment zginajacy podporowy M (&,). W przypadku szczegblnym
a=c otrzymamy )
16(1-+9) arey Ny

My = — ﬂﬂ.r;-[j\_I_I‘FN[]) :(n% i _3, 1esy DO)
Zatem
16 (149 as TN Ny |1 sinaz, N; Ny,
M e e (R D i roakac i R 1 _SXeetr
() aWt Ny 5 an i rrlane Ty

3. Réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty na sprezystym podlozu, wy-
wolane dzialaniem pola temperatury T==x37 ma postac

(3.1) P2 wlx,,x) +cw+ 1+ »)a P?r=0.

Przedstawimy rozwigzanie tego réwnania calkg

(3.2) w (X, Tp) = J J 7(&,,85) w™* (215 %a; &y, &) dé; dEy,
(I

gdzie funkcje w** spelnia réwnanie

(3.3) P w™ + ew™ + (1 + ) a V20 {{C. —,§1)_f5 (xa— &)= 0.
Rozwiazanie rownania (3.1) mozna tez przedstawi¢ w postaci

(34)  wlz,a)=—N({1+ [ | z(&, &) rPw* (z,, 2, &, &) d&, d&,,

()
gdzie miedzy funkcjami w* i w** zachodzi zwiazek
(3.5) ; W= — (1 + 1) as NF*w®,’

Roéwniez i dla plyty na spreﬁysl;ym podlozu na brzegach utwierdzo-
nych zupelnie i przy liniowej funkeji v jest w kazdym:punkeie w==0.
Takze i tu mamy

My =Myy=—N(l+ ) a7, My, =0.

Latwo zauwazy¢, ze wspoOlezynnik podatnoSci gruntu ¢ nie ma wplywu
na wartos¢ momentéw zginajacych w plycie na swym brzegu zupelnie
utwierdzonej. _

Niech kilka przykladéw zilustruje wyznaczenie ugie¢ i momentéw zgi-
najacych i skrecajacych w plytach spoczywajacych na sprezystym pod-!
lozu. Zajmijmy sie najpierw plyta nieograniczong, w ktérej ugiecie jest
funkcja jednej tylko zmiennej ay. Rozpatrzmy przypadek plyty nieogra-
niczonej, w ktérej w obszarze — oo <<a; << 0 jest z= const, a w obszarze
0wy < oo jest t=0 (rys. 6a i 6b).

Rozprawy Inzynlerskie — 2 7



Roéwnanie (3.1) przyjmie tu postaé

dll d3
(3.6) Tt dcw - (1 +%) @t o =0

Rozwigzaniem tego réwnania jest calka

(3.7) w(e,) =7 [ W™ (z,, &) dE,,
a
? = X1
b — Ay
7~
=1

‘t‘ T X f4+v)ar

-..._____,...—
-5 -4 -3 =2 -1 3 4 9 Xq

Rys. 6

gdzie w** (x;, &,) jest rozwigzaniem réwnania

d'w™ " d
(3.8) d.’l’.‘" + ecw™ 4 (1 + ») ay Ex—%a(sc, —&)=0.

Zwazywszy ze

oo

3, — &)= % {cos a)(x,— &) da,, w™* zj A (a) cos a, (x, — &,) da,
0 0

uzyskamy z réwnania (3.8)

ca

; aj cos a; (x; — &)
W=+ e f ———da,  y'=c
P ay +
albo
il
( :;’)a.ﬂ —A0v=5) [cos A (x,—&,)—sin A (x,—&,)], jesli x, > & ;

(3.9) wis= 1+ a
——Tﬁ——f e*t:=8) [cos A (x,— &) +sind (x, — &))], jedli x, <&;

Vsl
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Zgodnie ze wzorem (3.7) otrzymamy dla rozpatrywanego szczegblnego
przypadku

0
f wr* (I] ] ‘51) d51 ) ']Eé].]. &Iy > D,

w(x,) = ¥, 0
J wi* (x,, &) d&, + _I wi* (2, &) dE  jesli x <0.

Po wykonaniu odpowiednich calkowan uzyskamy

e Q__%%Ee- 2% gin ’13:1 ; jegll xy =0
310 w@am=i
-t 41;10&’ TeMsinAx,, jedli x, <O.

L
“F =§ -4 -8 -2 -4 1

Rys. 1

Znajac powierzchnie ugigcia wyznaczymé mozemy momenty zginajace:

M,,=— (3?—F{1+v)a.-t}—-—-—N(1+v)cut[l—%e“-“cos).m],
jesli —oo<<a, <0
M, =— g"f——N(H-»)%eﬂ“-cosAml, jeli 0 < a; << oo
0w
M,,=—N|» az—l—[l%—v)am, jeli —oo <<z, <O0;
o*w
Ox? :
MTQ::O
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Zauwazmy, ze dla x; - —oc0 ugiecie w zmierza do zera, a momenty
zginajace Mjy do wartoSci —N(14-)a,7. Wykres momentéw zginajacych
M;y przedstawiono na rys. 6b.

Rozpatrzmy dalej przypadek przedstawiony na rys. 7a i 7b. W obsza-
rze 0 <<z <oo plyty 7= 17,=const, na obszarze —oo <x; <0 niech
7T == 1, == const. Powierzchnia ugiecia plyty ma tu posta¢ antysyme-
tryczna wzgledem prostej xy =0. W przekroju ay =0 mamy w (0)=10
oraz My (0) == 0. Dla obszaru x; > 0 przypadek ten jest identyczny z ugie-
ciem pélplaszezyzny plytowej w przekroju x; =0 swobodnie podpartej.
Wyrazajac funkcje z(xy) i w () za pomocg calki Fouriera

oo o

9 =1 >
r(:ri):—a' _Slf_l_Eg_x_;da“ w(x,) = J B(a,) sin ¢, x,da,,

7 a,

uzyskamy z réwnania (3.6) wartosé

Ba) =20+ ar S 7 w=ec "=|T’e§>;'
Zatem
R (1 +2";;‘ 0 4% gin Az, ,
) w{m,)=2—t°“:’-’-)—q£f a s‘iirj'_a, f:‘l‘dul:: jesli = >0
- aré l (_1_‘?’1:?’ %0 g2 gin i,

jesli =, <C0.
Momenty zginajace i skrecajace dla x; = 0 otrzymamy ze wzoréw

M;; =—N(14+») a7, (1 — e~ cos Ax,),
M,y = — N (1+9) ar 7, (1 — re=** cos Ax)), M,,= 0.

Na rysunku 7b przedstawiono wykres momentéw zginajacych M.

Niech dana bedzie pdlplaszezyzna plytowa swobodna w przekroju
xy=0 (rys. 8a). Na calym obszarze plyty niech bedzie t==1,==const.
Zauwazmy, ze dla-plyty nieograniczonej przy = 7,== const na calym jej
obszarze (rys. 8b) w kazdym punkcie plaszczyzny Srodkowej wy==0,
a w kazdym przekroju x = const, M{;=—N (1-+»)aszr. Ugiecie plyty
przedstawionej na rys. 8a zlozy¢ mozemy zatem z dwu ugieé, z ugiecia
wy =0 odpowiadajacego przypadkowi przedstawionemu na rys. 8b oraz
z ugiecia wjy (xy) po6lnieskonczonej. plyty (w ktérej z==0), obcigZonej
w przekroju x; = 0 momentem zewnetrznym M,=—=—M; = N (1+ ») a7,
(rys. 8c).
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Poniewaz, [8],

w (x;) = 21;322 e—*% (sin Ax, —cos Az,) dla a, > 0,
zatem
(3.12)  w(x,)=w,(x,) + w, (‘Tl}-:
= (l_llz——w;}fj—“ e~ (sin Aa, — cos Ax,), xy > 0.

Znajac powierzchnie ugiecia plyty wyznaczymy momenty zgma]ace
i skrecajgce dla x; = 0 ze wzoréw

M;,=-—N (149) as 7, [1— e (sin Az, + cos dx,)],
Menz_N[ dx " +(1‘|‘r}ﬂf70 ) M,, =0,

Na rysunku 8d przedstawiono wykres momentéw M.
‘Rozpatrzmy wreszcie plyte

nieograniczong, spoczywajaca . ! ; 7
na sprezystym podlozu, w kté- — it —_
I'E.‘j mamy do czynieni'a z mnie- DR R B A ST T O R e
cigglym, ale osiowo symetrycz- b
nym polem temperatury. .

Rownanie powierzchni ugie- L ‘\!, e |
cia plyty ma tu postaé i
(3.13) Piptw 4 ptw + .

-

X1

+ 1+ e pir=0,

—

gdzie
d: 1 d
Vz-_—&r"‘ e r dr’
Wyznaczmy najpierw ugie- d
cie dla jednostkowego -jadra
termosprezystego odksztalcenia
umieszezonego w poczgtku ukla- ' 1.2 3
du wsp6lrzednych biegunowych.

. Rys. 8
Rozwigzaé nalezy roéwmanie
0

(#:54) PR wt ot wt o+ (14 9) amz( (T-:)
Zwazywszy Ze

B(r) 1

it o (Rl d

2ar 2a f ()

1]
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oraz wyrazajac ugiecie w** (r) za pomoca calki Hankela,

w (1) = [ A(a)J,(ar)da,
0

uzyskamy rozwigzanie réwnania (3.14) w postaci

an (ar) 14

= at kerﬂ (HT) 1

W 1
(3.15) () =" 't:) a:f g
0

gdzie

ker, (ur) =

1
o [Ko(pr i/

2x

i)+ Ky (ury/—i)].

Symbol K; oznacza funkcje Bessela trzeciego rodzaju.

B(rp)

Przesunmy jadro termosprezyste-
go odksztatcenia z poczatku ukla-
du wspéblrzednych do Ppunktu
A(p,0) i wyznaczamy ugiecie ply-
ty w punkecie B(r,¢) (rys. 9). Ugie-

\ cie plyty w pumkcie B wyraza
0 /\3 i £ Alp)  WzoT
Y4 *(B) = 2—_:;— arker, (ur),
gdzie
Rys. 9 ' = [r* + o — 2710 cos (p — @)| ",
Ale
(3.16) keru (#r') = 2 enJn {;{9] kero (’u’?‘) cOS N (fP — @) (9 <,

n=0

Tutaj e, przyjmuje wartos¢ 1 dla n=0, dla pozostalych n wartosé¢
réwng 2. J, jest funkcja Bessela pierwszego rodzaju i n-rzedu. Dla
p > nalezy we wzorze (3.16) przestawi¢ wielko$¢ p i r. Oznaczmy przez
w(r,e) ugiecie wywolane jednostkowym jadrem termosprezystym réw-
nomiernie rozloZonym na okregu kola o promieniu p. Tutaj mamy

(3.17) w(r,e) _(Hw)arf[z San(ﬂg)keru(ﬂT)COSﬂ.(q’—@)] 0d@.

n=>0

Po wykonaniu odpowiednich calkowan otrzymamy

(3.18)  W(r, o) =

22
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Funkecja w(r,q) przedstawia funkcje wplywows ugiecia plyty. Przy jej
pomocy wyznaczy¢ mozna ugiecie plyty wywolane dowolnym osiowo-
symetrycznym i nieciaglym polem 7(r).

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny t=r7,==const na obszarze kola
o promieniu a. Otrzymamy tu

(]

w (r) = (14 ) ar 7, ker, (ur) J. oJ, (no) do=
i}

(3.19) | -——“-(1—1—1']&:rnkern(pr)%.}](gaa) dla a.<r<oo,

a

w(r) = (1 +)arzq | ker, (ur) JleJu (uo) do +J,.(m),]‘e ker, (10) de] ==
0 r

/3
=(1- ﬂa;‘rg[ ker,(ur)J, (,m')-*— lK (MI 1) ‘(‘uT_‘_ ﬂ]——
L 2ul i V—i

lK (uay/ i) +K=(H“l_'—ﬂ]} da 0<r<a.
C2u Vi y—i .

Momenty zginajace wyznaczymy ze WZzOrow

0* 0
Mr!:—N(a—‘::+3; 71:' + (1+?’)ar1{1),
(3.20) Mgo _._.N(1. o b :" %‘f + (149 qf-ro),

Mr\? = 0.

Wzory te s stuszne dla 0 <<r <<a. Dla ¢ << r < o0 nalezy w powyzszych
wzorach pomina¢ wyraz (1+v) a7, .

W praktyce wystepuja czesto plyty kolowe o brzegach swobodnych.
Je§li z=-const w obrebie plyty, to rozwigzanie w (r) zbudowaé¢ mozemy
z dwu powierzchni ugiecia, z powierzchni wy(r) odpowiadajacej plycie
nieograniczonej, znajdujgcej sie w polu temperatury z—=const, oraz z po-
wierzchni wy (r) tak dobranej, aby spelnione zostaly wszelkie warunki
brzegowe na obwodzie plyty dla r==a. Funkcja wy(r) jest réwna zeru
w kazdym punkcie plyty. W plycie powstang momenty M, = Myp =
=—N{1+%q,7, Mry=0. Funkcja w; (r) odpowiada ugigciu plyty w sta-
nie 7=0, swobodnej na brzegu r—a i obcigzonej jednostajnie rozto-
zonymi momentami [—M,|,_, = N(1+») a,7, dzialajacymi na brzegu
plyty.
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Pezwwme

CTAIIMOHAPHBIE TEPMUYECKHWE HATNIPAZKEHMA B TIIACTUHEAX

PaccemarpuBaeTca METOZ ONpesiesensa HAIPMKEHWA B IJIACTMHKE CPef-
HE TOJILMHEI, HAaXONAIeHCA B TEMIIEpaTyPHOM II0JIe, ITPY MCIOMb30BaAHNUN
bysxumyu I'puHa gua gud@epeHMalsHOT0 ypaBHeHA paccMarpuBae-
MOJf 3ajaym.

JAnsa paga DPOCTBIX THMIOB TIIACTHMHOK, KaK HaNp. [Is OGecKoHewHo
IUTACTUHKH, TUIACTUHYATON II0JIOCHI, IJIACTMHYATOTO KJIMHA ONpPEResISIOTCH
nsrubaronmme ¥ KPYTALME MOMEHTHI JJIA HENPEPBIBHOTO ¥ IIPEPLIBHOTO
TEeMIIepaTypPHOro 1onsd. B 3sakmroueHmMe paccMaTpyuBaiOTCA TepMHUYECKue
HanpAXKEeHMA [UIA HEeCKONBKMX CJIyYaeR ILJIACTMHOK Ha YIPYTOM OCHO-
BaHMM,

Summary

STEADY-STATE THERMAL STRESSES IN PLATES

A proposed method for determining the stresses in a plate of moderate
thickness in a temperature field, using the Green’s function of the
differential equation of the problem. For a number of simple cases such
as that of infinite plate, plate strip, plate wedge etc., bending moments
and torques are determined for a continuous and discontinuous tempe-
rature field. Finally, thermal stresses are discussed for a few cases of
plates resting on an elastic foundation.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 6 listopada 1958 7.



