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1. W płytach średniej grubości przyjmuje się liniową w kierunku
osi X3 zmienność pola temperatury, [1], [2],

(1.1) T(Xi, X2,XS) = T0 (£] , X2) + * 3 T (x% , Xs).

Wielkość xs liczymy prostopadle do płaszczyzny środkowej płyty xa = 0.
Wzór (1.1) spełnia jedynie w sposób przybliżony równanie przewodnictwa
cieplnego — tym lepiej odpowiada rzeczywistości, im mniejsza jest gru-
bość płyty h w stosunku do pozostałych liniowych wymiarów płyty.
Pierwszy wyraz wzoru (1.1) jest niezależny od x$ i nie wpływa na ugięcie
płyty. Jeżeli płyta ma możliwość swobodnego rozszerzenia się w kierunku
Xi i x2, gdy brzegi jej nie są skrępowane (a„n = 0, ans = 0 na brzegu płyty),
a ponadto gdy w obrębie płyty brak źródeł ciepła, to pole temperatury T 0

nie wywoła naprężeń. W dalszych rozważaniach założymy, że powyższe
warunki są spełnione i zajmować się będziemy jedynie ostatnim wyrazem
wzoru (1.1), który wpływa na odkształcenia płyty.

Równanie powierzchni ugięcia płyty wywołanego istnieniem pola tem-
peratury X%T(XI, X2) ma postać, [1],

(1 -2) P 3 P 2 w (x,, xt) + (1 + v) at V*r{xu x2) = 0 .

Litera w oznacza ugięcie płyty, v jest współczynnikiem P o i s s o n a ,

a at współczynnikiem rozszerzalności termicznej. Momenty zginające

i skręcające, występujące w płycie, określone są związkami

dkWj+ T=i{vv2 w + ( 1 + v ) at%) diJ

W powyższych wzorach N oznacza sztywność zginania płyty, a fly jest
symbolem K r o n n e c k e r a . Oznaczmy przez to* (xi, #2; Si) 2̂) funkcję
G r e e n a równania (1.2). Spełniać ona powinna równania

(1.4) p2V2w* = jjó(x1~£i)d(x2 — £2)

z takimi samymi warunkami brzegowymi jak funkcja w. Funkcję w* uwa-
żać możemy za ugięcie punktu (xx, X2) płyty, wywołane działaniem siły
.skupionej, umieszczonej w punkcie (f j , £2). Symbol d oznacza funkcję



D i r a c a . Rozwiązanie równania (1.2) korzystając z funkcji G r e e n a
przedstawić możemy w następującej postaci:

(1.5) w(x1,x2) =

Wzór ten jest słuszny zarówno dla ciągłego jak i dla nieciągłego pola tem-
peratury T. W przypadku ciągłego pola temperatury przedstawić możemy
związek (1.5) w następującej postaci, [3]:

(1.6) ^J
(-T)

Łatwo zauważyć, że io(xi, XQ) = 0 dla każdego punktu płyty, jeśli w* = 0,
dw*/dn = 0 oraz F2 x = 0 . Warunki te odpowiadają płycie zupełnie utwier-
dzonej na brzegu o temperaturze r stałej lub zmieniającej się w sposób
liniowy w obrębie płyty. W płycie wystąpią momenty

« « ' • « • — N(l + v)att, M12 = 0.
Wracając do równania (1.2). zauważmy, że rozwiązanie tego równania

przedstawić można również w postaci

(1.7) w(xs,xs) =

gdzie w** jest rozwiązaniem równania

(1.8) V*V*w"* + (l + v)atP»d(x1-£1)d(xi — Cs)=°O,

spełniającego •warunki identyczne z warunkami brzegowymi dla funkcji w.
Funkcję G r e e n a w** traktować możemy jako ugięcie punktu {xi,x%)
płyty, wywołane działaniem jednostkowego jądra termosprężystego od-
kształcenia {attdr), umiejscowionego w nieskończenie małym otoczeniu
punktu ( I D I S ) .

Między funkcjami w* i w1** zachodzi związek

(1.9) . w** = — (l + i.) atNv2 w".

Postać (1.7) rozwiązania równania (1.2) będzie nieraz dogodniejsza od po-
staci (1.5) zwłaszcza dla płyt nieograniczonych oraz płyt swobodnie pod-
partych na brzegu. W tych bowiem przypadkach poszukiwać będziemy
całki szczególnej równania (1.2). Całką taką będzie rozwiązanie równania
P o i s s o n a

(1.10) Vaw + (l + v)'atT=0.

Rozwiązaniem tego równania jest funkcja

(1.1.1) . w = f
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gdzie tu** spełnia równanie

(1.12) p*w** + i

Z postaci równań (1.11) i (1.12) wynika, że mamy tu analogię do przy-
padku ugięcia membrany.

Zastosowanie przedstawionego wyżej sposobu wyznaczenia ugięcia
płyty objaśnimy na kilku prostych przykładach.

2. Rozpatrzmy na wstępie przypadek płyty nieograniczonej, w której
na pewnym obszarze F dana jest temperatura Xs % (xi, x£)> a poza tym
obszarem T = 0.

Ponieważ całką szczególną równania (1.12) jest funkcja

^ , ,

gdzie Jj, jest całką rozbieżną, niezależną od zmiennych x±, x%. Zatem

. [l + v)at(2.2)
2TT

Niech T = const na obszarze prostokąta o bokach 2c i 2d.
Wykonując różniczkowanie pod znakiem całki i całkowanie po obsza-

rze prostokąta otrzymamy następujące wzory:

d2 w (1+ v) atr I j x_2 +_d , ! xa — d _
2w V 8 X'+c g

xt — c

tg"xf~c
^ J

~Ą-*z-i~
(l+v)a(T• —^r in

In

gdzie arctgł?=tg-1»y) arcctgjj==ctg-1ł?, r\:l = {xx — c) 2+ (x2-\-d)2, r | 4 =
= (;r, + c ) 2 ̂ -(xaH^d)2. Związki (2.3) są słuszne dla całego obszaru płyty.
Na brzegach prostokąta x 2== ± d funkcja d^wjdx\ wykazuje nieciągłość,
podobnie na brzegach x i

i = ± c funkcja d2w/dxl. W narożach prostokąta
pochodna przyjmuje nieskończenie wielkie wartości.

Momenty zginające wyznaczymy ze wzorów (1.3). Korzystając z rów-
nania (1.10) otrzymamy

(2.4) Mij = — N{l — v)\-z—Jr- + U. + v)atrdu\ (i,j=l,2)
^Xi ĆXj



oraz

Ma -{ — N (1 — p) at r, jeśli — c < Xt < C, — d < x.2 •< d;
0, jeśli — c > a : l > c 1 , — d > x . ź > d .

Tak więc na bokach prostokąta x2= ± d mamy nieciągłość momentu Miir

na bokach xi = ± c nieciągłość momentu M22- W narożach prostokąta
otrzymamy nieskończenie wielkie wartości momentów skręcających.

Jeśli na obszarze koła o promieniu a dana jest temperatura T = X3 T,
przy czym T = const, a poza tym obszarem x = 0, to otrzymamy

(2.5)

dr

2r a

(2.6)

jeśli 0 < r < a,

jeśli a •< T'-< co ;

jeśli 0 < r •< a ,

jeśli a < r <C oo .

Momenty zginające wyznaczymy ze wzorów
1 HE. M —
r dr

Jest rzeczą widoczną, że momenty zginające dążą do zera dla r -*• oo. Mo-
menty Myy wykazują nieciągłość na linii r = a. Zauważmy jeszcze, że

(2.7) Mrr + Majm —" { o ,
JV(1 v2) at T, jeśli

jeśli
0 < r < a,
a < r < oo,

Przedstawiony przypadek ma poważne znaczenie praktyczne.
Wycinamy z płyty prostokąt płytowy i ogrzewamy go tak, aby na jego-

obszarze było T = X 3 T , gdzie x = const, a następnie wstawiamy go w po-
przednie miejsce i łączymy z płytą w ten sposób, aby na brzegach wycięcia
zachowana była ciągłość (wspólne ugięcie i wspólna pochodna ugięcia
w kierunku normalnej na brzegu wycięcia). W całej płycie powstaną na-
prężenia. Oczywiście zakładamy, że stan termiczny jest tego rodzaju, że
niezależnie od czasu w obszarze prostokąta T<= const, a poza tym T = 0.
W analogiczny sposób rozwiązuje się zagadnienie naprężeń początkowych
w płycie. Jeśli w wycięcie prostokątne w płycie wstawimy płytę tej samej
grubości lekko zakrzywioną (ale znajdującą się w stanie beznaprężenio-
wym) według powierzchni kulistej, a więc taką, w której el1<=s°2=xaq}°,
<P° = const, to połączenie obu części płyt w jedną całość nastąpić może
jedynie przy użyciu siły. W płycie powstaną tzw. naprężenia montażowe.



W sposób bardziej złożony kształtuje się analogiczne zagadnienie dla
płyt na brzegach swobodnie podpartych.

Zajmijmy się pasmem nieograniczonym, w którym na obszarze x2 ^ 0,
0 < xi < a mamy T = 0, na obszarze 3% < 0, 0 < Xi < OT<= const (rys. 1).
Z zagadnieniem tym spotykamy się wtedy, gdy w przekroju x% =p 0 łączy-
my półpasmo stanowiące płytą idealnie
płaską z półpasmem, w którym nastąpiło ^_;
ugięcie wywołane inierównomieirnym
wzrostem temperatury. Równanie po-
wyższe rozwiążemy w następujący spo-
sób. Wyznaczymy najpierw funkcje
G r e e n a dla równania (1.10), mianowi-
cie rozwiążemy równanie

II
T=consf

(2.8) 7 2 io* v) ui ó (z,

Rys. 1

?j, — $ i) = 0 ,

a dalej wykonując całkowanie na obszarze II, uzyskamy poszukiwane
ugięcie w. Rozwiązaniem równania (2.8) jest funkcja

w"

albo

(2.9)

A Y 1 t . r c ° s ft3^ ,7/J
— ^ sin an S1 sin a« a:, I —^ . „3- ctp,

w -*=,-•! V sin an x, sin a„ f t dla x2 > 0,
a ^ a„

ch -' x2 •—cos ix i —£\)

4,T ch .To — cos (Xi -f- Ę,;
a " a

Wykonujemy całkowanie po obszarze II; otrzymamy

(2.10.D
1 = 1 " n

s i n a"

5 sina„x, dla a;2>-0..

„M...
Dla obszaru II uzyskamy

(2.10.2) wn

2Ax
a

n=l,8,... "



Wyznaczymy momenty zginające i skręcające. Dla x2 > 0 otrzymam}

„ 2(l-/)Na,T

(2.11)

i 2 2

«=t,s,... an

sin an x.

(1 — y8) Nat x sinAag]
n a r C g shAx 3 '

_. _2JV(1 — v*)atz £ , e-""x°
jyiy^ — y cos an Xj —

O, ^—1 (In
n—1,3,...

(l — v^Natr, 1 + 2 'er*** cos Ax, + er«**'
;-; . . . ! . |t-| '

2n 1 — 2 e ~Ajr' cos AXT + e~2Xx*

D l a a:2 < 0 uzyskamy

(1 — v")Natr

(2.12) M 2 a = - N (1 - ,-) a, r ( l - - arc tg

— v~) at x 1 + 2 e ~ ^ ' c o s X x x + e 2;-r°
2W" n 1 — 2 T ^ cosAx7+"e-2^

Na rysunkach 2a-2c przedstawiono wykresy momentów Mu, M22 i Mi2.
Zauważmy, że

0, jeśli x2 ;> 0 ,
M -+- M =a

1 — W (1 — j'2)«/ T, jeśli x2 <L 0 .

Rozpatrzmy przypadek klina płytowego (rys. 3). Niech na obszarze I,
zawartym między prostymi cp = 0, <p = <pa oraz łukiem r = a będzie
T = const, na pozostałym obszarze niech x= 0.

Punktem •wyjścia będzie tu równanie (1.10). Rozwiązaniem tego rów-
nania jest całka

(2.13) w (r, <p) = I \ T (o, f) w** (r, ę; Q, V ) dl) dr = odfdg.
'in

Funkcja w** spełnia równanie

(2.14)
ó (r — = 0,

z warunkami brzegowymi w** (r, 0) = w**{r,(p0) — 0 .
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Rozwiązanie równania (2.14) przedstawimy w postaci

(2.15) w** = \ sinnxip j A„(a)J,.(ar)da, v = nx, x =—.

Powyższa funkcja spełnia warunki brzegowe dla <p=0 oraz <p—<pQ • Funk-
cję D i r a c a wyrazimy następującym przedstawieniem sumowo-całkowym

(2.16) ó (r — g)ó(rcp—ow) = / sinnxqismnxw | a J,, (ag) J„ (ar) da.
"Po ,Śi ó

Wstawiając (2.15) i (2.16) do równania (2.14) wyznaczymy wielkość A„ (a) t

dalej funkcję w**:

(2.17)
(l + v)at Vi 1 .

. = — — / - s in •" '•"" S 1

7t. ,f?i n

1-x"

gdzie i] — rJQ . Znak plus odnosi się do przedziału 0 <C r < o, znak minus.
do przedziału o < r < o o . Skorzystaliśmy tu ze związku

f a 1 Jv (ao) Jv (ar) da '=

11 A'
1 / & Y
2v\ r

jeśli 0 < r < Q ,

jeśli g <; r •< 00.

Funkcję w** można również przedstawić w postaci zamkniętej, [4],

(2.18) In
ch (x In rj) — cos x {cp —• ip)
ch (H In 1]) — cos x (rp + y>)'

Rys. 3

słusznej zarówno dla obszaru I, jak i dla
obszaru II.

Przy wyznaczaniu ugięcia w ze wzoru
(2.13) należy rozróżnić dwa przypadki:
r > a oraz r < a.

W pierwszym przypadku otrzymamy

w (r, <p)~r J dip \ od(iwti (r, <p; Q, ę) .

Po wykonaniu odpowiednich całkowań uzyskamy

(2.19) w(r,<p) =

12

« = 1 A . . . ( » * ) a ( 2 + n » ) \ r /



Dla r ^ a wyznaczymy w (r, q>) ze wzoru
rlf, T

(2.20) w(r,<-,>) = — N{l + v)atr\j dip f odowa (r,i
M) Ó

+ /u
Otrzymamy mianowicie

(2.21) w{r,(f) =

2 ,« , x ., V sin
2 =

1 —(ni-
Łatwo zauważyć, że dla r = 0, <p = <p,1 oraz 95 = 0 ugięcie io jest równe
zeru. Dla r = a otrzymamy tak ze wzoru (2.19), jak i ze wzoru (2.21)

w (a, o)
2 „ vi sinn^ip

(1+ v) at rxa- X f \i~i'«r;—\-

Ponadto ze wzoru (2.19) stwierdzimy, że dla r —>• 00 ugięcie płyty zmierza
do zera.

Momenty zginające i skręcające, wywołane w płycie działaniem nie-
ciągłego pola temperatury, uzyskamy ze wzorów

(2.22) 1 d a t~«P,r dr V a g + . 1
1') Ct/ T I ,

_ d /1 dj£\
^ dr \ r dc; / '

W obszarze o t ^ r < o o należy we wzorach (2.22) opuścić wyrazy, w któ-
rych występuje r, gdyż w tym obszarze t= 0. W przypadku płyt prosto-
kątnych, na brzegach swobodnie podpartych, jeśli na obszarze F jest dana
temperatura x§t (xi,x2), a poza tym obszarem T = 0, również punktem
wyjścia będzie równanie (1.10). Rozwiązaniem tego równania będzie całka
(1.11). Występująca w nim funkcja G r e e n a w** ma dla obszaru prosto-
kątnego następującą postać:

(2.23) w*

gdzie
ab Dn

n o-1 am pin ti-s ,

an —
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Zatem zgodnie ze wzorem (1.11) mamy

(2.24) w {xs, xa) =
DO st / i

,- , *. V s i n a n x , s i n / 3 m x z i .. . . . . o Jf. Jh

= (1 + v) at 2_i ri T (^i' 2̂) s m a« 1̂ s m Z3'" 2̂ dli d | 2 .

I tak w przypadku szczególnym r = const na całym obszarze płyty
uzyskamy

i s in On X-1 s m /
(2.25.1)

albo

(2 25 2)
(2.25.2)

b
cn a« (x3

a„bch-
2

zgodnie z wynikiem S. T i m o s z e n k i , [5].
Dla b -» oo, a więc dla połpasma płytowego, otrzymamy

(2.26)
a f l

Rozpatrzmy przypadek połpasma na brzegu x2 = 0 zupełnie utwier-
dzonego. Ugięcie płyty złożymy z dwu części, z ugięcia it?! odpowiadają-
cego ugięciu połpasma na wszystkich brzegach swobodnie podpartego oraz
z ugięcia w2, które przedstawia wpływ momentów utwierdzenia. Zatem

(2.27) tu(» l ł » i ) = io t(x,,a! t)

Tutaj G (x\, X2', £,0) oznacza ugięcie punktu (xi, X2) połpasma na swych
brzegach swobodnie podpartego, wywołane działaniem momentu skupio-
nego jednostkowego M = <5(a;1-—gx), umieszczonego w punkcie (£ , 0)
brzegu płyty (rys. 4). Symbol M(^) oznacza funkcję momentu utwierdze-
nia wzdłuż brzegu a;2 = 0. Funkcja G określona jest wzorem, [6],

(2.28) G (xu Xg,; I,, 0) == -X.2
T y] -——" sin a„ £t sin an xx.

Z warunku [d?i;,/5a:2]jr2=o:=0 otrzymamy następujące równanie całkowe:

14



Tutaj zważywszy na wzór (2.26) mamy

(2.30)
sin

Wyrażając M(f,) szeregiem :
n=l,3,...

s i n

uzyskamy rozwiązanie równania (2.28) w postaci

8 (1 + v\ at TN V1 s m a«(2.31)

Zatem

o

= -2(1

rt=l,3,...

Rys. 5Rys. 4

Ostatecznie ugięcie płyty wyrazi się wzorem

._ „„> , ,_4(l|»Wt V1 sinanx,
(Z.rfZ) -LOiXj.XaJ— — / ^ s

Rozpatrzmy jeszcze przypadek przedstawiony na rys. 5. W półpasmie
płytowym I dana jest temperatura T — X3T, w półpasmie płytowym II
T = 0. Półpasma te połączone są ze sobą w przekroju X2 = 0 i wzdłuż osi
Xi podparte. Jako niewiadomą funkcję naszego zadania przyjmijmy mo-
ment M (xjj na odcinku AB płyty. Mamy tu do czynienia z nieciągłymi
warunkami brzegowymi wzdłuż osi, [7]. W przedziale (0, c) na osi x\
mamy w [(x1,0) = 0, u;n(a:,, 0) = 0 oraz

dwi(xx,Qi) dwn{x%, 0)
dxQ dx., '

15



a w przedziale BC mamy w^ (x, 0) •== 0 oraz

- U .
^2

Równanie całkowe tego zadania przyjmie postać
c

(*> "3 "3 \ I 7V/TI £ \ - I ' j l_*_y< _L, 1^ ^ ' ' ' 1 '

./ dr, oxn ox*
o

Tutaj

ćJGj (a:,, 0; I , , 0) 1 V"i sinaHf, sin a„ xt _nn

O3

1 y sin.fim^tsinPmXj _mn

Wreszcie
dvĄ(.xu0) _ 4(1+r) a/T yi sina,,x,

zgodnie ze wzorem (2.30)
Wstawmy powyższe funkcje do równania (2.33). Rozłóżmy funkcję

na szereg

(2.34) M (£,) = J ^ /i

Następnie pomnóżmy równanie całkowe (2.33) przez funkcję

r/M î) = 1 / —Sil
\ 71

sm
c

i scałkujmy ją od zera do c. W rezultacie otrzymamy nieskończony układ
równań:

•(2.35) a cos an g MrfcoB fa

. o CL7T.

sm- —

nn
siniV[ TT;2 M „ _ 4 ( l + r ) a / r Vi g

iVn 4o4 a Q nJcfz n-{n- — era")
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Z rozwiązania układu równania otrzymamy wielkości Mp, a-ze związ-
(2.34) moment zginający podporowy M(£j). W przypadku szczególnym

Zatem

3. Równanie różniczkowe ugięcia płyty na sprężystym podłożu, wy-
wołane działaniem pola temperatury T = cc3 T ma postać

(3.1) r 2 \i- w (x,, Xi) + cw + (1 + )') a/ P 2 T = 0.

Przedstawimy rozwiązanie tego równania całką

(3.2) w (xu x,)

ggdzie funkcję iw** spełnia równanie

(3.3) P 3 F 2 w** + cu)** + (1 + Ą at [7* ó (xct —^}A (x* — £2) = 0,

Rozwiązanie równania (3.1) można też przedstawić w postaci

(3.4) w (x,, x t) = — N (1 + v)

gdzie między funkcjami to* i w** zachodzi związek

(3.5) • • ••'• . -uf^== ~ (1 + v) at'NV*w*.'

Również i dla płyty na sprężystym podłożu na brzegach utwierdzo-
nych zupełnie i przy liniowej funkcji % jest w każdym punkcie w =^ OJ
Także i tu mamy

Łatwo zauważyć, że współczynnik podatności gruntu c nie ma wpływu
na wartość momentów zginających w płycie na swym brzegu zupełnie-
utwierdzonej. •••:••

Niech kilka przykładów zilustruje wyznaczenie ugięć i momentów zgi-
nających i skręcających w płytach spoczywających na sprężystym pod-1

łożu. Zajmijmy się najpierw płytą" nieograniczoną, w której ,ugięcie jest
funkcją jednej tylko zmiennej x±. Rozpatrzmy przypadek płyty nieogra-
niczonej, w której w obszarze —<x> <xi=S^ 0 jest T = const, a w obszarze
0 < Xi < oo jest T = 0 (rys. Qa i 6b).

Rozprawy Inżynierskie — 2 1' •



Równanie (3.1) przyjmie tu postać

ł«J«oj — j - eto -j- (1 -f- v)

Rozwiązaniem tego równania jest całka

(3.7) w (as.) =

ł
I

6
4

i

— r
\

,-M,

—^-

f
-4.

('l+v)atr

-5 - 4 - 3 - 2 - 1 1 2

Rys. 6

3 7

gdzie w** (xi, Ij) jest rozwiązaniem równania

(3.8)

Zważywszy że

-£i)==— I cos ai(xt — £) da,, io**= I A (a) cos aj (xj — fiJdaj

uzyskamy z równania (3.8)

w

00

f «i c o s «i fe — fi) ,
J - at + / da*'

albo

(3.9) wt\=
xJ-£1)], jeśli ^ > ^ v

[cos A (x, - fc) + sin A (x, - lx)], jeśli x, < f, •
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Zgodnie ze wzorem (3.7) otrzymamy dla rozpatrywanego szczególnego
przypadku

o •
T / w** (xt, i^ d&, jeśli Xj > 0;

*, o
T /tof*(x 1,f 1)df t+ J u$* (Xud) df, jeśli x t < 0 .

Po wykonaniu odpowiednich całkowań uzyskamy

— -— e~ **> sin Xxx, jeśli Xj ^> 0;
(3.10) w(xux2) =

a ; r sin Aa;3, jeśli x, < 0.

-ff -5 -4 -3 -Z -1

-Mj,

1l i i i ^

3 A 6 8 Xi

Bys. 7

Znając powierzchnię ugięcia wyznaczymc możemy momenty zginające:

M t l = - • cos x;

jeśli — o o < a ; 1 < ; 0 ;

^e~XM,,= — W — = — Ara+vJ-^e-^cosAati, jeśli 0 < a ; 1 < ; c o ;oxx l

= —-N v i\, jeśli — ico <CXx -^ 0;

M2» = — Nr ^ - j - , jeśli 0 < cc, <1 co;

Mjg — 0.
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Zauważmy, że dla Xi ->—oo ugięcie w zmierzą do zera, a momenty
zginające My do wartości —N(l- irv)a tr. Wykres momentów zginających
Mu przedstawiono na rys. 6b.

Rozpatrzmy dalej przypadek przedstawiony na rys. la i 7b. W obsza-
rze 0 ̂  xi < o o płyty r = T 0 = const, na obszarze —oo < xj ̂  0 niech
T = T 0 ~= const. Powierzchnia ugięcia płyty ma tu postać antysyme-
tryczną względem prostej xi = 0. W przekroju xi — 0 mamy w (0) = 0
oraz Ma (0) = 0. Dla obszaru Xi > 0 przypadek ten jest identyczny z ugię-
ciem półpłaszczyzny płytowej w przekroju Xi = 0 swobodnie podpartej.
Wyrażając funkcje T ( ^ I ) i w (xj) za pomocą całki F o u r i e r a

, < 2 T 0 f sin ai x1 , . . . C _ , , .
TtJrJ — — a I *—Łda1, 10(0;,)= B (a,)sm a, o:, da,,

o o
uzyskamy z równania (3.6) wartość

aj + //

Zatem

2X*
(3.11) wixj-"*"™*0' i - " ^ ' f i d o ^ j Jeśli

jeśli â j •< 0.

Momenty zginające i skręcające dla Xi 5== 0 otrzymamy ze wzorów

M n — — N (1 + r) a/ T0 (1 — e-^ ' cos AxJ,

Mai = — Ń{l+v)a(r0(l — ve-Zx'cos^.x1), M,V= 0.

Na rysunku 7b przedstawiono wykres momentów zginających M^.
Niech dana będzie półpłaszczyzna płytowa swobodna w przekroju

X i ^ O (rys. 8a). Na całym obszarze płyty niech będzie T = T O > = const.
Zauważmy, że dla płyty nieograniczonej przy r = T O

1 = const na całym jej
obszarze (rys. 8b) w każdym punkcie płaszczyzny środkowej w0 == 0,
a w każdym przekroju Xi = const, Mj t = —2V(1 + V)O<T. Ugięcie płyty
przedstawionej na rys. 8a złożyć możemy zatem z dwu ugięć, z ugięcia
iy0 = 0 odpowiadającego przypadkowi przedstawionemu na rys. 8b oraz
z ugięcia wt (x^ półnieskończonej płyty (w której T = 0 ) , obciążonej
w przekroju ^ = 0 momentem zewnętrznym Mo<=—Ma = N (l-\- v)atr0

(rys. 8c). ;

W



Ponieważ, [81,

e~*Xi ^ s i ~~cos d l a 0>

zatem
(3.12)

(1 -+- v) at T 0 ,
-̂rj—-e > 0.

Znając powierzchnię ugięcia płyty wyznaczymy momenty zginające
i skręcające dla cq ^ 0 ze wzorów

/ T O [ 1 — e~to*(sinAa!i

M 2 a = -

Ńa rysunku 8d przedstawiono wykres momentów
Rozpatrzmy wreszcie płytę

nieograniczoną, spoczywającą
na sprężystym podłożu, w któ-
rej mamy do czynienia z nie-
ciągłym, ale osiowo symetrycz- /,
nym polem temperatury.

Równanie powierzchni ugię- <
cia płyty ma tu postać w,,

(3.13) V2V2w + fi4w +

gdzie
, _ j P 1 ]d_ 4 _
r dr r dr
Wyznaczmy najpierw ugię-

cie dla jednostkowego jądra
•termosprężystego odkształcenia
umieszczonego w początku ukła-
du współrzędnych biegunowych.
Rozwiązać należy równanie

• / . < - . .•///,:•",•.*.;,'.. ,.-.•,.'</>: i .' •'//. ./.',...• ...'•'"/*/'• .•'.'/•//j/.;[/,//,.

.'..•, '/>:-•:•/>:;•..::<.•;;:

1 2 3 4 5 x.

Rys. 8

(3.14)

Zważywszy że

V~ I72 W** + n4 w** + (1 + v) at V2
r IJ—) = 0.

\AnrJ

2 « ; - 2 S j a J o ( a r ) d a

. o
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oraz wyrażając ugięcie to** (r) za pomocą całki H a n k e 1 a,

w**{r)= f A(a)J0(ar)da,
n

uzyskamy rozwiązanie równania (3.14) w postaci

y„-^, **, *. (1 + v) f a 8 J o ( a r ) , 1 + ^ , , \(3.15) w (r) == —5 at I - 4 " 4- eta = - = — at ker0 (fn),

o
gdzie

ker0 (tir) = Ko (/ur/—i

Symbol Ko oznacza funkcję B e s s e l a trzeciego rodzaju.
Przesuńmy jądro termospirężyste-
go odkształcenia z początku ukła-
du współrzędnych do punktu
A (Q , 0) i wyznaczamy ugięcie pły-
ty w punkcie B(r,ę) (rys. 9). Ugię-
cie płyty w punkcie B wyraża

<A(c,B) wzór

w** (B) = -—- at ker 0 (nr1),

gdzie

r ' = fra + e
2 — 2 rg cos (p — ©)] V«,

Ale
Rys. 9

(3.16) ker0 (^r') = ) cos n

Tutaj e,i przyjmuje wartość 1 dla n = 0, dla pozostałych n wartość
równą 2. Jn jest funkcją Be. s se la pierwszego rodzaju i n-rzędu. Dla
Q^>r należy we wzorze (3.16) przestawić wielkość Q i r. Oznaczmy przez
w(r,(>) ugięcie wywołane jednostkowym jądrem termosprężystym rów-
nomiernie rozłożonym na okręgu koła o promieniu Q. Tutaj mamy

Ba

(3.17) cosn(<? —j

Po wykonaniu odpowiednich całkowań otrzymamy

(3 18)
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Funkcja w (r, q>) przedstawia funkcję wpływową ugięcia płyty. Przy jej
pomocy wyznaczyć można ugięcie płyty wywołane dowolnym osiowo-
symetrycznym i nieciągłym polem i{r).

Rozpatrzmy przypadek szczególny T = T0 = const na obszarze koła
o promieniu a. Otrzymamy tu

w (r) = (1 •+- v) at T 0 ker 0 [fir) J gJ0 {/XQ) dg =

(3.19)

( r a

ker0(^r) J e J o (/UQ) dg+Ju
O

dla a.-< r -< oo ,

[*Q)de\ =

]/—i J

)/—i C r

Momenty zginające wyznaczymy ze wzorów

Id2 w , v dw ,

(3.20)

r r = — N

Mrf/ = 0.

d2w dw

Wzory te są słuszne dla 0 =Ŝ  r •< a. Dla a ̂  r < 00 należy w powyższych
wzorach pominąć wyraz (1 + v) atrQ.

W praktyce występują często płyty kołowe o brzegach swobodnych.
Jeśli T = const w obrębie płyty, to rozwiązanie w (r) zbudować możemy
z dwu powierzchni ugięcia, z powierzchni w0 (r) odpowiadającej płycie
nieograniczonej, znajdującej się w polu temperatury T = const, oraz z po-
wierzchni wi (r) tak dobranej, aby spełnione zostały wszelkie warunki
brzegowe na obwodzie płyty dla r = a. Funkcja w0 (r) jest równa zeru
w każdym punkcie płyty. W płycie powstaną momenty Mrr = Mvv =
= —.N{l-\-v)atr, Mrp — 0. Funkcja w± (r) odpowiada ugięciu płyty w sta-
nie T = 0, swobodnej na brzegu r = a i obciążonej jednostajnie rozło-
żonymi momentami [—Mrr]r„_rI = N (l + v) atr, działającymi na brzegu
płyty.
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P e3K)Me

OTAIJMOHAPHblE TEPMMHECKME HAIIPHSKEHJIH B IUIACTHHKAX

uerop, onpe^ejiei-iMH HanpaaceHMH B nJiaerarHKe
TOJUUHHBI, HaxoflHmeiiCH B TeMnepaTypHOM nojie, n p n McnoJi&3OBaHMM

r p M H a fljia flH(pcpepeHi];iiajifeHoro ypaBHeHHH
MOH 3a^aHH.

fl npocTBix TMnos njiacTMHOK, KaK n a n p . /I;JIH
njiacTHHHaToii IIOJIOCBI, miacTKHHaToro KJiima

H3:ra6ajoinne H KpyTaru;He MOMeHTfci ,Z;JIH HenpepŁiBHoro M npepbiBHoro
TeiwnepaTypHoro nojia. B 3aKJiK)HeHne paccMaTpiiBaiOTca TepMMHecKMe
HanpasieHMH fljia HecKOJiLKMX cjiynaee nuacTHHOK Ha ynpyroM OCHO-
BaHMM. , .

S u m m a r y

STEADY-STATE THERMAL STRESSES IN PLATES , ..•• ,

A proposed method for determining the stresses in a plate of moderate
thickness in a temperature field, using the G r e e n ' s function of the
differential equation of the problem. For a number of simple cases such
as that of infinite plate, plate strip, plate wedge etc., bending moments
and torques are determined for a continuous and discontinuous tempe-
rature field. Finally, thermal stresses are discussed for a few cases of
plates resting on an elastic foundation.

Praca została złożona w Redakcji dnia 6 listopada 1958 r.


