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STAN NAPRĘŻENIA WYWOŁANY W PRZESTRZENI SPRĘŻYSTEJ
DZIAŁANIEM ŹRÓDŁA CIEPŁA ZMIENIAJĄCEGO SIĘ W CZASIE

W SPOSÓB, HARMONICZNY

Niech w punkcie A, który przyjmiemy za początek układu współrzęd-
nych, działa skupione źródło ciepła o wydajności W, zmieniające się
w sposób harmoniczny. Źródło to wywoła również w sposób harmonicz-
ny zmieniające się pole temperatury T oraz w sposób harmoniczny zmie-
niające się ,pole naprężeń aij. Załóżmy, że częstotliwość drgań źródła ciep-
ła jest nieznaczna, tak że zjawisko rozpatrywane traktować można jako
quasi-statyczne. Pominiemy zatem w równaniach przemieszczeniowych
teorii sprężystości wyrazy zawierające przyśpieszenia przemieszczeń.

Pole temperatury określone jest przez

( i i ) v*T ^

We wzorze tym k — A/gc, przy czym X jest-przewodnictwem właści-
wym, Q gęstością a c jest ciepłem właściwym. Ilość ciepła Q wytwarzana
przez źródło na jednostkę czasu i objętości wynosi Q =WQC. Symbol <5
oznacza funkcję £> i r a c a. Ze względu na harmoniczny charakter dzia-
łania źróldła przyjmiemy

(12) T(x v z t) = U(x y g)e''"'"8' W(t) =W1e'' l l l '~ s '.-

Równanie (1.1) doprowadzimy zatem do postaci

Rozwiązaniem tego równania w układzie współrzędnych walcowych przy
założeniu, że w nieskończoności T = 0, jest funkcja

Wn CC -f2 2\l/2
J J
o o

Po wykonaniu odpowiednich całkowań otrzymamy

(1.5) U =-.—vR^'expl—Ri/iti), R = {x2 + y2 -f- za)1|f2.
4 nic
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Zważywszy na wzór (1.2) otrzymujemy

(1.6) T = -^~R-1exp|i(cot — e) —
4 &t rC

Pole temperatu-ry1 T otrzymamy jako część rzeczywistą funkcji (1.6):

Dla wyznaczenia stanu naprężenia wygodnie jest posłużyć się poten-
cjałem termosiprężystego odkształcenia $. Funkcja ta związana jest z po-
lem temperatury związkiem, [1],

(1.8) Fa0 = -;ĵ a,T.

Tutaj v jest stałą P o i s s o n a , a at jest współczynnikiem rozszerzal-
ności cieplnej. Ze względu na harmoniczne działanie źródła przyjmuje-
my, że

(1.9) ' 0(x,y,z,t) = W(x,y,z)ei^t-£\

Zatem

(1.10) f 7 2 ^ = X = ^ a ' u -

Rozwiązanie tego równania, zważywszy na związek (1.4), ma postać

(1.11) W= — — ^ ^ f fatf+y2)-1 (tf+yz+ir!)-1 JQ(ar)cosyzdadyt

o d

albo po wykonaniu zaznaczonych całkowan

(1.12) tP=^±

Część rzeczywista funkcji 0 ze wzoru (1.9) przyjmuje postać2

— cot + ej + sin(wt — e) .

1 Zakładamy, że W (t) = Wo cos (ut— E). "W przypadku W<t) = Wosin (cot—e)"na-
leży brać 'Urojoną część funkcji T.

2 Zakładamy, że i tutaj W (t) =» Wo cos (<ut — e).'
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Znajomość funkcji 0 zezwala na wyznaczenie s tanu naprężenia ze
związków

(1.14) <ry — didj (i, j = x,y, z).

Tutaj dij oznacza symbol K r o n e c k e r a .
W -rozpatrywanym zagadnieniu mamy do czynienia z symetrią sfe-

ryczną. We współrzędnych sferycznych, otrzymamy też najprostsze wy-
rażenia na składowe stanu naprężenia. Mamy mianowicie

Orr = 2 G d R a

(1.15) " — ""tlŚ-"'*!'
Grcp z = = 0 , = 0 , CT/,ł = 0 ,

d0

Korzystając ze wzoru (1-13) znajdziemy, że

(1.16)

w

(
-7i v) 2n

co cos w t —

==; 0! ar# = 0, . = 0 .

Na rysunku la podano wykres funkcji a9V, na rysunku lb wykres funkcji
orr dla kilku wartości parametrów /J, = R yio/2k, r = iot — e.

Niech w przestrzeni sprężystej działają źródła ciepła jednostajnie, roz-
mieszczone na osi z. Mamy tu do czynienia z zagadnieniem osiowo sy-
metrycznym.

Równanie przewodnictwa cieplnego tna tu postać

.. 1 r n d2T 1 dT _ 1 d T _ W ., v
l l - 1 7 ) d^ + T~dV~ k dt k6{r>-
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Dla źródła liniowego o wydajności W na jednostkę długości i przy zało-
żeniu, że zmienia się ono w czasie w sposób harmoniczny, przyjmiemy, że

(1.18) T(r,t) = L7(r)e'^-E>, W = Wo e'<«"-£>.

v W0Gat

l—v 2 ni

Rys. la

Równanie (1.17) doprowadzamy zatem do postaci

Sr T f

Rozwiązaniem równania (1.19) jest funkcja

( L 2 0 )
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Tutaj KQ(r]/irj) jest zmodyfikowaną funkcją B e s s ę l a trzeciego ro-
dzaju tzw. funkcją B a s s e t a , Tak więc

(1.21)

T

l + vW0Gat-./ a>
l—v ' 2nk V 2fc

co
2k

9n
T

Zważywszy, że

Rys. lb

fcw/a K v (r i/i łj) = ker „ (r i keiv (r

8 8

gdzie funkcje kerv (z), keiv (z) są funkcjami R e l v i n a , możemy rzeczy-
wistą część funkcji (1.21) wyrazić wzorem

T = r l /^ ) c o s
s i n
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Z równania

(1.23) + ! J
dr* r dr 1—v

wyznaczymy funkcję 0 korzystając ze wzoru (1.20) w postaci

Znajomość funkcji CP pozwala na wyznaczenie naprężeń zespolonych
na podstawie wzorów

(1.24) a?r = - 2 G y p 4 2 G ^ J a% 0

Otrzymamy tutaj

(1.25)

* 1 + " r, 9 C T= — Grr — r— a/ Z Lr 1 ,

Naprężenia arr i avg> uzyskamy jako część rzeczywistą funkcji a%
i ctycp. Otrzymamy mianowicie

(1.26)

1 V JICO
co w

/ / \1 1 1
i r l / TTT) sin (cot — e) -\ ;sin (cot—e)\,\ V 2/c/J r J

:ru r l / ^ - cos (cot — e) —

— kei0 I r 1 / ^r- I sin (co t — e) ,

Gry = 0.

Rozważmy jeszcze następujące zagadnienie. Niech w przestrzeni sprę-
żystej w płaszczyźnie x = £ działają równomiernie rozłożone źródła ciepl-
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ne. Wydajność tych źródeł na1 jednostkę płaszczyzny x = $ oznaczamy
przez W = Wo e'(u'~*'. Równanie przewodnictwa ciepła ma tu postać

d2 T 1 d T'

Wprowadzając funkcję T (x, t) —U(x) e'{lól~^ doprowadzamy równa-
nie różniczkowe cząstkowe (1.27) do równania zwyczajnego

(1.28) ^~-

Rozwiązaniem tego równania jest

(1.29) U = ^ Ł fia^ + iri)-1 cos a(x—f) da = ~^- Ci*7>~i/2 exp [— (a — S) ]/ii]]

o
Stąd

(1.30) . T=^( i 5 ? )~ 1 / 2 exp[ i . (a) t —«) — (a —

Część rzeczywista powyższej funkcji określa poszukiwane pole tem-
peratury:

(1.31) T = 4^- (r?)"1'2 exp [— (x — f) }/rj ] cos [co t — e — (x — i

Równanie (1.8) redukuje się do postaci

(1.32)

Ze wzorów (1.14) widoczne jest, że axx = 0, azx = 0, ozy = 0, axy =

oraz

(1.33) ayy = azz =

Zatem

X cos \cot — e — (x—i

Na rysunku 2 przedstawiono funkcję ayy dla rozmaitych wartości para-
metrów ii — (x — £) ]/co/2 k oraz % — co t — e.
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Niech w płaszczyźnie ar = £ działa dodatnie płaskie źródło ciepła,,
a w płaszczyźnie x = — | ujemne źródło ciepła. W tym przypadku w pła-
szczyźnie x = 0 mamy T = 0 oraz o>y = 0, axx = Q. Mamy tutaj do czy-
nienia z przypadkiem półprzestrzeni sprężystej (x > 0), w której w pła-
szczyźnie x = £ działa płaskie źródło ciepła. W przypadku x> £ naprę-
żenia Oyy, Ozz otrzymamy ze wzorów

(1.35) a„—aa— 2k[1_v) [—) jexp |~(a:

Xcos

Dla x<l£ należy na miejsce (x—I) wstawić {i — x).
Na rysunku 3 przedstawiono funkcję ayy dla rozmaitych wartości pa-

rametrów n i T.
Uzyskane rozwiązania dla źródła ciepła zmieniającego się w czasie

w .sposób harmoniczny posłużyć mogą dla skonstruowania rozwiązań dla.
źródeł ciepła zmieniających się w sposób periodyczny w czasie.

Rozwijając funkcję W (t) w szereg F o u r i e r a

(1.36) W(t)= ^ An cos (n co t—e„),

otrzymamy pole temperatury i pole naprężeń jako wynik superpozycji
poszczególnych wyrazów harmonicznych.

I tak w przypadku działania w nieograniczonej przestrzeni sprężystej
źródła o wydajności W (t) zmieniającego się w czasie w sposób periodycz-
ny otrzymamy dla pola temperatury następujące wyrażenie:

Ponadto uzyskane rozwiązania posłużyć mogą do wyznaczenia pola
temperatury i naprężeń w przypadku źródeł ciepła rozmieszczonych
w dowolnym obszarze F przestrzeni sprężystej. Jeśli w obszarze F dzia-
ła źródło ciepła harmoniczne w czasie i będące funkcją miejsca, to pole
temperatury wyrazimy w następujący sposób:

co

ID

X cos I cot — e — Rl/ -

gdzie
R=[(x — £)2 + (y —: iff -j~(z — C)s]i^2.
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P e s r a ł i e

HAIIPHJ-KEHHOE COCTOHHHE B yjIPYroM nPOCTPAHCTBE,
BbI3BAHH0E flEHCTBHEM HCTOHeHKATBnJIA,

H3MEHflIOin;ErOCH rAPMOHHHEOKH ' BO BPEMEHH

Pa6oTa 3a,o;aeTca identic* onpe^ejiMTB HanpajKeHHoe cocToanne, BBI-
eMCTBMeM MCTô HMKa TenJia, £r3MeH.Hioiri;erocH rapMOHj-raecKM BO
PaccMaTpMBaHDTCH nocjieAOBaTejiBHo: fleiicTBwe coc.peflOToneH-

MCTOHHMKa, JIWHeMHOro MCTOHHMKa M HaKOHeij; rtJIOCKOrO MCTOtIHMKa,
B 6ecK0HeHH0M ynpyroM npocTpaHCTBe. M3 penieHMH ypaB-

TenjionpoBo^HocTM (1.1) nojiynaioT nójie TeMnepaTypt.1. IIpK MC-
TeHu;M:ajia Tepaioynpyroro nepeMerąeHMH 0, cBH3aHHoro

c TeMnepaTypopł ypaBHeHweM (1.8)., onpeflennioT M3 ypaBHeHMM (1.14) co-
CTaBJiaroni;He HanpHJKeHHoro COCTOHHMH ay, 3aflaHa pemaeTCH npM rrpe-
He6pejKeHMM jiHepu;woHH&iMJt.

S u m m a r y

THE STATE OF STRESS IN AN ELASTIC SiPAOE DUE TO A SOURCE OF HEAT
VARYING-, WITH TIME UN A HARMONIC MANNER

This paper seeks to determine stresses due to a heat source varying
with time in a harmonic manner. A concentrated, linear and plane source
is considered in an infinite elastic space. From the solution of the heat
•equation (1.1), the temperature field is obtained. Using the thermoelastic
potential of displacements 0, related to the temperature by the Eq. (1.8),
the stress components at) are found from the Eqs. (1.14). The problem
is solved disregardmg the inertia forces. It is therefore considered to be
a quasi-static problem.
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