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STAN NAPREZENIA WYWORANY W PRZESTRZENI SPREiYSTEJ
DZIALANIEM ZRODEA CIEPLA ZMIENIAJACEGO SIE W CZASIE
W SPOSOB HARMONICZNY

Niech w punkcie A, ktéry przyjmiemy za poczatek ukladu wspéirzed-
nych, dziala skupione zrodlo ciepta o wydajnosci W, zmieniajace sie
w sposéb harmoniczny. Zrodio to wywola réwniez w sposéb harmonicz-
ny zmieniajgce sie pole temperatury T oraz w sposdb harmoniczny zmie-
niajace sig pole naprezen o;. Zalézmy, ze czestotliwos$é drgan zroédla ciep-
la jest nieznaczna, tak ze zjawisko rozpatrywane traktowa¢ mozna jako
" quasi-statyczne. Pominiemy zatem w réwnaniach przemieszczeniowych
teorii sprezystosci wyrazy zawierajace przy$pieszenia przemieszczen.

Pole temperatury okreslone jest przez

(L) 1=t 0T 50) 500

We wzorze tym k= A/pc, przy czym 1 jest.przewodnictwem wtasci-
wym, o gestoscia a c jest cieplem wlasciwym. Tlo§é ciepta @ wytwarzana
przez zrédlo na jednostke czasu i objetodci wynosi @ =Wpc. Symbol &
oznacza funkcje Diraca. Ze wzgledu na harmoniczny charakter dzia-
lania zrddia przyjmiemy

(19 TEyz)=Uyee™,  WH=W,ew.
Roéwnanie (1.1) doprowadzimy zatem do postaci
(13) PU—inU=—"0)d)d0),  n—-p-

Rozwigzaniem tego réwnania w uktadzie wspélrzednych walcowych przy
zalozeniu, ze w nieskonczono$ci T = 0, jest funkcja

oo oo

(1.4) U= 2——2{;“% ff ala®+yi+in) "t Js(ar)cosyzdady, 1= (x*+4y*)V2
00 )

Po wykonaniu odpowiednich catkowan otrzymamy

15 U= % R-'exp(—RYin, R=(@+y*+2)".
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Zwazywszy na wzor (1.2) otrzymujemy

(1.6) T = ;ZukR_T expli(wt—e)— R Vin).

Pole temperatury ! T otrzymamy jako czes$é rzeczywista funkeji (1.6):

= Rt exp R/ 5 oo [or—e—R )/ )
(1.7) T——4ﬂkR exp( R 23 | cos —e—R 2%

Dla wyznaczenia stanu naprezenia Wy;godﬁie jest postuzy¢ sie poten-
cjatem termosprezystego odksztalcenia @. Funkeja ta zwigzana jest z po-
lem temperatury zwiazkiem, [1],

(1.8) P d)‘—-}ﬂ’a;&“

Tutaj » jest stala Poissona, a ar jest wspétezynnikiem rozszerzal-
noéci cieplnej. Ze wzgledu na harmoniczne dziatanie Zrédia przyjmuje-
my, ze

(1.9) I D(x, Y, 2, t) =¥ (x, Y, zZ) eflwt—e)
Zatem
(1.10) |725P—1+ asU.

1—»

Rozwigzanie tego réwnania, zwazywszy na zwiazek (1.4), ma postac

Wo 1+i

(1.11) W=_2n”k p— ffa(az-}-yﬂ)*l (a*+9%+in)'Jy(ar)cosyzdady,

albo po wykonaniu zaznaczonych catkowan

__1+1" Q:W srq - = -1
(1.12) Pe=g— 4;““?3[1 exp (—R Vin)| R™.

Cze$é rzeczywista funkeji @ ze wzoru (1.9) przyjmuje postaé¢?

—— e e (—r )/ Jun (25—
(113) O=—1" a2k |ep|—R]/ 57 )sin (R)/ 5%

—mt—i—e) -l-sin(wt—s)].

1 Zakladamy, ze W (1) = Wy cos (wt—e). W przypadku W (t) = Wy sin (o t—e) na-
lezy braé urojong czesé funkeiji T.
? Zakiadamy, ze i tutaj W (t) = Wy cos (wit— &)
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Znajomos$¢ funkcji @ zezwala na wyznaczenie stanu naprezenia ze

zwigzkow

(1.14) 0ij=2G ﬂ—v‘a@é;- (i, j==x,y,2)
] atdj ] 1 1y &l

Tutaj i oznacza symbol Kroneckera,

W rozpatrywanym zagadnieniu mamy do czynienia z symetrig sfe-
ryczna. We wspblrzednych sferyeznych otrzymamy tez najprostsze wy-
razenia na skladowe stanu naprezenia. Mamy mianowicie

crr-2G(j;? [7‘-’@:))‘
(1.15) Opp == 044 = 2G(_11€j—;{_‘7 (p)
org=0, oy =0, g =0,

Korzystajac ze wzoru (1.13) znajdziemy, ze

_ 1+ aWG L » o o
= i—vnn {exp( R]/Zk)l(1+R]/2k)51n(wt £

e [T (O |
R 2k)+R 21(:] sin (w t s)}R :
(.16) Opp=— 099 = — Orp — ([ll-ijlgfgfi' (#-‘R]/-%)cos (wt—
W 149
—S—Rl/zk) —_O'rr_‘l vﬂszT
Urp=0, Urﬂ:O, o‘w{?:o-

Na rysunku la podano wykres funkeji opp, na rysunku 1b wykres funkeji
o dla kilku wartosei parametréw u=RVw/2k, 1= wt—e.

Niech w przestrzeni sprezystej dzialaja zrédia ciepla jednostajnie, roz-
mieszezone na osi z. Mamy tu do czynienia z zagadnieniem osiowo sy-
metrycznym.

Rownanie przewodnictwa cieplnego ma tu postac

0T 10T 10T W

(@17 TR T e T i
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Dla zrédia liniowego o wydajno$ci W na jednostke diugo$ci i przy zato-
zeniu, ze zmienia sie ono w czasie w sposéb harmoniczny, przyjmiemy, ze
\

(1.18)
) %o
K
J
2
m
LMl

T(r,t)==

U (T) er’{ml‘—— e),

==

E:

W= W() ei(uﬂ‘—:l'

14+» Wy Gar (7]

“1—» 2 2k

w

RV ok

2

iy

S
5
2

Rys. la

Roéwnanie (1.17) doprowadzamy zatem do postaci

(1.19)

2-i-

14U
r dr

—inlU=—

‘—i—" d (7).

Rozwigzaniem réwnania (1.19) jest funkcja

(1.20)

U:

W,

27

k

==

. W —
faJu(a"r) (a®+in)~! da-—'—ﬁcKn(r Vin).
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Tutaj Kg(r ]/'z‘_w';) jest zmodyfikowang funkecja Bessela trzeciego ro-
dzaju tzw. funkcja Basseta Tak wiec

— W, {(cf—E) PR
(1.21) T e Ko Vin).

E]
—
-t
|

=
b
g
o
=
=

Rys. 1b

Zwazywszy, ie
e—fwz,"z Kﬂ (?- ]/i_?;) = ke]‘.,, (T I/E) + i kei"' (T l/g)!

' gdzie funkcje ker, (2), kei, (2) sa funkcjami Kelvina, mozemy rzeczy-
wista cze$é funkeji (1.21) wyrazié wzorem

1.22) T= %’E [kerg (r 2%) cos (wt— &) —kei, (r l/%f) sin (mt-—s]] .
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7, rbwnania
0@ 1 0 1+

o0 T 0r 1— T

(1.23)

Wyznacéymy funkcje @ korzystajac ze wzoru (1.20) w postaci

W,

—— -—l
E 2nkf (a*+in) ' Jylar)da=
0

1+ Wo_ﬂ! [ln a

1—» 2ak iy '“?)]

Znajomoé¢ funkeji @ pozwala na wyznaczenie naprezen zespolonych
na podstawie wzor6w

0* @
(124) obh=—2GL L Opp=—2G55,  0p=0.

Otrzymamy tutaj

y 1t WoG el [ Vo —i]
Orr = 1___]]6!: R in I"""?KI(T.I 7"?) r2 |
2 l—l—“.l-' w.G e.‘{u(—:}
(1.25) ohp=—7"" &=y = Vin K, (r Vin) -l-mK(.(rlfm)—— =
. 7 149
a“:gozo. — Orr — 1 ya:ZGT

Naprezenia o, i ogp uzyskamy jako cze$¢ rzeczywistg funkeji of
i 0pp. Otrzymamy mianowicie

o= — 12 TGy ) o e o '/‘ -

—kewx_( 2k)]cos(m,\t e)—{—lken( ;—uk)—k

w 1 .
+ ket, (*r l/ ——)]sin(mt-——e)-{——isin(wt—s)},
(1.26) A !
Cpp = — Orr — Wni_l_w nklkeru( l/ ﬁ%)cus(wt—vs)—
—keio('r l/ ;—k)s‘in(wt—-a)],

Rozwazmy jeszeze nastepujace zagadnienie. Niech w przestrzeni spre-
zystej w plaszczyznie x = ¢ dzialaja rownomiernie rozlozone zrédia ciepl-

Trop = 0.
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ne. Wydajno$¢ tych Zrédel na jednostke plaszezyzny x=£& oznaczamy
przez W = W, e’@*~9. R6éwnanie przewodnictwa ciepla ma tu postaé

g ldT w

2n) oz  k 0t

(5(3:-5)

Wprowadza]ac funkcje T (x, t) = U (x) e 2 doprowadzamy réwna-
nie rézniczkowe czastkowe (1.27) do réwnania zwyczajnego

(1.28) Cgf M;U———-—d(:rﬁf)

Rozwiazaniem tego réwnania jest

(1.29) U= Wai I(a“—l—m) cosa(r—~E&) da W(' (1. n 12 exp [—(x—&) Vin].
0
Stad

(1.30) Tz—jwﬁ(in)“l-zexp[i(wt——s)—(x—s‘) Vinl.

Cze$é rzeczywista powyzszej funkeji okreSla poszukiwane pole tem-
peratury:

W, _ _
(1.31) T=73 (W™*2exp[—(x—¢) Vnlecos[wt—e—(@x—&) Vn].

Réwnanie (1.8) redukuje sie do postaci

0*0 1+

. (1.32) i

Ze wzorow (1.14) widoczne jest, ze oxx=0, 020=0, 0;y=0, 0xy =0

oraz

i 0*P 1+»
(1.33) oyy——G,zz—_zG‘d_E’—_2G1_vﬁfTo
Zatem

GW,yar(1+9) [2k\"* »
(134) @y =0 =5 5" {_JF)) (ﬂ exp[—(x—ﬁl/g%]x
w

X COS lwtv—s——(x-—é] ﬁ;]

Na rysunku 2 przedstawiono funkcje oyy dla rozmaitych wartosci para-
metréow y=(:c—§)]/cu/2k oraz r=wt—e.
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Niech w plaszczyznie x =¢ dziala dodatnie plaskie zrédio ciepla,
a w plaszczyznie & =— & ujemne Zrddlo ciepta. W tym przypadku w pla-
szezyznie x = 0 mamy T =0 oraz o,y =0, o.x=0. Mamy tutaj do czy-
nienia z przypadkiem polprzestrzeni sprezystej (x> 0), w ktérej w pla-
szezyznie x=¢ dziala plaskie zrédio ciepta. W przypadku x> & napre-
zenia oyy, 0z: ofrzymamy ze wzorow

GW{I 1 g 2k12 ? |
(1.35} Lo 2 kH( w ) {EXP [_ (33 __‘E) l/éﬁ] :

X cos lwt—s—(m-—-é) ﬂ-]——

——exp[ (x+£) ]/;]cos[wt—eH($+E)V_]

Dla x <<£& nalezy na miejsce (x—¢&) wstawié (§ — x).

Na rysunku 3 przedstawiono funkeje oyy dla rozmaitych wartosei pa-~
rametrow p i 7.

Uzyskane rozwigzania dla Zrédla ciepla zmieniajacego sie w czasie
w spos6b harmoniczny posluzy¢ moga dla skonstruowania rozwiazan dla
zr6del ciepla zmieniajgcych sie w sposéb periodyczny w czasie.

Rozwijajae funkcje W (t) w szereg Fouriera

(1.36) W)= D Aucos(not—en),

n=0
otrzymamy pole temperatury i po]e naprezen jako wynik superpozyc31
poszezegdlnych wyrazéw harmonicznych,
I tak w przypadku dzialania w nieograniczonej przestrzeni sprezystej
zrodia o wydajnosci W (t) zmieniajacego sie w czasie w sposoéb periodycz-
ny otrzymamy dla pola temperatury nastepujace wyrazenie: -

(1.37) _T=a;kR§ A, exp (~R %)cos (nwt—au—R %)

Ponadto uzyskane rozwiazania postuzyé mogg do wyznaczenia pola
temperatury i naprezen w przypadku Zrédel ciepta rozmieszczonych
w dowolnym obszarze I' przestrzeni sprezystej. Jeéli w obszarze I' dzia-
ta zrdodio ciepla harmoniczne w czasie i bedace f'unikcja miejsca, to pole
temperatury wyrazimy w nastepujacy sposéb:

s =il [ [y 5
() :

, Xcos(mt—e—R %)dfdnd(‘;,
gdzie

R=[(w— &+ (y — )+ (z—)2]"
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Peasome

HAMPAMEBHHOE COCTOAHHE B YIIPYI'OM IIPOCTPAHCTBE,
BBIBBAHHOE OEMCTBHUEM MCTOYHHEA TETLIA,
HUBMEHAIOIIErOCA I'APMOHHYECKHW BO BPEMEHH

Pabora sapaercs LeABIO ONPENENUTH HAIPAKECHHOE COCTOSAHMUE, BbI-
SBE}-LHOE ﬂeﬁCTBHeM MCTOYHMEKA Tera, M3MEeHANIUETrocA rapMoHM4YeCcKn BO
BpeMeHy., PaccMaTpMBAIOTCA IIOCHENOBATENLHO: JEHCTBME COCPeNOTOUYCH~
HOTO MCTOYHMKA, JIMHEHHOTO MCTOYHMKA M HAKOHEI[ IIJIOCKOro MCTOYHMKA,
HaxogAmerocs g 6ECKOHEMHOM yIIPYTOM ITpOCTPAHCTEE. V3 pelueHus ypas-
HeHuA reronposogrocT (1.1) monydyaror nojye Temmreparyphl. Ilpm mc-
MOJNB30BAHMM TIOTEHI[MANA TEepPMOYIpyroro nepemeltennsa @, cBA3aHHOTO
¢ rTemnepaTtypoi ypasHenmem (1.8), ompegesaror m3 ypaBHenmit (1.14) co-
CTaBJIAIONIME HAIIPAXKEHHOTO COCTOAHMA 04, 3ajjada pellaeTcdA Tpy Ipe-
HGGPEH{EHHH MHEPLIMOHMHBIMM CHMJIIaAMYM, CJIeNOBaATEJNBHO, KaK KBas3ucTaTH-
qecKasd,

Summary

‘THE STATE OF STRESS IN AN ELASTIC SPACE DUE TO A SOURCE OF HEAT
VARYING WITH TIME IN A HARMONIC MANNER

This paper seeks to determine stresses due to a heat source varying
with time in a harmonic manner. A concentrated, linear and plane source
is considered in an infinite elastic space. From the solution of the heat
equation (1.1), the temperature field is obtained. Using the thermoelastic
potential of displacements @, related to the temperature by the Eq. (1.8),
the stress components o; are found from the Egs. (1.14). The problem
is solved disregarding the inertia forces. It is therefore considered to be
a quasi-static problem.
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