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O PEWNYM QUASI-USTALONYM ZAGADNIENIU TERMOSPREZYSTOSCI

Celem pracy jest wyznaczenie stanu przemieszczenia i stanu napre-
zenia w polprzestrzeni sprezystej, wywotanych dzialaniem zroédla ciepla
o wydajnosci W, posuwajacego sie z jednostajna predkoscia » w plasz-
czyZnie ograniczajacej polprzestrzen sprezysta.

Zakladamy izotropie materiatlu zaréwno w stosunku do jego wtasno-
$ei termicznych, jak i sprezystych; wielkosci charakteryzujace material
niech beda stale i niezalezne od temperatury i naprezen.

Pole temperatur i naprezen zmieniaé sie hedzie w czasie w miare po-
suwania sie #Zrodla ciepta. W nieruchomym uktadzie wspolrzednych
&, n, £ rbéwnanie przewodnictwa cieplnego jest nastepujace:

0*T O

2 —
(1) VT(E,n,€)~652+d s+ FE= % 3

Tutaj k=A4/pc przy czym A jest wspélezynnikiem przewodnictwa
cieplnego, p gestoscig, a c cieplem wlasciwym.

Przyjmujge ruchomy uklad wspélrzednych z,y, 2 (w ktérego poczat-
ku umiedcimy zrédio ciepla, a ktérego osie x i y leza w plaszczyznie ogra-
niczajacej polprzestrzen sprezysta) posuwajacy sie wraz ze zrodiem ciepla
ze stala predkoscia v w kierunku osi & i stosujac transformacje

x=§&—t, y=mn z={,
otrzymamy réwnanie (1) w postaci, [1],

PT  PT o°T oT
) Ve (‘”y*z)*oxﬁ“anyaza — o5

W réwnaniu tym nie wystepuje juz czas t. Dla obserwatora posuwa-
jacego sie wzdtuz osi ¢ wraz ze zZrédiem ciepta pole temperatury i pole
naprezen beda niezmienne w czasie.

Rozpatrzmy najpierw zadanie pomocnicze, mianowicie Wyznaczmy
stan naprezenia wywolany dzialaniem poruszajgcego sie zrédla ciepla
w nieograniczonej przestrzeni sprezystej.
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Rozwigzaniem réwnania (2) jest, [2].

W I
_—— mwm
(3) ‘ T T R'e
gdzie p=wv/2k. Iloé¢ ciepta Q@ wytwarzana przez zrédio ciepla na jednost-
ke czasu obojetnosci wynosi @ =W ye.
Rozwigzanie to mozna przedstawi¢ réwniez w postaci calek Fourie-
ra, zatem w postaci, ktéra bedzie przydatna w dalszych rozwazaniach:

w 3 e
(4 T=2nske‘*‘“fKu(ﬂ/ﬁ"+#21005ﬁydﬁ=
J -
—xd'

= “”‘ff-——-cosﬁycosyzdﬁdy—

_w mwmasinamcosﬁycosyz

= fff a2 dadpay,
gdzie

r=(+ 2, S=@ ), n=pt (et o

Dla wyznaczenia skladowych stanu naprezenia wygodnie bedzie po-
stuzy¢ sie tak zwanym potencjalem termosprezystego przemieszczenia ®@.
Ta funkcja zwigzana jest ze skladowymi u, v i w stanu przermeszczema

-nastepujacymi zwigzkami:
a0 oo 0o

(5) ﬂ'ﬁu, T:U et ]

Wprowadzenie zwigzkéw (5) do trzech réwnan przemieszezeniowych
teorii sprezystoSci sprowadza je do jednego réwnania, [3],

(6) V“(D*-%: arT.

Tutaj ar jest wspblczynnikiem rozszerzalnosci liniowej, a » liczbg Pois-
son’a. Roézniczkujge (6) wzgledem x i korzystajac z réwnania (2) otrzy-
© mamy

0
(7) 72—9_1+vﬂ a._T_.______l-I_vﬂVZT’

skad
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Catka szczegblna réwnania (6) bedzie zatem miala postaé:

1 w [
© o=—12 S (R epl—uG +R)dz =
0

14y aW .
_1__,_1’, an#kET‘[___#(x—l_R)];

gdzie

Funkcje @ wyrazi¢ mozna rowniez calks

oo oo oo

14y aW asin ax cos fycosyz
(10) » = == qufff(aﬂ+n3)(az+ﬁ2+y2)dad,sdy.

Skladowe stanu naprezenia wywolane dzialaniem 2Zrédla uzyskamy
ze zwigzkow, [3],

0* @ .
(11) wz—zc(vwasj—ﬂm) (i i = 2, 9,2),
gdzie d;; oznacza symbol Kroneckera.
Wyliczamy kolejno
K Ge H¥tR) r? R
Oy =— Rt R) [ ———RE(JLLR'F m)],
GE e-#(x-r R) za
=Rt ”ﬁ( R R
—()[frwernl}
GEKe e+ R) yﬁ
(12) O”__Tm{ ﬁ(1+m+R+“R)
x+R\|x
—( R )[E”i‘ H(-a"-’-'-l- R)]},
—-;:[ v+ R) e—-p{x
O'xy'—GKy _"Rs—(l‘l'ﬂR), sz=GKZ"—‘R_'_(1+ﬂR),
e—-u(x+!?} R
O GKyzRB(:r:-i—R)( +pR+ :c—I—R)
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gdzie

14y W

K=1——a- Bunk’

Sktadowe stanu przemieszezenia otrzymamy ze wzoréow (5):

u= Ke HxiR) R—l, D= — Kye_f*“”“?} R! (3: iz R)—J’
(13) t _

= — Kze #+RI R—1(x 4+ R)™,

W przypadku szezegdlnym v — 0 (u— 0) otrzymamy ze wzoréw (11) i (12)
znane rozwigzania dla zagadnienia stacjonarnego, [3].

Umiesémy w poczatku ukladu wspolrzednych sprezystej przestrzeni
dipolowe zrédio ciepta. W tym przypadku otrzymamy w plaszezyznie
2=0 rozwiazanie T =0 (z wyjatkiem punktu stanowigcego poczatek
ukladu wspoéirzednych). W nieskoniczono$ci bedzie réwniez T = 0. W ten
spos6b zrealizowali$my pole temperatury w polprzestrzeni sprezystej,
wywolane dzialaniem Zroédla ciepta znajdujgcego sie w plaszezyinie z=0
ograniczajgcej polprzestrzen.

Zgodnie z réwnaniami (3) i (4) otrzymamy

W 6 W z
= — e—wlx+R) =___ e (x+R
albo
_ W = may sin ax-cos fy sin yz
(15) T-—-nskﬁ[ff P dadfdy.
00

Analogicznie otrzymamy funkcje @ w postaci

1+» aW 0

g l—fw at W ze #x+R)

(8) B= —» 8Sunk R(x+R)

albo w postaci catki Fouriera

| 142 v W ““maysinaxcosﬁysjnyz
17 =
o 1= 2’k fff(ﬂ2+n2)(a“ R R
]

Znajomo$¢ funkceji @ pozwoli na wyznaczenie sktadowych stanu na-
prezenia (o) ze wzoréw (11).
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Otrzymamy

L o 0" GKze t¥+R)
Oxx = 2G(dy- -|- dz?') R2(3.‘+R] !(N+ +1‘+R)><
3 2 22 9
X(l-’r‘R—z) R(x_l_g]g[z_’-z#{:c—]—R}+ﬂ2(R+x)2]},

az

(13) O'zz:‘—"zG(

 x+R R!R+x)]

*o
0 x*

- '@\ GEgeTiwiR 1 3
A0 (dmz—l aza) R {(“+f€)("+ﬁ_

3 3y o 2 :
)= e e[S+ 90—

—z-(z R+—+—R+,u R(x "“R))]}’

00 GKze sl R 1
e O

! 2y 32 2t

R+z ' R(R+z) Rﬂ(R+x)} RRto T
2y ©'y
+R[R—]—a:)“+R[.:r:—|—R)}

GKyze #xtR) 1
el )

GKe xR g2 22 1 3z
-9

Zauwazmy, ze stan naprezenia (oy)

_ O

U'U=2Gd;cdy
2

Oxz = 2Gddxaz

_ 0*Q

RS ZGdy 0z

GKye #~+R) 1 I \/32
R*(z + R) [( T E+R+x)(§f+
2 2

2z ; 1)_ 22

TRe+R T

. 22
Rz+R T R ]

nie spelnia wszystkich warun-

kéw brzegowych w plaszezyinie z = 0. Mianowicie w plaszczyznie tej
znika naprezenie o:z, pozostaja jednak naprezenia tnace oxz i gy:. Do stanu
naprezen (oy) dodaé nalezy stan naprezenia (o) bedacy rozwigzaniem
zagadnienia przestrzennego izotermicznego, polegajacego na wyznaczeniu

stanu naprezen (ay)

w polprzestrzeni sprezystej, wywolanego dziala-

niem naprezen stycznych —ox, i —ayz, dzialajgcych w plaszczyznie z=— 0.

Sktadowe stanu

(Gij) otrzymamy przy uzyciu funkcji przemieszczenio-
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wej ¢ B. G. Galerkina. WyraZone sg one przy uzyciu funkeji ¢ na-
stepujacymi zwigzkami:

- 0 a - d 0* ¢
O’xx=a'z(ﬂ73¢‘—-a—::;), ny=a—( o — ayg)l
= _ 0 2 = Py
19) | T = [a—nrpt TE+ I To= 52005
d [0%¢ d [0* 0*
U“z_az(axﬁﬁy Wz‘p)’ By 0y[0m¢;+0_@%_wz¢]'
Funkcja ¢ speliaé powinna réwnanie biharmoniczne
(20) PArie=0
z warunkami brzegowymi
(21) [5’.\:;: + ﬁxz] z=—0 = 0; [E}'Z + §y212=0 = 0! [EH]z=0 = 0?

oraz ¢ =0 w nieskonczonosci.
Funkcje ¢=0 przyjmiemy w postaci

(22) o= [ [Z(a, ,2) sin az cos By dadp,
00 -

gdzie
Z=—(A+ Bdz)e ¥, 9= (a2 + f2)'2.

Wystepujace w warunkach brzegowych funkcje 6y i 0, wyrazimy
réwniez za pomoca catki Fouriera:

adi]

[0sz]._o= [ZGd:rd =-—2KGJ f a® P (a,p) cos ax cos fydadp,

(23) -
[ = [ZG G —2KG [ [ aBP(a,p)sinaxsinpydadp,
d'yd LA

gdzie

oo

_ yrdy
Plaf) “‘f @F P @+ ET A

Trzeci warunek brzegowy (21) prowadzi do zwigzku A= —B(1—2%).
Dwa pierwsze warunki grupy (21) prowadza do tego samego zwigzku,
mianowicie
(24) B——2 GK“—P—é%"_@ :
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Zatem

(25) @=—2KG fJ.fggf‘(a,ﬁ)(l—2v—ﬂz)e_“zsmamcosﬁydadﬁ.

Stad juz ze wzoréw (19) wyznaczamy skltadowe stanu naprezenia (oy):

gw=_2KfoaP(a '8) (a®+vp?)—a®Pz] e sinax cos fy dadp,

?yy=2Kfo%ﬁ—) [2 (B* + va®) — B2 U 2] e sinax cos fy dadp,
e

G =—2KGz j j aPia, f)9* e % sinax cos fydadp,
(26) 00

oo e

T=—2KG fJ P(a,p) a*(1—92)e~* cosaxcos fydadf,
00 . .

Gye=—2KG [ [ P(a,p) ap(1— 9 2)e—** sin azxcos fy da dp,
00

. 3
oy=2KG {jEﬂ—-ﬁP(a,ﬁ)(Z—2w-—ﬂz)e"’zcosamsinﬁydadﬁ.

Superpozycja skladowych stanu naprezenia (¢;) oraz (i) daje osta-
teczne sktadowe stanu (o). Zauwazmy, ze dla v — 0 (x— 0) przechodzi-
my 'do zagadnienia stacjonarnego. W tym przypadku, jak to wykazano
w pracy [4], znikaja naprezenia oyz, oyz i 62z, 8 naprezenia oy, oyy i oy
mozna przedstawi¢ w postaci zamknietej.

Rozwazmy przypadek szczegdlny liniowego Zrodia ciepla posuwaja-
cego sie z jednostajng szybkoSciag v w nieograniczonej przestrzeni spre-
zystej. Niech 2Zroédlo to bedzie rozmieszczone ze staly wydajnoscig w
wzdluz osi z. Wtedy pole temperatury okreslone jest za pomoca funkecji

oo

w e——ln(_\'! -y ” .
@ T=5x"" ) @ry+rar de=gg e Klu YVt + y),

—_—ca

gdzie
To= (x® 4+ ya)uz, K, (#To) — 7123 Hg} [ii-”'o);

a H (iur,) jest funkcja Hankela pierwszego rodzaju i zerowego rzedu.

505



Analogicznie funkcja @ zgodnie ze wzorem (8) przyjmie postaé

; 1+1J' u;w
— — X ——
(28) &= Nofe “Rowrdz,  N=1T 2o,

co jest zgodne z wynikiem uzyskanym przez E. Melana, [5].

Niech teraz zrddlo liniowe réwnomiernie roztozone wzdluz osi z po-
suwa sie w kierunku osi & z jednostajng predkosScia v w plaszczyznie
y = 0 ograniczajacej poOlprzestrzerr sprezysta. Pole temperatury okreslo-
ne jest tu funkeija

.0 w .
(29)  Te=—gretg [Ko(urd] =5 f e Kiuro),
albo tez

w sin a2 sin
(30) T=ﬁff“ﬁ a2“+,72 PY qaap,
00 -
gdzie ny=p+ (u* + )2
W analogiczny spos6b znajdziemy, ze
X
_ e K, [u(a® + 4]
(31) = "‘N#yf (;cz + AR dx
0
albo
14ty wa afsin ax sin fy

(32) ¢=—1— =k ff(a 248 (a® + 3 Ll

Znajomos§é funkeji @ zezwala na Wyznaczeme skladowych stanu na-
prezenia (oy)). -

Tak wiec

_ 6
Feg=—" ( T }r

X a n MTo
O'yy:"_"‘zag
_ 2p | 00 -

33) | Ga——2 ( T+ gg8) =— 4OV e uro,
Qi jp— Yy

ny—-zGd a 2GN—-*E # [(1-#‘9‘)}'{1 p’.?‘n)—‘p——'Kg f-‘?u)lr
Exzzo, ; E‘yz=0.

Dla y=0 jest Eyy=0, ale ‘a..ty 7& 0.
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Do stanu (o;) dodajemy stan naprezenia (o) tak dobrany, aby
spelnione byly wszelkie warunki brzegowe na brzegu y = 0. Dla wyzna-
czenia stanu (o;) postuzymy sie funkcja Airy ego. Rozwigzaé na-
lezy rownanie biharmoniczne

(34) VEpPF =0
z warunkami brzegowymi dla y = 0
. 0*F 0°F
(35) Oxy— m = 0, a;; = 0.

Funkcje F przyjmujemy w- postaci
(36) F= [ (A+ Bay)e ¥ sinaxda.
]

Z drugiego warunku grupy (35) wynika, ze A = 0.
Z pierwszego warunku (35), zwazywszy na (32) otrzymamy

oo

(37) F:@ fp(a)ae—arsin azii
;
gdzie

_ [ pdp
P(“)*f(a%ﬁ*)(awng)'

Znajomos$é funkeji F pozwoli na wyznaczenie sktadowych stanu (@is).
Otrzymamy tu '

2 . :
“xx=gjﬁz':'_BprfP(ﬂ)aze‘“y(2—-ay)sinamd.a,
0
2 L]
§J’J"=g—;z‘-‘—s"quny(a)aaE_“ySina-Tda,

0

(38) o

?zz=—vV2F=MfP(a) a*e—“Ysinaxda,
7T

0

=_-;_=__.—— P 2w (1 — cosaxda.
Oyy amay = f (a)a e ( ﬂy)
0

O'xgzo, h&y2=0.

Ostateczne naprezenia otrzymamy ze zwigzkow oy = 0ij +%y. Dla v —> 0
(u —0), a wige w przypadku nieruchomego i ustalonego zrédla ciepia
znikajg naprezenia oyx, Oyy i oxy, @ pozostaje jedynie naprezenie ozz.
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Peswome
0O HEHOTOPOM HBABUCTAIIMOHAPHOM TIPOBJIEME TEPMOVYIIPYI'OCTH

Pabora mmeer IIeNbIO ONPENENMThL HATPAMXKEHHOE COCTOAHME B yHOPY-
rOM TIOJIyIPOCTPAHCTBE, BBEIZBAHHOE [AEMCTBMEM MCTOYHMKA TeIya C ITpo-
MU3BOAMTENBHOCTEI0 W, HEpeMemaolerocad ¢ ITOCTOAHHOM CKOPOCTBRIO ¥
B TIJIOCKOCTH, OTPAaHWMYMBAIOLIEH ToJsynpocTpasHcerso. ITomeniaa B 1III0CKO-
et z = (0 AUTIONBHEBNT MCTOYHMK TEILIA, [IOJYYEHO II0JIe TeMIeparyphbl
(1.14) m (1.15), ymosaersopsoiiee xpaesbiv yeuosuaM (T = 0) B naorocTy
z =0 1 B BeckoHEYHOCTH.

CocraBasionye HaTpAKEHHOr0 cocTosuma (oy) 6B onpeneaeHsl Ipu
MCITOJIB30OBAHUY ITOTEHIMAJNA TepMOYIIPYIoro uepemelnerna D, yroBie-
TBOpMAIOIIero ypaBHenuto (1.6), 3manme wacTHOTO MHTErpajsia 9TOro ypas-
uennda [dopmyasr (1.16) m (1.17)] maer BO3MOXKHOCTH HA OCHOBAHMK 3a-
BycumocTei (1.11), onpepesuTs COCTABIANINVE HANPAMKEHHOTO COCTOAHNUA
Gij. DTM COCTABIAIOLIME, OHAKO, HE YAOBJETBOPAIOT BCEM KPAEBLIM YCJIO-
BMAM, & MMEHHO — HAIPAXKEHUA Oy M Oyz OTIMYHBI OT HYJA B IIOCKO-
cru z = 0. K manpsxkennomy cocroanmio (o) cnemyer npmbaBmThb co-
croauve (0j) YAOBJIETBOPAIOIIEE B TIOCKOCTM Z = ( KPAEBBIM YCJIOBMAM
(1.21). Cocrasasromme cocrosmua (o) Obum OLIpesieIeHbl [P MCIO0Jb-
zoBamMy (pyHRIMM nepememenmit B. I'. T'amepxrwuua. Cynepnosunus
cocroarmit (o7;) u (G4) maer ucxkomoe HanpazkeHHoe cocrogmue (oy). Ha-
xoHer, obcyskmaerca 0coObi ciydail, a MMEHHO HaNpPAKEHHOE COCTOAHME,
BBI3BAHHOE B YOPYTOM IIOJYIIPOCTPAHCTBE NEMCTBMEM JMHEAHOTO MCTOY-
HHMKa TeIlna pacnono}xe}moro paB'HOMepHD BOOJME OCHM 2 M HEPQ,I{BI{I‘QIO-:
1IETOCH II0 HaNpaBJIEHMIO OCKM L C IIOCTOAHHOM CKOPOCTHIO.

Summary

A QUASI-STEADY STATE THREE-DIMENSIONAL THERMO-ELASTIC PROBLEM

The object here is to determine the state of stress in an elastic semi-
space due to the action of a source of heat of intensity W, moving with
a constant velocity » in the plane bounding the semi-space. Allowing
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a heat dipole to act in the plane z = 0, a temperature field is obtained,
(1.14) and (1.15), satisfying the boundary conditions (T = 0) in the plane
z = 0, and at infinity. The stress components (o;) are determined by
means of the thermo-elastic potential of displacements @ satisfying the
equation (1.6). The knowledge of a particular integral of this equation
the Egs. (1.16) and (1.17) enables us to determine, on the basis of the
Egs. (1.11), the stress components (o). These components do not, how-
ever, satisfy all boundary conditions, the stresses ox: and ,. not vanish-
ing in the plane z = 0. The state (¢;) satisfying the boundary conditions
(1.21) in the plane z = 0, should be superposed over the stresses (a;). The
(o) components are determined by means of the displacement function
of B. G. Galerkin. The superposition of the stresses (o) and (GTi)
gives the stress (oy), which is sought. Finally, consideration is given to
the particular case of the state of stress due to a linear heat source uni-
formly distributed along the z-axis and moving in the x-direction with
a constant velocity.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
IPPT PAN

Praca zostata zioZona w Redakeciji dnia 12 marca 1957 r.



