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O PEWNYM QUASI-USTALONYM ZAGADNIENIU TERMOSPRĘŻYSTOŚCI

Celem pracy jest wyznaczenie istanu przemieszczenia i stanu naprę-
żenia w półprzestrzeni sprężystej, wywołanych działaniem źródła ciepła
o wydajności W, posuwającego .się z jednostajną prędkością v w płasz-
czyźnie ograniczającej półprzestrzeń sprężystą.

Zakładamy izotropię materiału zarówno w stosunku do jego własno-
ści termicznych, jak i sprężystych; wielkości charakteryzujące materiał
niech będą stałe i niezależne od temperatury i naprężeń.

Pole temperatur i naprężeń zmieniać się będzie w czasie w miarę po-
suwania się źródła ciepła. W nieruchomym układzie współrzędnych
f, 7], C równanie przewodnictwa cieplnego jest następujące:

Tutaj k — A/gc przy czym X jest współczynnikiem, przewodnictwa
cieplnego, Q gęstością, a c ciepłem właściwym.

Przyjmując ruchomy układ współrzędnych x, y, z (w którego począt-
ku umieścimy źródło ciepła, a którego osie x i y leżą w płaszczyźnie ogra-
niczającej półprzestrzeń sprężystą) posuwający się wraź ze źródłem ciepła
ze stałą prędkością v w kierunku osi I i stosując transformację

i »==£—vt, y=n, z = £ •'••

otrzymamy równanie (1) w postaci, [1],

(2) p 2 T ( ) + +

W równaniu tym nie występuje już czas t. Dla obserwatora posuwa-
jącego się wzdłuż osi i wraz ze źródłem ciepła pole temperatury i pole
naprężeń 'będą niezmienne w czasie.

Rozpatrzony najpierw zadanie pomocnicze, mianowicie wyznaczmy
stan naprężenia wywołany działaniem poruszającego, się źródła ciepła
w nieograniczonej przestrzeni sprężystej.
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Rozwiązaniem równania (2) jest, [2].

W
(3) T ^

gdzie /j. = v/2k. Ilość ciepła Q wytwarzana przez źródło ciepła na jednost-
kę czasu obojętności wynosi Q — WQC.

Rozwiązanie to można przedstawić również w postaci całek F o u r i e -
r a, zatem w postaci, która będzie przydatna w dalszych rozważaniach:

(4) T = Ą-e~<
o

W _..„ r C e~x*CC
I I

o o

o o u
gdzie

Dla wyznaczenia składowych stanu naprężenia wygodnie będzie po-
służyć się tak zwanym potencjałem termospręźystego przemieszczenia 0.
Ta funkcja związana jest ze składowymi u, v i w stanu przemieszczenia
następującymi związkami:

/ c , d$ d& d&
da ay • dz

Wprowadzenie związków (5) do trzech równań przemieszczeniowych
teorii sprężystości sprowadza je do jednego równania, [3],

(6) V»0=P
1

Tutaj at jest współczynnikiem rozszerzalności liniowej, a v liczbą P o i s -
s on' ą. Różniczkując (6) względem a: i korzystając z równania (2) otrzy-
mamy

skąd

(8) 4^ = _i±£^ T 0 = ^.1±1J!L f
dx l—v2fi1' v l-v2[i)
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Całka szczególna równania (6) będzie zatem miała postać:

-r-u rit W C
(9) 0= tJ^^LlL. I R-iesq?i^/i^x+R)]dx:=

1 )i 8 fXTlK J
0

gdzie

s) = - — d u .

Funkcję 0 wyrazić można również całką

rh— 1 + v

1—v nkJJJ (a2 + rf) (a2 + /?- + y2)
o o o

Składowe stanu naprężenia wywołane działaniem źródła uzyskamy
ze związków, [3],

(U)

gdzie ó/j oznacza symbol K r o n e c k e r a .
Wyliczamy kolejno

(12)

R(x+R)

R(x + R)

axy=GKy

^

R

(i, j = x, y, z),
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gdzie
„_l+v at W

l~v 8fink'

•Składowe stanu przemieszczenia otrzymamy ze wzorów (5):

(13)
L ( / " "1 (a;

W przypadku szczególnym v ->0 '(/«-*• O1) otrzymamy ze wzorów (11) i (12)
znane rozwiązania dla zagadnienia stacjonarnego, [3].

Umieśćmy w początku układu współrzędnych sprężystej przestrzeni
dipolowe źródło ciepła. W tym przypadku otrzymamy w płaszczyźnie
2 = 0 rozwiązanie T = 0 (z wyjątkiem punktu stanowiącego początek
układu współrzędnych). W nieskończoności będzie również T = 0. W ten
sposób zrealizowaliśmy pole temperatury w półprzestrzeni sprężystej,
wywołane działaniem źródła ciepła znajdującego się w płaszczyźnie z = 0
ograniczającej półprzestrzeń.

Zgodnie z rów_naniarni (3) i (4) otrzymamy

W r>

albo

J fff"5ln"=Ji fff
0 0 0

Analogicznie otrzymamy funkcję 0 w postaci

R(x + R)

a l b o w p o s t a c i c a ł k i F o u r i e r a

ax cos fiy siny zktl ałW C C f ay sin ax c

! = ; ^kj J J w+^)W0 0 0

Znajomość funkcji 0 pozwoli na wyznaczenie składowych stanu na-
prężenia (cr,y) ze wzorów (11).
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Otrzymamy

(18)

x + R

oni0® . a ^ \ GKzr [/ , 1W 3
dx* ' dy*

2v'2

-"<* +R2(R-L

+ 3

'•Gf^z="^w- l i r ^ - —I i

9 r2

i " ~ i i Z z i
\X Z 1

jfC \X - ( - r t j / Jt (X -\- tt) ti

Zauważmy, że stan naprężenia (o-,y) nie spełnia wszystkich warun-
ków brzegowych w płaszczyźnie 2 = 0. Mianowicie w płaszczyźnie tej
znika naprężenie ~ozz, pozostają jednak naprężenia tnące axz i ayz. Do stanu
naprężeń (a/j) dodać należy stan naprężenia (oy) będący rozwiązaniem
zagadnienia przestrzennego izotermicznego, polegającego, na wyznaczeniu
stanu naprężeń (cfy) w półprzestrzeni sprężystej, wywołanego działa-
niem naprężeń stycznych —o x z i —óyz, działających w płaszczyźnie z = 0.
Składowe stanu Coy) otrzymamy przy użyciu funkcji przemieszczenio-
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wej <p B. G. G a l e r k i n a . Wyrażone są one przy użyciu funkcji q> na-
stępującymi związkami: ,

(19)

d

y2 ' cr-v-l'~ dxdydz'

Funkcja (p spełniać powinna równanie biłiarmoniczne

(20) p2F
2<P = 0

z warun'kami brzegowymi

(21) [axz + ff*2]z=0 == 0, [oyz + ffy*]Zs=0 = 0,

oraz ę == 0 w nieskończoności.
Funkcję 93 = 0 przyjmiemy w postaci

0,

(22)

gdzie

(p= j j Z (a, p,z) sin a z cos /? y da d/3,
o o

Z = (;! +£#£)!

Występujące w warunkach brzegowych funkcje axz i ayz wyrazimy
również za pomocą całki F o u r i e r a :

(23)

gdzie

z=0 0 Ó

z=o

/

= 2KG f J afiP (a,(5) sin ax sin [ly da df),
o o

y 2 d y
(a3 + 'J2) (a2

Trzeci warunek brzegowy (21) prowadzi do związku A — — B{l — 2v).
Dwa pierwsze warunki grupy (21) prowadzą do tego samego związku,

mianowicie

(24)
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Zatem

(25) c> = — 2KG I ~ P ( a , / S ) ( l — 2 r — dz)e~&zsinax cos fiydadfi.

6 ó

Stąd już ze wzorów (19) wyznaczamy składowe stanu naprężenia (Uy):

<26)

o a

) —o»««] e~*2 sin aa; cos ,3y da dfi,

^ smaxcospydadp,

o b

ff« = — 2KGz / / aP(a,/9)tf2e-*2'sin a;r cos/Sy da d/S,
ó o

~5xt= — 2KG / ( P{a,j8) aa (1 — ^z) e~*z cos a i cos fiydadp,
oó

CO M

% = - 2 K G j j P{a,p) a/S(l—19 z) e^*-2 sin a x cos ,6 y da d/S,'
o o

~axy=2KG f ( ^ P (a, P)(2 — 2v — {) z) e~*z cos ax sin fiy dadfi.

o o
Superpozycja składowych stanu naprężenia (6-y) oraz (ery) daje osta-

teczne składowe stanu (ovy). Zauważmy, że dla v -> 0 (^ -»- 0) przechodzi-
my 'do zagadnienia stacjonarnego. W tym przypadku, jak to wykazano
w pracy [4], znikają naprężenia axz, ayz i crzz, a naprężenia axx, oyy i axy

można przedstawić w postaci zamkniętej.
Rozważmy przypadek szczególny liniowego źródła ciepła posuwają-

cego się z jednostajną szybkością v w nieograniczonej przestrzeni sprę-
żystej. Niech źródło to będzie rozmieszczone ze stałą wydajnością w
wzdłuż osi z. Wtedy pole temperatury określone jest za pomocą funkcji

Ko {fi T0) = y H<« (i ^ r0),

gdzie
„ /„2 I „,2\l/2 xr (..„ \ — X^,

'o

a Hj,1' (i /i r0) jest funkcją H a n k e l ą pierwszego rodzaju i zerowego rzędu.
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Analogicznie funkcja 0 zgodnie ze wzorem (8) przyjmie postać

(28)

co jest zgodne z> wynikiem uzyskanym przez E. M e l a na, [5].
Niech teraz źródło liniowe równomiernie rozłożone wzdłuż osi z po-

suwa się w kierunku osi x z jednostajną prędkością v w płaszczyźnie
y = 0 ograniczającej półprzestrzeń sprężystą. Pole temperatury określo-
ne jest tu fun'kcja

albo też

(30) J
o o

gdzie % = ,« + (/ + py<\
W analogiczny sposób znajdziemy, że

(31)

albo

(32)

(x2

l—vn2kJJ(a2 + ̂ )(a2 + ril)-
o o

Znajomość funkcji 0 zezwala na wyznaczenie składowych stanu na
prężenia (OT/).

Tak więc

(33) ,
Ozz =

CXZ 0, , Oyz. = 0.

Dla y — 0 jest ayy = 0, ale ~aXy ^ 0.
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Do stanu (cry) dodajemy stan naprężenia {oy) tak dobrany, aby
spełnione były wszelkie warunki brzegowe na brzegu y = 0. Dla wyzna-
czenia stanu (07/) posłużymy się funkcją A i r y ' e g o . Rozwiązać na-
leży równanie biharmoniczne

(34) [72p2F = 0 ',

z warunkami brzegowymi dla y = 0

d*F „ d 2 F
Óx*( 3 5 ) °xy~dxdy

Funkcję F przyjmujemy w postaci

(36) F = j (A + Bay) e-ay sin ax da.
o

Z drugiego warunku grupy (35) wynika, że A = 0.
Z pierwszego warunku {35), zważywszy na (32) otrzymamy

F = *^Ny fp(a) a
n J

= f"

~«y sin ax da,(37)

gdzie

Znajomość funkcji F pozwoli na wyznaczenie składowych stanu {at/).
Otrzymamy tu

(38)

O xx —5 = I P (a) a 2 e~ay (2 — a y) si
y vi )

o

Jp(a)a

sinaxda,

1 e~a-vsin ax da,

TE J
0

= — *_ = ^ I P(a) a 2 e " ^ (1 — ay)cosaxda.
dxdy n J

0XZ = = 0 , Oyz 0 •

Ostateczne naprężenia otrzymamy ze związków cry = 5y + ffy. Dla v -> 0
( ^ ^ 0 ) , a więc w przypadku nieruchomego i ustalonego źródła ciepła
znikają naprężenia axx, ayy i axy, a pozostaje jedynie naprężenie ozz.
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P e 3 KD M e

O HEKOTOPOM KBA3HCTAIJHOHAPHOH nPOBJIEME T E P M O y n p y T O C T H

P a G o r a HMeeT u;ejibio onpeflejiHTB H a n p a s i e H H o e cocTOHHMe B y n p y -
TOM nojiynpocTpaHCTBe, BBi3BaHHoe flewcTEneM HCTOHHMKa Tenjia c n p o -
M3B0flMTejiŁH0CTbK) W, rtepeMeiu;aK)ii];eroca c IIOCTOHHHOM CKopocTbio v
B njiocKOCTM, orpaHWHMBaiomeM: noJiynpocTpancTBO. IIoMemaH B IIJIOCKO-
CTM z = 0 flunojiŁHŁra MCTOHHMK Tenjia, nojiyneHO nojie
(1.14) M (1.15), yflOBJieTBopHiomee KpaeebiM ycjiosuHM (T = 0) B

Z = 0 M B SeCKOHeHHOCTM.
CocTaBJiHHJiiiMe HanpHJKeHHoro COCTOHHWH: (CT;>) SBIJIM onpe^ejieHBi npw:

Hcnojib30BaHioi noTeHDjwajia TepMoynpyroro nepeMeiu;eHMH 0, yflOBJie-
T B o p a i o r ą e r o ypaBHeHMio (1.6). 3Hajroe nacTHoro MirrerpaJia 3Toro y p a s -
HeHMH [cpOpMyjIbl (1.16) M (1.17)] flaeT BO3MOJKHOCTb Ha OCHOBaHMM 3a-
BMCPrMocTeM (1.11), onpeflejiMTb cocTasjiHiomMe HanprfJKeHHoro COCTOHHMH
aij. 3 T M cocTaBJiHioiriHe, oflHaKo, He yflOBjieTBopaioT BceM Kpaesbnvt ycj io-
BHHM, a MM6HH0 HanpHXCeHUH CTX2 H Oyz OTJ1HHHBI OT Hyjlfl B nJIOCKO-
CTM z = 0. K naxipHHceHHOMy COCTOHHMIO (oy) cjie,n;yeT npM6aBMTB co-
CTOHHHe (cfy) yflOBJieTBOparomee B njrocKOCTM z = 0 KpaeBBiM
(1.21). CocTaBjiflK>ru;Me COCTOHHMH (otj) SBIJIM onpe^ejieHBi npM
3OBaHMM 4)3THKII;IIII nepeMeii;eHMH B. T. F a JI e p K H H a. Cynepno3Mu;MH
COCTOHHMM (ay) M (a/j) flaeT MCKOMOe HanpflJKeHHOe COCTOHHMe (<T,y). H a -

i, o6cy2KflaeTCH oco6biił cjrynaił, a MMeHHO HanpaaceHHoe cocTOHHMe,,
B y u p y r o M nojiynpocTpaHCTBe fleiicTBHeM JiMHewHoro MCTOH-

Tenjia pacnojroaceHHoro paBHOMepHO IB,O;OJIB OCM Z VL n e p e ^ B u r a i o -
iij;erocH n o HanpaBJieKmo OCM X C nocToaHHOM CKopocTbio.

Summary

A QUASI-STEADY STATE THMEE-DIMENSIONAŁ THERMO-ELASTIC PROBLEM

The object here is to determine the state of stress in an elastic semi-
space due to the action of a .source of heat of intensity W, moving with
a constant velocity v in the plane bounding the semi-space. Allowing
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a heat dipole to act in the plane z = 0, a temperature field is obtained,
(1.14) and (1.15), satisfying the boundary conditions (T = 0) in the plane
z = 0, and at infinity. The stress components (5,y) are determined by
means of the thermo-elastic potential of displacements 0 satisfying the.
equation (1.6). The .knowledge of a particular integral of this equation
the Eq,s. (1.16) and (1.17) enables us to determine, on the basis of the
Eqs. (1.11), the stress components (try). These components do not, how-
ever, satisfy all boundary conditions, the stresses ~axz and o>z not vanish-
ing in the plane z — 0. The state (ay) satisfying the boundary conditions
(1.21) in the plane z = 0, should be superposed over the stresses {ay). The
(oij) components are determined by means of the displacement function
of B. G. G a l e r k in . The superposition otf the stresses (ay) and (aij)
gives the stress (cry), which is sought. Finally, consideration is given to
the particular case of the state of stress due to a linear heat source uni-
formly distributed along the z-axis and moving in the x-direction with
a constant velocity.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
IPPT PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 12 marca 1957 r.
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