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O PEWNYM USTALONYM ZAGADNIENIU PRZESTRZENNYM
TERMOSPRĘŻYSTOŚCI

i. Niech na obszarze płaskim F, należącym do płaszczyzny ograni-
czającej półprzestrzeń sprężystą, dana będzie temperatura To (£, rj); poza
obszarem F niech temperatura To będzie równa zeru. Zadanie, jakie so-
bie stawiamy, to wyznaczenie składowych .stanu naprężenia {au) w roz-
patrywanej półprzestrzeni sprężystej. Tak sformułowane zagadnienie roz-
wiążemy w sposób najprostszy posługując się funkcjami G r e e n a 1 .

Oznaczmy przez T* (x, y, z; £, rj) temperaturę w punkcie P; (x, y, z)
półprzestrzeni sprężystej, wywołaną działaniem temperatury To na nie-
skończenie małym obszarze dF w otoczeniu punktu B (£, rj) leżącego
w płaszczyźnie ograniczającej półprzestrzeń sprężystą, a więc w płasz-
czyźnie z — 0. Inaczej mówiąc zakładamy, że w płaszczyźnie z = 0 tem-
peratura jest równa zeru poza obszarem dF, gdzie wiellkośó jej wynosi To.

Oznaczmy dalej przez a*j (x, y, z; | , rj) składowe stanu naprężenia
w punkcie P (x, y, z) półprzestrzeni sprężystej, wywołane działaniem tem-
peratury To na obszarze dF.

Wtedy przy danym rozkładzie temperatury To (f, rj) na obszarze F le-
żącym w płaszczyźnie ograniczającej półprzestrzeń sprężystą otrzymamy
dla wyznaczenia temperatury T i składowych stanu naprężenia (otj)
w punkcie P(x,y, z) następutjące związki całkowe:

(1.1)

(1.2) aij{x,y,z) =JJT0(|,rj)a*j (x,y,z;$,rj)d$drj,
(r)

gdzie

Punkt .ciężkości rozwiązania zagadnienia polega na wyznaczeniu funk-
cji G r e e n a T* i atj; obliczenie wielkości T i a u dla danych kształ-
tów obszarów F polega na wykonaniu kwadratur według wzorów (1-1)
i (1-2).

1 Rozpatrywane tu zagadnienie zostało na innej drodze rozwiązane w nieopu-
blikowanej dotąd w całości pracy E. Ste ' rnberga i E. L. Mac Do we 11 a, [3J.
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2. Niech jądro cieplne {TadT) działa w punkcie B(£,??) w płaszczyźnie
z — 0, to jest w płaszczyźnie ograniczającej półprzestrzeń sprężystą.
W półprzestrzeni sprężystej powstanie pole temperatur T*. Spełnić ono
powinno równanie przewodnictwa cieplnego
(2.1) F2T* = 0,
gdzie

óxz oy- óz* '
Warunki brzegowe równania (2.1) kształtują się w sposób następujący:
(a) w płaszczyźnie 2 = 0 powinno być

•(b) w nieskończoności powinno być T* = 0. We wzorze tym symbol
<5 oznacza funkcję D i r a c a,

Przyjmując rozwiązanie równania (2.1) w postaci

(2.3) T* = f fH(a,p,z)cosp(y — rj)cosa{x—
ó o

sprowadzimy równanie (2.1) do równania różniczkowego zwyczajnego

(2-4) ^ - y 2 H = 0, !

gdzie

Ponieważ dla z->oo funkcja H powinna dążyć do zera (gdyż T* = 0),
zatem
(2.5) H(aIj8 lz) = C(a)|S)e->".

Zważywszy na pierwszy warunek brzegowy (2.2) otrzymamy rozwią-
zanie równania (2.1) w postaci

T rl P f C
(2.6) T*{x,y,z;!;,ri) = -^~-\ I e-^cos /? (y — rj) cos a {x — f)da d/3

o o
albo

(2-7) r ( x l V f . « ; l , i j ) ' - = . ^ . | | ,

gdzie
R=[(a: — f)a4-(3/-i?) ! !+z8]1'*.

Dla wyznaczenia składowych stanu naprężenia (o*j) posłużymy się
potencjałem termosprężystego przemieszczenia (&*. Wiadomo, że za po-
mocą funkcji 0* układ trzech równań przemieszczeniowych L a m e g o
doprowadzić można do jednego równania, [1],

(2.8) \^

490



gdzie v jest liczibą P o i s s o n a , a at jest współczynnikiem rozszerzal-
ności liniowej cieplnej.

Korzystając ze wzoru (2.6) napiszemy

_ — at- I e-?* cos a(x — £) cos /3 (y — rj) da d/3

albo też

(2.9)

o o

d sin d z

(aa + p + ; c o s a (x—£) c o s

0 0 0

A =
l — v

Rozwiązujemy równanie (2.9) przy założeniu (zresztą dowolnym), że
= 0 dla z = 0.
Przyjmiemy, że

(2.10) '̂ •///D(«,ft«
0 0 0

Rozwiązanie równania (2.9) otrzymamy w postaci

(2.11) *• = —A cos a (x-fJcosjS (j/-,?)da d/J dtf.
0 0 0

Po wykonaniu całkowań znajdujemy, że

(2.12) ^ = = _ ^ ^ .

Znajomość funkcji 3>* pozwala na wyznaczenie składowych, stanu na-
prężenia ze wzorów [1]:

'•0* d20*\ AG OT2 2 [, , 3 (x — | ) 2

R2—*
<7ATJ; — • —

3 (x f)H
R2 J '

j , y = — 2G

(2.13)

R 8

AG n* z I 3 z2

1

R8 R2

= 2 G

= 2 G

dydz

dxdy

R3 ,
R2
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Zauważymy, że przy założeniu O* = 0 na brzegu z = 0 została speł-
niona tylko część warunków brzegowych. Mianowicie w płaszczyźnie
z = 0 znika naprężenie normalne a%, nie znikają natomiast napręże-
nia styczne o*zx i o*i, w nieskończoności natomiast znikają wszelkie na-
prężenia.

Dla doprowadzenia do zera występujących w płaszczyźnie z — 0 na-
prężeń stycznych należy do składowych stanu naprężenia (a*j) dodać
składowe (ffy). Te ostatnie otrzymamy z rozwiązania dodatkowego za-
gadnienia, ale już zagadnienia izotermicznego. Mianowicie wyznaczyć
należy w półprzestrzeni sprężystej składowe (er,*) wywołane działaniem
naprężeń —o*Xz, —o* x w płaszczyźnie 2 = 0.

Dla wyznaczenia składowych stanu naprężenia (o?;) posłużymy się
funkcją B. G. G a l e r k i n a <p, która spełnić powinna równanie bihar-
moniczne, [2],

(2.14) v

sV2ę = Q,

z następującymi warunkami brzegowymi:
(a) w płaszczyźnie z = 0

(2.15) CT^ = 0, % + Ó& — 0, 5j« + o$« — 0 ;

(b) w nieskończoności wszelkie składowe stanu naprężenia (&;*) po-
winny by równe zeru.

Po wyznaczeniu funkcji ę wyliczymy składowe stanu naprężenia (o7,*)
ze wzorów

O xx '•

Ostateczne składowe stanu naprężenia, spełniające wszelkie warunki
"brzegowe, otrzymamy (stosując superpozycję) z następujących wzorów:

\"'J- I) Oij = Oij -]- Oij.

Funkcję ę przyjmujemy w postaci
oo oo

{2.18) q>= f } Z{a,p,z)cosa(x — i
o o
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gdzie

Funkcja 1(2.18) spełnia równanie '(2.14) oraz warunki w nieskoń-
czoności.

Z pierwszego warunku brzegowego grupy (2.15) otrzymujemy

(2.19) C(a,p) = — D(a,P)(l — 2v).

Dwa dalsze warunki ,grupy (2.15) sprowadzają się do jednego warunku

(2.20) (1 — v)y*Z (a, (3,0)+ v Z" (a, p, 0) + ^ ? — = 0.
I y

Przedstawiliśmy tu naprężenia ~o%z i a*z dla 3 = 0 za pomocą całek

ca DO

r—* i ATIG C [ a. .

[] sj j
o o

TT C1 C C R

Y~ I — cos a (a: — |)sin/3(y—r))dadp.
oo

Zważywszy, że Z (a,/?, 0) = C (a,/S) oraz Z" (a, /S,0) = y 2 D (a, £), otrzyma-
my ze związku (2.20)

(2.22) C (a ,/9 j=

Tak więc funkcja <p przyjmie postać

(2.23) <p = —"'•"••"' I ( 1 — l v — yz) —3- cos a (x — £) cos p(y — rj)dadfi,

oo

a po scałkowaniu

(2.24)
GAn*\nH . - Z + R „ „ M , 1<p = — 2 (1 — v) z In — (1 — 2 v) R ,

gdzie r = ]/(x — $

Znajomość fumkcji <p pozwala już na wyznaczenie składowych stanu
naprężenia (5?/) ze wzorów (2.16):
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(2.25)

GArfz

=*
a z z - 4 ii

GAn2 (y-łj)

3 z*

i

Ra

+ sl' ! •

E 3

4 K° r '
Ostateczne składowe stanu naprężenia (ffy) otrzymamy na podsta-

wie wzorów (2.17)
GAnzZ

(2.26)
— S)(y — »— 3R2

= 0, = 0, = 0.

Interesujący jest tu fakt znikania naprężenia normalnego atz oraz
naprężeń stycznych a%z i cr^. Znikają te naprężenia oczywiście również
przy dowolnym rozkładzie temperatury To (f, rj) w obszarze 71 płasz-
czyzny 2 = 0.

3. Znajomość funkcji T* [wzór (2.7)] i funkcji a*j [wzór (2.26)] po-
zwala już na podstawie związków (1.1) i (1.2) wyznaczyć pole temperatur
i składowe stanu naprężenia dla dowolnągo rozkładu To (£, 97) na obsza-
rze F. Przykładowo wyznaczymy funkcję T, wywołaną stanem To = const
na obszarze prostokąta o bokach 2a i 2b, przy czyon przyjmujemy, że osie
symetrii prostokąta pokrywają się z osiami współrzędnych.

Otrzymamy, zgodnie ze wzorem (1.1), że

(3.1) rn

— a —A
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Po wykonaniu całkowania znajdujemy, że

(3.2) T =
ZR2

- aro.tg ^ ± ^ = ^ + a r c t g
Z K

gdzie
[( r ) }V*, R S A =

Łatwo sprawdzić, że T znika w nieskończoności oraz w płaszczyźnie
z — 0 poza obszarem prostokąta. Wewnątrz prostokąta:. T=T0— const.
W analogiczny sposób korzystając ze wzoru (1.2) oraz ze wzorów (2.26)
wyznaczymy składowe stanu naprężenia ay.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek szczególny, mianowicie taki, w któ-
rym Tn jest funkcją niezależną od t\. W tym przypadku T* jak i T jest
funkcją jedynie zmiennych x, z. Funkcję T* traktowane należy jako pole
temperatury wywołane działaniem stanu To równomiernie rozłożonego
wzdłuż prostej x = f. Otrzymamy tutaj

(33)
In J [ix —t

Łatwo sprawdzić, że w tym przypadku składowe stanu naprężenia po-
za naprężeniem oyy będą równe zeru.

Naprężenie

(3.4) ^ = -
1 — v n 1 — v (X — I)'- + z

jest jedynie funkcją zmiennych x i z.
W przypadku gdy To = const na paśmie nieograniczonym o szeroko-

ści a, leżącym na płaszczyźnie z = 0, znajdziemy

_, T 0 2f df T„/ . rc — a , x + a\ T 0 . Q Q .
T = i r s=^) 2 T^ 2 ^^ r r c t g ~ i — a r c tg-i— =-f(^—«!)•

y/t I lii- Cl (^ iC i/Ł \ <, /£ I JG

Widoczne jest, że dla dowolnego punktu N(x,z) leżącego na płasz-
czyźnie z = 0 otrzymamy d2-—dt = n, gdy punkt N{x,y) leży w obrębie
pasa oraz #2 — •dl — 0, gdy punkt ten leży poza obrejbem pasa.

W rozpatrywanym przypadku różnym od zera pozostaje naprężenie
a*yy, przy czym

1 — r Ji
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PesioMe

O HEKOTOPOH CTAHIJHOHAPHiOH nPOCTPAHOTBBHHOM IIPOBJIEMB

B pa6oTe onpe^ejiaeTCH nojie 'reMnepaTypBi T u cocTasjiaioiUKe Ha-
npajKeHHoro COCTOHHMH (ery) B ynpyroM noJiynpocTpaiHCTBe, nojrarafl;, HTO
Ha njiocKOCTM, orpaHM^nBaromeM nojiyrrpocTpaHCTBO, ^aiia TeMnepaTypa
To (̂ i iy) B oSjracTM F, a s s e ee T = 0.

3afla*ia pemaeTCH npw Mcnoji&3OBanMM cpyHKirwH T p M H a, onpe,ąejiatf
nojie TeiinepaTyp T* M KOMnoHeHTti HanpaJKeHHoro OOCTOHHHH (a*j)
cJiy^iaH, B KOTopoM B njiocKocTM z = 0, T = 0 BHe SecKone^Ho
06jiaCTM dF, B KOTOpOM T = To. IIpM MCn0JIŁ30BaHMM: MHTeipaJIBHBIX BBI-

(1.1) K (1.2) onpeflejiniOT T M oy ĄJIH npow3BOJiBHoro pacnpe-
TewtnepaTypbi To (I, r\) B o6jiacTO J1.

Bo BTopoii nacTH pa6oTBi onpeflejiaroTca dpyHKiâ tH V p M H a T*, 0*
M (byHKECMH T a j i e p K M H a <p, nojiB3yacŁ npw 3TOM TpaHcdjopMarcMeił
cE>ypBe. nojiynenHBie dpymcî Hii P p H H a fljia Hanpaaceeua (a*j) xa-

xeM, HTO TpM cocTaBjraKJinMe 3Toro cocToaima, a mieHHo Hanpa-
otz, O*zx H 0% paBHBI

B TpeTBeii TacTM paSoTBi paccivraTpMBaeTca
TQ = const B npaMoyrojibHMKe co cToponaMW 2a m 2b, a

rtocTOHHHoił TeMnepaTypBi To Ha óecKOHê THOił no-
jroce niMpHHOjł 2a. B STOM nocjie^HeM cjry^ae JTMIIIB HanpaafceHHe o$y

3HaHeHHH, HepasKaiomiiecH

S u m m a r y

A STE-ADY-iSTIATE THREE-DIMENBIONAL TKESRDVDO-ELASTIC PiROBDEM

The object of this paper is to determine the temperature field T and
the stress components (cry) in an elastic semi-apace, assuming that the
temperature in the region F of the plane bounding the semi-space is
known and equal to TQ{C,rj), the region outside. F being kept ąt T = 0.

The problem is solved by means of the G r e e n ' s function. The tem-
perature field T* is determined and the stress components (of,), in the
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case where T = 0 over the whole plane 2 = 0 except an infinitely small.
region d F where T = To. Using integral expressions (1.1) and (1.2),
T and cry are determined for any temperature distribution To (1,57)'
inside the region F. In the second part of the paper, the G r e e n ' s
functions T* and 0* and the G a l e r k i n ' s function q> are determined,
using the F o u r i e r transformation. The G r e e n ' s functions obtain-
ed for the stress (cry) are characterized by the fact that the three com-
ponents atz, a*zx and a*zy are zero.

In the third part of the paper, consideration is given to the particular
case of To = const over a rectangle whose sides' are 2a and! 2b, and that,
of To = const over an infinite strip of width 2a. In the latter case, only
the stress a'yy differs from zero.
ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH

IPPT PAN

Praca, została złożona w Redakcji dnia 12 marca 1957 r-
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