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O PEWNYM USTALONYM ZAGADNIENIU PRZESTRZENNYM
TERMOSPREZYSTOSCI

1. Niech na obszarze ptaskim I, nalezacym do plaszczyzny ograni-
czajgcej poiprzestrzen sprezysts, dana bedzie temperatura T, (&, n); poza
obszarem I' niech temperatura T, bedzie réwna zeru. Zadanie, jakie so-
bie stawiamy, to wyznaczenie sktadowych stanu naprezenia (o) w roz-
patrywanej péiprzestrzeni sprezystej. Tak sformutowane zagadnienie roz-
wigzemy w spos6éb najprostszy postugujac sie funkcjami Greemnal.

Oznaczmy przez T*(x,y, 2z &, n) temperature w punkcie P (x,y,2)
pélprzestrzeni sprezystej, wywotang dzialaniem temperatury T, na nie-
skonczenie malym obszarze dI' w otoczeniu punktu B (4, %) lezacego
w plaszezyZnie ograniczajgcej poélprzestrzen sprezysta, a wiec w plasz-
czyznie z= 0. Inaczej mowiac zakladamy, ze w plaszczyZnie z=0 tem-
peratura jest réwna zeru poza obszarem dlI, gdzie wielko$é¢ jej wynosi To.

Oznaczmy dalej przez o (x, y, 2; & 1) skladowe stanu naprezenia
w punkcie P (x, y, 2) polprzestrzeni sprezystej, wywolane dzialaniem tem-
peratury T, na obszarze dI.

Wtedy przy danym rozkladzie temperatury T, (&, n) na obszarze I” le-
zgeym w plaszezyZnie ograniczajgacej polprzestrzen sprezysta otrzymamy
dla wyznaczenia temperatury T i skladowych stanu naprezenia (o)
w punkcie P (x, v, z) nastepujace zwigzki catkowe:

(1.1) T(x,y,2) =/ [To(&n) T* Gz, 9,2 &n)dédn,
(I
(1.2) oy (@, y,2)=] [To(&,n) o (2, 9,26, ) dEdn,
(r
gdzie }
i?j=m’y12r aiy == Oji.

Punkt ciezkoéci rozwigzania zagadnienia polega na wyznaczeniu funk-
cji Greena T* i olj; obliczenie wielkoSci T i oy dla danych ksztal-
tébw obszaréw I' polega na wykonaniu kwadratur wedlug wzoréw (1.1)
i(1.2).

! Rozpatrywane tu zagadnienie zostalo na innej drodze rozwigzane w nieopu-
blikowanej dotad w catodci pracy E. Sternberga i E. L. Mac Dowella, [3].
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2, Niech jadro cieplne (T,dI") dziala w punkcie B(&,n) w plaszczyinie
z =0, to jest w plaszczyznie ograniczajacej polprzestrzen sprezysta.
W pélprzestrzeni sprezystej powstanie pole temperatur T*. Spelni¢ ono
powinno réwnanie przewodnictwa cieplnego
(2.1) i =0,
gdzie

N

T dx* ' 0y* ' 02*

Warunki brzegowe réwnania (2.1) ksztaltujg sie w sposéb nastepujacy:

(a) w ptlaszczyinie z = 0 powinno byc¢
(2.2) ' T* (2, y, 0, &,m) = (T d I")  (x— &) 6 (y — ),

(b) w nieskonczonosei powinno by¢ T* = 0. We wzorze tym symbol
¢ oznacza funkcje Diraca,

Przyjmujgc rozwigzanie rownania (2.1) w postaci

co G

Vﬂ

(2.3) T = [ [H(a,B,2) cos ply—n) cos a(x— &) da dp,
00
sprowadzimy rownanie (2.1) do rownania rézniczkowego zwyczajnego
d*H "
(2:4) o=V HE=0,
gdzie
y=ya+p.

Poniewaz dla z— co funkcja H powinna dazy¢ do zera (gdyz T* = 0),
zatem
(2.5) H (g, 8;2)=C/{a,p) e 7.

Zwazywszy na pierwszy warunek brzegowy (2.2) otrzymamy rozwia-
zanie réwnania (2.1) w postaci

(2.6) T*(T-,y,z;E,n)=Toﬂ§Pffe“?zcnsﬁ(y—-n)cosa(m——é}dadﬁ
0 0

albo
2.7 T (2. g, 2 &)=
gdzie

T,dl' z
2n RY

R=[@— &+ (y— i+
Dla wyznaczenia sktadowych stanu naprezenia (o¢7) postuzymy sie
potencjalem termosprezystego przemieszczenia @*. Wiadomo, ze za po-
mocg funkeji @" uktad trzech réwnah przemieszezeniowych Lamégo
doprowadzi¢ mozna do jednego réwnania, [1],
1

(2.8) prot=1 g1,
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gdzie » jest liczbg Poissona, a o jest wspélczynnikiem rozszerzal-
noéci liniowej cieplnej.
Korzystajac ze wzoru (2.6) napiszemy

p* Q)*:i—j__—:arTZ::P[fe“?'zcos alx—E&cos ply—mn)dadp

0 0

albo tez

L

172@*#11[[[(& ﬂf‘;‘ﬂjﬂo d (e — &) cos B ly—n) dadp do,
(2.9) 00 0
- 4_Lt» 2Tear

g ar.

1—y 7

Rozwigzujemy réwnanie (2.9) przy zalozeniu (zresztag dowolnym), ze
@*=0 dla z=0.
Przyjmiemy, ze

(2.10) QF = fff D (a,p,9) cos a(x— &) cos f(y—mn)sindzdadpfdd.
000
Rozwigzanie réwnania (2.9) otrzymamy w postaci

oo oo oo

dsindz -
(211 0" =— ff @ F T PP cosa(x—&) cosf(y—mn)dadpdd.
Po wykonaniu calkowan znajdujemy, ze
v__ Axd® z
(2.12) P,

Znajomo$¢é funkeji @* pozwala na wyznaczenie sktadowych stanu na-
prezenia ze wzorow [1]:

o o*e*  0*e*\ AGA® 2 3(.r-—§)°
e
- et 9"\  AGa® z 3(y—m)®
ny—-__‘ZG(a ) + az“) 4 Ra[l_l_ R;! H
e 0°o* 0% 0" — AGn® z ([, 32
. Uzzz"—zG( P ~+ a_y ) — Rg(l Ra),
y
(2&3} 2G 6‘3@* AG?IQ .‘]'.'—rf 1_322
O = 0xz0z 4 R® R* )’
- 0" _AGa'y—n(, 32
O’yz-—2G ayaz—- 4 Rs ( Rz),
o 9g 0?0 84Ga’ @—H(y—nz
Co=eogay 4 R®
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Zauwazymy, ze przy zalozeniu ®* = 0 na brzegu z = 0 zostala spet-
niona tylko cze$¢ warunkéw brzegowych. Mianowicie w plaszezyZnie
z = 0 znika naprezenie normalne g7, nie znikajg natomiast napreze-
nia styczne oix i o); w nieskonczonosci natomiast znikajg wszelkie na-
prezenia.

Dla doprowadzenia do zera wystepujacych w plaszczyZnie z = 0 na-
prezen stycznych nalezy do skladowych stanu naprezenia (of;) dodaé
skladowe (o7). Te ostatnie otrzymamy z rozwiazania dodatkowego za-
gadnienia, ale juz zagadnienia izotermicznego. Mianowicie wyznaczyt
nalezy w pélprzestrzeni sprezystej sktadowe (o7) wywolane dzialaniem
naprezen —ox., — Oyx W plaszczyznie z = 0.

Dla wyznaczenia sktadowych stanu naprezenia (o7) postuzymy sie
funkejag B. G. Galerkina ¢, ktéra speini¢ powinna réwnanie bihar-
moniczne, [2],

(2.14) 7ipte=0,

z nastepujgcymi warunkami brzegowymi:
(a) w plaszezyznie z =0

(2.15) sz =0, Ok + 0% =0, 0yz + 05 =0;

(b) w nieskoniczonoéci wszelkie sktadowe stanu naprezenia (aj) po-
winny by réwne zeru.
Po wyznaczeniu funkeji ¢ wyliczymy skladowe stanu naprezenia (7))
zZe wzoréw
= 0 0% = 0 02
= B i T 2 ._,..._.__..(p
£ae Iaz(vp’q; axz)’ s az(ﬂ?@ 63;9)’
E;Z“_ ‘:(1 —1’);73?’+a +ayz]s
12.16)

=T 9z dy 0z’ O =5
= 0 ¢ .

O = oy(ax2+ay g *’)'_

Ostateczne skiadowe stanu naprezenia, spelniajace wszelkie warunki

brzegowe, otrzymamy (stosujac superpozycje) z nastepujacych wzoréw:

(2.17) oYy =3l -+ 7.

Funkcje ¢ przyjmujemy w postaci
(2.18) o= [ [ Z(a,8,2) cosa(x— & cosp(y—y)dad$,
0 0
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gdzie
Z(a,$,2) =[C (o, ) + D (o, p) y 2] €777, y=Va'+ B

Funkcja (2.18) spelnia réwnanie (2.14) oraz warunki w nieskon-
rzonosel.

Z pierwszego warunku brzegowego grupy (2.15) otrzymujemy
(2.19) C(a,f)=—D(a,f)(1—279).
Dwa dalsze warunki grupy (2.15) Sprowadzaja sie do jednego warunku

A:ncG 2 —0

(2.20) (1—9)9*Z(a,p,0) +»2" (a,8,0) +

Przedstawiliémy tu naprezenia o¥; i o}, dla z=0 za pomoca calek
(el =257 [ [ 2 simae—eosply—n)dadp
2.21) s
__AnG
[052],0 = = ff—mosa(.rmf)smﬁ(y n) dadp.

Zwazywszy, ze Z(a,f,0)=C/(a,p) oraz Z"(a,f,0)=y"D(a,f), otrzyma-
my ze zwigzku (2.20)

(2.22) c:(a,ﬁ)'=—A",,G(1 ),  D(ap) = A”G.
Tak wiec funkcja ¢ przyjmie postaé
(2.23) @= GAﬂfm(L—Zv—yz} *cosa(x—é)cosﬂ(y—-n)dadﬁ,
a po scatkowaniu
(2.24) q,:—G‘i"z[zu-—v)zln'z";R—(l—zv)R],

gdzie r=V(z— & +(y—n)".

anajom()éf: funkeji ¢ pozwala juz na wyznaczenie sktadowych stanu
naprezenia (G1;) ze wzorow (2.16):
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O L e

4RT* | R?
}(:r £
+R~ 1+ ]}
— __ GAA*z — &) z'-’_#
Tyy = — 4R‘T {2(1— )[1+ (Rﬂ 3)]-'—
v
(2.25) +R 1+— —) ]}
— __GAw z( 3#\ -, GAx (=8 32
TET Ty R"‘( R”)’ "= T4 R Rz)’
—- GA 3 322
Gyz = 4 a (yRI:?) (1 Rz ) ’
= GAn® (x— *—3R* 3
a';-y === *—49}— ['a—:-—'%*gy—_jﬂz [2 (1 ween 1'} ET = Rj] =

Ostateczne sktadowe stanu naprezenia (o7) otrzymamy na podsta-
wie wzorow (2.17)

__GA —n)? [ 2
ot =— = {1—p)ll+(~y—;;@- (f{g—3)l,
—E2
oy =—S2T 2 1+ = (— )],
(2.26) ; L
5 GAn® zlx—E) (y— z*—3R
Oxy =—— 2;“ ( I%s(y (1—w») ?.4__ »
U;z :0, O':-z::ﬂ, O';z‘=0.

Interesujacy jest tu fakt znikania naprezenia normalnego oz; oraz
naprezen stycznych of: i o).. Znikaja te naprezenia oczywiScie réwniez
przy dowolnym rozkladzie temperatury T, (£, 7n) w obszarze I' plasz-
czyzny z=10.

3. Znajomos$é funkeji T* [wzér (2.7)] i funkeji off [wzor (2.26)] po- .
zwala juz na podstawie zwigzkéw (1.1) i (1.2) wyznaczy¢ pole temperatur
i skltadowe stanu naprezenia dla dowolnego rozkiadu T, (£ %) na obsza-
rze I. Przykladowo wyznaczymy funkcje T, wywolang stanem T, = const
na obszarze prostokata o bokach 2a i 2b, przy czym przyjmujemy, ze osie
. symetrii prostokgta pokrywaja sie z osiami wsp6lrzednych,

Otrzymamy, zgodnie ze wzorem (1.1), ze

a b
7 dédn
3.1 = =0
@ =35 [e=sr =

—1 —b
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Po wykonaniu calkowania znajdujemy, ze

_To (x—a) (y—b) (x—a) (y+b)
3.2 T= T [arc tg e —— R, — arc tg ~ 2R,
. (x+a)(y—Db) (x+a) (y+b)
arc tg 2R, -+ arctg ——Rq g
gdzie
Rip= [(x —a)* 4 (yFb)* +2*]'?, Rys = [(x+a)* +(y=b)*+2*|'2

Latwo sprawdzi¢, ze T znika w nieskonczonosci oraz w plaszczyznie
z = 0 poza obszarem prostokata. Wewnatrz prostokata: T =T, = const.
W analogiczny sposéb korzystajac ze wzoru (1.2) oraz ze wzoréw (2.26)
wyznaczymy skladowe stanu naprezenia oy,

Rozpatrzmy jeszcze przypadek szczegélny, mianowicie taki, w kto-
rym T, jest funkcjg niezalezna od n. W tym przypadku T* jak i T jest
funkcja jedynie zmiennych x,z. Funkecje T* traktowaé nalezy jako pole
temperatury wywolane dzialaniem stanu T, réwnomiernie roztozonego
wzdiuz prostej x=¢§. Otrzymamy tutaj

o st

By = f [{x—5)2+(9‘ R w [ — & + 2

Latwo sprawdzié, ze w tym przypadku skladowe stanu naprezenia po-
za naprezeniem oy, beda réwne zeru.

Naprezenie
2G 14

(T =—"= a =
T T 1— v M=

(3.4) a;y——zal"’:
jest jedymie funkcjg zmiennych x i z.

W przypadku gdy T, = const na pa$mie nieograniczonym o szeroko-
Sci @, lezageym na plaszczyznie z = 0, znajdziemy

T T r—a x-+a T
0 f(x—$}2+z nn (arc th — HYC tg T) = ;u (193 —_ 791)

Widoczne jest, ze dla dowolnego punktu N (x,z) lezacego na plasz-
czyznie z = 0 otrzymamy 9,—9, ==, gdy punkt N(x,y) lezy w obrebie
pasa oraz ¥,—9; =0, gdy punkt ten lezy poza obrebem pasa.

W rozpatrywanym przypadku réznym od zera pozostaje naprezenie
o)y, przy czym

1 T
a9 — 9))

U;y=‘—'2G
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Pezwme

O HEHOTOPOWM CTAHIIMOHAPHOM [IPOCTPAHCTEEHHOH ITPOBJIEME
TEPMOYIIPYIOCTH

B pabore onpepmensercsa rose 'remreparypekl T ¥ COCTaBJIAIOIME Ha-
NPAMXKEHHOT0 coCTOAHUA (0y) B yIPYTOM IONYIIPOCTPAHCTBE, IOJraras, 4To
Ha ILTOCKOCTY, OI'PaHMYMBAIONIEN IIOJYTIPOCTPAHCTEO, HaHA TEMIIEpaTypa
To(&,7) B obmact I', a Bue ee T = 0.

3agaua pemaerca Ipyu McHoab3oBaHyu yHKIy I'p u H a, Onpefenss
noste Temmeparyp T* # KOMIIOHEHTHI HAIpAMKEHHOro cocroauus (of) ALA
cayuasi, B XoropoMm B nnockoer z = 0, T =0 Bue DecrkoHewHO MAaJIo¥
obaactu d I, B xoropoit T = T,. IIpu MCIONBE30BAHMM WHTETPANLHBIX BbI-
paxemmi (1.1) u (1.2) onpemenator T u 05 AJXA TPOM3BOJNBHOIO paclpe-
penerua revmeparyps: T, (£,7) B obmactn I

Bo BTOpOit wacTi paborer onpepensiores pyHkmym I'puma T, OF
u yukuma TadepKuHA @ NOIB3YICH NPYU 9TOM TpaHCOpMAIEH
@ ypoe. Ilonyuemnvle pysrkumun I'pusa ana manpsxemma (off) xa-
PAaKTEPHBI TEM, 9TO TPM COCTaBJAKOIIME 3TOrO0 COCTOAHMA, & UMEHHO Hampsda-
JKEHUA Ozz, Ozx M 0% PaBHBI HYJIIO. :

B Tperreit wacTu paboThl paccMaTpPUBAETCA YACTHBIA CJydai Ha-
mraua T, = const B IpAMOYroJbpHMKE CO cropoHamu 2a ¥ 2b, a Tak-
JKe cnydall HamM9Ma ITOCTOAHHOM Temueparypsl T, Ha GeckOHeYHOE IIo-
Jjoce LUMpuHO# 2a. B 9TOM mOCJIEfHEM CJIydYae JMIlb HATIPAXKEHME Oyy
NIPUMHMMAET Pa3/DfyHble 3HAYEHWH, HEePaBHAIOIMECHA HY.JIO,

Summary

A STEADY-STATE THREE-DIMENSIONAL THERMO-ELASTIC PROBLEM

The object of this paper is to determine the temperature field T and
the stress components (oi;) in an elastic semi-space, assuming that the
temperature in the region I' of the plane bounding the semi-space is
known and equal to T, (&%), the region outside I' being kept at T = 0.

The problem is solved by means of the Green’s function. The tem-
perature field T* is determined and the stress components (of;), in the
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case where T = 0 over the whole plane z = 0 except an infinitely small
region dI' where T = T,. Using integral expressions (1.1) and (1.2),
T and oy are determined for any temperature distribution T, (&, n)
inside the region I. In the second part of the paper, the Green’s
functions T* and @* and the Galerkin’s function ¢ are determined,
using the Fourier transformation. The Green’s functions obtain-
ed for the stress (of}) are characterized by the fact that the three com-
ponents of:, o%: and o%y are zero.

In the third part of the paper, consideration is given to the particular
case of T, = const over a rectangle whose sides are 2a and 2b, and that
of T, = const over an infinite strip of width 2a. In the latter case, only
the stress o}y differs from zero.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
IPPT PAN

Praca zostala ztoZona w Redakeji dnie 12 marca 1957 r.
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