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i Ruszty płaskie stanowią istotny element konstrukcyjny wielu budow-
li inżynierskich. Występują one w rozmaitej postaci, jako stropy żebro-
we, dźwigary załamane w planie, wreszcie jako układy ramowe obciążone
siłami prostopadłymi do płaszczyzny układu ramowego.

Rozwiązanie tych układów metodą sił napotyka na znaczne trudności,
spowodowane dużą ilością wielkości nadliczbowych, zwłaszcza w przypad-
ku sztywnego połączenia prętów z węzłami. Dla stosunkowo prostego ukła-
du rusztowego, jakim jest ruszt o siatce ortogonalnej, podaje się w meto-
dzie sił rozwiązanie przybliżone, pomijające sztywne połączenie belek
w węzłach, a tym samym pomijające udział momentów skracających
w pracy rusztu.

Do rozwiązania tych złożonych układów posłużono się w niniejszej
pracy metodą odkształceń. Stanowi ona dziś dualną formę rozwiązywania
płaskich układów ramowych i znajduje szerokie zastosowanie w statyce
ram wielokrotnie hyperstatycznych. Zaletą tej metody jest łatwość prawie
że schematycznego ustawiania równań kanonicznych, w których współ-
czynniki przy wielkościach nadliczbowych występują w postaci scałko-
wanej. Metoda omawiana posiada ponadto cechy poglądowości i zezwala
na prostą interpretację mechaniczną przy rozwiązywaniu układów rów-
nań metodą iteracji.

Praca niniejsza jest próbą zastosowania metody odkształceń do zło-
żonych układów rusztowych o węzłach sztywnych; jest zarazem rozszerze-
niem dawniejszej pracy autora, [4], dotychczas nieopublikowanej.

W ustępie pierwszym podano ogólną metodę rozwiązywania układów,
w ustępie drugim wyprowadzono ogólne wzory transformacyjne metody
odkształceń dla prętów zakrzywionych i załamanych w planie.

W dalszych ustępach wyprowadzono równania kanoniczne metody
odkształceń dla typowych układów rusztowych.

i. Ogólna metoda rozwiązywania układów

Rozważmy dowolną ramę płaską, składającą się z prętów prostych
i zakrzywionych, połączonych ze sobą węzłami sztywnymi lub przegu-
bami. Niech rama ta leży w płaszczyźnie XY. Niech rama będzie obciążona
siłami skupionymi (P) lub obciążeniem ciągłym (p) o wektorach prosto-
padłych do płaszczyzny ramy oraz momentami Skupionymi (M) i w spo-
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sób ciągły rozłożonymi (m), o wektorach leżących w płaszczyźnie XY.
Układ taki nazywać będziemy rusztem płaskim.

Przez «pręt» rusztu płaskiego, łączący dwa węzły, rozumiemy pręt
pryzmatyczny przenoszący momenty zginające M, momenty skręcające SOI
oraz siły tnące T. Wektory momentów M, SER leżą w płaszczyźnie układu,,
wektory sił tnących są prostopadłe do tej płaszczyzny. Oś pręta może być
linią zakrzywioną, prostą lub załamaną, przekrój pręta stały lub zmienny.
W rozważaniach ograniczymy się do prętów o przekroju symetrycznym
pełnym lub grubościennym; wyłączamy zatem z naszych rozważań pro-
file cienkościenne stosowane w budownictwie stalowym.

Układy rusztowe o węzłach sztywnych są układami o wysokim stop-
niu statycznej niewyznaczalności. Rozwiązanie ich przy użyciu metody
sił nastręcza znaczne trudności i doprowadza do rozwiązania układu
równań kanonicznych o wielkiej liczbie wielkości nadliczbowych. W ni-
niejszej pracy rozwiązanie tych złożonych układów nastąpi przy użyciu
metody odkształceń.

Rys. 1

Zajmijmy się układem, przedstawionym na rys. 1. Pod wpływem,
obciążenia zewnętrznego układ odkształci się, a węzły doznają przesunięć
i obrotów. Weźmy pod uwagę węzeł i układu ramowego. Pod wpływem
obciążenia węzeł ten dozna przesunięcia <S; prostopadłego do płaszczyzny
ramy oraz obrotu o wektorze leżącym w płaszczyźnie układu. Nieznana
jest wielkość przesunięcia di, wielkość obrotu oraz nachylenie wektora
obrotu względem przyjętego układu współrzędnych.

Obrót węzła rozłożymy na dwie składowe: tpi i ?/>,-. Tak więc węzeł
scharakteryzowany jest przez trzy wielkości 6, ę i ip. Stanowią one wiel-
kości nadliczbowe układu lub, jak będziemy mówili krócej, «nadlicz-
bowe».

W węźle podporowym, w którym pręt jest utwierdzony zupełnie, prze-
sunięcie i obrót są równe zeru. Tak więc dla układu składającego się z r
węzłów swobodnych i t podporowych ilość nadliczbowych geometryczr
nych wyniesie 3 r.
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W przypadku węzła podporowego przegubowego, np. węzła B, otrzy-
mamy <5j3 = 0, ęs 7̂= 0 i yiBT^O. Zobaczymy później, że wielkości q>B i y>B
cdadzą się łatwo wyeliminować z rozwiązań dzięki warunkowi zerowej
wartości momentu zginającego i skręcającego w przegubie ( M B = 9 R . S —0).

"Rozważmy wreszcie węzeł swobodny, do którego jeden z prętów
przymocowany jest za pomocą przegubu, na przykład węzeł I (rys. 1).
Ruch węzła scharakteryzowany jest trzema wielkościami, przesunię-
ciem di oraz składowymi obrotu y>t i ęu Przegub dozna przesunięcia &i
oraz obrotu o składowych tpiA i ym. Te dwie wielkości można jednak wye-
liminować z warunków zerowej wartości momentu zginającego i skręca-
jącego. (Mu = 0, ?0tM = O) w przegubie. Tak więc w węźle swobodnym,
w którym co najmniej dwa pręty są połączone w sposób sztywny, ilość
nadliczbowych wyniesie trzy. W węźle, do
iktoręgo wszystkie pręty przytwierdzone
.są :za pomocą przegubu, ilość nadliczbo-
wych ograniczy się do jednej, mianowicie
eto ^przesunięcia <5.

Rozważmy pręt i-k, połączony w spo-
s§b sztywny z węzłami i oraz Je. Dla dal-
szych rozważań będzie rzeczą wygodną
rozłożyć składowe obrotu węzła i na dwie
składowe: składową epik o wektorze, które-
go kierunek pokrywa się z kierunkiem
normali, i składową ipik o wektorze zwró-
conym w kierunku stycznej do osi pręta
w punkcie i.

Z rys. 2 odczytamy proste zależności

-Ma,

Rys. 2

(1.1) (pik = y>i s in a,A + <pi cos y>ik — yi cos aik — <pt s in a/s

Ponadto jest dik — dr.
W przekrojach, którymi wycięto pręt, działają składowe stanu naprę-

żeń: momenty zginające Mik i Mu, momenty skręcające Wnk i 9)̂ ,-, o wek-
torach leżących w płaszczyźnie układu, oraz siły tnące Tik i Tu o wek-
torach prostopadłych do płaszczyzny XY. Wielkości te nazywać będziemy
ogólnie siłami brzegowymi pręta i-k.

Siły brzegowe wyrazić możemy (uczynimy to szczegółowo w p. 2)
jako funkcje liniowe obciążenia zewnętrznego oraz nieznanych wielkości
<pik, (pki, fth, ipia, Sin i dki. Dzięki związkom (1.1) możemy siły brzegowe
pręta i-k wyrazić jako funkcje liniowe obciążenia oraz nieznanych wiel-
kości układu, przesunięć di i 8k oraz obrotów <p<, y>t, q>k i y>k»

Ilości nieznanych wielkości nadliczbowych przeciwstawić możemy ty-
leż równań warunkowych. Otrzymamy je ze zrównoważenia węzłów.
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Dla każdego węzła swobodnego wyciętego z układu ustawić można trzy
równania równowagi. Tak więc dla węzła i mamy

(1.2) EM(pi = Qi r i f t = 0, 2RSi.=-b.

Mą, i M„. oznaczają tutaj rzuty momentów przywęzłowych (które

działają na węzeł z przeciwnymi zwrotami niż na pręt) na kierunki dzia-
łania nadliczbowych g>l i ęt, a Rs, oznacza siły tnące, działające na węzeł.
Jeżeli bezpośrednio na węzeł działa siła skupiona Pt oraz moment sku-
piony Mi o składowych Mx, i My,, to zamiast (1.2) uzyskamy

(1.3) M v = 0 MXi-\-EMę=Q, ,

6S.,,

Ponieważ siły przywęzłowe są funkcjami liniowymi nadliczbowych i ob-
ciążenia zewnętrznego, to z równań (1.3) wypisanych dla węzła swobod-
nego otrzymamy układ trzech równań liniowych niejednorodnych o nad-
liczbowych cp, ę i 6.

Otrzymane z układu równań ó, ę i y> pozwalają na wyznaczenie sił
brzegowych poszczególnych prętów, a tym samym na wyznaczenie wiel-
kości statycznych w dowolnym przekroju pręta. Tak naszkicowaną me-
todę rozwiązania rusztów płaskich rozwiniemy szczegółowo w dalszych
ustępach mniejszej pracy.

2. Związki między sitami brzegowymi i sktadowymi stanu przemieszczeń

Weźmy pod uwagę pręt i-k zakrzywiony lub załamany w planie, łą-
czący dwa węzły: -węzeł i oraz węzeł k. Niech pręt ten będzie obciążony

siłami prostopadłymi do płaszczyzny prę-
ta i momentami o wektorach leżących w
tej płaszczyźnie. Pod wpływem obciążenia
zewnętrznego pręt i-k jako pręt układu
rusztowego dozna odkształcenia. Końce
pręta, węzły i oraz 7c doznają przesunięć
i o'brotow. Wydzielmy pręt dwoma prze-
krojami leżącymi nieskończenie blisko
węzłów. W przekrojach tych działać bę-
dą składowe stanu naprężeń, momenty
zginające M« i.MMI, momenty skręcające
fHHtk i 9Jift/ oraz siły tnące T« i Tkl: Zwro-
ty tych wielkości przyjęte jako dodatnie
przedstawiono na rys. 3. Również na tym

rysunku pokazano dodatnie zwroty składowych stanu przemieszczeń węz-
łów, przesunięcia dm i Aw, kąty obrotu cplk i ęki oraz kąty skręcania

Rys. 3
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y>y>ik i wu- Dodatnie zwroty tych wielkości pokrywają się z dodatnimi
zwrotami składowych stanu naprężeń. Załóżmy, że wielkości óik, •..-., y>ki,
są wielkościami znanymi, z góry podanymi. Dążyć będziemy do wyrażenia
wielkości statycznych brzegowych jako funkcji obciążenia zewnętrznego
i znanych składowych stanu odkształceń węzłów. Układ jest trzykrotnie
statycznie niewyznaczalny; dla jednoznacznego określenia sześciu sił brze-
gowych mamy do dyspozycji trzy równania równowagi. Przy założeniach
małych ugięć w stosunku do liniowych wymiarów pręta, tj. proporcjonal-
ności między odkształceniami i naprężeniami — słowem, przy założeniach
statyki układów prętowych niewiotkich —- związki między brzegowymi si-
łami statycznymi a obciążeniem, zewnętrznym i składowymi stanu prze-
mieszczeń węzłów będą związkami liniowymi.

Można je w sposób najogólniejszy przedstawić w następującej postaci:

(2.1.1) M/ft = M

(2.1.2) M,. = M L ^ / f c ^ w f ^ ^ ; ^ f e

(2.1.3) ą f t=<+^ r t+9fljf^^

(2.1.4) ^ w = < ^ I ^ ^ ^ ^

° kiI1) 1 ^ T —T° -L- T'ik m 4-TffcI'm -A-T'ihiD -4-T *'i« 4- T * A -+-T°k

[Ć.L.D) , 1 Ut — 1 U; | ± j k Wik^^ik Vni^^ilt Vili*xik Ykt~ x ik Oik ~ ± ik

/n i c-i rp — r p ° L.rpifk i m'?fc/ i rpUk ... JL.'T'V W 4- T°lk S +Thi-6

Związki te nazywamy wzorami transformacyjnymi metody odkształ-
ceń. Ze wzorów (2.1) wysnuć można szereg -wniosków. Jeżeli uczynić
ęlk = ll a pozostałe składowe stanu przemieszczeń węzłów oraz obciążenie
zewnętrzne przyrównać do zera, to

ik — mik ' ik lik '

ki — mM ' ki -lki > x ft; x ki '

Wielkości Mjf, M!
kf,,.., są siłami przywęzłowymi powstałymi w układzie

podstawowym geometrycznie wyznaczalnym (q>ifl =ęki = ... = óki = 0), wy-
wołanymi stanem ęik = 1.
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Jeżeli przyrównać do zera wszelkie składowe stanu przemieszczenia
węzłów, to

M =Ma SK = ^ ° T = T °
ik ilt ' "* ik " i k' z'/s /A *

Wielkości M/ft, ..., T w są zatem siłami przywęzłowymi pręta i-k obustron-
nie zupełnie utwierdzonego, wywołanymi obciążeniem zewnętrznym.

Opierając się na twierdzeniu o wzajemności
reakcji można znacznie uprościć związki (2.1).
Rozważmy dwa kolejne stany w układzie pod-
stawowym geometrycznie wyznaczalnym, stan
<pih = 1 oraz stan' y>ih = 1 (rys. 4).

Ze stanem ipik = 'l- związane są wielkości sta-

tyczne brzegowe M J » , M*<\ 3JtJ» , 3)tJ»-, T J *

i r^f, a ze stanem c > ^ = l wielkości M^'M^f,
iik

Stosując twierdzenie o wzajemności reakcji
otrzymamy

O 9 11 1 , > SVJ>*i* — i . Aif7'* Rys. 4

W analogiczny sposób uzyskamy, przyjmując coraz to inne stany,
dalsze związki

(2.2.2)

łik ° ki , 6 . ,

'ik f°fti f"ik f kl
iii x Ik ' x lii ± ki •

Powyższe związki zmniejszają ilość współczynników przy wielkościach
Vth> Win'-- w równaniach (2.1) z trzydziestu sześciu do piętnastu. Stwier-
dzimy później, że dla poszczególnych kształtów prętów, na przykład dla
prętów symetrycznych i prostych, uzyskamy dalsze zmniejszenie ilości
współczynników.
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Dzięki związkom (2.2.2.) napiszemy równanie transformacyjne (2.1)
w następującej postaci:

(2.3.1) M,7 = M l + M ^ . f t + ^ ^ ^

<2.3.2) Mki = Mki+ M^cpik +\ MS„+Wfoti;+ml*'Vu+ T[\" (6llt + ój,

(2.3.3) a » t t « . < + < % , + ^ V i w + l ^ r t + a R / S w + r J * («« + <U -

(2.3.4) ^ = < + ^ f ^ + ^ < % / + ^ ^

(2.3.5) TH = T« + T^Vth + Tl?tpu + T*« V r t + Tj«v w + #?(<»,* + ««)..

{2.3.6) T w = l i , + T4
?JV/ft + T ; * ' V W + T ^ y,ik + T^Wlli + Ttf ( ^ + óu) -

Dalszym więc zadaniem będzie wyznaczenie wielkości M'jJ1, ... , le-
żących ponad linią schodkową we wzorach (2.3). Rozwiązanie tego trzy-
krotnie statycznie niewyznaczalnego zadania nastąpi metodą sił.

Wychodzimy z zasady prac wirtualnych przy wariacji stanu naprę-
żenia.

Rozważmy dwa stany: stan odkształceń, wywołany obciążeniem ze-
wnętrznym układu, osiadaniami i obrotami podpór or-az wzrostem tempe-
ratury (wzrost liczony w stosunku do temperatury montażowej pręta),
oraz stan obciążeń wirtualnych, K, będący w równowadze z reakcjami
podporowymi przezeń wywołanymi, D.

Równanie prac wirtualnych .przyjmuje tu postać

(2.4) S K d + Z D A = j (M d <p +. 9)i d y> + T d h) .

Tutaj 6 oznaczają rzuty przesunięć na kierunek działania sił K w punk-
tach zaczepienia tych sił, A rzuty przesunięć podpór pręta na kierunek
działania reakcji D, dq) jest obrotem, dip skręceniem, a dh przesunięciem
przekroju pręta wywołanym obciążeniem zewnętrznym. Wreszcie M, 5U i T
są wielkościami statycznymi wywołanymi obciążeniem wirtualnym K.

Z wytrzymałości materiałów wiadomo, że

(2.5) dlf+At^d ds, dy, = ds, d h =

Tutaj M, 931 i T są siłami przekroju wywołanymi obciążeniem zewnętrz-
nym, E modułem sprężystości, G modułem odkształcenia postaciowego,
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I momentem bezwładności względem głównej poziomej osi bezwładności
a-a przekroju, A polem przekroju pręta oraz C wielkością (w cm") za-
leżną od kształtu przekroju.

Iloczyn El nazywamy sztywnością na zginanie, GC sztywnością na
skręcanie, a G A/k sztywnością na ścinanie; wielkość k charakteryzuje
kształt przekroju.

——ds-

u
— f

/

m!

-*-
1

-er

—ds—•

1

1
Rys. 5

Wielkości M, 3>i i T, składowe wypadkowej stanu naprężeń, związane
są z naprężeniami normalnymi • ax i tnącymi xxz oraz xXy następującymi za-
leżnościami:

M = jax zdA,

(2.6)

Występująca we wzorze (2.5) wielkość
A t jest różnicą temperatur w skrajnych
włóknach pręta. Zatem A t — tj — t,,
gdzie ta jest temperaturą w górnym
włóknie, a t t w dolnym włóknie pręta.

Ogólnie jest t (z) = tQ-\-(A t/h) z, gdzie
t() jest temperaturą na osi głównej bez-
władności a - a pręta. W naszych roz-
ważaniach nie będziemy omawiali wpły-
wu jednostajnego wzrostu temperatury.
t0; wywołuje on siły tnące i podłużne
T' i JV', o wektorach leżących w płasz-

F
u «

1

2
V

I

Rys. 6

czyźnie układu, oraz momenty M', o wektorach prostopadłych do płasz-
czyzny układu. Mamy tu do czynienia z ramą płaską, a nie z rusztem.
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Oznaczmy nadliczbowe naszego trzykrotnie niewyznaczalnego układu
przez X,, X2 i Xs.

Wielkości statyczne M, 9Ji i T są funkcjami obciążenia zewnętrznego
i nadliczbowych statycznych

(2.7) S = [S\ + X, S, + X2 S2 + X8 S, (S = M, W, T).

Tutaj [S] jest wielkością w układzie podstawowym statycznie wyzna-
czalnym, wywołaną obciążeniem zewnętrznym, a S; jest wielkością sta-
tyczną, wywołaną w układzie podstawowym stanem X , = 1 (i = 1, 2, 3).

Jeżeli jako obciążenie wirtualne przyjąć kolejne stany Xt~ 1 (i— 1, 2,3),
to w myśl związku (2.4) otrzymamy

(2.8) lid + ZDłA—SiMtdę + Wtdy + Ttdh) (1 = 1,2,3).

Zważywszy, że 1/ 0 = 0 , gdyż względne przesunięcia przekrojów
w kierunku działania X; są równe zeru, otrzymamy układ trzech równań

(2.9) Z~DiA=f{Mid(p-+'¥łidy> + fjdh) (i = 1 , 2 , 3 ) .

Wstawiając do związków (2.9) zależności (2.5) i (2.7) otrzymamy układ
równań

(2.10) ZDiA = dm+Xidn+X2di2 + Xsdis ( i = l , 2,3,...),

gdzie

(2.10.1)

Wielkości nadliczbowych przyjmować będziemy w ten sposób, aby
otrzymać układ trzech równań o jednej tylko niewiadomej w każdym
równaniu:

(2.11) Li = 8m + Xi6n, Li = SBiA (i = 1,2,3).

Taką postać równań otrzymamy umieszczając nadliczbowe w biegu-
nie sprężystym układu. Niech układem podstawowym, statycznie wy-
znaczalnym, będą dwa wsporniki (rys. 7). Nadliczbowe, siłę pionową Xa

oraz momenty X2 i X3 zaczepiamy na końcach nieskończenie sztywnych
ramion, łączących biegun sprężysty 0 z przekrojem B. Współrzędne bie-
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guna x0, yQ oraz kąt fi zawarty między kierunkami działania momentów
X2 i X3 dobieramy tak, aby w układzie równań (2.10) znikały wielkości

2ądamy zatem, aby

(2.12) E lc dtk = /(M, Mk ds' + WuWuds" + TiThds'") = 0

(i, 7c = l,2,3; fc^i).

Tutaj
-it *-C •, i // •& lc i i lit fci LC i -,

ds = — d s , d s ==-^-^-ds, ds =-=r-kds.

Wielkość Ele jest dowolnie przyjętą sztywnością zginania. Stanom
Xt = 1, X2 = 1 i X 3 = 1 odpowiadają następujące wielkości statyczne:

(2.13)

M-i = — (o;0'— as) cos a—(y 0 — y) sin a = X cos a + Y sin a,

93?!=•— (xQ—x) sin a + (j/o — y) cos a = X sin a—Y cos a,

M 2 = c o s ( a + /3), Mś=cosa, 5DŁ> = sin (a + /?),

fflc8 = sin a , Ti = 1 , T2 = 0 , T8 == 0 .

Zauważmy, że ostatni człon pod znakiem całki (2.12) znika, gdyż
T2 = T3 = 0.

Z warunku <523 = 0 otrzymamy

(2.14)
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Z warunku <512 == O znajdziemy

,„„> jy [sin a cos (g + ft) ds' — cos a sin (a + (3)d s"]
( .10; y« — 7 [ s i n a c o s ( a + / 3 ) d s ' —cosasin(a+j3)ds"]

/ x [cos a cos (a+ft) d s' + sin a sin (a +ft) d s"]
/[sin a cos (a+ft) ds' — cos a sin (a+ft) ds"]

Wreszcie z zależności <513 = 0 otrzymamy

/ O 1 R , , / o _ J a (cos2 a ds'+ sin2 a d s " ) + j Jy sin 2 a (ds'—ds")
(2.16) xo+yoctgp-- " J(cos 2ads'+sin 2ads'0

Znając parametry a;0, y0 i ft występujące w związkach (2.13) łatwo wy-
znaczyć wielkości dm oraz 6u ze wzorów

(2.17)
El,- da = J{Mi [M] ds' + TO,- [TO] ds"+ Tt [T] d s ' " + M/

EIC <5„ = / (M'fds'+ mjds"+ T]ds'")

(i = 1,2, 3)

W powyższych wzorach można pominąć wpływ sił tnących na wielkości
(5żo oraz Ó« jako mały w porównaniu z wpływem momentów.

Należy jeszcze wyznaczyć wpływ przemieszczeń węzłów na stan na-
prężenia pręta.

Na rysunku 8a przedstawiono stan przemieszczeń^węzłów^ a na rys^
8b, 8c i 8d siły brzegowe wywołane stanami %x =. 1, X2 = 1 i X3 = 1
w układzie podstawowym statycznie wyznaczalnym.

Rozważmy stan Z t = 1, Praca wirtualna sił brzegowych, wywołanych
stanem Xx = I, na rzeczywistych przemieszczeniach węzłów daje

(2.18.1) L Ł = ZDj zl = I((S/*+i«) — 1 Otęik— 1 cftcj^+Id,-VM — I d * y

Analogicznie dla stanu X2 — 1 znajdziemy

(2.18.2) L 2 = 21D2/1 = 1 cos {ath+P) <ptk — lcos (am+p) q>kt —

— 1 sin (a.ik+P) ywi+l sin (a/u + P) fkt •

Wreszcie dla stanu X3 = 1 otrzymamy

(2.18.3) L s == S Dji zJ = 1 cos a/ft c)«&— 1 cos am ą>u — 1 sin am ipin+'l sin a/e/ y>ki •
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Znajomość elementów Lt, 6u oraz dm pozwala wyznaczyć nadliczbowe Xr.
Otrzymujemy je ze wzoru

(2.19) „ Sm . Li v- _LV
Xi = — ; i . : - = A/,0TAi,i

0,7 0,7

(i = 1,2, 3).

Rys. 8

Znając wartości nadliczbowych przystąpić można do wyprowadzenia
wzorów transformacyjnych (2.7), które wypisujemy dla przekrojów przy-
węzłowych i oraz Je.
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Korzystając z brzegowych wielkości statycznych, wywołanych sta-
nami X, = l, X s = l i X3 = l (rys. 8a, 8b, 8c), oraz mając na uwadze
dodatnie kierunki sił przywęzłowych według rys. 3 piszemy

Mik = — X, ci + X2 cos {am + fJ) + X8 cos a« + [M,/,], :

Mht = — X, cA — X2 cos (a/,,- + /?) — X3 cos aki + [M/s,,],

% = X, di — X2 sin {am + f})~Xs sin a« + p « ] , ,
(2.20)

5Dtw = — Xt dft + X„ sin (a»/ + 0) + X3 sin OM + [3Kw],

\Tlti\.

Jeżeli do powyższych wzorów wstawić wielkości Xi ze wzoru (2.19), to
po prostych przekształceniach uzyskamy wzory (2.20) w postaci analo-
gicznej do (2.3):

Mik — Mik + /-lik (pik + {Uli q>ki — Vik tyik + Vik tyki $k (Sik + I

Mki = Mki + Jlik (pik + /łft, (pki Vki y>ik + Vki y>ki — fikl (Sili + t

Whk = tyltk —• vik (pik — viii (pki -\- kat iptfi — kik tpki + k'ik (Sik +
(2.21) {

V)lki = tylki + Vki (pik + Vki (pki — kik V>ik ~\~ kki y>ki — k/ii (Sik + (

Tik = Tik — fi'ik epik — p!ki q>ki + kht y>ik — k'kt y>ki + n'i'k (pik -\r <

I lii = = i- ki fi-ik (fik — fAki (pki i K-ik tyik "-/;i y>lu r f^ik \Oik ~T"

Tutaj przyjęto następujące oznaczenia:

{2.22)

1 i

C; C,

cos2 (aik

C0S C 0 S ( c o s a ' * c o s

ci d, cos(aik + <3) sin (ctae + /8) , cos qą sin a,fe
On O22 °38

Ck di cos sin(q/fe

d dk . cos (a,-ft + (3) sin
Vki = — ; 1 : ś

O 0

cos aft, sin

cos a^ sin aki
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(2.22)

Ci

C*

cos2 (aki + /?) xki

" 2 2

cos (aki + ft) sin (aki +_§)_ cos as,- sin

_ . d,- sin 3 (g,fe
<5i i ^ B ! >

sin2

, dj , sin2 (akt + /3) , sin3

O o

^dfe sin (atk + ft) sin (aft,- + <S) , sin u<<..
On o 2 2

Wielkości M?^, M°ki,..., otrzymamy ze wzorów (2.20) wstawiając za-
miast wielkości Xv X2 i X3, wielkości Xi,o, X2,o, X3,o.

Równania transformacyjne (2.21) mieszczą w sobie szereg przypadków
szczególnych. Rozważmy przypadek pręta i-k z przegubem w punkcie B,
w którym Ms = 9)tB = 0. Jedyną nadliczbową jest siła Xt działająca
w punkcie B. W ro'wnaniach (2.20) należy postawić X2 = Xs = 0. Słuszne
pozostaną wzory (2.21), jeśli we współczynnikach wyrażonych wzorami
(2.22) przyjąć

0 0 <538 = = 0 0 .

Również w przypadku pręta zakrzywionego w planie, z przegubem
w punkcie i, posłużyć się można wzorami (2.21) odpowiednio je prze-
kształcając.

W przegubie i jest Mik = 0 oraz •Stft = O. Z pierwszego i trzeciego
równania (2.21) wyznaczymy, rozwiązując układ tych dwu równań,
wielkości (pik i y>ik • Wstawimy je następnie do pozostałych wzorów gru-
py (2.21).
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Otrzymamy układ równań

Mik = 0,

MM = Mki + \xu ęki + Vki fki— ft'u (6ik + 61,

(2.23)
lki = SOI/;,- + vki (pki + kkiy)ki—k'ki(dik + dki)'

ik = Tik — (Akt <pkt — k'hi y>ki + /J-'i'k {Sik + dki> >

Tki = Tki — {Ji'ki <Pki k'ki ipki + {JLik (dik + dlti) •

Tutaj M\t, SRJj '"••) sa- siłami przywęzłowymi węzła ?c w układzie
podstawowym jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym (pręt i-k według
rys. 10); wielkości pu, VM ... posiadają odmienną postać, niż to wynika ze
wzorów (2.22). Zresztą łatwo je wyznaczyć, jeśli punkt B z rys. 9 prze-
nieść do punktu i. W punkcie tym umieszczamy jedyną nadliczbową Xt.

Ponieważ x o = y o = 0 i c/=d, = 0, więc otrzymamy

\XM =

A

Rys. 9 Rys. 10

Wielkości Wki, M% ,..., otrzymamy ze wzorów (2.20) kładąc tam
X2 = X3 = 0 oraz wstawiając Xi = Xi,o — —<W^it •

Znaczne uproszczenie wzorów transformacyjnych (2.21) uzyskamy
w przypadku symetrycznej postaci pręta i-k (rys. 11). Ze wzoru (2.14)
odczytamy (przy założeniu symetrycznego kształtu oraz symetrycznej
zmienności przekrojów pręta), że ctg /3 = 0. Wynika to stąd, że funkcja
sin 2a jest antymetryczna, a funkcje 1CE/GC i h/1 są symetryczne. Zatem

(2.24) Jsin2a(ds' —ds")==0
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Wstawiając fi — n/2 do wzoru (2.16) otrzymamy

(2.16.1)
/ x (cos2 a d s H- sil Z

0 / (cos 2 ads '+ sin2 ads") ~ 2 "

Ze wzoru (2.15) znajdziemy

(2.16.2) i/0 =
/ y (sin3 ads' + cosa a d s") + J ^ sin a cos a {ds — d s"

/ (sin2 a d s' + cos2 a d s")

Stany Xv X2 i X3 wywołują powstanie następujących wielkości statycz-
nych:

iWj = Xcosa + Ysina , 931\ = Xsin a — Ycos a , 3 ^ = 1 ,

M2 = — sin a, -W3 = cos a, T2 = 0,

M3 = cos a, 93 fg = sin a, T3 = 0,
Stany Xj = 1 i X2 = 1 dają antymetryczne wykresy momentów zgina-
jących oraz symetryczne wykresy momentów skręcających. Stan Xs = 1

daje symetryczną postać momen-
tów zginających, a antymetryez-
ną momentów skręcających.

Wobec tego, że dla pręta
symetrycznego jest

di = dii = d ,

a/ii = 2 n — a,fc ,

Rys. 11

Mamy tu

<2.25)

_ c 2 , sin 2 aik , cosa am
fJ-ik — l^ki— 1 I 7 I T " ;

liczba współczynników wzorów
transformacyjnych zmniejsza się
z piętnastu do dziewięciu.

= v w = ^ - ! S i „ 2 a , ; / i x i

y . ... , - l> , . • | . . _ _ ^ sin2**;* cos2

5
°3

: d _ I • 2 • (~ U fc - d ' cos'8-a<* sin2a'"
11 «. Wj! "s i "11 °22 »33

c
5 ^
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W przypadku pręta symetrycznego z przegubem w punkcie i {Mik = 93i/*= 0)
posłużyć się można wzorami (2.24). We wzorach tych wstawić należy

Z prąta zakrzywionego symetrycz-
nego bez trudu przejdziemy do pręta
prostego. W tym przypadku mamy

cc0 = 1/2, ya = 0 , = 0,

Stany X, = 1, X2 = 1 -i X3•= 1
wywołują pojawienie się następują-
cych wielkości statycznych:

M l = — (1/2 — x),

M2 = 0,

M3 = l ,

Rys. 12

0,

1,

0,

rrr f\

T s = 0,

Współczynniki równań transformacyjnych (2.25) zmniejszają się tu
•z, liczby dziewięciu do pięciu.

Otrzymamy

0, vat = 0 ,

38

Zważywszy, że dla pręta o stałym przekroju jest

1

(2.26)

I3

GC
l-da: = GC
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wypiszemy równania transformacyjne w postaci znanej ze statyki ukła-
dów ramowych

ft Tji T O

Mik =M% - f — j — [2 (pik + (pkt j - (<5<-& + din)],

Mki =Mlt + ~ [ętk + 2 <pki — y (da + dki)],

(2.27)
3t r t = Wuk H—j— 0/)« — v«) i

= Tik zp [epik + <fki T- (<3« + Ók

Tui = Tki ja" /ft + 9>ft( f (óift +

W przypadku pręta prostego z przegubem w węźle i (Mik = 0, %* = 0) jedy-
ną nadliczbową będzie X t działająca w przegubie i. Mamy t u x o = O i c = l.

Równania transformacyjne przyjmują znaną postać

(2.28)
Mik = O ,
•' „.o , 3 E I r 1
Mki ~ Mki + -~j- [ ęm — -r I

i podobnie dalsze równania.
Pręt prosty i pręt kołowy są

elementami, które najczęściej wy-
stępują w układach rusztowych.'
Zajmiemy się nieco szczegółowiej
prętem kołowym o stałym prze-
kroju.

Z rysunku 13 odczytamy

•0 = COSCJ 0 + e , y o = er,

R y s . 1 3 c = r (1 — d) = f} r.

Dalej m a m y ze wzorów

11 = X cos ą> — Y sin q> = vd sin <p,
!i1 = — X sin c? — Y. cos q?=r(O cos ą> — 1),

M a = sin q>, M3 = cos cp, 5ft2 = cos ę, 5D13 = —- sin q>.
(2.29)
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Z warunku

otrzymamy c = fir,
gdzie

= / ( M i M2 + Q SWj łDy ds = O e =
 ~GC

(2.30) (5 = 1 —
4 g sin <p0

2 c>0 (1 + Q) + (Q — 1) s in 2 <p0

Ze wzorów (2.10.1) obliczymy

(2.31)
= y [2 % (1 + e) + (e — 1) sin 2

Znajomość wielkości <5«(i=l,2,3)
pozwoli na wyznaczenie współczyn-
ników [lik, Jkk,... na podstawie wzo-
rów (2.25).

Ponieważ dla symetrycznego ob-
ciążenia pręta kołowego w układzie
podstawowym momenty zginające
mają wykresy symetryczne, a mo-
menty skręcające wykresy anty-
metryczne, zatem Xi,o = XZA = 0
i Xs,o ¥^ 0; jedyną nadliczbową jest
moment skręcający na osi symetrii
pręta. R y s

Dla jednostajnie rozłożonego obciążenia p wzdłuż łuku pręta mamy

(2.32) [ M ] = — pr 2 ( l — cos73), [SK] = -pr*{ę — siny).

Nadliczbową Xs,o wyznaczymy ze wzoru

A3,0 = - j — ł

1 gdzie

To

j
T

_ _ 2 pr* j ['O sin q> (1 — cos cp) + Q (1 — )3 cos c>)' (<p — sin <p)] d ą>.

• 1 6 3
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Po wykonaniu całkowania i dłuższych uproszczeniach znajdziemy

0 (1 + g) ( 4 s i n y 0 — 2 cp0) — 4 g y0 cos y0 + (g — 1) sin 2 <p0

,o = p T ;—; —7 rr—:—x

W przypadku szczególnym C>0 = OT/2 (półkole) X3,o jest niezależne od

'4
n

Wielkości statyczne otrzymamy ze wzorów (2.13):

M == [M] + Xs,o cos a=[M] + Xs,o cos CJ ,

(2.34) W = [SK] + X3,o sin a = [931] — X3,o sin <p ,

T — — pr<p.

Rys, 15

Dla cp0 = JI/2 znajdziemy

M == — p r 2 (1 — cos 93) + p II cos ę,

9)1 = p r 2 (95 — sin <p) — p r 2 — — i I sin w.
\n j

Dalej ze wzorów (2.34) otrzymujemy

(2.35)

7V70 = M° = n r 2

mik mkl P r '

Ik ki 2 '

Dla siły skupionej P działającej w połowie rozpiętości pręta mamy
Xi,o = 0, X2,o = 0 i X3.o ^ 0.
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Otrzymamy tu

(2.36) r 2 g (cos y0 — 1) + (ę — 1) sin2 <y0

2 ( e + 1) <p0 —• (e — 1) s in 2 c>„

Na odcinku C-fc łuku jest

M = n~r s in <p + X3,o cos c>,

9Ji = -ir- (1 — cos cp) — X3,o s i n tp.

Dla (po = 7i/2 jest

Pr Pr
= r- (sin i

2 .
COS Cl) ,

71

Pr™ PrM
 2 \

DJc = — (1 — cos cj s m 95).

Zatem

M° = 2 '

»M — P / 2 -

W powyższych rozważaniach przyjmowaliśmy w obrębie pręta dodatnie
kierunki wielkości statycznych zgodnie z umową stosowaną w statyce
dżwigarów załamanych w.planie. Dodatnie kierunki tych -wielkości przed-
stawiono na rys. 17.

V
m+dffl.

m,

Rys. 17 Rys. 18

Przejdźmy teraz do wyznaczenia sił w dowolnym przekroju pręta mię-
dzy węzłami i-k.

Załóżmy, że z rozwiązania równań kanonicznych, wypisanych dla rusztu,
uzyskaliśmy składowe stanu przemieszczeń pręta i-k. Wyznaczyć należy
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wielkości M, 9)1 i T w dowolnym przekroju pręta i-k między węzłami i-k.
Tok postępowania jest następujący. Wyliczamy ze wzorów (2.18.1)-(2.18.3)
wielkości Li, a ze wzorów (2.19) nadliczbowe Xi. Wreszcie ze wzoru (2.7)
wyznaczamy żądane wielkości statyczne. Można posłużyć się również inną
drogą. Ze wzorów (2.21) wyznaczymy siły przywęzłowe 9)1,-/;, Mik i T/s.
Traktujemy je jako obciążenie wspornika i-k, utwierdzonego w węźle k.
Wielkości statyczne w przekroju a-a, to jest wielkości M«, 3fta i Ta, uzy-
skamy z trzech równań równowagi wypisanych dla pręta i-A (rys. 18).

Przesunięcia, obroty i skręcenia poszczególnych przekrojów pręta w do-
wolnym przekroju a-a znajdziemy ze wzoru (2.4) przyjmując jako obciąże-
nie wirtualne siłę K = l , skierowaną wzdłuż poszukiwanego przemie-
szczenia.

3. Równania kanoniczne

Rozważmy węzeł i rusztu. W węźle tym zbiega się n prętów. Stan
przemieszczenia węzła jest scharakteryzowany trzema wielkościami: prze-
sunięciem di, prostopadłym do płaszczyzny układu, oraz składowymi obrotu,
kątami q>i i .ipt, o wektorach leżących w płaszczyźnie xy. Kierunki działania

Rys. 19

nadliczbowych q>i oraz %pt dobieramy w zależności od typu układu w spo-
sób najrozmaitszy. Na rysunku 19 podano stan najogólniejszy, kiedy kie-
runki działania nadliczbowych cpi i qu oraz ipt i yik nie są do siebie równo-
ległe. Brzegowe wartości przemieszczeń pręta i-k związane są z nadliczbo-
wymi następującymi związkami:

(3.1.1)

(3.1.2)

ęik = ft sin /3/ft + ęi cos /S/*,

y>ik = ij>i c o s Pik — q>i s i n (3«,

q>ki == ij>k s i n Pki + q>it c o s flu,

ftj — ęit s i n fiki •
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Wytnijmy węzeł i przekrojem a-a. Na węzeł ten działać będą siły
przywęzłowe oraz obciążenie zewnętrzne działające bezpośrednio na węzeł.
Na rysunku 20 przedstawiono siły .
przywęzłowe pręta i-k w przekroju do-
konanym nieskończenie blisko węzła i.
Siły przywęzłowe. Mik, 501,-/, i Tik dzia-
łają z odwrotnymi kierunkami na wę-
zeł. Rzuty tych sił na kierunki wek-
torów <pt, y>i i z oznaczmy przez M?/j
M¥ i Tik.

Tutaj

y = — Mik sin (lik — 9fti* cos /3/A ,

%i = — Mih cos pik- + 5ft« sin fiiu •
(3.

Niech na węzeł działają obciążenia
bezpośrednie, moment Mi oraz siła
pionowa Pt,

Równania równowagi węzła i przy
uwzględnieniu sił brzegowych wszyst-.
kich prętów zbiegających się w węźle
i obciążenia bezpośrednio działającego
na węzeł przyjmują postać Rys. 20

Mi cos yt — 2 (Mik cos §tk — Sftffe sin pik) = 0 ,

Mi sin yt — 1 (Mik sin /S<* + Wltli cos /S/ft) = 0,(3.3)

Jeżeli do równań (3.3) wstawimy siły przywęzłowe ze wzorów transfor-
macyjnych (2.21), a dalej posłużymy się wzorami (3.1.1) i (3.1.2), to uzyskamy
układ równań kanonicznych metody odkształceń typu

(3.4)

<pt Ah + 2 > ; Ah + v>i Sit + S fk Blk + di Cl + 2 Sk Clk 4- m/o = 0,

cpi Alt + 2 n At + Vi Bfe + 2 fk Btk + dc C% +2du C% + niio = 0,

<Pi Ali + Z <pii Aik + tpt Ba + 2 yii Bik + di Ca + 2 <5/< Cm + r,-o = 0.

We wzorach tych Ali oznacza sumę rzutów wektorów momentów przy wę-
złowych węzła i na kierunek wektora <p,-, powstałych w układzie podstawowym
geometrycznie wyznaczalnym pod wpływem stanu tp,- = l ; Ah jest sumą
rzutów momentów przywęzłowych na kierunek wektora (pi, wywołanych
stanem q>k = 1, wreszcie m,o jest sumą rzutów wektorów momentów przy-
węzłowych węzła i na kierunek działania wektora q>i, wywołanych w ukła-
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dzie podstawowym stanem obciążeń zewnętrznych. Podobne znaczenie mają
inne wielkości występujące we wzorach (3.5).

Z twierdzenia o wzajemności reakcji wynika, że

Na podstawie tego twierdzenia wykazać można, że układ równań kanoni-
cznych (3.5) wypisanych dla wszystkich węzłów swobodnych będzie układem
równań o macierzy symetrycznej (względem głównej przekątnej).

Równania (3.5) podane tu w postaci najogólniejszej i dla dowolnego
kształtu prętów dadzą się znacznie uprościć w przypadku układów ruszto-
wych regularnych, jak ruszty o siatce prętowej ortogonalnej, belki załamane
w planie, belki pierścieniowe itd.

Ł Belki ciągłe załamane i zakrzywione w planie

Rozpatrzmy układ prętów przedstawiony na rys. 21. Pręty połączone
są ze sobą sztywnymi węzłami stanowiącymi jednocześnie podpory belki.
Nadliczbowe przyjęto tak, aby kierunki ich działania pokrywały się z kie-
runkami stycznych i normalnych do osi prętów w węzłach. >

aL

Rys. 21

Na rysunku 21 przedstawiono siły przy węzłowe oraz wielkości M,-
i 9)1,-, tj. składowe momentu skupionego, działającego jako obciążenie ze-
wnętrzne bezpośrednio na węzeł. Zrównoważenie węzła i prowadzi do równań

(4.1)
Mik + Mij cos yi — WUJ sin yi — M(- = 0 ,

Wtk + Mt] sin yi + 3Jfy cos yt — 3)1/ =- 0 ,
yt = at] — a.ik .
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Jeżeli do wzorów (4.1) wstawimy momenty przywęzłowe z równań trans-
formacyjnych (2.21), a ponadto skorzystamy ze związków

(4.2)

ffik — <pt, ęik = w, q>ji — w, . ipji — yn,

(pki — <fk cos yu + ipit sin yu , ipu = — ^ sin ŷ  + y>k cos y* ,

cjy = cpt cos y; -H ya sin y/ , yy = — ęi sin y,- + ipi cos y; ,

to otrzymamy układ równań o nadliczbowych geometrycznych ę i rp :

(4.3.1) ^ [ e , y A ^ ~ £ / ^ ] +%• [i",*+ •*?/*,/+ fc//fi?— 2vIJBiit] +

(4.3.2) <py ( ^ ., + 7 W •,) - Vi [vth + (k,v. - ixtJ) tt 7, + vtJ (ej - i?)] +

+ 9>ft (fc/» eń — 7« f t
 et) — Vj (fc/i8/ — "y £,-) + V< [p-ij e? + 2 v/y e,. e f +

• + ky i? + k J ~ Vk (ktt ?* + T t t eft) + ? ą Ff + 5SI?ft + Mj e< - Wt = 0.

W powyższych wzorach oznaczono dla krótkości e;- == sin yt oraz ê . = cos yt.
Równania (4.3) można znacznie uprościć dla pewnych typów belek ciągłych.

Załóżmy, że wszystkie kąty y są równe zeru; pręty mają wtedy wspólne
styczne w węzłach. Z równań (4.3) otrzymamy

(4.4.1) ft; Vj + cPi (/j,ik + py) + pn ęh — vtJ fj—.rp, (vik — vi}) +

(4.4.2) vJt q>j—<pt (vlk — v(J) — v,k <pk — rpjkjt + Vi (kiy + kik) —

W przypadku szczególnym jednakowych przęseł i prętów o jednako-
wych własnościach geometrycznych i symetrycznych otrzymamy dalsze
uproszczenia wzorów (4.4). Ponieważ w tym przypadku współczynniki przy
niewiadomych nie zależą od wskaźników węzłów, to uzyskamy

(4.5.1) Jtyj + 2MW + T"Pk —?(Vj-V») + M% + Ą ~ M i = ° .

(4.5.2) J(fpj- <pk) - k¥j + 2 k v,. - k Wk + Wlk + W%-3R, = 0 .
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Zauważmy jeszcze, że w równaniach (4.4) otrzymamy dalsze uprosz-
czenia w przypadku ~v = 0 . Odpowiada to przypadkowi belki ciągłej o prętach

Vi h ^ prostych [patrz wzory (2.26)].
£*• Otrzymamy wówczas dwa nie-

zależne od siebie układy równań
trójczłonowych jako znane rów-
nania belek ciągłych. .

Dla belki ciągłej załamanej
w planie układ równań (4.3.1)
i (4.3.2) przechodzi w

%

Rys- 22

(4.6.1) cpJli ntJ -f c9. [2 [fiif -f k.

(4.6.2) ęt
kik ek . kJt

Vi (2 ~N - fk ki
ilt

% et - % - 0

Tutaj .przyjęto według wzorów (2.27) /nk = 2~jiik .
Dla belek ciągłych załamanych w planie (jednakowe przęsła i przekroje

belek oraz jednakowe kąty y w węzłach) otrzymamy dalsze uproszczenia
polegające na tym, że współczynniki przy niewiadomych nie zależą od
numeracji węzłów: i

fiij — jJ-tk e / = ... = e ; ei = 8k = = = £ .

Ponieważ w równaniach (4.3)-(4.6) wielkości ę i-tp występują w postaci
trójczłonowej, ta sposób rozwiązania tych układów równań najwygodniej
doprowadzić do algorytmu rozwiązania dwu układów równań trójczłono-
wych, zawierających jedynie nadliczbowe cp lub y>.

Posługiwać się' będziemy układem podstawowym geometrycznie niewy-
znaczalnym. Układem, tym niech będzie belka ciągła, zakrzywiona lub za-
łamana w planie, o tak skonstruowanych węzłach, aby wielkości ip we
wszystkich węzłach były równe zeru. Przy n węzłach swobodnych układ
jest n- krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

W tym układzie podstawowym wykonujemy następujące działania.
(a) W układzie równań (4.3.1)-(4.6.1) zakładamy

Vi — ••• — Vk = — = ipn — 0 .

Pozostaje wówczas układ równań trójczłonowy. Rozwiązanie tego ukła-
du daje kąty "c)«,ó (i — 1, 2,..., n) wywołane działaniem obciążeń zewnętrz-
nych na układ.
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(b) Niech w układzie podstawowym działa stan i/v — 1. W równaniach
(4.3.1)-(4.6.1) należy przyrównać do zera człony pochodzące od obciążenia
zewnętrznego, a z występujących w tych równaniach kątów y> zachować nale-
ży jedynie kąt ipr. Rozwiązanie układu równań daje kąty ipi.r ( i = 1" 2,... , n).

Powyższe działanie powtarzamy kolejno dla stanów ipr = 1 (r = 1, 2,..., n).
Przy wyznaczaniu wartości <p,-,,- wygodnie tu będzie posłużyć się macierzą
układu równań trójczłonowych.

(c) Wyznaczamy w układzie podstawowym momenty przywęzłowe, wy-
wołane obciążeniem zewnętrznym oraz stanem ęr = l ( r = 1, 2,..., n).

(d) Ustawiamy układ równań

(4.7) aW

Tutaj affl oznacza sumę rzutów momentów przywęzłowych węzła i,
obliczonych w p. (c), na kierunek działania nadliczbowej ipt. Momenty te
wywołane są w układzie podstawowym niewyznaczalnym stanem ipj=l.

Wielkość a$ jest sumą rzutów momentów przywęzłowych węzła i na
kierunek działania nadliczbowej ipi, wywołanych w układzie podstawowym
działaniem obciążenia zewnętrznego.

Rozwiązując układ równań (4.7) otrzymamy nadliczbowe ipt (i = 1, 2,,.., r).
"Kąty cpi uzyskamy z następującego wzoru superpozycyjnego

n

q>i = (pifi + \ (pi.r yi (i = 1, 2,..., n).

Rozwiązanie układu równań omówionych w p. (a) i (b) oraz równań
(4.7) nastąpić może również metodą kolejnych przybliżeń (metodą C r o s s a),
która do tego celu nadaje się bardzo dobrze.

Zajmijmy się szczególnym przypadkiem belki ciągłej zakrzywionej,
mianowicie belką pierścieniową o jednakowych przęsłach obciążonych
w sposób jednakowy (cykliczna symetria obciążeń). Załóżmy, że na węzły
nie działają momenty skręcające skupione (9R?=0). Ze względu na sy-
metrię obciążeń jest q>j = ęt = q>n = ... == tp = 0 oraz ipj = y>i = y>k = ... = '/>•
Z drugiego równania (4.5) otrzymamy

(4.8) 2 (k — it) ę 4- aa?* + ^l-=o.

Ze względu na symetrię obciążeń mamy Wik = 3^- = ...'=9)i° , wobec
tego
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Ze wzorów transformacyjnych (2.21) otrzymamy

Sfftth = W + {k — k)y>=- W — W — 0 ,

'< — k

Ze wzorów (2.25) dla symetrycznych prętów
zakrzywionych wynika, że

sin 2 aa

k-

Tak więc

sin2 a0

^88

71

n

Rys. 23

Zważywszy, że

otrzymamy

Wobec tego momenty skręcające w węzłach są równe zeru, a momenty
zginające są niezależne od nadliczbowych X3,o.

Dla obciążenia p jednostajnie rozłożonego we wszystkich przęsłach
mamy [wzór (2.32)]

(4.10) Mm = pr2 (cos a0 — l)+ctg a0 pr2(aQ —sin a0) = pr2 (a0 ctg aa — 1).

Otrzymaliśmy tu wyniki zgodne z wynikami uzyskanymi na innej
drodze; prostota wzorów końcowych pochodzi stąd, że układ jest statycznie
wyznaczalny. Wykresy momentów zginających i skręcających oraz sił
tnących uzyskamy ze wzorów

(4.11) M ^
sin a0 sina o

= pr{a0 — a).

Zajmijmy się bardziej złożonym przypadkiem, mianowicie pierścieniową
ramą obciążoną w sposób jednakowy we wszystkich przęsłach. Tutaj jest

O. Zrównoważenie węzła i daje "tu równanie= 0 i

(4.12)

172



Zważywszy, że

(4.13)

Li
Rys. 24

gdzie /w—i EIn/h, otrzymamy wstawiając powyższe wartości do równania
(4.12)

•(4.14)

gdzie

[2(k — k) +-fu

Ze wzorów (4.13) uzyskamy siły przy węzłowe

_ 2 ( k —k)
'JJUk - t ) ( .

(4.15) 2 (k —

Dalej ze wzoru (2.21) uzyskamy

(4.16) Mik = M° — (r—ii) y> = M° + 2 9)1° / _ " .
2 (k — Je) + ^7

Dla fj.ii=Q, a więc w braku słupa, otrzymujemy wyrażenie (4.9).
W przypadku ram piętrowych, składających się ze słupów pionowych

i rygli kołowych, otrzymamy w założeniu węzłów nieprzesuwnych w kie-
runku poziomym następujące równanie trójczłonowe:
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Tutaj

IUr, r - 1 = •
2EIr

P-r, r—l =
4: El r-1

hr-t

a Ir jest momentem bezwładności słupa względem, osi /?-/?. W podobnie
prosty sposób rozwiązać można zagadnienie belek pierścieniowych współ-
środkowych, obciążonych w sposób jednakowy we wszystkich przęsłach
poszczególnych pierścieni. W każdej belce pierścieniowej wystąpi jedyna
tylko nadliczbowa, kąt y> (rys. 26). Otrzymamy i tu równanie trójczłonowe

Wr-^r. r-1 + W [2 % ~ K) r. r+ł

Przykłady tego typu można by mnożyć. Należy jednak stwierdzić, że
belki proste załamane w planie znacznie wygodniej rozwiązać przy użyciu

metody sił, [2]. Rozwiązanie równań
kanonicznych metody sił daje bowiem
bezpośrednio wartości momentów zgi-
nających i skręcających przywęzłowych.

j .

"

Rys. 25 Rys. 26

Jeżeli węzeł i belki załamanej w planie jest węzłem nie podpartym
(di =7̂= 0), to rozwiązanie takiego układu może nastąpić w dwojaki sposób.

(a) W równaniach (4.1), w wyrażeniach dla momentów przywęzłowych,
należy uwzględnić wpływ przesunięcia. We wzorach (4.3.1) i (4.3.2) do-
chodzą wtedy człony zawierające wielkość di. Dalej skorzystać należy
z warunku równowagi węzła T« — Ty + Pi = 0 , gdzie P,- jest pionową siłą
skupioną działającą na węzeł. Wyrażając Tik i Tij według wzorów (2.21)
otrzymamy brakujące równanie kanoniczne.
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(b) Traktować można pręty j-i-k jako jeden pręt i ustawić dla niego
wzory transformacyjne (2.21).

W przypadku dźwigarów załamanych w planie należy w węzłach po-
średnich nie podpartych stosować metodę sił (p. 2), traktując układ prętów
jako jeden pręt [14].

5. Ruszty o ortogonalnej siatce prętowej i ruszty nieregularne

Rozważać tu będziemy ruszty składające się z prętów prostych i za-
krzywionych, ale symetrycznych. Jako nadliczbowe występują w węzłach
kąty cp i y> oraz przesunięcie 6. Kierunki q> i ip pokrywają się z normalną
i styczną do osi prętów zakrzywionych.

Dla każdego węzła swobodnego usta-
wimy trzy równania równowagi. Dla
węzła i mamy zatem.

(5.1.1)

(5.1.2)

(5.1.3)

Tutaj Mi oraz 9JJ,- są składowymi mo-
mentu M działającego bezpośrednio na
węzeł i.

— Mt = 0 ,

n~^i = 0,

un—Tii—Pi = 0.

Rys. 27

Wstawiając do wzorów (5.1) odpowiednie wartości ze wzorów transfor-
macyjnych (2.21) otrzymamy następujący układ równań:

(5.2.1) — klm<pm — k„ <p, —v,j y>j—

— vi? +vt

(5.2.2) Vji<pJ—<pl{vtlt—vlj)—'vłk<pll—kJt'ipj+ Wii^j + ?C;fc

(5.2.3)

Kk fk — Pim V>m

k'ik 8k — St (Kk

+ ̂  K - M + a«?*
) + <pk / 4 + k'tJ Vj —

+ K - % - o,
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Wybitne uproszczenie układu równań uzyskamy dla rusztu składającego
się jedynie z prętów prostych. Otrzymamy wówczas

(5.3.1) cPi (i(J + Vt [ixih + p,j + ku + ktm) + <plt Jik — kim<pm — kit ęt + Ą ój +

(5.3.2) — kf, Vj + yt, (ktJ + kik + plm + nn)—y>k ktk + fi[mipm +/j,u y>t—fln dt +

(5.3.3) —jĄjCpj + (Vtk—ft'ij) <Pi + Wh~/ĄmVm + tttm—rfll) Vi + Wl~Ah 6

Ak + Ma + hJ

Znamienne jest to, że wielkości cp i yJ związane są tylko trzecim równaniem.
W przypadku rusztu podpartego we wszystkich węzłach do dyspozycji

pozostają równania (5.3.1) i (5.3.2), czyli równania trójczłonowe względem ę,ip.
Układ równań (5.3.1)-(5.3.3) rozwiązać można najprościej, rozpatrując

układ podstawowy geometrycznie niewyznaczalny. Układem tym będzie
ruszt o wszystkich węzłach podpartych. Przy r węzłach swobodnych będzie
to układ 2r-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

Wyliczmy w tym układzie reakcje przywęzłowe wywołane obciążeniem
zewnętrznym. Odpowiednie wartości kątów oznaczmy przez q>i# oraz

Dalej obciążmy układ podstawowy kolejnymi stanami dk = 1 (fc=l,2,...,r)
i wyznaczmy przynależne siły tnące przywęzłowe. Uzyskane kąty oznaczmy
przez q>t,k oraz ipt,k (i, k= 1,2 ,...,r). Zrównoważmy następnie węzeł i
układu rusztowego.

Otrzymamy równanie

CM)

Tutaj affl oznacza sumę sił tnących przywęzłowych węzła i, wywołanych
stanem dk = 1, zaś afQ'1 sumę sił tnących przywęzłowych węzła i, spowo-
dowanych stanem obciążeń zewnętrznych w układzie podstawowym 2 r-krot-
nie geometrycznie niewyznaczalnym. Z układu równań (5.4) uzyskamy
wielkości 8, a ze wzorów

(5.5) (pi •= <pi,o + ZJ

wielkości q>i, y>t.
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Dalsze uproszczenia otrzymamy w przypadku układów symetrycznych
względem, jednej lub więcej osi symetrii. Rozważmy układ przedstawiony
na rys. 28 o jednej osi symetrii I-I. Mamy tu przy obciążeniu symetrycz-1-
nym względem osi I-I

\q>r-i = — q>r + i, <pr = O,

dr—1 0 .

Dla obciążenia antymetrycznego wzglę-
dem osi I-I jest

.(5.7)

q>r-l =<Pr+t,

Sr—l =

V =7^0,

Rys. 28

Obciążenie niesymetryczne należy zatem rozłożyć na część symetryczną
i część antymetryczną.

Niezwykle prosto rozwiązuje się układy o symetrii cyklicznej i obcią-
żone w sposób osiowo symetryczny. Dla przykładu podamy rozwiązanie
dla rusztu przedstawionego na rys. 29.
Jako jedyne niewiadome wystąpią tu
nadliczbowe ip i <5, wspólne dla wszyst-
kich węzłów.

r
i

- 1

. 1 .
sTP

Rys.

• —

I

29

ip),

<5.8)

Z układu równań (5.2.2) i (5.2.3) otrzymamy

' y> (2 k — 2 k + fimi) — 'dfimt = 0,

i — : ij> fiim + <5 fi'i'm — P = 0 .

Z rozwiązania tego układu równań uzyskamy
2(?C — k) + flim

<5.9) d =
flim

, — film + [Mm + film [film + 2 (k — k)] 2 (k — i

Szczególnym przypadkiem rusztu prostokątnego składającego się z prętów
prostych jest rama ciągła, obciążona prostopadle do swojej płaszczyzny.
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Obciążenie to występuje przy działaniu wiatru na ramę lub jako działanie
ciężaru własnego ramy w trakcie jej montażu. Na rysunku 30 przedsta-
wiono dwie ramy tego typu. Piewsza rama jest układem dziewięciokrotnie
niewyznaczalnym statycznie i geometrycznie, druga jest niewyznaczalna
dwunastokrotnie geometrycznie i dziewięciokrotnie statycznie. W pierwszym
przypadku posłużymy się metodą odkształceń jako prostszą i prędzej do celu
prowadzącą, w drugim natomiast należy rozwiązać układ metodą sił.

Rys. 31

Pośród rusztów regularnych na uwagę zasługują ruszty składające się
z dwu lub więcej gromad prętów, krzyżujących się pod tym samym kątem.
Należą tu ruszty przedstawione na rys. 31.

Często spotykanymi rusztami są ruszty o, siatce składającej się z belek
promienistych i belek pierścieniowych, w postaci wieloboków umiarowych

(rys. 32 a), lub ruszty składają-
ce się z wieloboków foremn,ych
(rys. 32 b).

W rusztach tych stosowa-
nych w budownictwie jako kon-
strukcje stropowe mamy5 jedną
lub więcej osi symetrii. Ponie-
waż obciążenie tych układów

Rys. 32 jest zazwyczaj jednostajnie roz-
łożone, a układy posiadają jedną

lub więcej osi symetrii, to otrzymamy znaczne zmniejszenie ilości nad-
liczbowych.

Wskazać należy wreszcie na to, że w praktyce konstrukcyjnej spotkać
się można z rusztami o dowolnej siatce. Nie podajemy tu jednak ogólnej
postaci równań kanonicznych dla tych układów jako zbyt złożonej.
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6. Ruszty Spoczywające na sprężystym podłożu

Ruszty spoczywające na sprężystym podłożu występują nader często
w budownictwie jako fundamenty pod konstrukcjami ramowymi. Układy
rusztowe tego typu rozwiązuje się na ogół z pominięciem sztywności skrę-
cania belek, co, oczywiście, nie daje ekonomicznej konstrukcji.

Rozwiązanie rusztów spoczywających na sprężystym podłożu przy użyciu
metody odkształceń nie nastręcza znaczniejszych trudności; tok postępowa-
nia jest identyczny jak dla rusztów nie spoczywających na sprężystym
podłożu.

Korzystamy tu ze związków wyprowadzonych w p. 1 i 3. Należy je-
dynie dodatkowo ułożyć równania transformacyjne, których współczynniki
są nie tylko funkcjami wielkości geometrycznych i sprężystych pręta, ale
również zależą od współczynnika gruntu.

Założymy tu uproszczony model podłoża, przyjmujący proporcjonalność
% ugięcia w (x) pręta do odporu r (x) podłoża :

(6.1) «(«) = ^ .
c

Tutaj c jest współczynnikiem zależnym od fizycznych własności podłoża.
Wielkość c waha się w granicach od 5 kG/cm8 (drobny piasek) do 200
kG/cm3 (ił ścisły). Zależność (6.1) odpowiada dostatecznie rzeczywistości
tylko dla małych ugięć. Załóżmy dalej, że związek" (6.1) jest słuszny dla
każdego x w obrębie pręta; jest to równoznaczne z pozostawieniem belki
w styczności z podłożem na całej swej długości. Ponadto pomijamy tarcie
występujące między podłożem i belką. Mimo że związek (6.1) nie obrazuje
dostatecznie dokładnie pracy podłoża [w rzeczywistości w (x) jest zależne
od odporu podłoża nie tylko > w punkcie x, ale również od odporu wzdłuż
całej belki], posłużymy się tym związkiem w dalszych rozważaniach ze
względu na jego prostotę; poza tym przy założeniu (6.1) uzyskano dobre
wyniki w obliczeniach wielu konstrukcji (fundamenty śluz, statyka na-
wierzchni kolejowej itd.) Ograniczymy się jedynie do belek prostych, spo-
czywających na sprężystym podłożu.

Rozważmy pręt i-k spoczywający na sprężystym podłożu. Niech węzły
układu doznają przemieszczenia o składowych qjnt, ipik i dut oraz ęm, y>ki i &ki-
Dla wyznaczenia ugięcia belki posługujemy się równaniem różniczkowym

(6.2) " E

gdzie El jest sztywnością zginania belki, a b jej szerokością.
Równanie to doprowadzamy do postaci #

(6.3) j ^
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gdzie

' - § •
4J5J
be

Rozwiązaniem równania (6.3) jest

(6.4) «3 == Ui cos | cosh i + U2 cos f sinh f + Ua sin f cosh f + U4 sin f sinh

?
If

h
ftfft ftt.ttt. l-!

:w{x)

>

— i

1111 If

< •

>

Rys. 33

Stałe całkowania wyznaczymy z następujących warunków brzegowych

(6.5) JBI . El
-pg. to" (0). = — Mik , 72 w" (rj) =

gdzie j? ==l/L;.;_
Otrzynaamy wówczas

(6,6)

cos y sinh rj + dik sinh v\ cosh ?;
q s

L3

T l - ••2 » s i n h 2 ?y cos2 97 + 'cosh 2 77 sin2

2 El
r (MA; sin r\ cosh ?7 + M/A sin r\ cos

U 8 =

sinh 2 97 cos217 + cosh2 ij s in 2 :

\ia s in ły cosh rj'-j- dik s iń 77 cos rj
cos2 77 sinh 2 rj -f- cosh2 77 sin 2 »?

2EI (Mik cosh 97 sinh rj+Mu cos ?? sin ij)

cosa łj sinh 2 ?? -f cosh2 r] sin2 77

TET

180



Wyrażając wielkości ęih i ym za pomocą związków

[ dw\ dw \dw\ \ ]

^ L r LII=m' [ixLr imL, ęki'
i zastępując występujące tu stałe całkowania za pośrednictwem wzorów
(6.6), otrzymamy związki między momentami przywęzłowymi i składowy-
mi przemieszczeń węzłów ęni, <pw, <5/fc i <5«;

Po prostych przekształceniach uzyskamy

I ik = pik ętk +^dk ęki — pik dik — ~p\k 6ki,

Mlii = (M(ft (pili + Itik (pki {lik <5iii [lik Ski .

Tutaj • ' . . . .
_ 2 EI sinh łj cosh n\ — sin r/ cos r\

I sinh2 7] — sin2??

_ 2 E l cosh 7] sin n — cos M sinh «
tuk = —?—ł] ^ T V r—s '
r I ' sinh 2 rj — sin2 v\

2EI g sinh3?7 + sin2

_, _ 2EI. 2 sinh7] sinT\
pili To A 7] —

Dla 77 = 0, a więc w braku sprężystego podłoża, otrzymamy

= = 4 Ę I | - __-2jlPI ^ , = _ , _ 6EJ.

zgodnie ze wzorami (2.27).
Siły tnące otrzymamy ze wzorów

|~EI ds iol TEJ d3iol

Po przekształceniach uzyskamy wreszcie

(6.8)
I Tu = — ' Pik ęih — p'ik ęki + pik dik + pik dki.
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Tutaj

(6.9)

2 E I 8 sinh r\ cosh i\ + cos r\ sin t\
sin2

2EI n scosh 1-jsinr\ -f- cos??sinhr\

Dla łj = 0 otrzymamy n'i'k='Jiik = l2EIIV<' zgodnie ze wzorami (2.27).
Oporu podłoża przy skracaniu prętów nie uwzględniamy, gdyż belki fun-
damentowe betonuje się w deskowaniu bocznym, które się usuwa po
stwardnieniu betonu.

Przywązłowe momenty skręcające wyrazimy związkami

Ą

(6.10.1)

(6.10.2)

(6.10.3)

(6.10.4)

(6.10.5)

(6.10.6)

—-—
v

(yak — i

Rys. 34

M.fc =

Dla obciążenia zewnętrznego działa-
jącego na pręt oraz przy podanych
przemieszczeniach brzegowych równania
transformacyjne przyjmują postać

k 8ik - ^

ki,

ki,

Tik = T%-tlikęih-%

ru=n,. -
3Jk + JiU dkt,

Wielkości M°ik, M^-,..., T°ki są siłami brzegowymi, wywołanymi obciąże-
niem zewnętrznym, działającym w układzie podstawowym geometrycznie
wyznaczalnym. Wartości te nie trudno wyznaczyć znanymi metodami.

Niech w -węźle i istnieje przegub tak skonstruowany, że Mik — 0
i Wik = 0. Z równań (6.10.1) i (6.10.3) wyznaczamy ęik oraz yak i wsta-
wiamy te wielkości do /wzorów (6.10.2) i (6.10.4).
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Otrzymamy następujące wzory transformacyjne:

(6.11)

Mki Wkt —P-łk dik — Ąk

/"/ft

Tutaj M°,-,..., T°,- są siłami przywęzłowymi w pręcie utwierdzonym zu-
pełnie w węźle 7c, a podpartym w sposób swobodny w węźle i.

We wzorach (6.11) oznaczają

(6.12)

II • ty]

Z
cosh2 n — cosa

I '' sinh rj cosh r) — sin r\ cos rj '

_ 2EI 2 sinh rj cosh 97 + sin r\ cos r\
sinh r\ cosh ?j — sin rj cos ?j 'la -»r

2 E l 2 sinh?j cos r\ + cosh77 sin rj
V- v sinh2łj-

2 E I 3 cosh2 rj + CQS2 rj

AE_1
I8

2EI

1 cosh rj cos rj
sinh 2 rj — sin 2rj '

, cosh2'jj — sin2?y
sinh 2 JJ — sin 217'

Dla rj-+O otrzymamy

[lik = — :
3EI 3EI

1 • fUk '•
=„_3EI

: /-lik — —jj )

zgodnie ze wzorami (2.28).
W przypadku przegubów w i oraz Je mamy

(6.13)
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Tutaj jest

(6.14)

• ift

„ _~2EI rf sinh2r\ — sin2r\
^ik~ Z3 2 cosh2}? — c o s 2 ^ ',.

_ „ 2 E J g sinh?]cos77 — cosh^sin?? •

TTTTTTTTnn 11111

Dla belki wspornikowej (rys. 35)
otrzymamy następujące wzory trans-
formacyjne :

Rys. 35

gdzie

•(6.16)

(6.15)

2 E l i] sinh 2 77—sin2^

*ik <Pik

, .2El 8 sinh277 + sin3r\
lK V COSIl łj + COS 7]

„ __ 2EI a sinh277 +sin-2T?
" I3 ,cosh27?+ cos2t?

Dla belki wspornikowej nieskończenie długiej (I -*• 00) otrzymamy

(6.17)

2 E I 2 £ J .
j a "

T = T° r)2
 ffl 4- j3 y ; f t "

Dla wspornika o skończonej długości,
opatrzonego przegubem w węźle i (rys. 36),
mamy

(6.18) T.fe = T(? -\-u'/: d.

gdzie

(6.19) u
2 E I g sinh 2 r\ — sin2 r\

V" sinh 2 ?j — sin 2 r\'

ff łtTTTTTTTTTTTTT

Kys. 36 ,

W szczególnym przypadku nieskończenie długiego wspornika znajdziemy

(6.20) Tik = T% + ^2rf dik . •

Przy obciążeniu rusztu leżącego 'na sprężystym podłożu siłami prosto-
padłymi do płaszczyzny rusztu lub momentami o wektorach leżących

184



w płaszczyźnie rusztu pozostają w mocy równania warunkowe, omówione
w p. 1 i 3.

Po wyznaczeniu nadliczbowych układu wyznaczamy siły przywęzłowe
korzystając z równań transformacyjnych. Znajomość wielkości Mik, MM , &tk
oraz d/ii pręta i-k pozwoli na wyznaczenie stałych U1,..., t/4 ze wzorów
(6.6). Tym samym określona jest linia ugięcia pręta i-k (wzór 6.4). Mo-
menty zginające i siły tnące, w dowolnej
odległości ac = | l od podpory i, otrzymamy U
ze znanych związków

(6.21) M = —.EI-

Dla przykładu podamy rozwiązanie dla
nader prostego przypadku rusztu ortogo-
nalnego nieograniczonego, składającego się
z prętów o jednakowych właściwościach
sprężystych i geometrycznych. Niech ruszt
ten obciążony będzie jedynie w węzłach
(rys. 37).

Ponieważ osie a-a i /?-/? są osiami sy-
metrii, jako jedyne równanie pozostaje

(6.22) — Tik + Tij + Tim — T« — P = 0 .

Z równań (6.10) otrzymamy

(6.23)

1

Rys. 37

— Tik — — •/*" (—<

Tim— /u" {—dm)

— Tu = — p." (— <5/) — 7 i " <5;.

Równanie (6.22) napiszemy zważywszy, że <5,Ł = <5y = <5A = <5/= <5,» = <5,
w postaci

4 0*",— /*")« — P = 0 .
Stąd

, P
d

Ze wzorów (6.23) obliczymy

p
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Ze wzoru (6.10.1) obliczymy moment

I Mik = : (A ( di) ft <5ft = (,a ft ) Ó = — u — i,

(6.24)
_PI_ (sinh 97 — sin??)2

8 ?j cosh 7j (sinh rj — sin TJ) + cos r\ (sinh ?j + sin rj)

Dla 75 > 7 traktować można pręty jako nieskończenie długie.
Stosując wzory (6.17) otrzymamy z równania (6.22)

^ P l 3

(6.25)
Pl

Wyprowadzone tu związki znaleźć mogą również zastosowanie do roz-
wiązywania układów ramowych płaskich i przestrzennych, których słupy
związane są w sposób sztywny lub przegubowy z belkami fundamento-
wymi spoczywającymi na sprężystym podłożu.
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P e3

CTATHKA ilJIOCKHX POCTBEPKOB

Pa6oTa 3aHMMaercH npMMeneiHMeM Merofla flecpopMaicjiK, iimpoKO
McniojibsyeMoro B cTaiTHKe TIJM>CKKX paiM, K paMHBiM CMCTeivtaM,
HBDVE 'CHjjaMM, nepneHflMKyjiapHBiMM K IUIOCKOCTW: paowBi, MJIM
BeKTOpBI KOTOpBIX JieHCaT B njIOCKOCTM paMHOH CMCTeMBI. CHCT6MBI
Tuna nac3BiBae!M: IIJIOCKMMM pocTBepKaMM.

3 T H CMCTeMBI naxoflHT imipoKoe npMMeH«Hne B aiejie3o6eT0HHOM
TejiBCTBe, tB BMAe M3orHyrbrx B njiarae 6ajioK3 »ojiBu;eBBix SaaoK,
paM, nofl fleiłcTBMeM BeTpoBoił Hatrpy3icn M T. #.

B napsoM nyHKTe npMBepieH o6inpwM Mero A peureHKH CMCTCM 3Toro TPina;
BO BTopoM nyHKTe BBiBefleHBi o6ru;Me (popivryjiBi TpaHCcpopMaitMM 3Toro iie-

3aKpMBJieHHBix M H3orHyTbix B ruiaHe CTepxiHeii.
B flajiee ejie/ryioinMX iryHETax BBiBe,n;eHo KaHOHMHecKoe ypaiBHenwe STOTO

, icner4MajiM3MpyH ero Ha TMimHHBie fljia CTpoMTejiBCTBa cucTeMBi.
B nocjieflHeM nyHKTe MeTOflBi fled>opMan,irii pacniMpeHBi na

JiejKaru;pfe n a ynpyroM

S u m m a r y

THE STATICS OF FLAT GRIDWORK SYSTEMS

The subject of this paper is the application of the deformation
method, widely used in the statics of flat frames, for frame systems
loaded with forces perpendicular to the plane of the frame or with
moments, whose vectors lie in the plane of the system. Systems of this
kind are called flat gridwork systems.

These systems are applied extensively in reinforced concrete structures
such as broken line girders, annular beams, flat frames loaded by forces
caused by the wind, etc.

In the first section a general method of solution is given, while the
second section deals with the formulae of general transformation for
curved and broken line bars.

In the following sections the canonical equation of the above method
is expanded. This is then reduced to more specialized forms which are
typical for building technique.

Finally, in the last section, the deformation methods are extended to
include gridwork systems resting on an elastic foundation.
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