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Ruszty plaskie stanowig istotny element konstrukeyjny wielu budow-:
1i inzynierskich. Wystepuja one w rozmaitej postaci, jako stropy zebro-
we, dzwigary zalamane w planie, wreszcie jako uktady ramowe obcigzone
sitami prostopadtymi do ptaszczyzny ukladu ramowego. ‘

Rozwigzanie tych uktadéw metodg sit napotyka na znaczne trudnoéci,
spowodowane duzg iloScig wielko$ci nadliczbowych, zwtaszeza w przypad-
ku sztywnego potgczenia pretéw z weztami. Dla stosunkowo prostego ukta-
du rusztowego, jakim jest ruszt o siatce ortogonalnej, podaje sie w meto~
dzie sit rozwigzanie przyblizone, pomijajgce sztywne polgczenie belek
w wezlach, a tym samym pomijajace udzial momentéw skrecajacych
w pracy rusztu.

Do rozwigzania tych zlozonych ukladéw postuzono sie w niniejszej
pracy metoda odksztatcen. Stanowi ona dzi§ dualng forme rozwu;zywama
plaskich uktadéw ramowych i znajduje szerokie zastosowanie w statyce
ram wielokrotnie hyperstatycznych. Zaletg tej metody jest tatwosé prawie
ze schematycznego ustawiania réwnan kanonicznych, w ktérych wspot-
czynniki przy wielkosciach nadliczbowych wystepuja w postaci scatko-
wanej. Metoda omawiana posiada ponadto cechy pogladowos$ci i zezwala
na prostg interpretacje mechaniczng przy rozwigzywaniu uktaddéw row-
nan metodg iteracji.

Praca niniejsza jest probg zastosowania metody odksztalcen do zto-
zonych uktadéw rusztowych o weztach sztywnych; jest zarazem rozszerze-
niem dawniejszej pracy autora, [4], dotychczas nieopublikowanej.

W ustepie pierwszym podano ogélna metode rozwigzywania uktadéw,
w ustepie drugim wyprowadzono og6lne wzory transformacyjne metody
odksztalcen dla pretéw zakrzywionych i zatamanych w planie.

W dalszych ustepach wyprowadzono réwnania kanoniczne metody
odksztatcen dla typowych ukladéw rusztowych.

1. Ogdlna metoda rozwigzywania ukladéw

Rozwazmy dowolng rame plaska, skiladajacg sie z pretéw prostych
i zakrzywionych, polaczonych ze sobg weztami sztywnymi lub przegu-
bami. Niech rama ta lezy w plaszczyznie XY. Niech rama bedzie obcigzona
sitami skupionymi (P) lub obcigzeniem ciaglym (p) o wektorach prosto-
padtych ‘do plaszezyzny ramy oraz momentami skupionymi (M) i w spo-
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s6b ciagly roztozonymi (m), o wektorach lezacych w plaszezyZnie XY.
Uklad taki nazywaé bedziemy rusztem.plaskim.

Przez «pret» rusztu plaskiego, laczgcy dwa wezly, rozumiemy pret
pryzmatyczny przenoszacy momenty zginajace M, momenty skrecajace m
oraz sity tngce T. Wektory momentéw M, W leza w plaszczyznie ukladu,
wektory sil tngeych sa prostopadte do tej praszezyzny. O$ preta moze byé
linig zakrzywiong, prosta lub zalamana, przekréj preta staty lub zmienny.
W rozwazaniach ograniczymy sie do pretéw o przekroju symetrycznym
pelnym lub grubosciennym; wylgczamy zatem z naszych rozwazan pro-
file cienko$cienne stosowane w budownictwie stalowym.

Uktady rusztowe o wezlach sztywnych sa ukladami o wysokim stop-
niu statycznej niewyznaczalnoéci. Rozwigzanie ich przy uzyciu metody
sil nastrecza znaczne trudnoéci i doprowadza do rozwigzania ukiadu
réwnan kanonicznych o wielkiej liczbie wielkoséci nadliczbowych. W ni-
niejszej pracy rozwigzanie tych zlozonych ukladéw nastapi przy uzyciu
metody odksztalcen.

Rys. 1

Zajmijmy sie ukladem, przedstawionym na rys. 1. Pod wplywem.
obciazenia zewnetrznego uktad odksztalci sie, a wezly doznajg przesunieé
i obrotéw. Wezmy pod uwage wezel i uktadu ramowego. Pod wptywem
obcigzenia wezel ten dozna przesuniecia J; prostopadltego do plaszczyzny
ramy oraz obrotu o wektorze lezacym w plaszezyznie ukladu. Nieznana
jest wielko$¢ przesuniecia d;, wielkoéé obrotu oraz nachylenie wektora

obrotu wzgledem przyjetego ukladu wspéirzednych. ‘ .
‘ Obroét wezla rozlozymy na dwie skiadowe: ¢; i p:. Tak wiec wezet
scharakteryzowany jest przez trzy wielkosci d, ¢ 1 w. Stanowig one wiel-
koSci nadliczbowe ukladu lub, jak bedziemy moéwili krocej, «nadlicz-
bowe». ' : ‘ ‘

W wezle podporowym, w ktérym pret jest utwierdzony zupelnie, prze-
suniecie i obrot sg réwne zeru. Tak wiece dla uktadu sktadajacego sie z r
wezlow swobodnych i t podporowych ilogé nadliczbowych geometrycz-
nych wyniesie 3r. ’
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‘W przypadku wezla podporowego przegubowego, np. wezta B, otrzy-
mamy 6p=0, pp# 0 i pp#0. Zobaczymy poézniej, ze wielkosei s i yB
dadzg sie tatwo wyeliminowaé z rozwigzan dzieki warunkowi zerowej
‘warto$ci momentu zginajacego i skrecajacego w przegubie (Mp=Mp=0).

‘Rozwazmy wreszcie wezel swobodny, do ktérego jeden z pretéw
przymocowany jest za pomoca przegubu, na przykiad wezet 1 (rys. 1).
Ruch wezla scharakteryzowany jest trzema wielkosciami, przesunie-
ciem §; oraz skiadowymi obrotu ¢; i ¢, Przegub dozna przesuniecia &
oraz obrotu o sktadowych @4 i . Te dwie wielkoéci mozna jednak wye-
liminowa¢ z warunkéw zerowej wartoSci momentu zginajacego i skreca-
Jjacego. (M4 =0, M;a=0) w przegubie. Tak wiec w wezle swobodnym,
w ktorym co najmniej dwa prety sa.polgczone w sposéb sztywny, ilosé
mnadliczbowych wyniesie trzy. W wezle, do
ktérego wszystkie prety przytwierdzone
s za pomocg przegubu, ilo§é nadliczbo-
‘wych ograniczy sie do jednej, mianowicie .
do przesuniecia 6. :

‘Rozwazmy pret i-k, polaczony w spo-
s0b sztywny z weztami ¢ oraz k. Dla dal-
szych rozwazan bedzie rzecza wygodna
roztozy¢ sktadowe obrotu wezla i na dwie
- skladowe: skladowa g o wektorze, ktére-
go kierunek pokrywa sie z kierunkiem
normali, i sktadowa i, 0 wektorze zwro-
-conym 'w kierunku stycznej do osi preta

m #
y Yhi i3

T 2
w punkcie i. Rys
Z rys. 2 odezytamy proste zaleznosei
(1.1) @ir = i Sin a;x -+ @i COS air, Wik == i COS Air — @i SiN g,

Ponadto jest di = ds

W przekrojach, ktérymi wycieto pret, dziataja sktadowe stanu napre-
Zen: momenty zginajace M, i My, momenty skrecajace M i My, 0 wek-
torach lezgcych w plaszczyznie ukiadu, oraz sity tngce Ti i Tw o wek-
torach prostopadtych do ptaszezyzny XY.Wielkoéci te nazywaé¢ bedziemy
og6lnie sitami brzegowymi preta i-k.

‘Sﬂy brzegowe wyrazié mozemy (uczynimy to szczegdlowo w p. 2)
jako funkcje liniowe obcigzenia zewnetrznego oraz nieznanych wielko$ci
ik, Priy Vik, Phi, O 1 Owi. Dzieki zwigzkom (1.1) mozemy sily brzegowe
preta i-k wyrazi¢ jako funkcje liniowe obcigzenia oraz nieznanych wiel-
ko$eci ukladu, przesuniet¢ &; i d oraz obrotéw @i, wi, @r 1 ye.

Tlo$ci nieznanych wielkoéei nadliczbowych przeciwstawié mozemy ty-
lez réwnan warunkowych: Otrzymamy je ze zroéwnowazenia wezidw.
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Dla kazdego wezla swobodnego wycietego z ukladu ustawi¢ mozna trzy
rownania réwnowagi. Tak wiec dla wezta i mamy

(1.2) XM, =0, yM, =0, ZRy =0,

el 1/11-

M"Pi i M% oznaczaja tutaj rzuty momentébw przyweziowych (kidre
dziataja na wezet z przeciwnymi zwrotami niz na pret) na kierunki dzia-
fania nadliczbowych ¢, i »;, a RJ[ oznacza sity tnace, dzialajace na wezel.
Jezeli bezposrednio na wezel dziata sita skupiona P; oraz moment sku-
piony M; o skladowych M X; i M),i, to zamiast (1.2) uzyskamy '
(13) My +EMp=0, M, +EM, =0, P+IR;=0.
Poniewaz sily przyweztowe sg funkejami liniowymi nadliczbowych i ob-
cigzenia zewnetrznego, to z réwnan (1.3) wypisanych dla wezta swobod-
nego otrzymamy uklad trzech réwnan liniowych niejednorodnych o nad-
liczbowych ¢, » 1 6. |

Otrzymane z uktadu réwnan 9§, ¢ i 9 pozwalaja na wyznaczenie sit
brzegowych poszczeg6dlnych pretéw, a tym samym na wyznaczenie wiel-
kosci statycznych w dowolnym przekroju preta. Tak naszkicowang me-

tode rozwigzania rusztéw plaskich rozwiniemy szczegdlowo w dalszych
ustepach niniejszej pracy.

2. Zwiazki miedzy sitami brzegowymi i skladowymi stanu przemieszczen

Wezmy pod uwage pret i-k zakrzywiony lub zatamany w planie, 1a-
czacy dwa wezty: wezet i oraz wezet k. Niech pret ten bedzie obcigzony
s M i, sitami prostopadiymi do ptaszczyzny pre-

Y Ls ta i momentami o wektorach lezacych w
tej plaszezyznie. Pod wplywem obciazenia
zewnetrznego pret i-k jako pret uktadu
My rusztowego dozna odksztalcenia. Konce
preta, wezly i oraz k doznajg przesunieé¢
i obrotéw. Wydzielmy pret dwoma prze-

. krojami lezacymi nieskonczenie blisko
weztéw. W przekrojach tych dziataé be-
dg skladowe stanu naprezen, momenty
zginajace M. i Mg, momenty skrecajace
Wir i Wpi oraz sity tnace Ti i Thri. Zwro-
z Rys. 3 ty tych wielkosci przyjete jako dodatnie
przedstawiono na rys. 3. Rowniez na tym

rysunku pokazano dodatnie zwroty skladowych stanu przemieszczen wez-
16w, przesuniecia d; i dw;, katy obrotu ¢i i @w: oraz katy skrecania

. =
o

P |

=

i

IS S —
5
—— - —
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wie 1 pri. Dodatnie zwroty tych wielkosci pokrywaja sie z dodatnimi
zwrotami skladowych stanu naprezen. Zalézmy, ze wielkoScl Jiny .o, yri,
sg wielko$ciami znanymi, z géry podanymi. Dazyé bedziemy do wyrazenia
wielko$ci statycznych brzegowych jako funkeji obcigzenia zewnetrznego
i znanych sktadowych stanu odksztalcen weztéw. Uklad jest trzykrotnie
statycznie niewyznaczalny; dla jednoznacznego okreslenia szeéciu sil brze-
gowych mamy do dyspozycji trzy réwnania réwnowagi. Przy zalozeniach
" matych ugieé w stosunku do liniowych wymiaréw preta, tj. proporcjonal-
nosci miedzy odksztatceniami i naprezeniami — stowem, przy zatozeniach
statyki uktadéw pretowych niewiotkich — zwigzki miedzy brzegowymi si-
fami statycznymi a obcigzeniem zewnetrznym i skladowymi stanu prze-
mieszczen wezlow beda zwigzkami liniowymi.

Mozna je w spos6b najogdlniejszy przedstawié¢ w nastepujacej postaci:

ik ik

(2.1.1) M, = M?/ﬂLM;/fk ‘Pm'f'Muf ‘ (]’/ci+M;cik "/’/k+M b Pt M Wl +Mi'f’:i Opis

b T B 5,
(2.1.2) Mt:+M 4 z).+Mk1 (Pm‘{ M, * 1/)ik+Mk?l 1/’ki+Mk[(k O+ M5 6y,
1 \0 1 \ s i o
(2.1.3) M, = ‘)Jtl.k—{»mt” q)lk—}—mt?,’: (pk;i—“t iRy k—}—))t ‘hi Yy —{—““L ,k d; —l—mt Hers
(2.1.4) M, =M 4 Mithgy Mkt iy 4 Ny 4R, +‘mk’i’ s

(215) : Tz‘k = T(k ! Tt}lck (pl.’t + Ttk (pki'_*_ Tzl Pik + Ttk Yri + Tzk élk + T I: ?

(216) Tlu TI el + Tl If' Pir + Tlu Pri + Tfu Pin + Tl. Pri + T lk 61!‘ + Tla

Zwigzki te nazywamy wzorami transformacyjnymi metody odksztai-
cen. Ze wzorow (2.1) wysnué mozna szereg wnioskéw. Jezeli uczynic
@ir =1, a pozostate skladowe stanu przemieszczeh wezibw oraz obcigzenie
zewnetrzne przyréwnaé do zera, to

M, = M}, snal.kzma'?fk o5

: Mkz'—Mklzk: M, =M D lk Tki:T:;l;'k‘
Wielkos$ci M:I‘ek7 M;‘l",, sg silami przywezlowymi powstalymi w ukladzie
podstawowym geometrycznie wyznaczalnym (¢, =@, = ... =0,, = 0], wy-

wolanymi stanem ¢, =1.
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Jezeli przyrownaé do zera wszelkie skladowe stanu przemieszezenia
weziow, to

0 0 0
. N — N ——
e =My My =M, , e =T »
' 0 . 0 0
— 5 )‘ - T N
- Myy=M,; N i i)‘ki’ T =Ty

Wielkosci M?k, = T(,)”. sa zatem sitami przywezlowymi preta i-k obustron-
nie zupelnie utwierdzonego, wywolanymi obcigzeniem zewnegtrznym.

"Opierajgc sig na twierdzeniu o wzajemnosci
reakcji mozna znacznie uprofcié zwigzki (2.1).
Rozwazmy dwa kolejne stany w ukladzie pod-
stawbwym geometrycznie wyznaczalnym, stan
@, = 1 oraz stan' y,, =1 (rys. 4).

Ze stanem w,, = 1 zwigzane sa wielkosci sta-
tyczne brzegowe M,k s M,‘:;" , “))tf;;k, ‘))tijf", T'j.",ﬁ"
i T}, a ze stanem ¢, = 1 wielkosci Mji*> M},
SR, W, T0 1. T,

Stosujac twierdzenie o wzajemnosci reakeji
otrzymamy

(2.2.1) 1, M =1, .M. Rys. 4

ik ik

W .analogiczny spos6b uzyskamy, przyjmujgc coraz to inne stany,
dalsze zwigzki

SNkl — nptRi VTR —— Tk i gtk Yie __on°in Yri — N7 ki
A M =M, ME =Mk, T e=/m5k Tr=I0N0N

ki ? ki kI TR
W 0. o b 3,
Rl== m tlc ik —— ) ki ki ) ik ’I-l—_ ik ) Jp— ki
M T =M, TH=Mpk, T Mkz ) Tlu Mm ]
ik ik )

(2.2.2) T'fik:M.ik Mktk N Ti/;izMZ;;i) swm _9M 1)‘.:,

8, 8,
M 1R o M ki M zk e M kz s)_)(\t;ekzmt”lu , ‘“L zk \“E Iez

ik ik ?

Tl’llk— Tl,l:l’ T’ik—" T f'l.

Powyzsze zwigzki zmniejszajg ilos¢ wspolezynnikéw przy wielkosciach
Pins Ppis - W Tréwnaniach (2.1) z trzydziestu szeSciu do pietnastu. Stwier-
dzimy poézniej, ze dla poszczegdlnych ksztaltow pretéw, na przyklad dla
pretow symetryeznych i prostych, uzyskamy dalsze zmniejszenie 1losc1
wspélczynnikow.
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Dzigki zwigzkom (2.2.2.) napiszemy réwnanie transformacyjne (2.1)
w nastepujacej postaci:

| (231) ) M M1k+ M ik (plk + Ml qu?kt + 9)‘zk Vi k+5D‘:lflwlcz le:k (6ik + 5:’15) 1

(2.3.2) My, = Mm+ Mm Pt M/nkl‘l’k + 9)2/’?{}?‘/’ k+ 9) F Yt kak (0 +6.u),

\ '\0 P 7 Py | ¢ { 3
(2.3.3) M, =M, + M, P+ MM, 4 SJ‘m ’/’zk‘*“m‘ A{!l/)kz_{—Tzk (6, 46,

\ \0 g : \ \ f, |
<234) S“Dtkiz 9)Lki_l—““ ktk ¢t/e+mt/:5“(/)/e +m kl’wlk_l— mlkl Vi +T/e1 ( i T (SA‘J') 2

(2'35) Tzk + Ttk Pir + Ttk Pri + le Yir + Tzk y)kl lllck(ézk -+ (Slu)

(236) ) Tkz Tkz + Tkz Pir +Tkl Pre + Tk: wlk + Tlu wlz /'u (azk + (3,”)

Dalszym wiec zadaniem bedzie wyznaczenie wielkosci Mf,f", v, le-
zgcych ponad linig schodkowa we wzorach (2.3). Rozwiazanie  tego trzy-
- krotnie statycznie niewyznaczalnego zadania nastapi metodg sit.

Wychodzimy z zasady prac wirtualnych przy wariacji stanu naprq-
Zenia.

Rozwazmy dwa stany: stan odksztalcen, wywolany obcigzeniem ze-
wnetrznym ukladu, osiadaniami i obrotami podpér oraz wzrostem tempe-
ratury (wzrost liczony w stosunku do temperatury montazowej preta),
oraz stan obciazen wirtualnych, K, bedacy w rownowadze zZ reakcgaml
podporowymi przezen wywoltanymi, D. ‘

Réwnanie prac wirtualnych przyjmuje tu postaé

(2.4) SKo+2Dd=[(Mdp+Mdy+Tdh).

Tutaj d oznaczaja rzuty przesunie¢ na kierunek dziatania sit Kw punk-
- tach zaczepienia tych sil, A rzuty przesunie¢ podpor preta na kierunek
dzialania reakcji D, d¢ jest obrotem, d skreceniem, a dh przesunigciem
przekroju preta wywolanym obcigzeniem zewnetrznym. Wreszeie M, W i T
sg wielkosciami statycznymi wywolanymi obcigZeniem ertualnym K.

Z, wytrzymatosci materiatéw wiadomo, ze

M & _n T
(2.5) dqn-—(—E-ﬁ—l—At—h—)ds, dy=ggds, dh= kGAds

Tutaj M, M i T sg sitami przekroju wywolanymi obcigzeniem zewnetrz-
nym, E modulem sprezystosci, G modutem odksztalcenia postaciowego,
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I momentem bezwladno$ci wzgledem gltéwnej poziomej osi bezwiladnosci
a-a przekroju, A polem przekroju preta oraz C wielkoscia (w cm?) za-
lezna od ksztattu przekroju.

Iloczyn EI nazywamy sztywnoécig na zginanie, GC sztywnosScig na
skrecanie, a G A/k sztywnoscia na $cinanie;. wielko$¢ k charakteryzuje
ksztait przekroju.

/

,

15

A
i

i
’/ \ -

V’(/ \:J ml a L/ ;.\/71 ?ﬁﬁli‘i
l Vi i e : Lr*/ ’. T »l»;_,_ T
] A i I R
et — (5 (5 —1 b b — (5 —
Rys. b

Wielkosei M, M i T, sktadowe wypadkowe] stanu naprezen, zwigzane
sg z naprezeniami normalnymi-o. i tngeymi ., oraz 7.y nastepujgcymi za-
leznosciami:

M= [o,zdA,
4
(2.6) 9‘)? :-;{(szy_'ﬂxy Z)dA,
T— [z.dA.
A

. j
Wystepujaca we wzorze (2.5) wielko$é Jh__
At jest réznicg temperatur w skrajnych
widknach preta. Zatem At=t,—t,,
gdzie t, jest temperatura w goérnym
wioknie, a t;, w dolnym wildknie preta. s v

Ogolnie jest t(2) =t,+(4t/h)z, gdzie % ,

t, jest temperaturg na osi gléwnej bez- g Ty
wiladno$ci a-a preta. W naszych roz- :
wazaniach nie bedziemy omawiali wpty-
wu jednostajnego wzrostu temperatury. - K
t,; wywotuje on sity tngce i podituzne ;S "
T i N’, o wektorach lezacych w plasz- e
czyznie ukladu, oraz momenty M’', o wektorach prostopadtych do plasz-
czyzny ukiadu. Mamy tu do czynienia- z rama plaskg, a nie z rusztem.
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Oznaczmy nadliczbowe naszego trzykrotnie niewyznaczalnego ukladu
przez X, X, i X,.

Wielkosci statyczne M, M i T sg funkcjami obcigzenia zewnetrznego
i nadliczbowych statycznych

2.7 S=[S] + X, S, + X, 8 + X, S, (S =M, W, T).

Tutaj [S] jest wielko$ciag w ukladzie podstawowym statycznie wyzna-
czalnym, wywolang obciazeniem zewnetrznym, a S; jest wielkoscig sta-
tyczng, wywolang w ukladzie podstawowym stanem X;=1(i=1,2,3).

Jezeli jako obciazenie wirtualne przyja¢ kolejne stany Xi=1(i=1,2,3),
to w mysl zwigzku (2.4) otrzymamy

(2.8) L6+ 2D A=[(Mdp+W,dy+T,dh) (i=1,2,3).

s

Zwazywszy, ze 1; 6= 0, gdyz wzgledne przesunigcia przekrojow
w kierunku dziatania X; s réwne zeru, otrzymamy ukiad trzech réwnan

(2.9) IDi A= (Midg+Didy+Tidh) (=1,2,3).

s

Wstaw1a3ac do zwiazkow (2.9) zaleznosm (2.5) i (2.7) otrzymamy uktad
réwnan

(210) 2 D; A ! 6[0 +X151;I+ X?. 61'2 SF Xs 61’3 (221; 2$ 3; ---) »

gdzie _ : :
My , 2l T
N,
16, f(M, ar GA) ds,
: - (L,k=1,2,3).

2.10.1
{ ‘ ) IM;

| |6fo=f(IM]%+[aJtl(;c+k[ IGA)ds,

Wielkosci nadliczbowych przyjmowaé bedziemy w ten sposéb, aby
otrzymaé uktad trzech réwnan o jednej tylko niewiadomej w kazdym
rownaniu:

(2.11) L= di0+ Xi disy Li=2XD: 4 , (i=1,2,3).

Taka posta¢ réwnan otrzymamy umieszczajac nadliczbowe w biegu-
nie sprezystym ukladu. Niech ukladem podstawowym, statycznie wy-
znaczalnym, beda dwa wsporniki (rys. 7). Nadliczbowe, site pionowa X,
oraz momenty X, i X; zaczepiamy na koncach nieskonczenie sztywnych
ramion, lgczacych biegun sprezysty 0 z przekrojem B. Wspélrzedne bie-
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guna x,, Y, oraz kat f zawarty miedzy kierunkami dziatania momentow
X, i X, dobieramy tak, aby w ukladzie réwnan (2.10) znikaly wielkoS$ci
5127 613 1 623'

AY

k y,
“ Ay

=o0 |
B Xy |
x|
|
X, 5 [
T |
|
x|
Xo l
L
|
L k
4 : f

A

Rys. 7
Zadamy zatem, aby
(2.12) E 160 = [ (M Mxds + D Meds” +TiTpds™) =0
(Gl=1,2,3 TJ+#4.
Tutaj
/__:I_L' II_EIL‘ /n_EIL‘
ds—-Ids, ds ——chs, ds —GAkds.

Wielkos¢ EI. jest dowolnie przyjeta sztywnoscig zginaﬁia. Stanom
X, =1, X,=11i X, =1 odpowiadaja nastepujace wielkosci statyczne:

M, = — (x;—x)cosa— (y,— ) sina =X cosa -+ Y sin a,

M, =—(xy;—x)sina + (y,— y) cosa = X sina—Y cosa, '
(2.13) My =cos (a+p), M;=cosa, My==sin(a+p),

M, =sina, T,=1, T,=0, Ty=0.

Zauwazmy, ze ostatni czlon pod znakiem catki (2.12) znika, ‘gdyz ,
Ty = Ty = 0. ‘ :
Z, warunku 0,3 =0 otrzymamy

fsin 2 a (ds"— ds”’)
cos®ads’ +sin®ads”)

(2.14) ctgh=gr
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Z warunku d;, =0 znajdziemy

(2.15) y :fy[éinacos(a+/3)ds'——cos‘asin(a-g_ﬂ)ds"] .
*™ f[sin a cos (a+p) ds’— cos asin (a+f)ds”]

__Jx[cosacos(atp)ds’+sinasin(a+p) ds”]
[[sin a cos (a+p) ds’— cos a sin (a+p) ds”]

Wreszcie z zaléznoSci 6,3, =0 otrzymamy

2.16) ¢ _fac(cos ads’+sin® ads”) + [y sin 2a(ds’ -—ds”)
( ) RELE gﬂ - J(cos®ads’+ sm 2ads’)

Znajac parametry x,, ¥, i p’ wystepujace w zwigzkach (2.13) Iatwo wy-
znaczy¢ wielkosci i oraz dii 28 WZOrow

|EL 6;0=f(M, [M] ds’+ M, [(M] ds”+ T: [T] ds”™ + M, i e ds),
(2.17)
El 6i= | (Mids'+ Mids”+ Tids")
(i=1,2,3)

W powyzszych wzorach mozna pomingé wplyw sit tngeych na wielkoSci
80 oraz d; jako maly w porownaniu z wplywem momentow.

Nalezy jeszcze wyznaczy¢ Wplyw ‘przemieszezen weztow na stan na- -
prezenia preta.

Na rysunku 8a przedstawiono stan przemieszczen weziow, a na rys.
8b, 8¢ i 8d sily brzegowe wywolane stanami X, =1, .= i X, =1
w uktadzie podstawowym statycznie wyznaczalnym.

Rozwazmy stan X, = 1. Praca wirtualna sit brzegowych, wywotanych
stanem X, = 1, na rzeczywistych przemieszczeniach weziow da]e

(2.18.1) L= XD, A =1 8in+0w) —T1cipn—1c ori+1diypin —1dk vpk,- 2
Analogicznie dla stanu X, = 1 znajdziemy

(2.18.2) L, = X D, A=1 cos (aix+P) pie— 1 cos (ari+p) grr —

—1 sin (air+p) Piet1 sin (agi+B) pui -
Wreszcie dla stanu X, = 1 otrzymamy
(2.18.3) Ly,=2% 53 A =1 cos air (pik—-—T COS Qi Pri— 1 sin aiz Yik +1 sin ari Yhi +
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Znajomos$é elementdéw L;, & oraz i pozwala wyznaczy¢ nadliczbowe X;.
Otrzymujemy je ze wzoru

_ 6w L

(2.19) X, = 4+ = X0+ X1 (i=1,2,3).

0 i (51'1'

T sinayy
Rys. 8
Znajac wartosci nadliczbowych przystapi¢ mozna do wyprowadzenia

wzoréw transformacyjnych (2.7), ktére wypisujemy dla przekrojéw przy-
weztowych i oraz k.
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Korzystajge z brzegowych wielkoSci statycznych, wywolanych sta-
nami X, =1, X,=11 X,=1 (rys. 8a, 8b, 8¢), oraz majac na uwadze
dodatnie kierunki sit przyweztowych wedlug rys. 3 piszemy

(2.20)

Jezeli do
po prostych
gicznej

(2.21)

T

Tik =

M = — X, ¢i + X, cos (am + ) + X, cos am + [Mul ,
Mpi = — X, cr— X, cos (api + ) — X, cos api + [Mai] ,
Mip= X, di — X, sin (an + ) — X, sinam + [Mau],
My =— X, ds + Xa sin (st + B) + X, sin s+ W],
Tie =X, + 1Tl

Tri= Xy + [Twi] .

powyzszych wzoréw wstawi¢ wielkoSci X; ze wzoru (2.19), to
przeksztalceniach uzyskamy wzory (2.20) w postaci analo-

do (2.3):

Mir = M + Wik @ik + Wik Qri — ik Pire + ik Wri — win (Bin + Oni),
My == My + Uik Pir & pii Qri — Vi Wi + Vei Whi — Wri (0ir + Ori),
M == NG — vir pie — wie i + Koir wie — Kir pai + Teir (0ir + Ori),

M =MPs + s @ik + Vri Qri — Kir wir - Teri wri — Kii (8ir + Ori),

iy~ Wi i — phi Qri + Kir pie — ki Yri + pik (Oin + ki),

T(l)ci - M;k Qik — ,u;zi Pri + k;k Wip = k?ci Whi P ,u:;e (5ik S Ori).

Tutaj przyjeto nastepujgce oznaczenia:

o cos® (a,, + B) 005" o,
Mg =5 S + 5
11 22 35 i
- cicr cos (air + f) cos (ari + f) COS dix COS ;i
Wi = —g— o - 5 ’
61’1 22 33
c;d; cos(aix + B) sin (o 4+ B) |, cos aix Sin air
(2.22) _'Vik == - 7]'" ( : 6) ( = ﬁ + ’6 . ]
611 622 33
_ ced;  cos (e + p) sin (amx - f) COS ay; Sin ak
Pie— e - 3
011 29 33
5 cide | cos(air+ p) sin (ari + p) COS ar Sin o
Vri = = = ;
511 522 6“
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Hip =— ’
0yq
4 Ch_
ki ’
014

e - cos? (a,; + p) . cos® ay,;

M= 32 T
crdy cos (ari + B) sin (ari+B) COS ari Sin ag;
Vi = — LSmeAT R o el
011 Osp ! g3
(2.22)
d:; sin? (aik + ﬂ) sin? air
kip=—r + — —" f ——>
* 611 622 633
oy i s sin® (ax: + p) n sz i
6.1] 622 633
T e didp i sin (air =+ B) sin (ar: + p) n sin aixsin agi ’
011 : Oag (533 -
] di 7 dk no__ _}~
klk === (511 ’ . kkt = o y Mip = (311 e

Wielko$ci MY, , MY, ,..., otrzymamy ze wzorbw (2.20) wstawiajac za-
miast wielko$ei X, X, i X,, wielkosci X1,0, Xo,0, Xs,0.

Réwnania transformacyjne (2.21) mieszcza w sobie szereg przypadkéw
szezegOlnych. Rozwazmy przypadek preta i-k z przegubem w punkcie B,
w ktérym Mp=Np=0. Jedyna nadliczbows jest sila X, dzialajaca
w punkcie B. W réwnaniach (2.20) nalezy postawi¢ X, = X, = 0. Stuszne
pozostang wzory (2.21), je§li we wspélczynnikach wyrazonych wzorami
(2.22) przyjaé

622=OO, (533.:()0.

Réwniez w przypadku preta zakrzywionego w planie, z przegubem
w punkcie i, postuzy¢ sie mozna wzorami (2.21) odpowiednio je prze-
ksztatcajac.

W przegubie i jest My=0 oraz M;=0. Z pierwszego i trzeciego
réwnania (2.21) wyznaczymy, rozwigzujagc uklad tych dwu réwnan,
‘wielkosci @ir 1 wir. Wstawimy je nastepnie do pozostalych wzoréw gru-
py (2.21).
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Otrzymamy uklad réownan
Mir =0,

My = M+ Pki Pri + Vii Pri— pthi (Bin ~ Oni) »
Mi=0,

(2.23) S
Mpi = Mpi + vis pri + Kriwne— K ki (8 + Sr:) »
Tip = T — Wi i — Khi ri it (Sir + Ori) s
T = Thi— pihi Qri— Khi wri + pik (Oir + Ori) -
Tutaj MY, M9, .., sa sitami przywezlowymi wezla k w ukladzie
podstawowym jednokrotnie statycznie niewyznaczalnym (pret i-k wedtug
rys. 10); wielkosei pri, vri... posiadajg odmienng postaé, niz to wynika ze

wzorédw (2.22). Zreszta latwo je wyznaczyé, jesli punkt B z rys. 9 prze-
nie$¢ do punktu i. W punkcie tym umieszczamy jedyng nadliczbowsg X,.
Poniewaz x,=1y,==0 i ¢c;=d;=0, wiec otrzymamy

5 .
Ck crdr

»
11 61]

Rys. 10

Wielkosei M9, MY, .., otrzymamy ze wzoréw (2.20) kiadac tam
X, = X, = 0 oraz wstawiajagc X1 = Xi,0= — 610/011 -

Znaczne uproszczenie wzoréw transformacyjnych (2.21) uzyskamy
w przypadku symetrycznej postaci preta i-k (rys. 11)." Ze wzoru (2.14)
" odczytamy (przy zalozeniu symetrycznego ksztaltu oraz symetrycznej
~ zmiennos$ci przekrojow preta), ze ctg p= 0. Wynika to stad, ze funkcja
sin 2a jest antymetryczna, a funkcje I.E/GC i I./I sa symetryczne. Zatem

(2.24) fsin 2a(ds—ds")=0
B=m/2.
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Wstawiajac g =x/2 do wzoru (2.16) otrzymamy

(2.16.1)

x():

Jx(cos®ads’ + sin®ads”) 1

Ze wzoru (2.15) znajdziemy

(2.16.2) y,=

[y (sin® ads + cos®*ads”)

[ (cos? ads’ + sin® ads’)

+

Jxsinacosa(ds’—ds")

[(sin? ad s’ + cos®ads”)

Stany X,, X, i X, w.ywoluja‘ powstanie nastepujacych wielkosci statycz-

nych:
M,=ZXcosa+Y
M, = —sina,
M, == cos a,

Stany X,

sina,

Xsma—Ycosa, T,=1,
- T2=05
TBZO)

=11 X, =1 daja antymetryczne wykresy momentéw zgina-

jacych oraz syrnetryczne wykresy momentéw skrecajgcych. Stan X, = 1

iy
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Mamy tu
c¢?  sinaix , cos? ai
ik = Upi= 1 + , Wi
MG PR Bos P
cos® air . sin® air  —
kir=—kpi—=—
. ik RIT— (511+ 60 + 533 3
(2.25) _
- cd 1 1 1 -
e e ; ol k;
Vik 5., 2sm2ak(522+533), ik ==
/ 7 c 0 1 I
ik == Uk = T il == ¢ . [
ik Miki 511 i 611 Rik

ik ==

daje symetryczng posta¢ momen-
tow zginajgcych, a antymetrycz-
na momentéw skrecajacych.
Wobec tego, ze dla preta
symetrycznego jest

Civzclz:C,
di=d/g=d,
api = 27— aip ,

liczba wépélczynnikéw WZOrow
transformacyjnych zmniejsza sie
z pietnastu do dziewieciu.

Lt
Sue O’

cd 1
= pp=————5In 2 azp

(5 14 2
L 4 sin? a;g - cos® ai
)
6 11 622 633
d“ + COS2 aik . sin? ik
6 4 622 633 '
d
’
=Kei=7—,"
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W przypadku preta symetrycznego z przegubem w punkeie i (M:» =

postuzy¢ sie mozna wzorami (2.24).
Crp— dk=0.

Z preta zakrzywionego symetrycz-
nego bez trudu przejdziemy do preta
prostego. W tym przypadku mamy

x, =12,

y():O: aik:oa

or=2m, c=1/2, d=0.
Stany X, =1, X,=1"'1 X;=1

wywoluja pojawienie sie nastepujg-

Me=0)
We wzorach tych wstawi¢ nalezy

O]~

cych wielko$ei statycznych: Rys. 12
M, =—(/2—2x), M, =0, TN=="1¥
M2:O, 9)6221, T2:0,
M,=1, My =0, Ty=0,

Wspolczynmkl rownan transformacyjnych (2 25) zmniejszajg sig tu

z liczby dziewieciu do pieciu.

Otrzymamy
»ir=20, vir =0,
c? 1 _ c? 1
,Mlk-—a—;‘l‘g;, sz——an F

’ { r c
kir=20, ;ci/e—fg;,

= 1 L
kzk—ktk——"a';;, ,U«tk—all-

Zwazywszy, ze dla preta o stalym przekroju jest

314~

1
1
(2.26) — fl ol
"
Ggy = ﬁfl de=
0

B
Iz =19F1’

)
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wypiszemy réwnania transformacyjne w postaci znanej ze statyki ukla-

déw ramowych

(2.27)

3
Mir =M% + —2—-15—1 [2@ir + @ri—— (0ir + Ori)],

l
2E1

)
Mui=Mpy + 1 [ir + 2 @ri — = (Sir + Ori)] ,

l

1 3 GC
My = My + - (pir — pri),

. . GC
M pi = 15 - e (pie — wri),

6EI

2
Tin =T — [pir + gri—- (Sir + Sri)],

1
6EI

- 2
Thi = Thi — Nin [@ir + @i — — (Bir + Ori)].

l

W przypadku preta prostego z przegubem w wezle i (M, =0, M, =0) jedy-
. na nadliczbowa bedzie X, dzialajgca w przegubie i. Mamy tu x,=01i c=1.

Roéwnania transformacyjne przyjmujg znang postaé

(2.28) il
; : 3EI 1,
M = MY +—l— [Wki__l“(az'k+ O]

i podobnie dalsze réwnania.

Pret prosty i pret kolowy sa
elementami, ktére najczesciej wy-
stepuja w uktadach rusztowych.'
Zajmiemy sie nieco szczegoélowiej
pretem kolowym o staltym prze-

Rys. 13

Dalej mamy ze wzoréw

kroju. '
Z rysunku 13 odczytamy

X =rsing, Y =r(cosg—1),
9=cosg,+e, yY,=er,
c=r(1—39)=4r.

[M;=ZXcosp—Ysinp=rdsing,

I9)?1—————Xsinzp-—Y.compz——'r(ﬂCOS(p—l),
(2.29) . : )
M,=singp, M, =cosgp, My =cos g, My, =—sing,
T, =1, Ty, 7.0,
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Z warunku

. EI
61 =J (M1, M, + o 0, M) ds =0 e=GC'
otrzymamy c=_gr,

gdzie

. 4 o sin g,
2.30 =1 — . .
( ) 4 2¢,(1+p0) +(e—1)sin2¢,

Ze wzoréw (2.10.1) obliczymy

EI8;, =201 [p,—(1—p)sing,],

(2.31) E1522=%[2%(1+e)+(e—1)sinz%],

lEIsza:%[z%(l+9)+(1_9)Sin29”0] .

Znajomo$é wielkosci d::(i=1,2,3)
pozwoli na wyznaczenie wsp6étczyn-
nikoéw s, fhik, ... na podstawie wzo-
réow (2.25).

Poniewaz dla symetrycznego ob-
cigzenia preta kolowego w ukladzie
podstawowym momenty zginajace
maja wykresy symetryczne, a mo-
menty skrecajace wykresy anty-
metryczne, zatem Xj0=X20=0
i X305 0; jedyng nadliczbowg jest
moment skrecajacy na osi symetrii
preta.

Dla jednostajnie roztozonego obcigzenia p wzdtuz tuku preta mamy

. Rys. 14

(2.32) [M] =—pr?(1 —cos q?), [IM] = pr?(p—sing).

Nadliczbowag X0 wyznaczymy ze wzoru

T
A

1gdzie
830 =J (1] My + ¢ [I] My) ds =

90
=_2pr4f[ﬂsin(p(1——00'srp) 4+ 0(1 — 9 cosp) (p—sing)| do.
0
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Po wykonaniu catkowania i dluzszych uproszczeniach znajdziemy

o, (14 o) (4 sing,— 2 p,)—4 o @, cos g, + (0 — 1) sin 2 ¢,
233 Xgo=mpr" — o .
(2:33) e 2(1+0) go— (g —1)sin 2 ¢

W przypadku szczegblnym ¢, = n/2 (pb6ikole) Xs0 jest niezalezne od o :
Xzo=1p1* (i—l) :
14

Wielkosci statyczne otrzymémy ze wzoréow (2.13):
M = [M] 4+ Xsocosa==[M] + X3ocos ¢,
(2.34) M = [M] + Xs0sina=[M] — Xz0sineg,
T=—opre.

Rys. 15

Dla ¢, =7/2 znajdziemy

M=~pr2(1—;co§¢)+prz<%——l) cos g,

M= pr*(p—sing) —pr? (%-—1) sing.
Dalej ze Wzoréw | (2.34) otrzyrnuj:emy
M}, = — M}, = —pr?,
(2.35) ey =M =pr® (;‘ — %) :

o _pram
T?h __T[f)ei— 9

Dla sity skupionej P dzialajacej w polowie rozpietosci preta mamy
X1,0=0, Xo0=01 X30~0. .

164 -



Otrzymamy tu

2 o (cos gy — 1) -+ (0 — 1) sin? g,
2.36 Xs,0=— Pr- 2 )
24/ 30 ' 2(0+1)p,—(e—1)sin2¢,

~Na odcinku C-k tuku jest

M :——lzirsinqv + X3ocosg,

M — f;—” (1— cos ¢) — Xaosin p.
Dla ¢, =m/2 jest

Xzo=—, . M=———Pl(sinzp———2—cos ),
2 7T

, Pr 2
)L I — )
{ 5 ( —cosg nsmq:)

w, =2 e —~ﬂ(1-—3—),

ki 2 7T

Rys. 16
T‘,’u. =—P/2.

W powyzszych rozwazaniach przyjmowaliémy w obrebie preta dodatnie
kierunki wielkosci statycznych zgodnie z umowsa stosowang w statyce
dzwigaréw zalamanych w . planie. Dodatnie kierunki tych wielkosci przed-
stawiono na rys. 17.

Rys. 17 Rys. 18

Przejdzmy teraz do wyznaczenia sit w dowolnym przekroju preta mie-
dzy weztami i-k. :
 Zaldzmy, ze z rozwigzania réwnan kanonicznych, wypisanych dla rusztu,
uzyskalismy skladowe stanu przemieszezen preta i-k. Wyznaczyé nalezy
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wielko$ci M, M i T w dowolnym przekroju preta i-k miedzy wezltami i-k.
Tok postepowania jest nastepujacy. Wyliczamy ze wzoréw (2.18.1)-(2.18.3) ¢
wielkogei L;, a ze wzoréw (2.19) nadliczbowe X;. Wreszcie ze wzoru (2.7)
wyznaczamy zadane wielko$ci statyczne. Mozna postuzyé¢ sie réwniez inng
droga. Ze wzoréw (2.21) wyznaczymy sity przyweztowe e, M 1 Tir.
Traktujemy je jako obcigzenie wspornika i-k, utwierdzonego w wezle k.
Wielkosci statyczne w przekroju a-a, to jest wielkosei M., M, i T., uzy-
skamy z trzech réwnan réwnowagi wypisanych dla preta i-A (rys. 18).

Przesuniecia, obroty i skrecenia poszczegolnych przekrojow preta w do-
wolnym przekroju a-o znajdziemy ze wzoru (2.4) przyjmujac jako obcigze-
nie wirtualne silte K=1, skierowang wzdhiz poszukiwanego przemie-
szeczenia.

3. Roéwnania kanoniczne

Rozwazmy wezet i rusztu. W wezle tym zbiega sie n pretow. Stan
przemieszczenia wezla jest scharakteryzowany trzema wielkoSciami: prze-
sunieciem J;, prostopadlym do plaszezyzny ukladu, oraz sktadowymi obrotu,
katami @; i ., o wektorach lezacych w plaszezyznie xy. Kierunki dzialania

I . Rys. 19

nadliczbowych ¢; oraz y; dobieramy w zaleznosci od typu ukladu w spo-
s6b najrozmaitszy. Na rysunku 19 podano stan najogélniejszy, kiedy kie-
runki dziatania nadliczbowych ¢; i @r oraz w; i yr nie sa do siebie. réwno-
‘legle. Brzegowe wartosci przemieszczen preta i-k zwigzane sg z nadliczbo-
wymi nastepujacymi zwigzkamsi :

’

@ik = ;i Sin i + @i cos fir, ,
(3.1.1) : dix = — 0;,

Wik = ; COS Pir — g; sin Pix,

@ri ==y Sin Bri + @r cos Pri,
(3.1.2) ; Opi=0n.
, Whi == Yk COS Pri — @r SN Pr; .
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Wytnijmy wezet i przekrojem o-a. Na wezel ten dziata¢ bedg sily
przyweztowe oraz obcigzenie zewnetrzne dzialajgce bezposrednio na wezel
Na rysunku 20 przedstawiono sity ‘
przyweztowe preta i-k w przekroju do- |
konanym nieskonczenie blisko wezta i.
Sity przywezltowe. Mir, Wi i Ty dzia-
laja z odwrotnymi kierunkami na we-
zel. Rzuty tych sit na kierunki wek-
toréw @i, i 1 2 oznaczmy przez M.:,

Mq,[ i Tik .
Tutaj
(3.2) {MM ==— M;. sin Bir — Mix cos Bir ,
M i =— Mir cos Bir 4+ Mg sin Pir.

Niech na wezel dzialajg - obcigzenia
bezposrednie, moment M; oraz silta
" pionhowa P;.

' Réwnania réwnowagi qula i przy
uwzglednieniu sit brzegowych wszyst-.
kich pretow zbiegajacych sie w wezle
i obcigzenia bezposrednio dzialajacego
na wezel przyjmuja postac

Rys. 20

M; cos yi— X (Mir cos Bir — Mik sin fix) =0,
(3.3) M;sin y;— X (Mirsin fir + Mix cos Bix) =0, '
Pl + 2 le = 0

Jezeli do réwnan (3.3) Wstaw1my sity przyweztowe ze wzoréw transfor-
macyjnych (2.21), a dalej postuzymy sie wzorami (3.1.1) i (3.1.2), to uzyskamy
uktad réwnan kanonicznych metody odksztaicenn typu

Qi Au -+ 2_, (P/e At?k o Wi B} oz 2_, Yr Bix + d: C'f' 1= 2 Or C'tr?k + mio =0,

(3.4) | g Al + Sor Al + i B+ 3 e Bl + 6:Ch + 3 6. Ch + mu =0,
\

@i Al + 3 i Ak ++ i Bii + Xy Bix + 6 Cii+ 36, Ch + 10 = 0.

We wzorach tych Ajf; oznacza sume rzutéw wektor6w momentow przywe-
zlowych wezla i na kierunek wektora ¢;, powstatych w ukiadzie podstawowym
geometrycznie wyznaczalnym pod wplywem stanu @:i=1; Afe jest sumg
rzutéw momentéw przyweztowych na kierunek wektora ¢:, wywolanych
stanem ¢, =1, wreszcie mi jest Suma rzutéw wektor6w momentéw przy-
wezltowych wezla i na kierunek dzialania wektora ¢;, wywolanych w ukla-
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dzie podstawowym stanem obcigzen zewnetrznych. Podobne znaczenie majg
inne wielkoSci wystepujace we wzorach (3.5). )

Z twierdzenia o wzajemnosci reakcji wynika, ze

Ai=B};, Ch=Ak,  Ch=Bij.

Na podstawie tego twierdzenia wykaza¢é mozna, ze uklad réwnan kanoni-
cznych (3.5) wypisanych dla wszystkich weztéw swobodnych bedzie uktadem
rownan o macierzy symetrycznej (wzgledem gléwnej przekatnej).

Réwnania (3.5) podane tu w postaci najogélniejszej i dla dowolnego
ksztattu pretéw dadzg sie znacznie uprosci¢c w przypadku ukitadéw ruszto-
wych regularnych, jak ruszty o siatce pretowej ortogonalnej, belki zalamane
w planie, belki pierscieniowe itd.

4. Belki ciagle zalamane i zakrzywione w planie

Rozpatrzmy uktad pretéw przedstawiony na rys. 21. Prety polaczone
sg ze sobg sztywnymi wezlami stanowigcymi jednoczesnie podpory belki.
Nadliczbowe przyjeto tak, aby kierunki ich dzialania pokrywaly sie z kie-
runkami stycznych i normalnych do osi pretéw w weztach..

Na rysunku 21 przedstawiono sity przywezlowe oraz wielko$ci M;
i M;, tj. skladowe momentu skupionego, dzialajagcego jako obecigzenie ze-
wnetrzne bezpoSrednio na wezel. Zréwnowazenie wezta i prowadzi do rownan

M;r + M;jcosy; — *).Tt,-jsin pi—M;=0,
(4.1) Vi = dij — G .
M+ Myjsin y; + My cos ye— My =0,
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Jezeli do wzoréw (4.1) wstawimy momenty przywezlowe z réwnan trans-
formacyjnych (2.21), a ponadto skorzystamy ze zwigzk6w

Yik == @i, Yie =1i, Pii=Qj, . Yii =i,

(4.2) Pri = Qr COSYe+yr Sinyr,  wri==— pr SIn yr 4y cos yk ,
@ij = @i COSy; Ty sinyi, i =— @ siny; +y; cosy: ,

to otrzymamy ukiad réwnan o nadliczbowych geometrycznych ¢ i w:

(4.3.1) ¢ le;m;—eiv,) +o, [y -|— B uytkyei— 20,802, ]+
+q’k [—llzik 8_,‘2———;)_”3 ] w/(vzj i k_/l 81) ['Vik_—-vij (EZL—— S?)+ .

+ (kij_ﬂij) 'ngi] — e [V & — 8] + My, + M:j € u g—M,~=U,

(4.3.2) qJJ(,u,je + ve) — o, [y + (ky— ) 8,8+ v, (63— 8] +
+ @ (kik & Vip &) — Yy (ka i ij "31') + [Mij &f+ 2 7T & +
+ k& + Kyl — v, (km &y vy e) + Mg WO + MO &;— M,
W powyzszych wzorach oznaczono dla krotkoSci &, =siny; oraz e;=cosy;.
Réwnania (4.3) mozna znacznie uproéci¢ dla pewnych typéw belek cigglych.

‘ Zalézmy, ze wszystkie katy y sa rowne zeru; prety maja wtedy wspoélne
styczne w weztach. Z réwnan (4.3) otrzymamy

(4.4.1) T‘ij P; + @, (e, + /«‘ij) T B 71‘;‘ Wi~ (W 1’ij) G
| | +vlkwk+Mzk+M?j—Mi=0’

(44.2) » Vi®— P (P ij) — Vi Py —ijk:i + (kij g kik)_
‘ —Pypless + MY, - -‘))I‘i’j — M, =0.
W przypadku szczegblnym jednakowych przesel i pretéw o jednako-
wych wiasnodciach geometrycznych i symetrycznych otrzymamy dalsze

uproszczenia wzoréw (4.4). Poniewaz w tym przypadku wspétczynniki przy
niewiadomych nie zalezg od wskaznikéw wezlow, to uzyskamy

(45.1)  pe F2pu0, 4w, —v(y—w,) + My 4+ M) — M, =0,

(45.2)  V(p—g)—ky,+2 ky, — Ty, + MY, + MY, — M, =0.
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Zauwazmy jeszcze, ze w rOwnaniach (4.4) otrzymamy dalsze uprosz-
czenia w przypadku v = 0. Odpowiada to przypadkowi belki ciaglej o pretach
prostych |patrz wzory (2.26)].
Otrzymamy wowczas dwa nie-
zalezne od siebie uktady rownan
tréjeztonowych jako znane réw-
nania belek cigglych.

Dla belki cigglej zalamanej
w planie uklad réwnan (4.3.1)
Rys. 22 i (4.3.2) przechodzi w

Vi K Y

(46,'1) qj';i ‘EU + Pi [ (‘u” Hy = luzk) = kzj & ] o Pr f"zk Sk + 1/}_1 i €
—, [kﬂ 25, &:2; + vy, By & + MOy, + M 5, — MY g, —M,=0.

(46.2) o, e,—y U:{ij— 2w e e+ o, k:‘k &y — ;€ Eji +
+u, (2%, 2+ Ky, + k62—, Koy 8, + M8 + MY, + MY e, — M, =0

Tutaj przyjeto wedtug wzoréw (2.27) pir =2 .

Dla belek ciagtych zalamanych w planie (jednakowe przesta i przekroje
belek oraz jednakowe katy y w wezlach) otrzymamy dalsze uproszczenia -
polegajace na tym, ze wspolczynmkl przy niewiadomych nie zalezg od
numeracji wezlow: i

ﬁij Zﬁjk N kij—: kik, ey EITTERT=EITT L=, E[=§k=T€j= =

Poniewaz w réwnaniach (4.3) - (4.6) wielkoSci ¢ i.y wystepujg w postaci
tréjeztonowej, to sposéb rozwiazania tych uktadéw réwnan najwygodniej
doprowadzi¢ do algorytmu rozwigzania dwu ukladéw rownan tréjeziono-
wych, zawierajgcych jedynie nadliczbowe ¢ lub w.

Postugiwaé sie bedziemy ukladem podstawowym geometrycznie niewy-
znaczalnym. Ukladem tym niech bedzie belka ciggla, zakrzywiona lub za-
tamana w planie, o tak skonstruowanych wezlach, aby wielkosci » we
wszystkich wezlach byly réwne zeru. Przy n wezlach swobodnych uktad
jest n-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

W tym wukladzie podstawowym wykonujemy nastepujace dziatania.

(a) W ukladzie réwnan (4.3.1)-(4.6.1) zakladamy

'l/.)l———w:‘:...:’lpk:...:'l/)/lzo.

Pozostaje wowcezas uklad réwnan tréjcztonowy. Rozwigzanie tego ukla-
du daje katy @io (1—~1 2,...,n) wywolane dzialaniem obcigzen zewnetrz-
nych na uklad.
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(b) Niech w ukladzie podstawowym dziala stan 3, = 1. W réwnaniach
(4.3.1) - (4.6.1) nalezy przyréwnaé¢ do zera czlony pochodzgce od obcigzenia
zewne;trznego a z wystepujacych w tych réwnaniach katéw yp zachowaé nale-
- zy jedynie kat .. Rozwigzanie ukladu réwnan daje katy pi, (i=132,...,n).
Powyzsze dziatanie powtarzamy kolejno dla stanéw y,=1 (r=1, 2, ..., n).
Przy wyznaczaniu wartoSci ¢, wygodnie tu bedz1e postuzyé 51e macierza
uktadu réwnan tréjeztonowych.
(c) Wyznaczamy w uktadzie podstawowym momenty przyweziowe, wy-
wolane obcigzeniem zewnetrznym oraz stanem y,=1 (r=1,2,...,n).
(d) Ustawiamy uklad réwnan

4.7) a([}.‘) p,+ aly, + ¢l p, + ol =10 (i=1,2,..,n).

Tutaj af.;.‘) oznacza sume rzutow momentéw przyweziowych wezta i,
obliczonych w p. (c), na kierunek dziatania nadliczbowej p:;. Momenty te
wywolane sg w ukladzie podstawowym niewyznaczalnym stanem ;= 1.

Wielkos¢ a%) jest sumg rzutéw momentéw przyweztowych wezla i na
kierunek dziatania nadliczbowej y;, wywolanych w ukladzie podstawowym
dzialaniem obcigzenia zewnetrznego.

Rozvviaéuja‘c uktad rownan (4.7) otrzymamy nadliczbowe ; (i=1,2, ..., 7).
"Katy ¢; uzyskamy z nastepujgcego wzoru superpozycyjnego

n
Wi:fpi,0+2fpi,rwi ‘ (i=1,2,..,n).

r=1

Rozwiazanie ukladu réwnan omdwionych w p. (a) i (b) oraz réwnan
(4.7) nastapi¢ moze réwniez metods kolejnych przyblizen (metoda Crossa),
ktora do tego celu nadaje sie bardzo dobrze.

Zajmijmy sig szczegélnym przypadkiem belki ciaglej zakrzywionej,
mianowicie belka pierécieniows o jednakowych przestach obcigzonych
w spos6b jednakowy (cykliczna symetria obciazen). Zalézmy, ze na wezly
nie dzialajg momenty skrecajgce skupione (M;=0). Ze wzgledu na sy-
metrie obcigzen jest ¢pj=¢i=@r=..=¢@=0 oraz yy=y:=yr=..=1y.
7 drugiego rownania (4.5) otrzymamy

(4.8) 2(k—k)ypH M e MY, =
Ze wzgledu na symetrig obcigzen mamy My =M = ...'= MO, wobec
tego
(.9) Mo
; = — =
T %
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Ze wzoréw transformacyjnych (2.21) otrzymamy

My, = MO+ (k —k)p =M — M =0,
— 0 = _— 0 i ’1_1 ﬁﬂ"o
Mik —-Mik_('v— 'V) Yy - M,‘k + % —_E S

Ze wzordw (2.25) dla symetrycznych pretow
zakrzywionych wynika, ze

- sin2a,
y—yp=—""1
533
—  sin%q, __m.
k—Fk= 5os ) Gp==
Tak wiec
T
Rys. 23 M, = M), + ctg £ me.
Zwazywszy, ze

MY, = [M,]+ X, c0s0,,  MO= [M,] —X, ,sin o,
otrzymamy '
o o
M,y = M5, +ctg 2 [0

Wobec tego momenty skrecajace w wezlach sg rowne zeru, a momenty
zginajace sg niezalezne od nadliczbowych Xso.

Dla obcigzenia p jednostajnie rozlozonego we wszystkich przestach
mamy [wzbr (2.32)]

(4.10) M= pr*(cos ¢y — 1)+ctg ay pr® (eo — sin a,) = pr? (a, ctg a, — 1).

Otrzymalismy tu wyniki zgyodne z wynikami uzyskanymi na innej
drodze; prostota wzoréw koncowych pochodzi stad, ze uktad jest statycznie
wyznaczalny., Wykresy momentéw zginajagcych i skrecajgcych oraz sit
tngeych uzyskamy ze wzoréw '

cos (ay— @) N
» sin a, .

11, Me——prd[a, 328 ),

— 2
(4.11) M,=pr?|a, dnn

T,=pr(a,—a).

ZaJmijmy sie bardziej ztozonym przypadkiem, mianowicie pierécieniowg
ramg obcigzong w sposoéb jednakowy we wszystkich przestach. Tutaj jest
=0 1 s 0. Zrownowazenie wezta i daje tu rownanie

(4.12) M+ D 4 My= 0.
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Zwazywszy, ze
M, =M, + (k—k)y,
(4.13) M, =M, + (k—k)p,

My, = pyv,

Rys. 24

gdzie wir=4EIj/h, otrzymamy wstawiajge powyzsze wartosei do réwnania
(4.12)

(4.14) : [2(c—k) + pir] p +2M0 =0,
gdzie

Ze wzoréw (4.13) uzyskamy sity przywezlowe

Sﬁil‘ — S))‘LO - 5 :’ (k %— k) 5))\(0 st mtij,
(4.15) ( — )+1ul'1
M= wir S ) P L S—
S 2(k—k) + pur
Dalej ze wzoru (2.21) uzyskamy
(4.16) My =M — (y—9)p =M+ 2 M9 et
2(k—k)+ uu

Dla w;;=0, a wigec w braku stupa, otrzymujemy wyrazenie (4.9).

W przypadku ram pietrowych, sktadajacych sie ze slupéw pionowych
i rygli kolowych, otrzymamy w zalozeniu weztéw nieprzesuwnych w kie-
runku poziomym nastepujgce réwnanie trdjezionowe : ‘

1iur—lﬁr, r—1 + Vr [2 (kr — kr) + lur,r——i + lur, rﬂ] + Wr+17’zr,r+1 + 2 gmg =0

(r = 1,2,..n).
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Tutaj :
—_ . EEI_,— . 4 EIr—-i
tr,r—1 =— h, » ‘ Hr,r—1— hr——i_ )

a I, jest momentem bezwladno$ci stupa wzgledem. osi f-f. W podobnie
prosty spos6b rozwigzaé mozna zagadnienie belek pierScieniowych wspot-
$rodkowych, obcigzonych w sposéb jednakowy we wszystkich przestach
poszczegblnych pierscieni. W kazdej belce pierScieniowej wystapi jedyna !
tylko nadliczbowa, kat v (rys. 26). Otrzymamy i tu réwnanie tréjcztonowe

wr—lﬁr, r—1 + Yr [2 (kr —]zr) + M, r—1 + ll’dr,rﬁ—i] ofe wr+1/7r,r+i + 283?2 meril)
=1, 2:.,1),

Przyklady tego typu mozna by mnozyé. Nalezy jednak stwierdzi¢, ze
belki proste zalamane w planie znacznie wygodniej rozwigzaé przy uzyciu
" metody sil, [2]. Rozwiazanie réwnan
kanonicznych metody sit daje bowiem
bezposrednio wartofci momentow zgi-
najacych i skrecajgeych przyweztowych.

N
||
y

P~

AN 2WA
al=l
VARYZAV

15

TR

1

- B
|
A
a

4
a

Rys. 25

Jezeli wezel i belki zalamanej w planie jest weztem nie podpartym
(6: #0), to rozwigzanie takiego ukladu moze nastgpié w dwojaki sposéb.

(a) W réwnaniach (4.1), w wyrazeniach dla momentéw przyweztowych,
nalezy uwzglednié wplyw przesuniecia. We wzorach (4.3.1) i (4.3.2) do-
chodza wiedy czlony zawierajagce wielko$é ;. Dalej skorzystaé nalezy
'z warunku réwnowagi wezla Tir— Ti + P; =0, gdzie P; jest pionowa silg
skupiona dzialajaca na wezel. Wyrazajac Tir i Ty wedlug wzoréw (2.21)
otrzymamy brakujgce rownanie kanoniczne. :

174



(b) Traktowaé¢ mozna prety j-i-k jako jeden pret i ustawié dla niego
wzory transformacyjne (2.21).

W przypadku dzwigarow zalamanych w planie nalezy w We;zlach po-
$rednich nie podpartych stosowaé metode sit (p. 2), traktujac uktad pretéow
jako jeden pret [14].

5. Ruszty o ortogonalnej siatce pretowej i ruszty mieregularne

Rozwazaé tu ‘bedziemy ruszty skladajace sie z pretéw prostych i za-
krzywionych, ale symetrycznych. Jako nadliczbowe wystepuja w weztach
katy @ i ¢ oraz przesuniecie 8. Kierunki ¢ i 9 pokrywajs sie z normalnag
i styczna do osi pretéw zakrzywionych.

Dla kazdego wezta swobodnego usta-
wimy trzy réwnania réwnowagi. Dla
wezla 1 mamy zatem.

(5.1.1) Mip+Mij+Mim+Miyy— M; =0,
(5.1.2) Mup+Myj+Mim+My—M; =0,
(6.1.3) —Tis+Tij+Tin—Tu—Pi=0.
‘Tutaj' M; oraz M; s sktadowymi mo-

mentu M dzialajgcego bezposrednio na
wezet 1. Rys. 27

Wstawiajae do wzoréw (5.1) odpowiednie wartosei ze wzoréw transfor-
macyjnych (2.21) otrzymamy nastepujgcy uktad réwnan:

(5.2.1) ,ﬁij P+ (3, + 1y +Aku + ki) +ﬁik Py — K @Ky @, "Ft'f wj_
— gy —vy) “I"’zkwk + iy & - (i — 1) 8,—

- :u:'k d, + Mik & M?j + s_m(l)m +"9ﬁ?1 —M,; =0,

(5.2.2) | 7ji‘)”j—"l’z(”ik—" vij)__—’;ik(Pk 7/)/ + (ku + Ry it F‘zz) lkwk_{_ |
+ B ¥ T ‘“,z P +kzj i F k;k dy—0; (kik -t kij o /‘Lim - Niz) +

b U O — My 8+ MY, A+ MY, + M?m + MYy — M, =0,

(.5-2-3) —% M}i + (/"ik - ;“;'j) + @, Hz_k + kij Y, — Y (k‘ik + k,r.'j - ﬂ:'z = /":'m). +
| A RV b P T B8 — 1O B8 — 11O

B, (i -ty F i i) + TG + Ty — Th~ Th— P =0.
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Wybitne uproszczenie ukladu réwnan uzyskamy dla rusztu skladajgcego
sie jedynie z pretéw prostych. Otrzymamy WéWczas

(5.3.1) g, ﬁi/‘ + o, (uy + i+ ke + Kim) + @1 i — K@ —ky 0, + l"u +
+ (e — tty) 8, — iy 0, + M, + M+ MY, + MY —M, =0,

(53'2) klj 1/) + Vi (k + ktk o Him + lull) Ve kik +ﬁ1’m1pm +ﬁ[[ 1/)1_#;‘[ Y +
‘I’ (Iuil _luim) 6[ + Auim 67}1 + \))EO + SDEO + M?m + MO ——-S“( = 0

(5.3.3) _‘“:'ﬂ’j + (:“:'k_l‘;'j) P+ ﬂ;k‘l’k_'“imTPm + (#im_ﬂu) v+ :“f/ y’l_l"’ik 0p—
5 O M O iy O, A 0; (pay + pay + paiy + phiy) —

—T?k-l—T0 —79 + 19— -—«0.

Znamienne jest to, ze wielkoéci ¢ i o' zwigzane sg tylko trzecim réwnaniem.

W przypadku rusztu podpartego we wszystkich weztach do dyspozycji
‘pozostajg réwnania (5.3.1) 1 (5.3.2), czyli réwnania tréjcztonowe wzgledem ¢, p.

Uktad réwnan (5.3.1)-(5.3.3) rozwigza¢ mozna najprosciej, rozpatrujac
uktad podstawowy geometrycznie niewyznaczalny. Ukladem tym bedzie
ruszt o wszystkich wezlach podpartych. Przy r weztach swobodnych bedz1e
to uklad 2r-krotnie geometrycznie niewyznaczalny.

Wyliczmy w tym ukladzie reakcje przywezlowe wywotane obc1qzen1em
zewnetrznym. Odpowiednie wartosci katow oznaczmy przez @io oraz .o
(i=1,2, ...,7). '

Dalej obcigzmy uklad podstawowy kolejnymi stanami dx =1 (k=1,2,...,7)
i wyznaczmy przynalezne sily tngce przywezlowe. Uzyskane katy oznak:zmy
przez @ir oraz yir (i, k=1,2,..,7). Zrownowazmy nastepnie wezet i
uktadu rusztowego.

Otrzymamy réwnanie

r
: (2r) (2r)
(5'4) . y G (5 +a Qo ==l
: =
Tutaj af3” oznacza sume sit tnacych przywezlowych wezla i, wywolanych
stanem dr=1, za$ aff) sume sit tnacych przywezlowych wezla i, spowo-
dowanych stanem obcigzen zewnetrznych w ukladzie podstawowym 2r-krot-

nie geometrycznie niewyznaczalnym. Z ukladu réwnan (5.4) uzyskamy
wielkoéci 8, a ze wzordw

i3 7 '
(5.5) @i =qio+ Z(Pi,k Ok, wi =wio+ Zw,k Ok, (i=1,2,...,1),
Bl k=1
wielkosci ¢:, wi.
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Dalsze uproszczenia otrzymamy w przypadku ukladéw symetrycznych
wzgledem  jednej lub wiecej osi symetrii. Rozwazmy uklad przedstawiony
na rys. 28 o jednej osi symetrii I-I. Mamy tu przy obcigzeniu symetrycz=

nym wzgledem osi I-I
4 Yrel

(P =—gr+1, @=0,

(5.6) 1,ur;1_ =rsl, yr# 0,
Or—1==0r+1 ’ 6 # 0. !

Dla obcigzenia antymetrycznego wzgle-
dem osi I-I jest -

‘Pr—1=‘l’r+h‘ ¢f7é 0:
(5.7) Yra1=—1ur+1, Pr=0,
Or—1 = —0r+1, 6r=0. ~ Rys. 28

Obcigzenie niesymetryczne nalezy zatem rozlozy¢ na cze$é symetryczng
i czeé¢ antymetryczna.

. Niezwykle prosto rozwigzuje sie uklady o symetrii cyklicznej i obcig-
zone w sposéb osiowo symetryczny. Dla przykladu podamy rozwigzanie
dla rusztu przedstawionego na rys. 29.
Jako jedyne niewiadome wystapia tu
nadliczbowe » i §, wspoélne dla wszyst-
kich wezléw. ‘

b

Rys. 30

7 ukladu réwnan (5.2.2) i (5.2.3) otrzymamy
‘ 1/)(216——21;-}-#"1')—5//"':0,
'(5;8) ' ’ L mi
. — pim + O uim— P =0.
7 rozwiazania tego ukladu réwnan uzyskamy

: 2 (k - ic—) = Him | ,u;m.
{5.9) 6=P ; 7 =7 —, = =
| B e T T D) 2 (k—%) + pim
Szczegblnym przypadkiem rusztu prostokatnego skladajgcego sie z pretow
prostych jest rama ciagla, obcigZona prostopadle do swojej ptaszczyzny.
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Obcigzenie to wystepuje przy dzialaniu wiatru na rame lub jako dziatanie
ciezaru wlasnego ramy w trakcie jej montazu. Na rysunku 30 przedsta-
wiono dwie ramy tego typu. Piewsza rama jest ukladem dziewieciokrotnie
niewyznaczalnym statycznie i geometrycznie, druga jest niewyznaczalna
dwunastokrotnie geometrycznie i dziewieciokrotnie statycznie. W pierwszym
przypadku postuzymy sie metoda odksztalcen jako prostsza i predzej do celu
prowadzacg, w drugim natomiast nalezy rozwigza¢ uktad metoda sit.

Rys. 31

Posréd rusztéw regularnych na uwage zastuguja ruszty skladajace sie
z dwu lub wiecej gromad pretéw, krzyzujacych sig pod tym samym katem.
Naleza tu ruszty przedstawione na rys. 31. ‘ '

Czesto spotykanymi rusztami sa rugzty o siatce skladajgcej sie z belek

promienistych i belek pierScieniowych, w postaci wielobokéw umiargwych
' (rys. 32a), lub ruszty skladaja-
ce sie z wielobokéw foremnych
(rys. 320).

W rusztach tych stosowa-
nych w budownictwie jako kon-
strukcje stropowe mamy' jedna
lub wigcej osi symetrii. Ponie-
waz obcigzenie tych ukladéw

Rys. 32 ‘ jest zazwyczaj jednostajnie roz-

~ lozone, a uklady posiadajg jedna

lub wiecej osi symetrii, to otrzymamy znaczne zmniejszenie iloéci nad-
liczbowych. '

‘Wskazaé nalezy wreszcie na to, ze w praktyce konstrukeyjnej spotkac¢
si¢ mozna z rusztami o dowolnej siatce. Nie podajemy tu jednak ogolnej
postaci réwnan kanonicznych dla tych uktadéw jako zbyt zloZonej.
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6. Ruszty spoczyv;'ajqce na sprezystym podlozu

Ruszty spoczywajace na sprezystym podiozu wystepuja nader czesto
w budownictwie jako fundamenty pod konstrukcjami ramowymi. Uktady
rusztowe tego typu rozwigzuje sie na ogél z pominieciem sztywnoSei skre-
cania belek, co, oczywiScie, nie daje ekonomicznej konstrukeji.

Rozwigzanie rusztéw spoczywajacych na sprezystym podlozu przy uzyciu '
metody odksztalcenn nie nastrecza znaczniejszych trudnosei; tok postepowa-
nia jest identyczny jak dla rusztéw nie spoczywajacych na sprezystym
podiozu.

Korzystamy tu ze zwiazkéw wyprowadzonych w p. 1 i 3. Nalezy je-
dynie dodatkowo ulozyé réwnania transformacyjne, ktérych wspétezynniki
sq nie tylko funkcjami wielko$ci geometrycznych i sprezystych preta, ale
réwniez zalezg od wspbtezynnika gruntu.

Zatozymy tu uproszczony model podioza, przmeuJacy proporcjonalnosé

+ugiecia w (x) preta do odporu r(x) podioza :

6.1) , o w(x) ———1(01).

Tutaj.c jest wspétczynnikiem zaleznym od fizycznych wiasnosci podioza.
Wielko$é ¢ waha sie w granicach od 5 kG/ecm?® (drobny piasek) do 200
kG/em® (it &cisty). Zaleznoéé (6.1) odpowiada dostatecznie rzeczywistosei
tylko dla matych ugiet. Zatoézmy dalej, ze zwigzek'(6.1) jest sluszny dla
kazdego x w obrebie ‘pre:ta; jest to réwnoznaczne z pozostawieniem belki
w stycznos$ei z podlozem na calej swej dlugosci. Ponadto pomijamy tarcie
wystepujace miedzy podlozem i belka, Mimo ze zwigzek (6.1) nie obrazuje
dostatecznie dokladnie pracy podioza [w rzeczywistosci w(x) jest zalezne
od odporu podioza nie tylko'w punkcie x, ale réwniez od odporu wzdiuz
catej belki], postuzymy sie tym zwigzkiem w dalszych rozwazaniach ze
wzgledu na jego prostote; poza tym przy zalozeniu (6.1) uzyskano dobre
wyniki w obliczeniach wielu konstrukeji - (fundamenty S$luz; statyka na-
wierzchni kolejowej itd.) Ograniczymy sie jedynie do belek prostych, spo-
-czywajacych .na sprezystym podiozu. ’

- Rozwazmy pret i-k spoczywajacy na sprezystym podiozu. Niech wezty
ukladu doznajg przemieszczenia o sktadowych @ir, pir 1 Six Oraz @ri, wr: i n:.
Dla wyznaczenia ugiecia belki postugujemy sie réwnaniem rézniczkowym

d4
(6.2) - : Elgs +cwb_0

gdzie EI jest sztywno$cig zginania belkl, a b jej szerokoécia.
- Réwnanie to doprowadzamy do postaci

d4
54

L

‘(6.3)

+4w=0,

179



gdzie
4EI

Lz"b?

X
e

Rozwmzamem réwnania (6.3) jest

(6.4) w="U,cos &cosh &+ U2 cos & sinh € + Uy sin & cosh £+ U, sin £ sinh &.

Rys. 33

Stale calkowania wyznaczymy z nastepujacych warunkéw brzegowych
w(o)"__"_‘éikr . ) w(77)=6kl'7
(6.5) CBI .

gdzie n=1/L. :
Otrzymamy wowczas

U, = "‘A‘Silk ).
U __ Omcosnsinhy + dipsinhycoshy
7, sinh2ycos®n 4 cosh®psin®y
2
3 ey = (Mr: sin n.cosh 5 + Mik sinncosy)
sinh?®  cos? 97 + cosh? n Sin? n
(6.6) : _ ‘
‘ __ Orisin neoshy+ dixsin g cosy 4
®" cos®nsinh®#y + cosh® 5 sin®y
N P L LS
o 9ET (Mir coshysinh n+ M cosnsiny)
i cos® 9 sinh? 9 + cosh? 5 sin®n
_ MiL?
U= F1
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Wyrazajac wielkosci gz 1 gr: za pomoca zwigzkoéw

[@J _dw [d_wv] [dW] .
dxx={‘Ld5‘”¢* Az |eei |Ld |, oM

i zastepujac wystepujace tu stale catkowania za posredmctwem WZorow
~ (6.6), otrzymamy zwigzki migdzy momentami przywezlowymi i skiladowy-
mi przemieszczen wWezlow @ik, Qri, dik 1 O :

Po. prostych przeksztalceniach uzyskamy

; Mir == pir @it~ piie Qri — pir Oir — fin Ori
(6.7 S - -

Mur: = tir pri —+ Wi @ri — pir 8ix — pir Ori .
Tutaj ‘

_ 2E1 smhncoshn—smncosn
k=" sinh? 5 — sin? 5

A

— 2EI cosh#siny— cos 97 sinh n,
Hik = )
l sinh®n —sin?n

e 2EI , smh2n+sm .,
Hi 2 T “sinh®qy —sin?y

., ZEIQ

- by - sinh 5 sin g
i

sinh®y —sin®n

Dla n==0, a wiec w braku sprezystego.podloza, otrzymamy

. 4EI . amr 6EI.
Wik = =77 Mik === . ,uxk-—,uzk——l—r

zgodnie ze wzarami (2.27).
Sity tngce otrzymamy ze wzoréw

o _ _[EL &uw o [EL @w
o LY d&® {e—™ S L8 d&® ey

Po przeksztalceniach uzyskamy wreszcie

' (6.8) A {.Tik = — Wik Qir — Mk Pri + Wik Oir ~+ ik O
T = — Wik Qin — Mir Qhi + Wik Oir + wik Ori .
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Tutaj .
., 2EI _  sinhycoshy+ cosysing
Hik s 27 sinh? 5 — sin? g

6.9
(6.9) —s _ 2EI 9 coshoyslnn+cosn51nhn
Hik= "7 o sinh? 5 — sin? g

—y

Dla n=="0 otrzymamy puix==uix=12EI/I® zgodnie ze wzorami (2.27).
Oporu podioza przy skrecaniu pretow nie uwzglqdniamy, gdyz belki fun-
damentowe betonuje sie w deskowaniu bocznym, ktére sie usuwa po
stwardnieniu betonu. : )

- Przywezlowe momenty skrecajgce wyrazimy zwigzkami

: GC
My = 7 (pir — Pri)

GC

LHHHHHHHH " W= — = ).

_ Dla obcigzenia zewnetrznego dziala-
} I ¢+ jacego mna pret oraz przy podanych
przemieszczeniach brzegowych réwnania

Rk e transformacyjne przyjmuja postaé
(6.10.1) My, = MO, + 0 @i~ Ot Fow— Ko 5ik-f76£k Opis
(6.10.2) M,y = MO, - T 01~ D ln— Fiog Oi — Mo O
(6.10.3) M, =M, + Ty, (e —vi) 5
(6.10.4) COMy, =MY, — Ky, (i — i) ’
(6.10.5) ' T)p=T} — Hi Pop = T Pis + P O Wi O35
(6.10;6) T =T — Hi Vi — Hag P+ ﬁi'k O + lu’;',l;laki -

Wielkosei MY, MY,,. o TY, sa silami brzegowymi,‘wy\yola'nymi obcigze-
niem zewnetrznym, dzialajgcym w ukladzie podstawowym geometrycznie
wyznaczalnym. Warto$ci te nie trudno wyznaczy¢ znanymi metodami.

Niech w -wezle i istnieje przegub tak skonstruowany, ze Mi=0 .
i Mir==0. Z roéwnan (6.10.1) i (6.10.3) WYZNaczamy ‘pix Oraz i i wsta-
wiamy te wielkosci do.-wzoréw (6.10.2) i (6.10.4).
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Otrzymamy nastepujace wzory transforrhacyjne :
M;,=Q,

M, = MY, + 1 Pri — i B — B 5}4;“ )
M, =0, |

(6.11)
0t,, =[],

Tip=T0 — W@ + Koz O + i O )

.m0 ’ —r q, —tt
T = Tor— HupPrs T Mg Oy T Uik i

Tutaj MY,,.., T9, sa silami przywezlowymi w precie utwierdzonym Zu-
pelnie w wezle k, a podpartym w sposéb swobodny w wezle i.
We wzorach (6.11) oznaczajg

__2E1 cosh?y — cos?
Mig==""7 sinh ) coshy —sinncosn '’
—- 2 EL - » Sinhn cosh g —I-.sinncosn_
Fie ™" sinh # cosh 7y — sin % cosn ’

, __ 2E1 9y sinh 5 cos 7 + cosh % sin
Hi= "z 2" sinh 27— sin 29 ’

(6.12) =
w _ 2EI 9 cosh®n + cos® g

Fin =" sinh 29— sin 29’
-w _ 2EI cosh 7 cos 7
L i s e Pl

—» _ 2EI  , cosh®n-—sin®y
e =" *Tsinh 2y —sin 29

. Dla 7= 0 otrzymamy

3EI ; — 3EI tre =y =g
Hik == =77 Mik == il == —757 Uik == fik == Uik =

3EI
5

zgodnié ze wzorami (2.28).
W przypadku przegubéw w i oraz k mamy

L= T(i)k =t P‘:;z dir + ﬁz,;c Opi»

(6.13) 0 "
Tyoi = Thi + tin O, - fip, O
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Tutaj jest . ‘ ;
" 2EI sinh297-—'sin2_77_

it i3 2 cosh?ny—cos?y ',
(6.14) :
—w __2EI ., sinhycosny—.coshysiny -
Hie™ = " cosh?® 97— cos®
Ady Dla belki wspornikowej (rys. 35)
i k otrzymamy nastepujace wzory trans- . -
T TTT s
o TITTTTEREIT IR0 | formacyime:
T ' : :
k l My, =M + i, Pre — Man i »
,7‘1“ k (6'15> 0 ' ”"
Rys. 35 ’ To=T}— tirPir + tir Oi»
gdzie : ‘ o '
(o __2EI n sinh2ny-—sin2y
g 1 2 cosh?y +cos®y’
] i 2 it
(6.16) o 2EI , sinh®n+siny

[ ~cosh?y + cos®y’

w__2EI , sinh2n+sin2y
Fin= " 1 cosh®n + cos?y

Dla belki Wspbrnikowej nieskonczenie diugiej (I > co) otrzymamy
2E1 2E1,
M, =Mj, + 1 NP "2 n* O
\

2E1 2ET
Iy T?k-““lz—ﬂz Qe + 5

(6.17) _
773 61;:'

Dla wspornika o skoriczonej diugosci,
opatrzonego przegubem w wezle i (rys. 36),
mamy . ¥

(6;@ Ty =Tl + 4 O, HHH 1 HHHH
gdzie . 2EI - sinh? 9 — sin® 1 l_.__a ———-J

6.19 ==
(6.19) M B =4 smhzn—sm2n Rys. 36 .

Tk

W szczegdélnym przypadku nieskonczenie dluglego wspornika znasz1erny
(6.20) =19, + 25 2080,

Przy obcigzeniu rusztu lezacego na sprezystym podiozu sitami prosto- :
padlymi do plaszczyzny rusztu lub momentami o wektorach lezacych
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w plaszczyZznie rusztu pozostajg w mocy réwnania warunkowe, omébwione
wp 113 :

Po wyznaczeniu nadliczbowych uktadu wyznaczamy sity  przyweziowe
korzystajac z réwnan transformacyjnych. Znajomosé wielkosei Mix, Mg, dix
oraz O preta i-k pozwoli na wyznaczenie statych Uy, ..., U, ze wzordow
(6.6). Tym samym okreflona jest linia ugiecia preta i-k (wzor 6.4). Mo-
menty zginajace i sity tnace, w dowolnej
odleglodci x=£1 od podpory i, otrzymamy I"‘
ze znanych zwigzkéw [

d?w d?w
ot p p P

Dla przyktadu podamy rozwigzanie dla J Coy
nader prostego przypadku rusztu ortogo- P t‘f
nalnego nieograniczonego, skladajgcego sie m
z pretow o jednakowych wlasciwosciach
sprezystych i geometrycznych. Niech ruszt -
ten  obcigzony bedzie jedynie w weztach e
(rys. 37). ’

‘Poniewaz osie a-a i f#-f sg osiami sy- Rys. 37
metrii, jako jedyne réwnanie pozostaje

©
o
s
B

©

©
©
P | = [ = [ =

0=y
-
©
©

fet— | ]

(6.22) Ty Tyt Ty — Tg—P==l,
Z réwnan (6.10) otrzymamy

Ty =u"(—d)+u"0:,
— Tip=—p" (—8:)—u" b,

(6.23) _
Tim= ,tt“_.("“'“ 5m) G ,LL” 0i y

— T =—-‘u” (—- 5,') ——ﬁ” 01

Réwnanie (6.22) napiszemy zwazywszy, ze 6j=0;=0r=0;=0m =290,
w postaci '
4 (W' —u')6—P=0.
Stad
P

0= 77

4@ —=uN
Ze wzorow (6.23) obliczymy

P
Tl'f————_Tiszimz""“Ti!:Z
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Ze wzoru t6.10.1) obliczymy moment

e ey P T
[Mx]g—- M ( al) H® 6/2“"(1“’ Au)é\_ 4 H/I —-ﬂll,
_ Pl (sinh % — sin 5)? .
~ 81 coshy(sinhy — sin ) + cos# (sinh # + sin )

Dla 5>"17 traktowaé¢ mozna prety jako nieskonczenie diugie.
Stosujac wzory (6.17) otrzymamy z réwnania (6.22)

.

P s p
5=mv Tj=—Tu=Tin=—Tu=->
(6.25)
Pl
Mip=—Mij=Mu=—Mimn=75_"
U]

Wyprowadzone tu zwiazki znalezé mogg rowniez zastosowanie do roz-
wigzywania uktadéw ramowych plaskich i przestrzennych, ktorych stupy
zwigzane sa w sposéb sztywny lub przegubowy z belkami fundamento-.
wymi spoczywajacymi na sprezystym podiozu. '
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Peswome

CTATHKA HJIOCHHX POCTBEPHOB

Pabora zammmaerca mpumenemmeM MeToza AedOpMAaIil, IIMPOKO
MCTIONBE3YEMOr0 B CTATHKE TITOCKMX PaM, K PaMHBIM CHCTEMaM, Harpy3KeH-
HBIM CHJIAMM, TEPIEHIMKYJIAPHBIMY K IIOCKOCTIA PaMbl, MJIM MOMEHTAMM,
BEKTOPB! KOTOPBIX JEZKAT B IIJOCKOCTM PAMHON cMcTeMbl. CHMCTEMEBI TAKOTO
THUITA HA3BIBAEM IIJTOCKMMY POCTBEPKAMIA,

OTH CHCTEMBI HAXOAAT LIMPOKOe TIP/MMEHEHNE B KeJe306€TOHHOM CTPO-~
TeJILCTBE, B BUJe M30THYTHIX B IIaHe DajIoK, KOJIBIEBBIX 0aJioK, TJIOCKMUX
paM, TIOZ, AeiICTBMEM BETPOBOI HATPY3KM I T. 1,

B nepBoM myHKTe mIpMBeIeH 061y MeTON, PELleHMA CUCTEM STOI0 TVIIE;
BO BTOPOM IIyHKTE BEIBEIEHBI 00Me (hopMyJibl TpaHCHOpMAaIMUy 9TOTO Me-
TOZAA AJIA BaKPUBJIEHHBIX M MB0THYTBHIX B ILJIAHE CTEp3KHEI.

B mamnee crexyromyx IyHKTaX BEIBEIEHO KQHOHMIECKOE YPABHEHNE 9TOTO
MEeTO/[a, CIIeIMANN3UPY A €10 Ha THMITMYHBIE JJIA CTPOUTEILCTBA CUCTEMBL.

Hawonerr B mocsiemHeM IIyHKTe MeTOABI AedpopMalimii paciIMpeHbI Ha
POCTBEPKHM, JIe3KAIIIe HA YIIPYTOM OCHOBAHMIA.

Summary
THE STATICS OF FLAT GRIDWORK SYSTEMS

The subject of this paper is the application of the deformation
method, widely used in the statics of flat frames, for frame systems
loaded with forces perpendicular to the plane of the frame: or with
moments, whose vectors lie in the plane of the system. Systems of this
kind are called flat gridwork systems.

These systems are applied extensively in reinforced concrete structures
such as broken line girders, annular beams, flat frames loaded by forces
caused by the wind, etc.

‘ In the first section a general method of solutmn is given, while the
second section deals with the formulae of general transformation for
curved and broken line bars. ‘

In the following sections the canonical equation of the above method
is expanded. This is then reduced to more specialized forms which are
typical for building technique.

Finally, in the last section, the deformation methods are extended to
include gridwork systems resting on an elastic foundation.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
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