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PLASKIE ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTOSCI

1. WPROWADZENIE

W niniejszej pracy zajmiemy sie plaskim stanem odksztalcenia i plaskim
stanem napreZenia, wywotanym w osrodku sprezystym mikropolarnym (w osrod-
ku Cosseratédw) dzialaniem temperatury. Rozpatrywaé bedziemy jedynie za-
gadnienie stacjonarnego przepiywu ciepta.

Zanim przejdziemy do zagadnienia plaskiego, oméwimy pokrétce ogdlny
stan naprezenia w cilele mikropolarnym.

Dzialanie temperatury daje powbdd do powstania w clele pola przemiesz-
czeh u (x,t) oraz obrotéw ¢ (x,t). Stan deformacji ciala opisany
jest przez dwa niesymetryczne tensory, tensor deformacji 3’31 i
tensor  krzywiznowo —skretny 'N,‘i. Tensory te zwigzane sg z wielkob-
ciaml u 1 ¢ w sposéb nastepujacy [1] + [3]

(1.1) Ty1 = uj_'j = ekji‘f’ks xdi = "Fi,j' i,j,k = 1,2,3.

Stan naprezenia charakteryzowany jest przez dwa niesymetryczne tenso-
ry; tensor naprezen (sitowych) d;ji oraz tensor napreZen momentowych }'l:ji‘
Tensory te sg zwlazane z tensorami 'a'di i o i nastepujgeymi réwnaniami

J
konstytutywnymi [4]

(1.2) dji

(pao) gy3 + (p=0) Fyut+ Qe -V8) 5y s

Réwnania te naleiy traktowaé jako rozszerzone na osrodek mikropolarny
réwnania Duhamel’a-Neumann'a. W zwigzkach (1.2) p,x sa stalymi Lamé—go,
8 o p,T,& dalszymi stalymi materiaowymi. Dalej Jest V= (3A+ 2j)o,
gdzie %y jest wspéXczynnikiem liniowe] rozszerzalnosci termicznej.

Jetli (1.2) 1 (1.1) wstawié do réwnah réwnowagi

£1e3) dji,:] = 0, eialc djk + My g = [}
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to otrzymamy ukitad rTéwnan w przemieszczeniach i obrotach

(1.4) (pex) V25+ (A+p-odgrad div u + 2o TOt ¢ =y grad 8,

2
(F+€) vzi— 40::]1-!- ([&+’5‘—€)grad divi+ 2a rotu= 0, V= 53@:; 5—;%—1- .
lystepujacy w tym réwnaniu wzrost temperatury 6 (wzrost odniesiony do
temperatury stanu naturalnego), wyznaczymy z réwnania przewodnictwa cie-~
plnego

2 W
1.5) v8=-*\_0-.

Tutaj W Jest ilodcig ciepia, wydzielong w jednostce czasu i w jednost-
ce objetosci a A, jest wspbtczynnikiem przewodnictwa cieplnego.

Do réwnan (1.4) (1.5) nalezy dodaé warunki brzegowe, ktére sformutuje-
my w postaci:

Piz dai .'(Zl.a.I = 0 mi=l'lji .I.'I.;1 = O
(1.6)
X 32 = A& -6).

Pierwsze dwa warunkl odnoszz sie do braku obcigzen (sit i momentéw) na
powierzchni A, ograniczajacej ciato. Trzeci warunek opisuje swobodng wy-
miane clepta na powierzchni A, Tutaj 9 jest temperaturg oérodka otacza-
Jacego ciato, A, jest wspélcz-ynnikiem wewnetrznego, —— a A, zew-
netrznego przewodnictwa cieplnego.

Rozwazania dalsze przeprowadzimy dla piaskiego stanu odksztalcenia,

W koncu pracy podamy przejécie do piaskiego stanu napresenia.

2. PEASKT STAN ODKSZTAEZCENTIA. ROWNANTA ROZNICZKOWE
I ICH ROZWI4ZANIE

W piaskim stanie odksztalcenia wszelkie przyczyny i skutki sa zalezne
od dwu jedynie zmiennych. Przyjmujac, #e pole przemieszczen i  obrotéw
nie zalezy od zmiennej Xz, mAmy

(2.7) u= ('-111 u.a,O), 2'(0!0, ‘P3) )

gdzie u,, u,, (P;"' sg funkcjami zmiennych X1 Xpe

Zgodnie z definicjg (1.1) otrzymamy dla ptaskiego stanu odksztalcenia
nastepujgce sktadowe tensorow Tji oraz wﬂi‘
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(2.2) Taq =09 Wy Top =05 Wy Typ = 9y Uy = Py,
'02 1.11 + ‘PB, '115= ﬁ,l (P5 - !25= 32 ‘P3.

Pozostalte wielkosci Vi1 i mji sq rbwne zeru. Ze zwigzkéw (1.2) o=
trzymany

n

T24

6

di (P"“l)'ﬂ'ji"'(}1-“)'5’13'*(?"5'%-*9) si:j! i!j=1:2!
(2.3) 635= l’ﬁ'kk - V8
Hyz = (B+E) Wiz Ty = Tgq + T220  123=Th2.

Tutaj Py = P99 + Dope Stan naprezenia Gji oraz stan naprezen
momentowych Pﬂi charakteryzowany jest nastepujacymi macierzami

G119 612 O 0 0 pq3
(2.4) 8=[6yy Gy, O | P40 0 jpy
o o % Pz Bz O

Réwnania réwnowagi (1.3) ograniczajg sie dla ptaskiego stanu odksztai-—
cenia do trzech réwnai

94 Ggq + 2 Gpq = 0,
(2.5) 01 6.12 + 32 622 =0,
612- 621 + 9 Baz + 05 Bz = 0.

Eliminacja naprezeh z réwnah (2.5) przy uwzglednieniu (2.2) 1 (2.3)
prowadzi do uktadu trzech réwnah

(p+a)V§u1+(l+p—m)a1e-r2m02¢3= V0, 8,

(2.6)  (p+a) Yy, +(Asp-a)dy e = 200, @5 = V0, 6,
(F+¢&) ?f, $a: = "wup} + 20 (04 u, = dyu.) = 0.
Tuta]

2
71= 01 + 02 N e = 31 u1 + 32 uzl

W ukladzie wspbirzednych biegunowych mamy do czynienia z nastepujacymi
wektorami przemieszczehn i obrotéw

(2.7 u = (ur! U, 0), i.(ol()! ?z)
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W uktadzie tym rdéwnania (2.6) przyjmuja postaé

2 du ?
(2.8) (p*m)@ur-%-%—a-% + (0+p—o¢)-§%+2cx%-—b-g= -0%%,
T x
2 U, 2 dup de 99, 28
(|.|,+0tvue—'1r+';z—5‘e' +(A.+|.|.—ot.)‘_—ﬁ-§-2or. —E_.\}r—ﬁ-g,
r
2 ]
[+ -4x]9, +2r—°=(,§; (8g) = 35) = -
Tutag
2 2 ?
- 1 2 O 1 %%
V=0—1?'+5%+;2-5-e?-, a=5$(rur)+3—5}-.

W przypadku zagadnienia jednowymlarowego, odnoszgcego sie do przestrze-
ni, péiprzestrzeni i warstwy sprezystej, gdy uq =uq(x), up, =0, 2z
uktadu réwnan (2.6) pozostaje nam jedynie réwnaniet

2.9) Qezp ) 05 uy =¥ 96,  ¢5=0

W przypadku deformacji osiowo-gymetrycznej, gdy uy, = ur(r), ug = 0,
ukiad réwnan (2,8) redukuje sie do jednego réwnania

2
2.10) o (Fz o 3-%) w=r 2.

Otrzymalismy tu réwnania (2.9) (2.10) identyczne z réwnaniaml klasycz—
nej termospreZystoscl w przypadku zagadnien jednowymiarowych., Tensor na-
prezenia 6:”_ Jjest symetryczny; tensor naprezen momentowych "lji Jest
réwny zeru.

Wroémy do rébwnan (2.6) 1 wprowadimy do nich wektor

(2.11) b=5rotu -9

albo
= 1
‘.‘1-0. Qaao. €3=2-(,D..,'u2... aau,‘)_ 1?5.

Réwnania (2,6) przyjmg postaé

2
R4 g+ OFp) 04 @ - 2 0,65 =39, 0

(2.12) pv: ug + Q+p)o, @ + 20 2, 43 =30 8,

2 1 2
[@+e) Vg =4a]é5 = 3 (§+8) Uy (05 up =0, ug) = O,
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Rozwigzanle tego ukiadu réwnan zrozymy z dwu czesci

(2.13) u1=uf1+u‘11 ’ u2=u:2+u'2,

Q3+ 65, C_' =Oc

63 3

Tuta]j funkcje z ,primem" winny byé catkami szczegblnymi réwnan niejedno-
rodnych (2.12), a funkeje z dwoma ,primami" winny byé rozwigzaniami ogbl-
nymi réwnahn jednorodnych (2.12). Wstawiajac (2.13) do (2.12), otrzymamy

2 i

r 01 8,

(2.14) }1?.12 u'2.+ (}\.+}1) o) e =1 2, 9,

-

2 ! ! e A
V< (94 up = 05uy) =0, 93—0,

oraz
}LV,IZ ug + Qup)dy @ = 20D, &5 =0,
p.v,12 l.l."'2 + (A+p)d, o + 2« 0,4 ";'3 = 0,
(2.15) [('54-.‘_) Vi -4«]% - HE+E) 1,70, up- 0, uh) = 0.

Otrzymaliémy réwnania (2. ‘14) 2, identyczne z réwnaniemi klasycznej
temospretys‘boéci [:5] Wamnek fa = 0 prowadzl do zaleZnosci 19’3 =

(0.1 5 = }, stusznej dla klaaycme;] teorii spresystosci. Waru-—
nek (2.14)3 bedzia spelniony przez przyjecle przemieszczen u,'1, u'2 W po=—
stacl
(2.16) uqg =046 , up =0,9.

Wstawiajge (2.16) do réwnan (2. ‘14)1 ,2 otrzymamy po scatkowaniu réwna-—

nie Poissona dla funkeji ¢
24 = B/

(2:17) 2 ¢ =m6, m= eI

Punkecja ¢ jest calkg szczegdlng ukladu réwnahn (2,14)3 jest tym samym
catkq szczegblng réwnan rézniczkowych (2.12).

Naprezenia i odksztalcenia 2z ,primami" wyrazimy przy pomocy funkcji ¢
w sposdéb nastepujacy:

(2.18)  Ty4'= b4 ¥y =0, Oy =2p (B4 Oy ¢ % Hyy =0
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W przypadku obszaru nieskohczonego, funkcja ¢ wyraza sig wzorem [5]

8(x,,%,) dxq dx,
(2.19) S(44,8,.) = - = =
( 1 2) 4% J (X,,%53 Sqr55)

gdzie 1/2

T = [(x1—€.1)2 + (xa—éa)a:l .

Jes1i obszar jest ograniczony to nalezy rozwigzaé réwnanie (2.17) z wa-
runkiem ¢ = O na brzegu.

Pozostaje jeszcze rozwigzaé uktad réwnan (2.15), dotyczacy juz szagad-
nienia izotermicznego (8 = 0). Jest to typowe zagadnienle brzegowe teo—
ril sprezystosci oSrodka mikropolarnego. Jefli zakladamy, ze brzeg jest
nieobcigzony, %o warunki brzegowe dla uktadu réwnah przyjmiemy w posta-
ci

(2.20) (G +653) 0y =0, pyy ny =0, 1,J=1,2.

Znajac juz przemieszczenia ufl, u'2 i obroét 4!3" Wyznaczymy napreze—
nia dj‘i' d;i.i ze wzoréw (2.3), (oczywiscie ktadac w nich & = 0), W na-
stepnym punkcie podamy odmienng droga wyznaczania naprezen dj"i' }151 ,
przy uzyciu funkcji naprezen, droge szczegblnie dogodna, gdy brzeg ciata
ma byé wolny od naprefen.

3, FUNKCJE NAPREZEN ZAGADNIENIA TERMOSPREZYSTEGO

Wréénmy do wzorow (2.2). Latwo zauwazZymy, ze miedzy wielkosciami w nich
wystepujgeymi zachodzg nastepujace zaleznosci

(3.1 91 %21 = %11 -M3 =0 T3 = %9z = A3 =0y
Zaleznosciom tym mozna nadaé postaé

2 2
0 Fop * " Tqq =09 (Fqp +F o9y

2 2
(3.2) Vo F42 = 0 Toq =09 ’02(322— '5'11) - (01 1134- s 123)'

B8 to réwnania zwartotci dla zagadnienia dwuwymiarowego w oSrodku mikro—
polarnym. Rozwigzujge zaleznosci (2.3) wzgledem wielkosci '5;]1' i xdi
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(i,J = 1,2) i wstawiajgc je do réwnah (3.2) otrzymamy trzy réwnania w na=—
prezeniach (e]

2 2 Xe B ) o8
9" Ggq + 076 = iy V4 (G1* Opp) + 5T V170 = 242,
(Gqo+ G219,

(3:3)  @p°= 92X (Bypt Gpq) + & %420 5 Gpg) = 2 04 05(Bpp- Gqq) +

4
- 547 Qg a3+ %2M25)r O pps - D gz = O

Wprowadzmy funkcje naprezen I' 1 § i zwigzmy Jje z naprezeniami nastepu-
Jacymi zwigzkami [7]:

2 2
Cjq = 0" F = 04059, Opp = 07 T + 04 0, @,

2
(3.4) 0‘12 =00 F=- 09,0y ==-0,9 F+ E],Izq.i ’

u

M1z = 9995 P23 =99
Wstawiajae (3.4) do véwnan (2.5) stwierdzimy, %e réwnania réwnowagi sg

tozsamosciowo speinione. Wstawiajgc (3.4) do réwnah zwartosci (5.3)1'2
otrzymamy nastepujgce rdéwnania

2 g2 2 2
(3.5) VST F+ wV %8 =0, Y, (1-12 713)", 510/

gdzie
Funkcje T i@ nie sg od siebie niezalezne, zwigzane sg relacjami
(5.’I),| oe Z zaleznosci tych otrzymamy
]
2 ok 2
-01(1-1 V4 ) = &02 ¥r’,i F 4+ 302 e ,
(3.6) 5
2,(1-1%2 V., ) =40, .2 F+B 2 8
2 TS s B qj S
Nalezy jeszcze podaé warunki brzegowe dla réwnan (3.5). Zakladamy, 3ze

brzeg 8 Jjest wolny od obcigZef. Warunek ten wyrazajgq réwnanlas

3.7 c::‘:ji ny =0, Mzyny=0, j =1,2, xes ,

ktére przez wprowadzenie funkcji ¥ 1 F prowadzg do réwnan
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(3.8) -c—fl;('oe F =09 =0, é—ig (0, F +9,9) =0, g{- = 0,

WielkoSci a%, 3% sq pochodnymi wzdiuz brzegu s i wzdiuz normali

do tego brzegu.
Rozwigzanie réwnan (3.5) mozemy przedstawié w postaci

(3.9) F=F+F, g¢= ¢+¢', ¢'=0.
Tutaj T jest catka szczegdlng réwnania

(3.10) V.]a 712 Fl + xV12 8 =0, '.pl= 0.

Iatwo Bprawdzié, ze funkcje F‘, q)' prowadzg do symetrycznego tensora
napresenia

] ] ) U !
(3.11) d:ll = O{.\.j = - (Di ﬁa - 613 v,l YF }J.ai = 0.
Funkcja naprezen ¥ jest jednoczesnie calka szczegblng dla  ofrodka

Hooke'a; rozwiqzaniem szczegbdlnym réwnania klasyczne]j termosprezystosci.
Spetnione sg wreszcie warunki (3.6), ktore przyjmuja tu postaé

(3.12) 0 (Y°F +%8) = 0, (V2 F'+ %8) =0,

i prowadzg do réwnania (3.10).
Funkcje F', @' winny speiniaé réwnania

n
(3.13) vl =0, U2 vR¢'=o0,
z warunkami brzegowymi:

(3.14) (djli kS dj'i) n:] = O, }J.;d l:lj = 0, Jerly2s

Speitnione winny byé réwniez zaleznodci

- 9,(1-1° V%" = a0, V2 8",
(3.15) - )
L L
0,(1-1% V,%)¢" = a0, V2 7' .

Ogélnie dowiedliémy, Ze w zagadnieniach ptaskiego stanu odksztalcenia
rozwigzanie zagadnienia termosprezystego zlozyé moZzna z dwu czebci:
a) z rozwigzania szczegbdlnego niejednorodnych réwnan klasyczne] termo-
sprefzystosci oraz
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b) z rozwigzania ogélnego jednorodnych réwnan rézniczkowych mikropolar—
nej sprezystosci (przy 6 = 0). W szczegblnych przypadkach zagadnien
jednowymiarowych oraz w zagadnieniach dwuwymiarowych w ciatach  nie-
ograniczonych wystarczy nam rozwigzanie wskazane pod a).

Wréémy jeszcze do ukltadu réwnan (3.5). Rozpatrazmy nieskohczony, jedno-
spbjny walec, ogrzany na pobocznicy. Jesli w walcu brak bedzie Zrédek
ciepta, to vf 8 = 0. Robwnania (3. 5)1 2 staja sie jednorodne, Jedno-
rodnosé réwnan rézniczkowych (3.5) oraz warunkéw brzegowych (3.8) prowa-
dzi do stwierdzenia, ze F= 0, =0 w calym obszarze walca. Fakt ten
pocigga za soba brak naprezen di' Pygr 3 =142, co wynika ze zwigz-
kow (%.4). Jedynym, réznym od zera naprezeniem pozostaje 0’55. Dane jest
ono wzorem (2.3) :

(3.16) G35 =My = VO = _Eﬁiﬁﬁﬁ = - By © .

Uzyskany tu wynik gtosi,Ze walec nieskofczony mo%Ze sie rozszerzaé bez na—
prezeh w plaszczyinie Xx,, X,. Naprezenie normalne d33 jest rézne od ze-
ra; Jjest proporcjonalne do temperatury G(x,l,:ca}.

Wykazalidmy w ten sposéb siusznodé znanego twierdzenia I.N. Muszeliszw:.—
1i réwniez i do osrodka mikropolarnego LSJ

Nalezy Jjeszcze podaé wzory dla ptaskiego stanu naprezenia, dla tarczy
o grubosci h. Wszelkie niZe;j podane wielkosci dji’ Hyir 0 sg érednimi
wartosciami wzdiuz grubosci h., W piaskim stanie odksztalcenia jest

Cu’;15 =0, j =1,2,3, Zwigzki miedzy naprezeniami i deformacjami dane sg
wzorami

Byz = (T+E) Ay30 Ty = Tgq + Tzpo Lok = 1,2,

Tutaj

W miejsce réwnania (5.5)1 mamy

2 g2 e 1 p(3A2p Jocy
(3.18) ViV E 4 IV,I 8=0,: %A= p Yy y

podezas gdy rdownanie (3.5)2 pozostaje bez zmian,
Réwnanie przewodnictwa cieplnego, przy zaloZeniu swobodnej wymiany cie-
pta w ptaszczyznach X3 = * h, przyjmuje nastepujgcg postaé¢ [9]

i 2 w _2A
(3.19) ?1 e ~£ 8= -9 - i; : 60 = i-c-,ﬂ- F



132 Yitold Noweckl

Tutaj © jest érednig temperatury wzdluz grubosci tarczy, a W odpo-
wiednio {-Jrad.nia wartoscig wydajnosci Zrédia ciepta,¥ jest temperaturg o-
taczajgcego osrodka, J\,o wspbtczynnikiem wewnetrznego, a A, zewnetrz-
nego przewodnictwa cieplnego.
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PLANE PROBLEMS OF THERMCELASTICITY
Summary

In the present paper relations and differential equations are derived
for the plane problem of thermoelasticity in a micropolar medium(Cosse-
rat medium), Differential equations in displacements and rotations are
given as well as differential equations describing the function of stress.
It has been shown that the solution of the thermoelastic problem may be
&8 composition of two parts, namely
a) the particular solution of non-homogenecus differential equations of

classical thermoelasticity and
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b) the general solution of homogeneous differential eduations of micropo-
lar isothermal elasticity.

In particular cases discussed in this paper the solution indicated in
a) proved to be sufficient.



