Witold Nowacki

Twierdzenie o zupeinoSci !
funkcji naprezei
w termosprezystosci

1/1967

ST ——— e




Twierdzenie o _zupelnosci funkcji naprezef

w_termospreiystofci

Witold Nowacli

1. Wetep
Rozwaszymy cialo spreiyste, izotropowe i jednorodne, zajmujg-
ce obszar B ograniczony powierzchnig /9 » Ciako poddane dziala-
niu sil zewnetrznych i ogrzaniu dozna deformaecji. W ciele powsta-
nie pole przemieszczeh Z(xt) ores pole temperatury vt A
zalezne od potoZenia punktu X i czasu 7= . Pola te opisane sg
ukladem réwnafn réiniczkowych [1]

Nt 77T (gl grad diw T X = p7 1 grad 6,
/1227 V’@-%é—ya&» A zﬁ :

Tutaj 8 =T‘Z: jest przyrostem temperatury, & jest temperaturg
bezwzglednsg, 7: temperatura stanu naturalnego, w kbérym tak
odksztalcenia jak i napreienia sg réwne zeru. Przez 0ZNACZONo
wektor siit masowych, przez JO - gestosé. Wielkosei /J,?t sa gta-
iymi Lamégo dla etanu izotermicznego, & f=3kacf , Bdzie /(/z-)\ﬁzfu
jest modulen Scisliwosci, a ‘{f jest wspdétcazynnikiem liniowe;
rozszerzalnosci termicznej. Dalej: &= ?“/.Q , Bdzie Ao jest
wepolczynnikiem przewodnictwa cieplnego, & <, Jest cieplem wias-
ciwym przy stalej deformacji. Wreszcie ?ﬁf‘z:/)(n oraz Q‘Mzo y
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gdzie przesz l’\/ oznaczono i1losé ciepla, wytwarzang w jednostce
objetosci 1 w jednostce czasu. Kropka nad funkcjq oznacza jej po~
chodng czasows: 5-‘-’95/91‘. ?7=9§Z/c9¢f

Dokonujac dekompozycji welctora przemieszczenis na czesé po-
tencjalng 1 solenoidalng

N3t % =grad et X, div =0,
oraz w podobny sposéb rozkiadajgc wektor sil masowych

/147 Y’P/W"g +1t &),

doprowadseny uktad réwnah /1.1/ 1 /1.2/ do postasi [2]
/1.5/ /_7,2;5 =mb- 1:13,
1.6/ -5 &
0‘2‘1 '2:‘»
Nt D’g_?yzgﬁ -2
Wprowadsziliémy tu nastepujqce oznaczenia:
Z-v*-% ae | w42, D=7-&5
2 _%—
4'(%‘&) "/_p} 7= 3+

Eliminacja temperatury 2z réwnah /1.5/ 1 /1.7/ prowadzi do réwnan

1.9/ 5?¢=—§Q-p.DzS
RTY, [sz's-és—",

/1.8/



gdsle

5?=£Z?D-m.gc?¢ v2, g =Jot.

Réwnanie /1.9/ przedstawia podiuzng, a réwnanie /1.10/ poprzeasng
fale termospreiysty.

W klasyczns] elastokinetyce przy smaloZeniu procesu adiabaty-
csnege mamy do csynienia s ukladem réwna przemieszcseniowych

Vo +( N plte) grod div T+ X=p%,
/1.1
O=- 9. myxdivic.

¥Wystepujace w tyoh réwnaniach state Lemégo Ha, A4 odnosszg
sie do stanu adisbetycsnego, 8 Pp=gk /o/ds ; My *If{Ap+3Wr) s
1o=(3\p #+2pp)dy + giste fp, Ay sy stakyni Lamégo, miersonymi
w warunkach izotermicznych. Praedstawiajgqc prsemieszczenie
w postaci /1.3/ otrzymamy nastepujgce réwnanie falowe:

2 2_, -
nay [] 5155-&‘{3@3 i X -r-a:zé",

gisie '
“Aa+ ﬁ & — = r 4T ’:"x'
ar(MBf ()1, ppes 2

C.Somiglisna [3] ores P.Dunem [4| udowodnili, ge prazedstewie-
nie/{. 3/ prsy pomosy potencjaléw ¢ i f stanowl supeine roz-
wigsanie réwnah /1.11/. E.Sternberg w pracy [5] praedstawil ar-
gumenty, uzasadniajace zupelnosé rozwiazania generalnego sprzezo-
nych réwnah termospredystosci /1.1/ i /1.2/ dla reprezentacji /715/
1 zaozenis, %e funkcje () 1 Y  spelniaja uklad réwnah /1.9/ i
/1.10/. Do sprawy te) powrdcimy w p.3 niniejszej pracy.
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Uktad réwnan /1.1/ i /1.2/ moina réwnies rozdzielié na uklad
réwnad niezaleznych na innej drodze prezes wprowadzenie funkeji
wektorowa:]hf?' i funkcji skalarne] }t/ » Zwigzanych z przemiecss-—
czeniem % i temperaturg w nastgpujgcej postaci:

nost @22 Qp - Bk dir ([T7) + Hugdys

/1947 8-%@@’@* " 2‘-/%'5&0’2},,;

gdzie
F=D—2‘§4?02‘ :

Funkeje /D' i }V powinny speiniaé nastepujqce réwnania:
2 —
/1.15/ Ue 59)_0.'*):/%_«: 0,
/1.16/ Q)u e =0.

Réwnania /1.15/ 1 /1.16/ otrzymuje sie przesz podstawienie
/1.13/ 1 /1.14/ do réwnan réiniczkowych termospreiystosdci /1.1/
i/1.2/.

Zwigzki /1.13/ i /1,14/ zostaly podane najpierw przesz S.Kalis-
kiego [6] , pééniej na innej drodme przes J.S.Podstrigacza

[7] 4 D.Ruaigers [8]

Zguwaimy, ze zwiaski /1.13/ i1 /1.14/ sg uogbélnione na proble-

ny termospreiystoscl funkeji naprezef, podanych przez A.Jacovache
[10] dla alastoopt;ki klasycznej. Jednak sposdéb wyprowadzenia
awiqzkéw /1.13/ 4 /1.14/, stosowanych w pracach [ 6, 7, 8] nie
zapewnia gzupelnosci rozwigzan. Dowdd zupeinodcl rozwigszah dla
przedstawienia /1.13/ 1 /1.14/ Jest podany w p.2.
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2. Twierdzenie o zupelnosci rozwigzah
Fiech %ZXt) 16/t) beds rozwigzeniem ukiadu réwnah /1.1/
i /1.2/ w obszarze I ala -co< ¥ <oo . Whedy istniej teka funkcja
wektorowa P’ i funkcje skslarna 9 , Ze przemieszczenie Alxt
i temperatura 9(1:?-() 83 przedstawione przes /1.13/ i /1.14/,
a funkeje §¥ i 4 speiniaja réwnania falowe /1.15/ 1 /1.16/.
Na podstawie rozwigzania Stokesa-Helmholtza istniejg talkie

fuankcje ¢(X,f} ;8 }_,.(X,'f:) y 20
124/ U(xt) =grd @ rrt X, dvy=0.

Wstawmy /2.1/ do ukladu réwnat réiniczkowych termosprezystof-
ci /1.1/ 1 /1.2/. W rezultacie otrzymeamy nastepujace réwnanie:

/2.2/ émza’ [};’2¢ -f'x"ﬁ/" M@%*ii_\’;}_a - /mgma’ 0,
23 DO-pdvip=-F.

Wyeliminujmy z tych réwnahn temperaturs f 1 postugujac sie
réwnaniem /1.16/ otrzymamy w ten sposéb réwnanie

ot grad (R9) +345, P (DIE) * 555 lW(ﬁ #-0

Zdefiniujny obecnie funkcje /_vfr za pomocqg funkeji skalar-
nej £ oraz funkcji wektorowej] /g'

125/ F=grads +ign oty
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Nastepnie wstawmy /2.5/ do réwnania /1.15/ i dokonajmy na tym réw-
naniu operacjl rézniczkowe D Otrzymamy w rezultacie réwnanie

e 2 DX _
o5t grd (DRt ) #i¢b ™HDRL7) + 5520 =

—

Z poréwnania réwnah /2.2/ i /2.6/ wynika, ze funkeje § i P2
powinny apeiniaé nastepujace réwnania réinicazkowe:

/2.7/ Dé}j_é =g —f Y
/2.8/ @f{i'

Wykonajmy na zwigzku /2.7/ operacje 52 1 uwzglednijmy réwnanie
/2.3/:

/2.9/ @;Z':W(Qf}+}ﬁﬁ ovz‘j'

Wetawny ‘T'ij!' % réwnania /2.9/ do swigsku /2.1/. Otrzymamy
w ten sposéb réwnanie pryemieszozenia ’2- przez funkocje }0 ’

V.4 & a
i e z_ w, -
/2.0, % = l\ﬁzﬁ.@}o "‘ﬁ“fmd}”*f’”‘{/ﬂ[; a_-ﬁ/a h0)s

Zwazywszy, ie
/2.41/ LZ} =Z.é‘[7f§ *7% Vf{-' ’

prieksztaleimy operator prazy f w swigqszku /2.10/ do postaci



s Qs

(Di- 255 R)s - 23(D 4578
/2.12/ e %‘:’2-“— r'vE.

Wstawiajgc /2.12/ do /2.10/ i uwzgledniajgqc wynikajacg z /2.5/
zalesnosdé

/2.13/ div 7" = vE,

dopmm /2.10/ do postaci
A+ DAY cé)v//"“‘}%fm’%
26/ U="7 ¥4 %ﬁ )

zgodnej ze mkiem M3/,

Nalezy Jeszcze udowodnié siusznoéé wzoru /1.14/. W tym celu
dokonajmy na réwnaniu /1.1/ operacje diwergencji i wykorzystajmy
gwigzek dwi= Vzﬁ , wynikajacy z /2.1/. W vezultacie otrzymamy

- el 2
/2.4%/ Ezy%ﬁi-/\—éﬁ dev X -"i‘f‘gfu ve.

Nastepnie wyeliminujmy % réwnah /2.3/ 1 /2.17/ fznkcje ¢ .
wykorzystujqc réwnanie /1.16/. W resultacie otrzymamy réwnanie

W -l )/ 2
2.8/ 5200 +A%“%WX=A/77‘££J??

Dokonajmy wreszcie na réwnaniu /1.16/ operacjl diwergemcji, co
prowadzi do zwigzku



/2.19/ >TT X-~M/Z.7.Q;7/

Wstawiajac /2.19/ do /2.18/ i wykonujgc na tym przeksztalconym
réwnaniu operacje Q » doshodzimy do zwigzku

na §pddo L5 - 22407,

zgodnego z przedstawieniem /1.14/. W ten sposéb dowdéd zupelnoéci
zostal zakohczony.

Szezegblnym przypadkiem termospreiystodcl sprzezone] jest
tzw.techniczna teoria napreZen cieplnych, w ktérej poznaje sie
sprzetenie réwnah /1.1/ 4 /1.2/ przez pominigcle wyrazu ?afw"ﬁ
w réwnaniu przewodmictwa cieplnego. Iatwo wykazaé przyjmujgc 27—-
w réwnaniach /1.13/ do /1.16/ i wprowadzajac funkoje G =1 }7’

%e prawdziwe 84 nastepujgce zwigzki:

/2_21/ tz_i'.-z -’3/-}:—?&&16_." %M?.{-f?md?,
2

j2.22/ 6= %}72&5}0

Funkc je 6_\" i }{/ powinny speiniaé rdéwnania

/2.23/ EJG ﬂ =0,

/2.24/ ,Dge')y, +5"’(§*%/7) =0
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Wreszele w przypadku szczegdlnym elastooptykl klaesycznej mamy

— 2 > N — S o
/2.25/ U =%‘%EG -4 +, 1dv G, gz_frm,x@w&

gdsie funkcja (7 speinia réwnanie bifalowe

—cv

2 -~
/2.26/ E 7\;*‘&‘4

Zwigski /2.25/ 1 /2.26/ zostaly podane praes M.Jacovache [10]
a twlerdzenie o zupeilnodci tego rozwigzania przez E. Stembez-ga i
R.A.Eubanksa [11] .

3. Zwiazkl miedzy potencjazami 525, X a tunkcjami }'5', ¥
Rozpatrzmy jednorodny ukiad réwnan /1.1/ i /1.2/. Przez wproe
wadzenie wzordw /1.13/ 1 /1.14/ doprowadzamy ten uklad réwnan do
réwnat falowych

VRV [7:9}7:‘%0,
/3.2/ S?y=0-

Zauwaimy, Ze w myAl twierdzenia T.Boggio [12] , rozwigzanie néw-~
nania /3.1/ praedstewlé moina w postaci

13 P=FrF
prsy czym funkcje ;_p",/a"powinny spelmiaé réwnania

/3.5/ 5?;?"-: o,
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/3.5/ ﬂ 7=

Wetewiajae /3.3/ do réwnania /1.13/ oraz uwzglednfajqc réwnanie
/3.4/ i [3.5/ otrzymany

136/ U = ?‘7”%@)‘5’ 7 %&fmd(ﬂff /753’4 }Ta’j},n grad .

Przeksztalémy obecnie wyraZenie 9}?* y Zwaiywszy, %Ze 9: [7:1)-—
-mg@ e 4 biorgc pod uwage zwigzek /3.5/. Po prostych przeksztal-
ceniach przy uwzglednieniu zwiqzku /2.11/ otrzymamy

3.9/ SP;T:’L 35 (v 7")

¥ ten sposéb biorgc pod uwage zaleinoscl /3.7/ przedstawimy réwna-
nie /3.6/ w postaci

138/ W= B[P grad div [(F47 Y+ % gl
aiywsty 4o
grd dir (F7") = v [5"") + 1ot (17,
otrzymeny @ /3.6/: .
Jo.50 T= S -rotoct (17") e i ([ [ grad

iatwe jut obecnie sprowadzié zwigzek /3.9/ do postaci Stokesa -
- Helmholtza

/3.10/ 'z"c’=yma’ ¢ +wt/§',
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Poréwnanie réwnah /3.9/ 1 /3.10/ prowadzi do nastepujgcej trans-

formacji:
13l G- 2 div (1) + 5 4
ppoizs X = - B (g,

Ktéra wigte funkeje ), ¥ 3 funkejami )y .
Wykonajmy nastepnie operacje 0 na wzorze /1.14/. Otrzymamy
po wykorzystaniu réwnania /3.5/ nastepujqcy zwigzek: '

531 DO -padir (D) + 222 DI

Przeksztalémy réwnanie /3.4/, ktére moiemy réwnie: zapisaé w posta-
ci:

2
s [ Dp-mpdve=0.
Wykorzystujgqe zwiazek /2.11/ otrsymamy
135/ [) gj;,-; - Ak vy 7

Wstawiajgc /3.15/ do /3.13/ 1 uwzgledniajgc réwnanie /3.2/ docho-
dzimy do réwnania i

1396/ D=y 172/- %f‘—‘a’év(ﬂ;;’%-ﬁ—‘ﬁ 7’]
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Ale wyrazenie w nawiasach kwadratowych réwna si¢ ze wzgledu na
/3.11/ funkeji gj . Manmy zaten

/3497 DB—;@ rig=0.

Rownanie to jest jednorodnym réwnaniem przewodnictwa cleplnego

/1.7
Pozostaje jeszcze sprawdzié, czy funkcje ﬁ, Y s Wyrazone
przez funkcje Pﬁ X }V spetniaja jednorodne réwnanim falowe

/1.9/ 1 /1.10/

z—"
pasr 529=0 , L, 1=0
Latwo sprawdzié, 2e

/3.19/ 595!5*—'/{?9)0— ?‘77*4&4)//"_@;?7= 0,

a to ze wzgledu na /3.2/ oraz /3.4/.
Rowniez i

/3.20/ ﬂ:)‘[=_ %ﬁwfﬁ"@?"y*—- 0,

ze wzgledu na réwnanie /3.5/.

W przypadku teorii napreienl cieplnych, w ktére]j poznaje sig
sprag2enie pola temperatury i pola przemieszezen, otrzymuje sie
zamiast transformacjyi /3.11/ i /3.12/ nestepujaca:

/3.21/ ¢=—3ﬁﬁﬁ”5—+ﬁ)’;
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——

/3.22/ Y:—%&‘Tvtg ’ G =DF

—
Przemieszczenia 2¢ } temperatura & okreslone sg tu przez
zwigzki /2.21/ 1 /2.22/ i winny spelniaé réwnania jednorodne

/3.23/ azﬁ:g_'_—.-a, _DQE},.:O.

Latwo tei wykazaé, ze funkcje ¢,7 okreslone zwigzkami /3.21/
i /3.22/ spelniajg réwnania

sy (°#=m8. [J7=0 , DE=0.

W przypadku klasycznej elastooptyki wzory /3.21/ i /3.22/ prze-
chodzg w -

/3.25/ @=- ﬁb"ﬁ dv G,

/3.26/ 5[=-—- Ay Lhs yott

zgodnie z wynikiem otrzymanym przez E.Sternberga [ 5] .
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