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Zaktad Mechaniki Budowli Politechniki Gdarskiej.

Drgania wYasene i wymuszone

pewnego typu ptyt ciggtych.

W obecnym czasie zagadnienis dynamiki uk*adéw ramowych
gg dostatecznie obszernlie opracowane i punkt cigzkodci zainte-
resowari technikdéw zaczyna przesuwaé sie¢ na dynamike¢ uk¥addéw
dwuwymiarowych pityt i tercsz.

Z tych ostatnich ukt*addéw specjalne zaintereaowanie dla zasto-
sowarl praktycznych wzbudza dynamika uktaddédw ptrytowych; coraz
liczniej ukazuja sie prace podwigcone rozwigzaniom Scistym

i przyblizonym tych uk¥addw. *)

Zadanie, jakie sobie w niniejszej pracy stawiamy, to
podanie écistego rozwigzanie zagadnienia drgari wtrasnych i wy-
muszonych ptyty, spoczywajgcej ne dowolnej ilosci podpér po-
przecznych oraz na dwéch podporach podruznych wed¥ug rys.1l.
Jako obcigzenie wzbudzajgce drgania przyjeto obcigzenie linio-
we Px), réwnolegte do podpér poprzecznych.
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px).sinwt |,

o s v g e
¥) Wérdéd nich nalezy ze wzgledu na zastosowanie praktyczne

zwrdcié uwage na pracg W.Z.Wrasowa. "PribliZennaja teoria tonko-

stiennych i1 zgibaje ch prizmaticzeskich sistem i ptastinok

1 raszczet ich na ko{obania i ustoiczewost." Issledowania po

dinamike gpooruzenia - Stroitdat 1947-Moskwa.
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A). Drgania wasne p2yty ciggtrel].

Znane rdéwnanie rézpiczkowe powierzchni odksztat*cenia pry-
ty pobudzonej do drgad wrasnych, brzmi:
25 0

Naow + ’u"W -

e (1)

W powyzszym réwnaniu oznaczajg:
N Eh°

B - charakterystyke sztywnodci zginania ptyty;
£ - moduf spregzystosci; A - grubodéé pryty; v = liczbg

Poissona; w(xyt) - pionowe przesunigcie pun_ktéW'plaazcuyzny
§rodkowej ptyty; « - masa piyty odniesiona, do jednostki
PXaszczyzny drodkowej.

Wprowadza jgc oznaczenia a?a-% ’ 15-%'—_' o:.t‘a,‘s o= -—g,—

oraz przy zaltozeniu @ xyt) = wixy) -sinwt dqﬁ&owadsamy réwnanie
(1) do postaci:

a‘(u 64(.3 0‘(0 2., .
i o 2 - + - %W = 0 .. (2)
¢! 0&%0p*  op? '
gdzie c?=u o,
® N

Przy zatozeniu @, = Y,(p)siny&: w=HKra ; K=12,.
Jako calki szczegbdlnej réwnania (2) spetniajgcej warunki brze-
gowe .w’k?awedziach x=0, x=a doprowadzaemy réwnanie cezgstkowe
(2) do réwnania zwyczajnego:

5;4— - 72 —é'!?T - YK‘VK‘('f" 53{)-0 i . o (3)
K2 Wi |
zd Oy = —5 =—=%
Sd & S L} V} wl?,u

Wielkoéé J, wyraza sie¢ stosunkiem kwadratdw k-tej czg-
stotliwodel drgen wkasnych pryty ciggkej do k-te] czgetotli-
wodol drgar wlasnych ptyty w kierunku y nieskoficzenie din-
8103 : W,:‘,- Aja%‘ : | |
Poniewa& dla ptyty cigg¥ej czgstotliwodé drged wkasnych jest
atale wysszg niz dla pryty nieskoficzenie dtugiej, zatem dy>/.
& zatem catka ogdélna réwnania przyjmie postad:

Yo = Uy -cosh metp + U,y - Sinh mgn + Uy o €05 + Uy 5i0 -7y e (4)
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Wskutek drgafi wtasnych powstajg na prostych podporowych
poprzecznych momenty zginajgce i skrecajgce (z naszych rozwa=
zad eliminujemy jednak wypadek rdéwnych rozpigtodel b 1 sztyw-
nodci #/ przgeet, gdyt w tym wypadku momenfy podporowe my, 8§
réwne zeru). Momenty zginajgce my na liniach podporowych
przyjmiemy jako nadliczbowe zadania. 2 réwnarl ciggtodcl piyty
nad podporami poprzecznymi ustawimy zwigzki migdzy tymi "nad-~
liczbowymi", co doprowadzi do jednorodnych réwnai trdjczono-
wych i stanowidé bedzie transpozycje znanych rdéwnad Clapeyrona
na obszar dwuwymiarowy.

Przedtem zajmiemy sig jednak wyznaczenliem pewnych ele-
mentdéw, stanowigcych podstawe dalszych rozwazad. Niech w kra-
wedzd y-0 piyty prostokagtnej dookota swobodnie podparte]
dziaa moment m,(x,0)= M. siny & (rys.2).

Powierzchnie odksztaicenia,

a wtadciwie amplitude tej powlerzchni
okreélg réwnania:

we(%y) = Ye(m)-sin b,-&
gdzie ¥% przedstawione jest rdwna-
niem (4).
State Y .... Y5, wyzZnaczymy z czte-
rech warunkdéw brzegowych:

ad? Ve 2 O’a)‘;rr‘
...'V. - —Mx-b ’ = 0
dﬂax?'o dq" af

Wetawiajgc state calkowania do wyrazen:

I w, dw
.4 ;
By yo ' By y-b

otrgymujemy ostatecenie:

awi:' Med £ _
7y &9 y Fu - 5in v-&

Quy - Mb o siny
55%-# y Gy -Sin v-&

.. (8)
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gdzie _
« = ZVT’_'T-{rm,‘--C)!gfm»:v,r - Ny+ cé‘g ),
M
...(6)

71
G, = —-. (N_-COSéc n, - m, - cosech m
(] 2';::'@ ( [} [ L ! x)

Gdyby moment M, .sin y.& dzia¥a¥ wzdtuz krawegdzi y=o
wtedy otrgymalibydmy:

i ; M. .
—‘;——3-1/-0 - %_.b . 6,‘-5.\"0 lf,(-g . .2_;_"%‘!’ = — ; b - Fu -Sin Vx.é ()

Powrdémy teraz do pryty ciagrej (rys.1), pobudzonej do
drgeri wiasnych. Rozwazmy dwa sgsiednie przgsta (r-1)-r
orag r-¢r+s). Amplitudy momentéw podporowych r-1,r, r+f
ognaczmy przez M.,. M, M., .
Ciggzodé ptyty nad linig podporowg okre$li réwnanie:

dw, OWy ret o0
= _'7’l —_—— L ... (8)
@y y-b-f' ’ ay 1‘{-0
Wyrazajgc nachylenie powierzchni odksztalcenia z réwnania (8)
przez momenty podporowe M., .M., M, .., doprowadzimy réwna-

nie (8) do postaci:
Mx.r-!' Gx,r' Cr * Mx.r’ (FicrCr+ beret-Cray) +

* le."*f'Gx.H! "Crar = o ..(9)

(k= 1.2,... @) ; (r= 12,.. z2-1)

W powyzszym réwnaniu ¢, oOznacga %’- :,E gdzie b, jest

poréwnawcggq dtugoéci pola, a M, pordwnawczg sztywnodcig zgi-
nania pryty.

Dla kazdego & (¥=12..) ustewiamy (z-7) réwnad tréjcztono-
wych Jjednorodnych '(‘przy{ z+1 podporach poprzecznych). Uklad
tych réwnad bgdzie niesprzeczny, gdyz wysnacsznik 445, ukladu
réwnak bedzie réwny seru. Przyréwnanie do gzera wyznacznike ukle-
du prowadzi do rdwnania przyutqpnaso, ktérego pierwiastki dajg
kole jne czgstotliwodci drgah wrasnych piyty cisglej. Podstawo-
wg czgstotliwodé otram z ns.jmniejazej wartoéei pierwiastka
réwnanie .

W réwnaniu trdjcztonowym (9) miedci sie szereg wypadkéw
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szczegblnych, z ktérych dwa szczegllnie proste oméwimy.

a). Pxyta w krawedzi y-~o¢ wutwierdzona zupetnie, w krawgdzi

y=b swobodnie podparta (rys.3).
Stosujgc réwnanie (9) przy:

______ Y
l_'— MN,-O; Crl’%--_ﬁé—
r ~f= otrzymamy: °
| b Mur*Cros Freres =
oW |
co przy M, #*0;: €, %0 prowadzi do
f=—————— ’““ zwigzka 4.4 =0 albo po prostych
*;‘“ b———- przeksztaYceniach do zaleznodei:
Rys. 3. M- clgh my = N clgn, . (Q)

(K = 1,2,...00)

). Ptyta obustronnie utwierdzona zupelnie (rys.4).
1) symetryczna postaé drged w kierunku y:
Mrr"' Kot * 0,
Rdwnanie (8) daje:
M LF, 56, )wil)
co prazy prostych przeksztaiceniach prowa-
dzi do dezwigzku:

__‘.( ¢ D toh M
9/? t 3 gh 5 (b)
Rys. 4. 2) antymetryczna postaé drga¥ w kierunku y:

Mx.f‘ - Mx.r¢! * 0.
Otrzymamy tu A-6,=0, a po przeksztaXoeniach:

m,-tg —:ﬁ- - N, lgh —?‘ - .(€)

W powyzszych trzech réwnaniach warunkowych drgah (réwn.
a,b,c ) wielkodé m, daje si¢ wyrazié przez n, ze zwigzku m; -
-ng§ = 2vg. PO wyznaczeniu z péwyzszych réwnasi kolejnych pier-
wiastkdw m, wzglednie n,, czgstotliwodéé draghi wkasnych gnaj-
dujemy ze zwigzkus
m? +n? = 2v2.V8,

albo

2 _ N-x’ kK +n?
w? = (—L_iZV,, ')
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Uwaga. Rozwazania dotyczgce drganl wtashych ptryty ciggte]
bez trudu rozszerzyé mozna na zagadnienie drgania p2yty przy
Jednoczesnym dciskaniu jej stalym obcigzeniem ¢ dziatajgcym
W ptaszozysnie pryty w kierunku x (rys.5).
W tym przypadku okredlonym
rogsgzerzonym réwnaniem rés- .
g Fret niczkowym:

— I - 9%, , PF _ g,
Waa® « g g 4 gqe =7
N, Koot a postepujac analogicznie
’J Jak w wypadku braku sit po-
== dtuznych dojdziemy do tych
9r . samych rdéwnani tréjezronowych
irt
b bpyg— z tg Jjednak réznicg, ze za
wstawié nalez
Rys. 5. O ¢
2
O = L+ L e (1O
L4 w.p?,p . qxa. (10)
gdzie
N.gg? K2
Do = a2 .

Dla sagadnienia wigc wyboczenia pXyty (rys.3 i 4) otrzy-
mamy réwnanie (a) i (b) jeko réwnanie warunkowe wyboczenia,
wstawiajqc jedynie w wyrazeniu J, wartodé w=0 ¥
Bez trudu tez stwierdzamy, ze migdzy sitg krytyczng ¢ wybocze-
nie pXyty ciaglej a czestotliwosciag drgafl wlasnych ptyty cig-
gte)j sachodzl gwigzek:

w2 - W (1- -g- ) (1)
L]

gdzie &, oznacza czgstotliwoéé drgad wrasnych pryty ciggre]
dla ¢-0, @& G oznacza k -t silq krytyczng piyty ciggle]
dla stanu @=-o0.

B).Drgania wymussgzgone ptyty eiggte}]

Niech w poezczeglélnych przgstach pryty ciggte) dziala
Obcigzenie liniowe px) sinwl , 'wprowadzajgce ptyte ciggig

— e e — —

*) Poréwnaj: W.Nowacki: Flexion et flambage d’un certain
tygg de plagues c¢continues orthotropes. III-me Congres A.I.
P.Ch. ~liege 1948. '
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w drgania wymuséone. Niech obcigzenia te zmieniajg sig z tg
semg czestotliwodcia i w tej samej fazie (rys.1)

Zanim jednak przystgpimy do ptyt cisgrych rozwatyé musi-
my dwa wypadki drgad wymuszonych piyty gswobodnie podparte]

wgdXuz wszystkich

jej brzegéw.

1). Piyta prostokgtna (rye.6) poddans dziaraniu obcigzenia
liniowego p(x)-sinwt.

Ptyte traktujemy jako

. AE— %3 dwie ptyty 7 1 Z oddzielone
[ przekrojem ¢, =z,-b.
pex)-sin@t Dla kazdej z tych pXyt otrzymu-
|
2 21 jemy jednorodne réwnanie réz-
T z [ niczkowe:
| ] dla pxyty I
__________ ] = 0w
Noaow, + - —= = 0
l————yza—~J-——7ea—~J g ot2
dla ptyty 7 wilfel
Rys. 6. ' —
4 ﬁuuaﬁg+/1~§;; =0
W przekroju ¢ =/3,.b speinié nalezy nastgpujgce warunki brze-

gowe:

...(13)
Gl g;‘:‘ 3}1 ) = = pex)- sin w-t
Przy gzaXozeniu
Wxyt) = winy)sin @t = sinwt. ) Y (m)-sin v-&
1 oznaczeniach .
% =7 —i—"—y, ; &= % i vekKna

oraz wykoraysteniu réwnad (2,3,4) napiszemy réwnanie powierz-

chni

o= ha,..

&b =
=42,

z(‘jl:x - Sinhm,-p, + qn;r . Sin N1y ) 5IN v, $

odksztaXcenis pYtyty I 4 T w postaci:

oo
@y '4£j(a&

x ' Sinh mep + U - 50 Nen ) Sin V- &
. (14)
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gdzie, jak w ustgpie (A).
m,r:vx:]fi;g_«*i’ ; ﬂxui;',, VE,:—f ; (=) —£a> 1.

X, oy

Zatozenie J,>7 moze nie byé speXnione we wszystkich
cztonach szeregdéw (14); gdyby w ktérym z cztonéw tych szeregéw
byxzo 6. < 7 to nalezy w miejsce sinn.7 watawié (. sinhn.y
(gdzie i=v-T).
Dodaé nalezy, ze funkeje (14) sg tek dobrane, aby obok spetnie-
nia réwnan (12) speXnione byly warunki brzegowe w krawedziach
Y=0, ¢ =0.

Wyrazajgc obcigzenie px) szeregiem Fouriera:

pr.sin V& = p(X)

K=, 2,..

otrzymamy z warunkéw brzegowych (13) uktad czterech réwnai,
2z ktérego kole jno wyznaczymy: '

3
,Ua.n "ﬁ";v;é i

1
M- (MZ+nZ)-coshm B[ 1+1gh m.f3-clgh me 3,] ;

b3
Uc.x = —L"“p” .
7 S ...(15)
nx ! (m: +”:)' €os nx'ﬂ' [’* tg np('l‘a s ff_f.”n ﬁﬂ? H

_ Sinh my-8 U
siﬂ”*ﬂ &N ?

U - U . S0 3 }

sin .8,

Znajomodé statych ¢, ... U,, pozwoli jus z rdéwnania (14)
Wyznaczyé powlerzchnig ugigecia w, 1 w,, a tym semym i wezel-
kie skradowe stanu naprezed pryty. ' '

Nachylenie powierzchni ugigcie pPiyty w kierunku ¢
W proste] g=0 i ¥, =0 wyrazajg sgwigzki:
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O w; hE &5
- = = . .- O, -sin v
ay gm0 N ;P,‘ x 3V, ‘E
1Ey. . (15)
C?WE b2 P .
= pK'@x'-ska"i
Oy y-0 N K=12,..
gdzie
el . 1 ( sinhm, - 5in ng-/3, - sinn,.- sinh My By ),
¥ omiens, sinh m,, - sin n,
. (17)
QP - ! sinh m, . sinn,.[3 ~ sin n,. sinhm,3
L ( ; F )
w * sinh m,- sin Ny
(Zauwszmy przy tej sposobnodci, ze dla sity skupionej AP
dzis¥ajgcej w odleg¥odci ¥ nalezy postawié:
Py = _g_.P. sin _____}r;n-x‘, 3
dla obcigzenia jednostajnie roztozonego p na dtugodci a:
B/
| P = it
Z réwnaf (16) odczytamy, ze:
OWs - g
5 dla sin ny = 0.
Nastqpi to,gdy n, =/x; J= 123..0°;
tzn. gdy ;
B i o TN W L@ AR s (00)
R /“(k.b)/

Poniewaz réwnanie (o) przedstawia kwadrat K -tej czg-
stotliwodci drgad wlasnych pkyty prostokgtnej, stwierdzamy zna-
ny fakt, %e wypadek rezonansu nastgpi gdy czgstotliwodé drgan
wynusza jgcych pokryje sig¢ z Jjakgkolwiek czgstotliwodclg drgar
wrasnych ptyty.

2). Piyta prostokgtna (rys.7), obcigzona momentem:
ZM,,-sm Ve-& - sin wt
wzdtug prostej y=0.

'~ Przypadek ten prowadzi do powierzchni ugigcia (por.
wzlr 4). '

WK Y) = :(U,_,-coshm‘,?ﬁ Uy Sinh myy + Uy - cos ne-q + U, o sin 09 ) sin y- § . (18)

Kwi2,.
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gdzie
M, b 1

_______ U, = -l =~ .

*l | WK Us,k N 22 Va: .

‘l |

| e ) | Upg = = U, - cltghm, ; ... (19)

| |
}| |J Uy = Uyx-ctgn,
| |

] — B \ : Nachylenie powierzchni od-

ksztatcenia w prostych y=0, y=>
Rys. 7. prowadzi’ do zwigzkéw.

- M, ‘
aygsa )v i S”?v €

.W e 'G- . -
76_:/ » wéM” - Sin V- &

gdzie funkcje 4 , 6, okredlajg réwnania (6).

... 120)

Po tak opracowanych zadaniach pomoecniczych Bl i B2 przy- '
stgpié mozemy do ustawienia rdéwnania ciggrodeci pryty ciggrej
na podporze r (rys.1):

9w,

Uzyskamy stad :

O Weeq
= 0 .. (21)
ay /y—o ‘

Cp: GK rt Mx r-1 7 Mn r(Cr Fur * Crog Frrer ) ¥ Muirog Cryye Gppes +
b G)’ . 0! -0
N eor " Prr * Brag “Cagsr O pog* Piiyreoy . (22)

(H=42,... =) , (r= 1.2-,.... z2-1)
Otrzymaliémy tu ukad nie jednorednych réwhari liniowyeh.
Dla kolejnych wartosci n przy(z.17) podporach poprzecznych
Pryty ciggtej otrzymemy (z-7).n réwnah tréjcztonowych, ktérych
Togwigzanie w sposéb jednoznaczny okredli wartosci M., s tym

Samym moménty
Podporowe Mo= DMy - sin,-&

‘Rozwazmy &wa wypadki szczegdlne:
&) Pryta dwuprz¢stowa obcigzona sitg Psinwt  (rys.8).
Z réwnania (22) przy M,, = M, s=0 otrzymemy;
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| M. (Fe)+ b8
s |
y i “f"l } Mo ﬁlﬁm -Sin v & =

Pb s @f . -

Rys. 8.

L

Wstawiajgc wartodci funkeji 6 dla -
oraz funkeji A uzyakamy ostatecznie:

: .y Sin -t sinh my, = sinh = D, sin <8
/"3 - - _Eé_é . {__ r)"," 2
. ~7%5... : n,,- sin m,, - M 5in n‘

b) Pryta obustronnie utwierdzona szupeXnie. Obcigzenie:
P-sinwt wedtug rys.9.

Z réwnania (22) prazy M., = .:

Moy (Fus6)e b-02- 22 sin g8, =0
M F‘H o

-.z__e _e
F«-G smv.,g Sin v &

Wetawiejac za 8, K.G,
odpowiednie wartodci ze wzordw

(17) i (8) otrzymamy :

P-b g = "_”ﬁ( cosh G - cos '
' , cos B coshBx ' “m, -tgh & + n, g %

. Sin r,r"g ... (§)

LERE

Zauwatmy, %e R daty do > dla m,-tghﬂa ¢ nytg G0

Cdpowiada %6 waruqkowi (b)(uetep A.B),y 2 ktérego otrzymujemy
czgstotliwodé drged Symetrycznych. Przy symetrycgnyem uk¥adzie
i symetrycznym ob¢igteniu otrzymujemy, jek wynika = réwnanisa
(6') symetryczny wykree momentdéw podporowych, oraz symetryczng
postaé wygigeid, & w wypadku kiedy czqetotliwoéd drgat wymusza-
Jacych zblise sig do czgstotliwodci drgand wiasnych ugigcie ply-
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ty rodnie ponad wszelks miarg (wypadek wspérbrzmienia).
Uwaga:

~ Powyzseze rogwazaenia rozszerzyé mozna i na drgenia wymu-
szone ptyty ciggtej, dciskane] dodatkowo w ptaszczyinie piyty
(rye.10). Wystarczy, zechowujgc wzory (12 - 22), wstawié

e ) 2
za O=--4r wartodé &= 2 ; 22
We'o Wyo N.JT= k3

Zauwasymy, %e dla w-—-0  przechodzimy do zagadnienia jedno-
czesnego dciskania i zginania pYryty ciggtej.

9 Fret
- - e | 1]
_ (. agy
M px).sinat |T ref 1
: R.sinw-t &
4, Mooy ° J'
Tt _,’T[ﬂmﬂﬂj -
* . Gre1”
b, _.l_‘ bpy g ——=|

w = 57



