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D r g a n i a w ł a s n e i w y m u s z o n e

p e w n e g o t y p u p ł y t c i ą g ł y c h

W obecnym czasie zagadnienia dynamiki układów ramowych
są dostatecznie obszernie opracowane i punkt ciężkości zainte-
resowań techników zaczyna przekuwać" się na dynamikę układów
dwuwymiarowych płyt i tarcz.

Z tych ostatnich układów specjalne zainteresowanie dla zasto-
sowań praktycznych wzbudza dynamika układów płytowychj coraz
liczniej okazują się prace poświęcone rozwiązaniom ścisłym
i przybliżonym tych układów. *)

Zadanie, jakie sobie w niniejszej pracy stawiamy, to
podanie ścisłego rozwiązanie zagadnienia drgań własnych i wy-
muszonych płyty, spoczywającej na dowolnej ilości podpór po-
przecznych oraz na dwóch podporach podłużnych według rys.l.
Jako obciążenie wzbudzające drgania przyjęto obciążenie linio-
we pcx), równoległe do podpór poprzecznych.

r-1

X

y
p(*j. sin wt

Kys.1.

*) Wś>ód nich należy ze względu na zastosowanie praktyczne
zwriició uwagę na pracę W.Z.Własowa. "Pribliżennaja teoria tonko-
stiennych i zgibajemych prizmaticzeskich sistem i płaatinok
i rąszczet ich na kolebania i uatoiczewost*H Issledowania po
dinamike poorużenia - Stroitdat 1947-Moskwa.
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A). D r g a n i a w ł a s n e p ł y t y c i ą g ł e j .

Znane równanie różniczkowe powierzchni o d k s z t a ł c e n i a p ł y -
t y pobudzonej do drgań własnych, Torami:

O) + ,4J- ^ = O ... (1),4

W powyższym równaniu oznaczają:

/I/ „ . Ę.'P.. i - charakterystykę sztywności zginania płyty
E - moduł sprężystości? h - grubość płyty; v •»• liczbę
Poissonaj w(x,y,t) - pionowe przesunięcie punktów płaszczyzny
środkowej płyty; ̂  - masa płyty odniesiona do jednostki
płaszczyzny środkowej.

Wprowadzając oznaczenia *?"*%•> ^ °* "F" 9̂ '̂* °r== "»
oraz przy założeniu o>(x,y,t) * iy(x,y)slow-t doprowadzamy rówaanie
(l) do postaci:

+ 2

gdzie

u)

Przy założeniu coH - Y„(q)-sin vK Ą ; vk = K-xa ; K--i,2,..,
jako całki szczególnej równania (2) spełniającej warunki brze-
gowe W krawędziach x-*o, x= a doprowadzamy równanie cząstkowe
(2) do równania zwyczajnego*

...w

dw wyraża się stosunkiem kwadratów k-te^ czę-
drgań własnych płyty ciągłej do k-tej ©«ę»totXi'-

drgali własnych płyty w kierunku y nieskończenie dłu-
giej w* . **lj£

Ponieważ dla płyty ciągłej częstotliwość drga4 własnych jeot
atałe wyższą niż dla płyty nieskończenie długie j| zate*
a zatem całka ogólna równania przyjmie postać :

^fy * U3H • sinh mHrj + 0^

M -
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Wskutek drgali własnych powstają na prostych podporowych
poprzecznych momenty zginające i skręcające (z naszyoh rozwa-
żań eliminujemy jednak wypadek równych rozpiętości o i sztyw-
ności N przęseł, gdy* w tym wypadku momenty podporowe my eą
równe zeru). Momenty zginające my na liniach podporowych
przyjmiemy jako nadliczbowe zadania. Z równań ciągłości płyty
nad podpprami poprzecznymi ustawimy związki między tymi "nad-
liczbowymi "» co doprowadzi do jednorodnych równań trójczłono-
wych i stanowić będzie transpozycję znanych równań Clapeyrona
na obszar dwuwymiarowy.

Przedtem zajmiemy się jednak wyznaczeniem pewnych ele-
mentów, stanowiących podstawę dalszych rozważań. Niech w kra-
wędzi y-0 płyty prostokątnej dookoła swobodnie podpartej

działa moment my(x,O)- MK- sin̂ Ą (rys.2).
Powierzchnię odkształcenia,

a właściwie amplitudę tej powierzchni
określą równania:

gdzie Y„ przedstawione jest równa-
niem (4).
Stałe U1

1K

U
4t(

wyznaczymy z czte-
rech warunków brzegowych:

Y*(0)-0, YK(1)-O

In-od7}*

Wstawiając stałe całkowania do wyrażeń;

O

otrzymujemy ostatecswiies

V
...(S)

/// -
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gdzie

etęh mK - nK- etę n^ ) ,

...(6)

(nu-cosec /?„ - mK • cosech /n„;

Gdyby moment MK$in ̂ -4 działał wzdłaz krawędzi y~>b
wtedy otraymalibyimy:

teraz do płyty ciągłej (rys.l)t pobudzonej do
własnych. Rozważmy dwa sąsiednie przęsła (r-i)-r

oraz r-(r+D , Amplitudy momentów podporowych r-t,r, r+1
oznaczmy przez Mr-t - Mr, Mr+t •
Ciągłość 5>łyty nad linią podporową określi równanie:

y "' - O (a)
y-br dy JyO

"Wyrażając nachylenie powierzchni odkształcenia z równania (8)
przez momeaty podporowe ^K,r-f^H,r, MKs+i doprowadzimy równa-
nie (a) do postaci:

cr

(K- f.g,... ooj ; (r~ 1,2,... z-1)

h A/

W powyższyai równaniu ct oznacza -^ • —• gdzie bo jest
porównawczą długości pola, a No porównawczą sztywnością zgi-
nania płyty.

Dla każdego k (K*f, 2,..) ustawiamy (z-1) równań trój człono-
wych jednorodnych ( p r z y z + 1 podporach poprzecznych). Układ
tych równań będzie nieeprzeczny, gdyż wyznacznik Ó6H układu
równań, będzie równy zeru. Przyrównanie do zera wyznacznika ukła-
du prowa&isi do równania przystępnego, którego pierwiastki dają
kolejne częstotliwości drgaii własnych płyty ciągłej. Podstawo-
wą częstotliwość otrzymamy z najmniejszej wartości pierwiastka
równania *

W równaniu trójczłonowym (9) mieści się szereg wypadków
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szczególnych, z których dwa szczególnie proste omówimy.

er). Płyta w krawędzi y~o "utwierdzona zupełnie, w krawędzi
y-b swobodnie podparta (rys.3).

Stosując równanie (9) przy:

Mr+, -0

otrzymamy:

co przy /•/„.,,. ¥• O; 'Cri.,+O prowadzi do

związku Fnr+i -0 albo po prostych
przekształceniach do zależności;

Rys. 3. mK • ctgh mK — nK • etę n«

(K - 1,2,...—>)

...(a)

/3). Płyta obustronnie utwierdzona zupełnie (rya.4).

-l) symetryczna postać drgari w kierunku y.

Równanie (8) daje:

co przy prostych przekształceniach prowa-
dzi do dzwiązku :

-*- ...(b)

Rys.4. 2) antymetryczna postać drgań w kierunkuj.
lwi —m _ lwi ^Jg II

Otrzymamy tu FK- GK - O, a po przekształceniach!

V powyższych trzech równaniach warunkowych drgali (równ.
o,b,c ) wielkość mK daje się wyrazić przea n* ze związku m^ -
-ni - 2vK. Po wyznaczeniu z powyższych równaii kolejnych pier-
wiastków m* względnie nK , częstotliwość dragn własnych ssnaj-
dujenjy ze związku:

~~~ ~ Li—~ *i ••••

albo
.•» ul

/// -



U w a g a . Rozważania dotyczące drgań własnych płyty ciągłej

bez trudu rozszerzyć można na zagadnienie drgania płyty przy

jednoczesnym ściskaniu jej stałym obciążaniem a działającym

w płaszczyźnie płyty w kierunku x

t>r.

(rys.5).

W tym przypadku określonym

rozszerzonym równaniem róż-

niczkowym:

a

Rys. 5.

postępując analogicznie

jak w wypadku braku sił po-

dłużnych dojdziemy do tych

samych równań trójczłonowych

z tą jednak różnicą, że za

$H wstawić należy

...ifo)

gdzie

9K.O

Dla zagadnienia więc wyboczenia płyty (rys.3 i 4) otrzy-

mamy równanie (a) i (b) jako równanie warunkowe wyboczenia,

Wstawiając jedynie w wyrażeniu 5H wartość co — O *)

Bez trudu też stwierdzamy, że między siłą krytyczną <j wybocze

nia płyty ciągłej a częstotliwością drgań własnych płyty cią-

głe 5 tachodzi związek;

gdzie 5H oznacza częstotliwość drgań własnych płyty ciągłej

dla c^O, a qH oznacza k -tą siłę krytyczną płyty ciągłej

dla stanu co-o.

B). D r g a n i a w y m u s z o n e p ł y t y c i ą g ł e j

Hiech w poszczególnych przęsłach płyty ciągłej działa
obciążenie liniowe p(x). sin o>t , wprowadzające płytę ciągłą

*) Porównaj: W.Nowacki: Plexion et flambage d'un certain
type de plaąues continues orthotropes. ill-me Congres A.I.
P.Ch. -Liege 1948.

/// -
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w drgania wymuszone. Hiech obciążenia te zmieniają się z tą

samą częstotliwością i w tej samej fazie (rys.l)

Zanim jednak przystąpimy do płyt ciągłych rozważyć" musi-

my dwa wypadki drgań wymuszonych płyty swobodnie podpartej

wzdłuż wszystkich jej brzegów.

1). Płyta prostokątna (rys.6) poddana działaniu obciążenia

liniowego p(x)sina>t.

Płytę traktujemy jako
dwie płyty I i E oddzielone
przekrojem i/,-/?,•£•
Dla każdej z tych płyt otrzymu-
jemy jednorodne równanie róż-
niczkowe;
dla płyty I

U /3tó—

p(x)s/ncó-t

I
o

S.b—-1
WX + - O

Rys. 6.
dla płyty F ...(12)

-O

W przekroju yi ~/3,.b spełnić należy następujące warunki brze-

gowe ;

•

dy -—r
dy*

- p(x)-sincot

Przy założeniu
iS (x,y, t) - w (Jf,y> sin eot - sin ot • (rfl • sin vH •

i oznaczeniach

b ' b ' o

oraz wykoraystaniu równań (2,3,4) napiszemy równanie powierz-

chni odkształcenia płyty I i i * postaci;

coj. m /<UatK'SinhmK'i} + U4ti-sin nK--q)• sin vK-
12K~ 1,2,.. ...(14)
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gdzie, jak w ustępie (A).

Założenie <5"„. > / może nie być spełnione we wszystkich
członach szeregów (14); gdyby w którym z członów tych szeregów
było 5K < 1 to należy w miejsce sinnKT} wstawić isinhnK^
(gdzie i-\TT.).
Dodać należy, że funkcje (14) są tak dobrane, aby obok spełnie-
nia równań (12) spełnione były warunki brzegowe w krawędziach
y-o, y^o.

"Wyrażając obciążenie p w szeregiem Fouriera:

£jsK.sinvKt, - p(X)
K-i,a.,..

otrzymamy z warunków brzegowych (13) układ czterech równań,
z którego kolejno wyznaczymy;

mK-(m*+nf)-cosnmK-/3-[1 *ighmK/3• ctghmK/3,j ;

n^/3 • cłg nK -fij •,

- u .4K

> ...(15)

Znajomość stałych UtK ... U^K pozwoli już z równania (14)
wyznaczyć powierzchnię ugięcia wx i wa , a tym samym i wszel-
kie składowe stanu naprężeń płyty.

Nachylenie powierzchni ugięcia płyty w kierunku y
w prostej y~O i y^o wyrażają związki:
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dy y.o N
\ ... (16)

y y-o N

gdzie

• sin n#-fit - sin nK • sinh m^-13, .

K * n K sinh mK • sin nK

mu- sinn -ft - sin n • $inh mufi .
m« * nH sinh mK • s/n nK

(Zauważmy przy tej sposobności, że dla siły skupionej P
działającej w odległości *„ należy postawić;

I ...(17)

p = — s/n ,r* a o

dla obciążenia jednostajnie rozłożonego p na długości a.

Z równań (16) odczytamy, że :
-£-£• -— <> dla sin nH • O.
dy *

Nastąpi to,gdy nK -Jx ,• J- 1,2,3,... « ;
t z n . gdy

Ponieważ równanie (c^) przedstawia kwadrat k —"te j czę-
drgań własnych płyty prostokątnej, stwierdzamy zna-

ny fałtt» że wypadek rezonansu nastąpi gdy częstotliwość drgań
•wymuszających pokryje się z jakąkolwiek częstotliwością drgań
własnych płyty.

2). Płyta prostokątna (rys.7), obciążona momentem:

f~~F\K -sin v«-$- sin cot

wzdłuż p ros te j y**O.

Przypadek ten prowadzi do powierzchni ugięcia (por.
wzór 4).

U h K r i *U3lf. cos n^ i- UĄy sir>nH.if)- sin ifc-f ,
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gdzie

0,,-ctgn,

...(19)

Rys. 7.

Nachylenie powierzchni od

kształcenia w prostych y*°o, y=-b

prowadzi do związków.

, ... (20)

gdzie funkcje FK , <?„ określają równania (6).

Po tak opracowanych zadaniach pomocniczych Bl i B2 przy-

Btąpić możemy do ustawienia równania ciągłości płyty ciągłej

na podporze r (rys.l):

Uzyskamy stąd

Otrzymaliśmy tu układ niejednorodnych równań liniowyeh.

kolejnych wartości n przy/z */; podporach poprzecznych

Płyty ciągłej otrzymamy <z-D.n równań trój członowych, których

rozwiązanie w sposób jednoznaczny określi wartości.MK,r. a tym

samym momenty »
Podporowe ^••-£ JV •**»*:•<

Rozważmy ftwa wypadki szczególne;

a ) Błyta dwuprzęsłowa obciążona siłą Psinat (rys.8).

2 równania (22) przy A7„if - ft^-0 otrzymamyf
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sin^ .$-0

Rys. 9.

Wstawiając wartości funkcji &*• dla
oraz funkcji fH uzyskamy ostatecznie.*

~t •f-sinn*

/5L • $//?

, /? =

Sin
sin nM

<

ó

P.$ina-t 2>

iJ

(a')

b) Płyta obustronnie utwierdzona zupełnie. Obciążenie;
Psinvt według ry*.9•

Z równania (22) pray fy,,, * MHtlti

H" i, 3,5

Af,

Wstawiając za ĄT, ̂  , &,
odpowiednie wartości Ze wzoro*
(17) i (6) otrzymamy:

-cos-

• tgh ̂  • nH

Zauważmy, te M1tMz dąży do «*. dla mH tgb %-• + nMig &«&

Odpowiada to warunkowi (b)(ustęp A.A)» z lctórego otrzymujemy
częstotliwość drgań symetrycznych. Przy symetrycznych układzie
i «ymetrycznym o"bciązeniu otrzymujemy» jak wynika n. równania
(b')symetryczny wykres momentów podporowych, oraz symetryczną
postać wygięcia, ą w wypadku kiedy częstotliwość drgań wymusza-
jących zbliża się do częstotliwości drgań własnych ugięcie pły

/// - 3 0
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ty rośnie ponad wszelką miarę (wypadek współbrzmienia).

U w a g a :
Powyższe rozważania rozszerzyć można i na drgania wymu-

szone płyty ciągłej, ściskanej dodatkowo w płaszczyźnie płyty
(rys.10). Wystarczy, zachowując wzory (12 - 22), wstawić

za wartom

Zauważymy, że dla «u — o przechodzimy do zagadnienia Jedno-
czesnego ściskania i zginania płyty ciągłej.

25J
r-f tXX).Sili*t.t

TTfmr

Nr+1

9rH

r*i

Rys. 10.
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