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Prof.Dr.Inz.Witold Nowacki, Gdansk.
Zak¥ad Mechaniki Budowli Politechniki Gdariskiej.

Z zagadnied statecznosdci

Pyt prostokgtnych.

A). W praktyce inzynierskiej spotkaé mozna si¢ nieraz
z wypedkami obcigzenia dcian (tarcz) znacznymi sitami sku-
pionymi. Wyznaczenie 8i%* krytycznych, wywotujgcych wyboczenie
ptyty dla kilku szczegdlnych wypadkdéw obcigzenia sitami sku-
pionymi, to cel niniejszego przyczynku.

Sciste rczwigzanie zagadnienia wyboczenia ptyty sitg
gkupiong, przj uwzglednieniu rozk*adu naprezeri wywotranych
w tarczy sitg skupiong natrafia na nieprzezwycigzone dotych-
czas trudnodci matematyczne. Pomijajgc wptyw tych naprezen
otrzymamy siiy krytyczne mniejsze niz w rzeczywistosci wyste-
pujgce; w wyniku wyznaczymy ich dolng granice.

- Punktem wyj$cia naszych rozwazan bgdzie niezmiernie
proste rozwigzanie A.Sommerfelda™, otrzymene dla wypadku wybo-
czenia pryty nieskoriczenie d¥ugiej w kierunku ¢y (rys.l.),
spowodowanego si¥g skupiong P.

W rozwigzaniu tym po-
wierzchnia ugigcia pryty dla
P> P, przy jmuje postad:

W(X,y) = e lf)
.ar
= ap. (14204 ¢ T

y=>0
Rys. 1. | Rozwigzanie to speXnia réw-

nanie rétniczkowe powierzchni
ugigcia o4 w,=0 oraz warunki brzegowes

w(oy) =0 aw(0,y) =0 W(Xeo) =0 6“’(*’.0_)_

w(a,y) =0 aw(a,y) =0 Ong;.-)_o ¢ —0

Parametr o, eliminuje A.Sommerfeld 2z harunkp:

*) A.Sommerfeld:s " Uber die Knicksicherheit der Stege von Walz-
profilen ". Z.f.Math.u.Phys.1906.
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0°w(x,0)
oy’

c)‘w(x.ag
O x?

B =2/ . . ()

Warunki te moznaby interpretowaé nastgpujgco:

Wytnijmy element o szerokodci 2¢ i dtugodei o tak,
aby prosta y=0 byta osig symetrii elementu.
Réwnanie rézniczkowe odksztakconej tego prgta bgdzie:

4 y) 2
£7 2 :x{f v 2tp 2 g,(::a) = q(x,0); EJ =2t I

gdzie b jest grubodcig pryty, p obcigzeniem w sposdb ciggty
roztozonym Z’% oraz 'q(x,0) obcigzeniem pionowym pregta, réw-
nym réznicy sit tngcych ptyty na lewo i prawo od- prgta.

Przy t — 0 otrzymamy:

D o%w(x,0) (a-"wg(:r.o) 3wy (x,0) - 93wy (x,0)
ox2 dys oy’ = oy’

Wstawiajgc do réwnania (2) funkecjg (1) otrzymuje A.Som-
merfeld sitg¢ krytyczng

4N.or

K min Q

dla n=1 v (3)

B). Wystepowanie czynnika e “#% w réwnaniu (1) nasuwaé
musi przypuszczenie, ze w wypadku nieskoxiczonej ilodci
sit P w jednakowych odstgpach b otrzymamy powierzchnig
ugigcia pryty dla P > B, 2z sumowania zbieznych szeregdw.
Zauwazyé nalezy, ze Prof.M.T.Huber pierwszy uzyt tego
sposobu do rozwigzania szeregu wainych przypadkéw zginania
prostokgtnych pryt ortotropowych®).
Dla tak okredlonego wypadku (rys.2.) otrzymamy rozwig-
zanie

w(xy) = a,.sina.x Ze'“""””’. (1+a.y+ y.ﬁ) +

V=012,
+ Z e®I R (1-a.y+ v.,a)/ e (4)
V=123,

— — — —

"). M.T.Huber: " Teorya piyt proatokqtnie-réznokierunkowych. "
Lwéw,1922,8tr.119 i dalsze.
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... cd(4)
Wyliczamy kolejno:

2
E,"?/ = - ,,‘a’.s:'na.x./'h
O0x%,.0

+Zie—ﬁ'v + E.e”’”/
ve12,.. V=12,

Rys. 2. Zwagywszy, %e:

- - L ﬁ
-A¥ ( E ’ -v3 e
e = ' v.-e = —-'—'——:
Vat,2,. e4-1 . Vei,2,. (1-e)
orag, ze: 1 e”? sinhA-cosha +2
1+ g7 + 28 fmgm)e Skt 2
| A=
uzyskamy z warunku brzegowego (2)
2
P oy 4”’” . 53‘”” ﬂ . (6}
" @  sinhA.cosha +2a

Qkazuje sig, %e najmniejszg wartodé P, otrzymamy dla
n=1. Dalej 2z réwnania (5) wynika, Ze przy b-esee ; A - oo
R — X 5 dls jednostajnego obeigsenia . p=lim L

b=y b
£
’ Px- 4”‘”.‘

——p

a
10—+ '
b
- E ™ £
T Q Q-8
0,10 |0,0785)| 1,0 | 0,722
0s b L . 0,200,157 | 1.2 | 0,815
0.40 0313 | 1,4 | 0,872
. 0.60|0,463 || 1.6 | 0,925
0 . — 0,800,602 | 1,8 | 0.955
g a5 Tk , 9% 20 | o975

Rys. 3.

Tabela I.
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ugyskuje sig: p, = 47t

a2
Ryugnek 3 podaje wykres zaleznodci migdzy wielkodciami A
i =

a

C). Jezeli réwnanie (4) napiszemy w odmiennej postacis

[
W(X,Y) = a,,.sfna.x[Z(~?)'f eI RY (1ipv+ay) + .
v=01.2,.

+L(-ﬂ*.’e“"’"’"‘.( 14f.v- d-y)/ o (6)
ve1,2,

co odpowiada wygieciu ptyty przez kolejne sity P naprzemian
w dét i.w géreg, dojdziemy do powierzchni wygigcia ptyty o ze-
rowych wartodciach ugigeia w (oraz aw=0 ) w odlegtodciach
—%*od punktéw zaczenpieniea si¥ P . Otrzymujemy w ten sposéb
wygigcie piyty prostokgtnej o bokach ¢ i 6 dookoka swobod-
nie podpartej, obcigsonej sitami P w érodku (rys.4.).
Wyliczamy kolejno:

EE% = -2a,.a?sina.x

dy 2

Y=0

s oo
.g_-"; - ~q,.a? s:’na.m[ﬂ 2) (-1)%.e" +
X y=0 g ¥=1,2,.

Jen.enf
+28) -1)V.e*"y
Rys.4. Vet

Wprowadza jgc oznaczenie 4--?- oraz korzystajgc ze zwigzkdws

142 ) 1-1)" ™ =f-20"%*4 20712 - 297 + ... = ¥gh 2
¥=1,2,.

2 V.l1). e 0% m gn @ (1-20-A AR _ger, )= ~

ﬂ',- "'"(ﬂ e qn.e (7-2¢ +Je 4e + ) m

wyliczamy warto$é eixy krytycznej B, 2 réwnanita (2):

B 4N.x.n cosh? A A7)
a cosh A.sinh A -2

Na rys. 5.a,b przedstawiono najmniejsze wartodci &
w zalegnosci od stosunku 2% i é’;f‘ oraz podano tabelarycznie
zestawienie ich wartodci. Zauwazymy, ze dla ﬁ% = 0,363 wybo-
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bl 5 Ld )

czenie ptyty nastgpié moze wedzug Jjednej lub dwéch péifal,
dla £ =o0272 wedtug dwéch lub trzech 1td.

¢ Przy ustalonym
50 boku g otrzymamy dla
o \/5 P = g * s -_‘%7’ przy ustalonym
' boku 4 dla G -—=o= :
- \‘ - p - 6”-’:
30 _ l ‘\Hn'=2 s —
N/
i <3
2,0 - } INF~+- | n=1
) i / D). Jezeli do po~
o { i T~—_l_ wierzchni ugiegcia w,
T ! ) wyrazonej réwnaniem
) E : | (4) dodamy ugigcie w,
s 3 oll g & ! = % Q.fspowodowane obcigze~-
" d " " 0,
@ % 8 niem liniowym p, sino.x
* <

dziatajgcym w potowie

ifﬂ | - | \ _odlegtosci b migdzy
' ! sitami P (ale dajg-
1,0 P N — '
=g € cymi powierzchnig
as "1 ugiegia przeciwnego
\ znaku), zrealizowad
\ 1A i mozemy wypadek wybo-
a8 L n=2
! —/Q n=3 czenia ptyty prosto-
ol A B TUTTTTT HT‘M)' kgtnej b.¢ w kra-
%0 i , _
' : h
PRI T b, S JRE: wedziac _réwnolegtych
@ - do kierufitu dziatania
' Rgs_,s, : pity P , utwierdzone}

zupetnie (rys.6.)
quaé jednek musimy, aby wzdXuz linii dziataniae obcigzenia
P, sina.x - tgozne ugigeie w,(x4) + w,(x§)= w(xg) byto réw-
ne zeru, Warunek ten pozwoli wyznaczyé wielkodé obcigzenia
p,.sina.x & réwnanie (2) wielkos¢ sity krytycznej Pe-
fauwazmy, %e réwnanie (4) mozemy,po wykonaniu dziata
przepisanych znakiem sumy, napisaé w postacis

wW,=0,.sina.x .R(y) . (8)
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R(y) = / ay + sinh js.:;:?f? : of. / . coshay-
~(1+a.y.ctgh ). sinha.y .. (8a)
Tabela II.

Obcigzenie p,.sinax
n £ £ € £ dziatajgce wzdtuz proste]
£ AR ol AL I Yy, =0 nieskodczenie diu-
oo 1,00 -giej pryty (rys.7.) wywolu-
1,0 1,041 je powierzchnie ugiecia *):
0,30 | 1,05 s
0,85 | 1,07 iy ceeo (9)

. a’ -
::‘:g ::: = PorSINAX. ey . Y (1+ay,).
0,60 | 1,26
0,55 | 1,36 Dla obeigzesh linio-
0,50 | 1,50 wych p,.sinax dziatajgcych
0,495 | 1,73 w jednakowych odstepach b,
0,40 2,21 otrzymamy przez sumowanie
0,35 2,29 powierzchni ugigcia (analo-
0,30 2,53 gicznie jak w ustgpie B)
9,25 3,01 -réwnenie;
0,20 J,81
0,167 4,51 W e (10)
0,150 .ad
0,1 i 7,98 44?3:’.173 - Rey)). sin a.x
0,08 37,35 '

Rys. 6.

~ % M.T.Huber, "Teorya ptyt prostokgqtnie-réznokierunkowych”
Lwdw,1922,8tr.68.

albo w uktadzie wspé¥rzednych
xy. (rys.6.)s




po-a®

wgﬁm . F(ngl‘n a.X,
gdzie
Fy < ACtQhA+T b o oy Sithay (11
v sinh A cosh a.y *y sinhA J

Z warunku: w,(x‘g) + W, (X g) =0

N.Z%n° . R

uzyskamys Po = - >3 n* “Foa)

Przy tak ustalonym p, réwnanie powierzchpi ugiecia
przyjmuje postad:

W(X,y) = Q. Ssin ax / Rey) LF(/U (yy. .. (12)
Wykonujgc réizniczkowanie:
9w i " == R(A) " rp. 3 F
053], a,.sin a.x [ R"c0) e @] =-2a°a,.5inq.x
R™(0) =-2a%;  F™(0)=0,
oraz
w) _ a2 - R »
Oi”é.o a*.a,.sina.x [ Reo) - 252 Fo)

ad sinh2A -2

= d,
"7 sinhA.coshA +2

.Sina.x ;

- - ;inhzl.msha! +A
F(A) = Rea) sinh2 A

]

o A.coshA + sinhA
o) =RA) S hi A

otrzymemy rdéwnanie (2) wielkoéoi
si¥y krytycznejs

A= . (13)

_ 4Nx_ sinhA.cosA+R
- a sinh? 2 -2,
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l E
5 I P |
\ ne3
4 Y B, _#I-x_e 5
a
J ]\.‘.‘_—- !.3—
.\(12 \"” 72 n=3
» L fo‘ (]
2 : N = , -;—-—---a:é%&:a’;=_—
| =1 : g
[} \. I| :
1 : L{ 03 . B
t I 1
] | ]
2 [ = ! ! it
a 5 w € 7 17 2 3 4 5 %
Rys. 8a. Rys.8b.

Na rys. 8a,b

przedstawiono najmnie jsze wartodeci Py

w zaleznodci od 35‘3 i 3’% oraz podano tabelaryczne zestawie-
nie ich wartodci.

Tabela II. Przy ustalonym boku « otrzy-
NrRrRRIE mujemy dla & — o= wartodé B‘-"‘;",
Pot | n=2|n=3|n=d dla a— o= przy ustalonym b:

oo | 1,00 N

- P =788 %= .

0, 90| 1,15 “ b

o, 85| 1,19

0,80| 1,24

o,7|1,42 E). Rozwazmy jeszcze wypadek

985} 4,9 dziatania dwéch si¥ P w.odlegtosci L.
0,60|1,74

0, 55| 2,01 (rys.9.)

0,50« |2,18 Korzystajgc ze wzoru (4) na-
0, 45 2,3 piszemy réwnanie powierzchni ugie-
9, % 2,30 cia ptyty dla P >5B, w postaci:

0,35 2,84

0, 30 3,35

0, 25 3,03

o, 20 5,00

0, 15 6,97 v
0,10 15,83

Rys. 9.
W, = a,.sinax. [e . (1+ay) + eT 4 (1-ay, +/3)/ ...(4a)
0 y<kb
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W, = a,.sin cr.'x./e'“'y”. (1+a.y,)+ e "% (1+ay, +ﬁ)j .. (14b)

yz?-o

Latwo sprawdzié, ze w przekroju: y,=b: y,=0

oW Iw, _owy . Pw, _ 9w, . Dw, __ Pw,
(4 f? ayf ayz o ay;z agaa * ag'-, a-ya-,

Z warunku brzegowego (2), wypisanego dla przekroju

yg"o
Pw, Iw 3w,
N =" - =—2) = P, !
(oo "oy ) =" a2 (15)
otrzymamy po wykonaniu rdézniczkowania:
7w, " -A
-5_.42‘% -a,,.af‘.smcr.x.[e .(2-;@)—2]
-‘3-{';3 = -g, .s:ba.x.a*.[e"?(!«-ﬁ)ﬁ]
Ox%, -b ”
nastqpujgcg wartodé sity krytycznej dla »n=1
IN.7 7
B =g ...(16)

1’+e-#.(/+%é)

Dla b0 ; tzn. w wypadku wyboczenia pryty sitg 2P
otrzymamy Bimp 22X dla b—oe : By, = BX

Przyjmujgc:
W, = Gy 5ina.x.[e'“~“.( 1+ay,)- 6% 148 -a.y,)/ 0<y,<b
W, = ay. sinax. [ (1+ay,)- e 4P (1+8+ay,)] Y

dojdziemy do wypadku wybo-
czenia pryty obeigzonej siig
P w odlegZodeci f— od kra-
wedzi ¢, = g— w ktdérej zni-
kajg ugiecia i momenty zgi-
najgce (patrz rys.10.)

Z réwnania (15) otrzy-

mamy s
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- 10 =

N.oT.0 1
B = 4XN ik e (17)
a 1-e"a .(f+”‘g‘b)
Wielko$ci Pymin 2ze wzoréw (16) i (17) naniesiono na rys.
11a i 11b.
4N.
£ Bi= s -€ @ Tabela i
%0 ‘ e | ¢ e | ¢
et
- 0,10 |o0,511 || 1,0 |0,850
i - ] 7 0,20 | 0,536 || 1,20 | 0,910
lr £= f*e—n.n.q'(f*”'x'e) 0,40 | 0,608 1,490 0|N5
0,600,697 || 1,600,970
0,600,779 || 1,800,980
o - :.-:b
o o5 1 1,5 2,0 -5
| .
& 8:"'{“3_)!- £ @ Tabela F
6,0
_ Q| € e | ¢
5.0-
' N D e 7
£= 0,10 15,17 || 0,60{ 1,2
.0-— \ - .”.’.e L » ] L
1.0-|- I’_‘ (1+n.n.q) 0,20| 5,60l 0,70 1,85
3,0- \ & 0,30|3,56 || 0,601 4
2,0 == "o |2.79] 0,90 1.29
1.0~ ' 0,502 31,0 |1,22
‘08 2,0 (4,16
o -
-'g
o 0.5 w €73
Rys. 11,

Wreszcie przypadek dziaYania sity P

w odlegtodci &4

od brzegu utwierdzonego zupetnie zrealizowad mozemy przez su-
perpozyéjq powierzchni ugigcia, powstatych wekutek dziarania
dwéch it w odlegtodci 26 1 obcigzenia wedtug rys.i2,
Réwnanie 148 1 14b

napiszemy w postaci odmien-
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nej, mianowicile:

W, = a,.sinax.e "’.ﬁhﬂ). cosha.y-

- ay. sinhay] ;
y<b

..(180)



- 11 =

W, = O,.Sina.x. e"""“'.[(h ay).coshf3-p. sm/zﬁ] ,..(185

Obcigzenie p,. sinax dasje powierzchnig ugigcia:

Po-a”

. ~-oy
W, = ——— ., Sina.x.e ~.(71+a.
° " gN.z3n3 ( Y)

Z przyrdéwnania ugiecia w=w,+w,
w prostej y=0 do zera,uzyskujemy:

. @,.sina.x.e" (J*IS)

3tqd réwnanie powierzchni ugigcia piyty

Rys. 13.
utwierdzonej zupetnie w krawegdzi y=¢
(rys.13):
w, - a,,.sina:teﬁ[(%ﬁ). cosha.y - a.y.sinha.y -(1-3)% e ... (19a)
y<b
W, = a,. s:}ra.x.[e'“‘-". (1+a.y).cosh/3 - [3.sinhf3 - (1+/3)2 e"‘:’/ ... (196)
y2b
Z warunku brzegowego: _
Pw, 3w A?w, . Gl
”.(a—él:at —--—-i-ax’_) —P.-a-—;T dla: y

uzyskamy po pro'styah przeliczeniachz

B = 4N.7.n (20
) & Jlb-n n.n'E
= 48 g TR 4
£
5 \ Tabela W.
\\ foeefial ]
M Q £ € £
6,0 oy Biw 4‘:;'-75.5 _
Y N 0,10 8,06 0,60|1 240
3,0 0.,20|3.40||0,720|1,437
b 5 0,30(2,32||0,80|1,09
20 N - _ o,4011.70\lo.90\ 1,053
— ] o,o'q 1,917 N 1,0 |1,0%
1,0 ﬁ=‘-— 2,0 |1,001
] ; -—
0 o5 do 97

Rys. 14.
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Wielkoédqa%iejszej 8ity krytyczne]j wyliczono i zegtawiono
w tabeli VI.

Zauwasymy, %e wpiyw utwierdzenia zupelnego ( w krawe-
dzi y=o0 ) w stosunku do swobodnego podparcia ptyty w te}
same] krawiqdszi jest tym wigksszy im si?a P znajduje sie
blizej krawgdezi; w odlegtodei > 206 sitg krytyczng dla obu
wyﬁadkéw przyjaé mozna z dostateczng doktadnodcig dla celdw
praktycznych na 5, = ‘3!;—“.

wW -3



