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1. Wprowadzenie

Istnieja liczne przykiady wnikania cieczy i gazdw do ciala stalego. Przyczyny te wy-
woluja odksztalcenie ciala, jego pecznienie i skurcz. I tak, wodér wnikajacy pod ciénie-
niem do stali wywoluje jej znaczna deformacje. Cienkie blaszki, do ktérych wnika
woddr wyginaja si¢, cienkie ptytki doznaja zwichrzenia.

Roéwnie brzemienny w skutki jest wplyw ogrzania ciata w procesie dyfuzyjnym. Wiemy
z do$wiadczenia, jak zmienia sie rozkiad wilgotnoSci w oérodku porowatym wskutek
zmiany pola temperatury. Do przyspieszenia wydzielania si¢ gazu z metalu stosuje sig
podgrzanie ciala, a takie procesy, jak naweglanie czy odweglanie stali nastepuja w obec-
noéci zmiennego pola temperatury.

Istniala potrzeba stworzenia jednolitej teorii obejmujacej wzajemne oddziatywania
procesu dyfuzyjnego charakteryzowanego koncentracja wzglednie potencjalem chemicz-
nym, procesu termicznego charakteryzowanego polem temperatury oraz procesu defor-
macji ciala opisanego przez wektor przemieszczenia i stan napreZenia.

Taka teorie dla ukladéw dwuskladnikowych (dla statych roztwordéw) opracowal
PopsTRIGACZ W 1961 r. [1]. Nastgpnie teori¢ t¢ uogdlnit na uklady wieloskladnikowe.
Wraz ze swymi wspolpracownikami rozwigzat szereg zagadnien szczegolowych, przewaz-
nie jednowymiarowych [9, + 10], dotyczacych termodyfuzji w statych roztworach.

Celem niniejszego opracowania problemowo-przegladowego jest wprowadzenie do
tego nowego dzialu mechaniki ciala stalego, lezacego na pograniczu teorii sprezystosci
i chemii fizycznej.

Podajgc w ogdlnych zarysach teori¢ PODSTRIGACZA, dodaje do niej szereg uzupelnien
natury termodynamicznej (nieréwnoéci termodynamiczne) oraz szereg twierdzen ogdlnych.

2. Najprostszy model dyfuzji

- Rozpatrzmy najprostszy model procesu dyfuzji, opisany fenomenologicznym zwiaz-
kiem Ficka. Pézniej dopiero uogdlnimy go, wykorzystujac prawa termodynamiki proce-
séw nieodwracalnych.

Ponizej rozpatrywaé bedziemy uklad dwuskladnikowy, zloZony z jednego ruchliwego
i drugiego nieruchliwego skfadnika. Jako model stuzyé nam moZe gaz rozpuszczony
w metalu lub ciecz w porowatym szkielecie sprezystym. W naszych rozwazaniach rolg

*) Referat generalny wygloszony na Konferencji «Mechanika Ciata Stalego» w Krynicy, sierpien
1974 r.
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uktadu odniesienia dla przeptywéw dyfuzyjnych spelnia¢ bedzie siatka krystaliczna nie-
ruchomego skladnika.
Rozpatrzmy ciato B o objetosci ¥, ograniczone powierzchnig 4. W ciele tym zachodzi
proces dyfuzyjny, polegajacy na wyréwnywaniu si¢ stezen w ramach jednej fazy.
Wydzielmy z ciata B dowolne podciato B, o objgtosci ¥,, ograniczone powierzchnia
Ao (rys. 1). Dla B, sporzadzimy bilans przeptywu materii, otrzymujac réwnanie globalne

2.1 fn-ndA = .l (—%Hr) av.

Ao vV
Przez v oznaczamy wektor przeplywu dyfuzyjnego (o wymiarze kg/cm® sek), przez m
wektor normalnej do powierzchni 4,. Dalej przez ¢ oznaczamy koncentracje, rozumiana
jako ilo§¢ substancji na element objetoSciowy (kg/cm®). Wreszcie przez ¢ oznaczamy
intensywnoé¢ Zrédta masy, ilo§¢ masy wytwarzanej w jednostce objetosci i jednostce czasu
(wymiar kgfcm? sek).

Rys. 1

Stosujac do calki powierzchniowej w (2.1) przeksztalcenie Gaussa, mamy

‘[ a
2.2) [ (-;,5 +div1|—d) dv = 0.
14
Ze wzgledu na zatozong dowolno$é podobszaru, otrzymujemy z (2.2) réwnanie lokalne
dc :
(2.3) i —divn +o.

Roéwnanie (2.3) przedstawia podstawowe prawo dyfuzji,

Z badan do$wiadczalnych wynika, e przeptyw dyfuzyjny jest proporcjonalny do
gradientu koncentracji, a wspolczynnikiem proporcjonalnoéci jest pewna (na ogdt stala)
wielko§¢ zwana wspolczynnikiem dyfuzji

(2.4) n = —Dgrade.

Zwiazek ten jest stuszny dla ciala izotropowego. Wystepujaca tu wielko§¢ D ma wymiar
cm?/sek; jest zatem niezalezna od jednostki, w ktérej mierzy sie ilo§é substancji. Znak
minus w zwigzku (2.4) pochodzi stad, ze dyfuzja przebiega w kierunku przeciwnym do
wzrostu koncentracji. Prawo fenomenologiczne (2.4) nazywamy prawem Ficka.
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Eliminujac n z réwnan (2.3) i (2.4) dochodzimy do podstawowego rownania dyfuzji

(2.5) DV’C-% = —o(x,f) na ¥x|[0, oo].

Do réwnania dyfuzji nalezy dodaé warunek brzegowy i poczatkowy.

Zalézmy, ze mamy do czynienia z mieszanymi warunkami brzegowymi. Niech na A4,
okre$lona bedzie koncentracja f(x, 1), na A, — przeplyw masy h(x, t). Tutaj A = A, U A,,
A, nAd, = 0.

Mamy zatem

(2.6) c(x,t)=f(x,t) na A, %[0, oo]; ~Dw = h(x,t) na 4, x[0, oo].

Warunek poczatkowy podaje rozkiad stgzenia w chwili ¢t = 0
2.7 c(x,0)=¢gx), xeV.
Funkcje f, i, g sa danymi funkcjami.

Roéwnanie (2.5) opisujace proces dyfuzji nie zawiera czlonu zwigzanego z deformacja
ciata. Jest to powazny mankament; doswiadczenie bowiem uczy, Ze czynniki mechaniczne
(np. drgania) maja wplyw na proces dyfuzyjny.

Nietrudno nam bedzie w tej przybliZzonej teorii ujaé proces odwrotny, oddziatywanie
dyfuzji na deformacj¢ ciala.

Proces dyfuzji, podobnie jak wzrost temperatury, wywoluje w ciele trwale odksztal-
cenia &fj. Catkowite odksztalcenie ciata sklada si¢ z dwu czeéci, z dystorsji &f; oraz z od-
ksztalcen sprezystych &;:

(2.8) &y = & +e&j.
Z drugiej strony, odksztalcenia sprezyste sa funkcjami liniowymi naprezZen
(2.9) & = 2u'oy+ 48,0k
Tutaj
WL A
2u’ 2u(3A+42u)°

a pu, A sa stalymi Lamégo. Wstawmy (2.9) do (2.8) i rozwiazmy te réwnania wzgledem
naprezen. Otrzymamy zwiazki konstytutywne

(2.10) O"U = 2#(8;1—581)“"A(Eu‘—‘sgk)(su.
Odksztalcenia trwale, spowodowane procesem dyfuzyjnym tworza tensor symetryczny
(211) 8?1 = i, Bijc.

Jest to whasnoéé fizyczna ciala izotropowego. Wskazuje ona, Ze element objgtoSciowy
(na $ciankach ktdrego jest o;; = 0) moze zmieniaé w trakcie dyfuzji jedynie objetosc,
a nie postaé. Wielkos¢ o, jest wspdtczynnikiem dyfuzyjnej rozszerzalnoéci liniowej.

Wstawiajac (2.11) do (2.10), mamy
(2.12) oy = 2ue;+ (Aey—yec) by,
gdzie

Ye = BA+21)a,.
Zauwazmy analogie zwigzkéw (2.12) z réwnaniami Duhamela-Neumanna dla termospre-
zystosci.
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Jesli zwiazki konstytutywne (2.12) wstawi¢ do réwnai ruchu
(2.13) o'ﬂ.j—gﬁl(x, r) =) na Vx [0, CO],

i wykorzystujac definicj¢ tensora odksztalcenia
1 :
(214) Su = f(u['j 'i‘NJ. [),

gdzie u jest wektorem przemieszczenia, to w rezultacie otrzymamy uklad réwnan prze-
mieszczeniowych teorii sprezystoéci z cztonem dyfuzyjnym

(2.15) uV*u+(A+ p)graddive = gii +y, grade.

Dodajac réwnanie dyfuzji
(2.16) (V2 - ——3,) C+ = o'(x t) =0,

otrzymujemy komplet réwnani niesprzezonej dyfuzji w ciele odksztalcalnym.

Droga rozwiazania jest tu nastgpujaca. Rozwiazujemy réwnanie dyfuzji (2.16) przy
danym warunku brzegowym i poczatkowym, a znana juz funkcj¢ ¢ wstawiamy do prawej
strony rownari przemieszczeniowych (2.15). Rozwigzanie uktadu réwnan (2.15) prowadzi
do przemieszczen u, odksztalcen &;; i naprezen oy;.

Ukiad réwnan (2.15), (2.16) stanowi pelng analogi¢ do réwnan teorii naprezeii ciepl-
nych (niesprzgzona termosprezysto$é). Dodaé nalezy jednak, ze w zagadnieniach dyfuzji
w ciele statym przewaza inny typ warunkéw. Na ogoét warunek poczatkowy jest niejedno-
rodny, gdyz zazwyczaj interesuje nas zmiana rozkladu koncentracji (danego dla ¢ = 0)
dla kolejnych t > 01 to przy jednorodnym warunku brzegowym. Ponadto w chwili = 0
rozktad koncentracji zazwyczaj wyraza si¢ funkcjami ze skonczonymi niecigglo$ciami
(skokami).

Dla uktadu réwnan (2.15) i (2.16) mozna poda¢ szereg twierdzen ogdlnych. W postaci
swej sa one analogiczne do wyprowadzonych w ramach teorii naprezen cieplnych [11].

Ponizej podamy jedynie dwa twierdzenia. Pierwsze wynika z przemnoZenia przez c
réwnania (2.16) i scalkowania po obszarze. Otrzymamy tu réwnanie

2.17) Df SE [ vedV.

Tutaj

o = -é— fcde, 2e =D f(c_i)ldl/.
v 13

Réwnanie (2.17) mozna interpretowaé jako réwnanie energetyczne, gdzie o/ jest potencja-
tem dyfuzyjnym, a y. — funkcja dyfuzyjnej dysypacji. Réwnanie (2.17) stuzy miedzy in-
nymi do udowodnienia twierdzenia o jednoznacznoéci rozwigzan réwnania parabolicz-
nego (2.16).

Rozpatrzmy twierdzenie o wzajemnoéci prac. Niech dane beda dwa uklady przyczyn
i skutkéw. Do przyczyn zaliczymy dziatanie Zrédet masy oraz dzialanie wywolane przez
warunki brzegowe i poczatkowe. Drugi uklad przyczyn i skutkéw wyrézniamy «primami».
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Twierdzenie o wzajemnoéci prac ma tu postac
(2.18) fa*c’dV+ fgC'dV-l-ch’*%dA - ff,—'*cdw fg‘ch+D fc*—zind/!.
¥ ¥ A v v i

WprowadziliSmy tu oznaczenia splotowe
f ’

o¥c' = f o(x, 1-71)c'(x, T)d7r = fo'(x, T)c'(x, t— T)dr.
0

0

Rownanie (2.18) postuzyé moze do skonstruowania rozwigzan réwnania (2.16) przy po-
mocy funkcji Greena.

3. Podstawy termodynamiczne dyfuzji w ciele stalym

Wyprowadzimy obecnie podstawowe zwiazki termodyfuzji opierajac si¢ na prawach
termodynamiki procesow nieodwracalnych.
Pierwsze prawo termodynamiki ma postaé

d » do
3.1) S+ ) =2+ =

Tutaj % jest energia wewnetrzna, J# — energia kinetyczng, % — moca sit zewnetrznych,

aQ

& F— cieplem absorbowanym przez cialo.

Prawo to przedstawimy w postaci

(3.2) % f(U+Qval)dV = fXIUidV+ fp;'v,dA-w fq;_‘ dV, I.-li = ;.
v 14 A v

Tutaj U jest energia wewnetrzng odniesiona do jednostki objetosei, X; jest skladowa sity
masowej, p; = o1y jest sktadowa sity powierzchniowej, a ¢; jest skladowa wektora prze-
pltywu ciepla.

Prawo zachowania energii (3.2) prowadzi, przy wykorzystaniu réwnan ruchu
(3.3) oji,;+Xi = oty
i przeksztalcenia Gaussa—Ostrogradzkiego, do prawa lokalnego
(3.4) U= oyéy—qi:.

Zasada zachowania energii dla materialéw rzeczywistych jest ograniczona przez drugie
prawo termodynamiki

(3.5) TS = —g;,1—Mé.

Tutaj T jest temperatura bezwzgledng w punkcie x i chwili 7, S jest entropia odnie-
siong do jednostki objetodci, .# — potencjalem chemicznym.
Temperature 7 traktujemy jako temperature §rednia ciala stalego i materii dyfundujace;j.
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Eliminujac czlon g; ; z réwnan (3.4) i (3.5), otrzymamy réwnanie
(3.6) U = oyyéy+TS+Me.
Poniewaz rézniczka energii wewnetrznej jest rézniczka zupelng, to
au ov ¢, 9U,

(37) U ZESU-F—B‘?S'i‘ 3c c
Z poréwnania (3.6) i (3.7) wynikaja zwiazki:

ou au au
(3.8) O‘U—?SI—;, T——gg', dﬂ_?

Przyjmijmy energi¢ wewnetrzng Ule;, S, ¢) w postaci

A m o
3 Efk — ¥ Sy — Ve CEy+ —2-'S2 + TCZ—- desS.

Wykorzystujac zwiazki (3.8) dochodzimy do nastgpujacych zwiazkéw konstytutyw-
nych:

(3.9) Uleyy, S, €) = peje+

(3.10) 01 = 2pe;+ (g — v S—v.€) by,
(3.11) 6 = —vsen+mS— 6C,
(312) M = ~VcErx— (SS+GC, 0 = T‘—'To

Posta¢ energii wewnetrznej (3.9) oraz zwiazki konstytutywne (3.10)—(3.12) postuza nam
do wyprowadzenia nieréwnosci termodynamicznych w punkcie 6.

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie korzysta¢ z innej funkcji stanu, z energii
swobodnej F = U—ST. Mamy zatem
(3.13) F = ok —ST+Mé.

Przyjmujac nastgpujace rozwinigcie funkeji F(g;;, 0, ¢) w szereg Taylora w otoczeniu
stanu naturalnego (g; =0, T = Ty, ¢ = 0)

A
(B13")  Fleuy, 0, ¢) = proryens+ —5-6uxban — sl — pe bur + ~5-c* — 502 —ded).

Zwazywszy na (3.13") mamy

JF
(3.14) gy = e = 2!-55:14‘(36‘“—706—?:0) dij,

Eij

oF

(3.15) S= -_-.B.T.= Vu£u+n6+d0,

aF
(3.16) = —aT = —ycan—dﬂ +ac.
Wréémy do bilansu entropii. Zwazywszy na prawo zachowania masy (przy ¢ = 0) mamy
(3.17) TS = —qu,+ My ;.

Zwiazkowi temu mozemy nadaé posta

b--[5), o (52) 50
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gdzie
T M
. Q= (2 — ;
(3.19) ( 7zt 7/, >0
Réwnanie (3.18) przedstawia lokalny przyrost entropii w czasie, przy czym dwa
pierwsze czlony odnosza si¢ do wymiany entropii z otoczeniem, a czlon ostatni wyraza
produkcje entropii. W my$l postulatu termodynamiki proceséw mnieodwracalnych jest

02 >0.
Zrodlo entropii przedstawi¢ moZemy w postaci

(3.20) 0 = LT((I‘X(")"“’]'X("),
gdzie
(3.21) X@ = -——;; gradT, X = —Tgrad(-‘/g-).

Zrodta entropii zwigzane sg z przyczynami procesow nieodwracalnych, z wielko$ciami
intensywnymi, zwanymi bodZcami termodynamicznymi X@, X, Zrédlo entropii jest
réwne iloczynowi wektorowemu bodZcéw termodynamicznych X@, X™ i sprzezonych
z nimi przeplywéw q, v.

Z drugiej strony, miedzy wektorami przeplywow a bodZcami termodynamicznymi
istnieja zwigzki na ogdl nieliniowe

(3.22) q = q(X@, X0y = nXD, X0),
Dla przeplywdéw laminarnych przyjmiemy te zwiazki w postaci liniowej:

= L X@4[ X0
(323) {q =, LM X@ +Lw X

N =g qn ’

albo

L M

q= ——?"igradT—L,m grad(—T—),

(3.24)

L M
n=- —% gradT—L,, grad (T)

Zwiazki (3.23) nazywamy zwigzkami fenomenologicznymi. Wielkosci L;; sa wielkoSciami
stalymi. Spelniaja one zalozenie wzajemnoéci: (L, = L,). Mamy ponadto L, > 0,
L,, >0, L,L,—L% > 0.

4. Dyfuzo-sprezystos¢ i termosprezystosé

Zalézmy najpierw, ze proces dyfuzyjny odbywa si¢ w warunkach izotermicznych.
Ciepto jest z ciala stale odprowadzane; w ciele panuje stata temperatura T,, tempera-
tura stanu naturalnego.

Zasada zachowania energii (3.13') (przy T = 0) przyjmuje posta¢

@.1) F' = o+ Me.
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Z bilansu entropii (przy ¢;,; = 0) otrzymamy
(4.2) Tos' = M.

Wreszcie ze zwiazkéw fenomenologicznych (3.24) odczytamy

@3) g=0, W= — M gradd.
To
Z wyrazenia (3.13) dla energii swobodnej, przy 6 = 0 znajdziemy
A a ,
4.49) F(g,,c) = ,usue,j-f—iusma,,,.—yccsn+ic -

Uwzgledniajac zwiazki:

4.5) ty=gs M=o
otrzymamy réownanie konstytutywne

(4.6) 01y = 2pe;+ (Agy—y.c) by,
(4.7) M = ac—y .

Zwigzek (4.6), rozszerzone prawo Hooke’a, pokrywa si¢ z uprzednio uzyskanym
zwigzkiem (2.12), otrzymanym bez rozwazan termodynamicznych.

W wyrazeniu na potencjatl chemiczny (4.7) wystgpuje dylatacja. Zobaczymy ponizej,
ze a > 0, y, > 0. Zatem potencjal chemiczny wzrasta ze wzrostem stgZenia, natomiast
maleje ze wzrostem dylatacji (oczywiscie przy g > 0).

Eliminujac potencjal chemiczny z réwnan (4.3) i (4.7), w rezultacie mamy

(4.8) n = —Dgradc+ygraddiva,
gdzie

D =

Ly,a Lynye
> =M%~ 0,
T, 0, ¢« T, 0
Otrzymali§my tu, wykorzystujac prawa termodynamiki proceséw nieodwracalnych, roz-
szerzone prawo Ficka. Dochodzi tu czlon ygraddivu, uwzgledniajacy wplyw odksztalce-
nia ciala na przeptyw masy dyfundujacej.
Réwnanie dyfuzji otrzymamy wstawiajac (4.8) do zasady zachowania masy

de
ot
W rezultacie dochodzimy do réwnania
(4.10) (DV?—3,) e —xV3diva = 0.
Roéwnanie to wraz z réwnaniami przemieszczeniowymi

(4.11) uV2u+ (A +p)graddiva+X = pii+y.grade

(4.9) = —divy.

stanowig komplet réwnan opisujacych proces dyfuzji w ciele stalym, przy zachowaniu
stanu izotermicznego.
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Roéwnaniom (4.10), (4.11) mozemy jeszcze nadaé inna postac. Jesli (4.3), wstawi¢ do
zasady zachowania masy, to otrzymamy

g Ly o
(4.12) T ~§,;---V M.
Wykorzystajmy teraz zwigzek konstytutywny (4.7), z ktérego otrzymamy

1

(4.13) c =-a(./é’+7c EM‘).
Wstawiajac (4.13) do (4.12), mamy
419 (DV?—3)) M —yp.divi = 0.
Uzupehiajace réwnania teorii sprezystosci otrzymamy z (4.11) przez wykorzystanie (4.13)
(4.15) uV?u+(2*+p)graddiva+X = pii +y, grad 4,
gdzie

2
#=a-re g =ya.

Zauwazmy, Zze uklad rownan (4.14), (4.15) stanowi pelna analogig do sprzezonych réwnan
termosprezystoécei [12].

Zalézmy z kolei, ze w ciele stalym nie wystepuje proces dyfuzyjny (¢ = 0). Cialo
znajduje si¢ jedynie pod dzialaniem pola temperatury.

W tym przypadku jest

A
(4.16) F = #8”8”4'*2—8;‘;‘8""—?’93“‘ 9-———;—92.

Uwzgledniajac zwiazki:
dF g = aF

4.17) Oy = ‘%IJ > = T
otrzymamy nastgpujace rownania konstytutywne:
(4.18) G’U = 2#81_,4‘(18**‘“-}’6).60,
(419) S = yoak,,+n5.
Z réwnan fenomenologicznych (3.24) mamy
(4.20) N=0, f=— "'—‘;,i grad 7.
Z bilansu entropii (3.17) wynika, ze
- I v Lo

s = — e = 0

(4.21) S waq 72 v

Powigzanie réwnani (4.21) i (4.19) daje nam, po dokonaniu linearyzacji, rOwnanie prze-
wodnictwa cieplnego

(4.22) kv = y,divit+nb
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lub
I s : Lyq
(4.23) V’*—;af 0—ndiva =0, gdzie =2 %= kingn =1y [k.
o
Réwnania przemieszezeniowe uzyskane przez wprowadzenie zwigzkéw Duhamela-
Neumanna do réwnan ruchu (3.3) maja postaé
(4.24) uV2ui+(A+wu; y+X; = oili+ye0 ;.
Pominiecie czionu ndiva’ w réwnaniu przewodnictwa cieplnego prowadzi do znacz-

nego uproszczenia zagadnienia. W tym bowiem przypadku réwnania (4.23) i (4.24) staja
sic od siebie niezalezne. Opisuja one tzw. techniczng teori¢ naprezeni cieplnych.

5. Réwnania rézniczkowe termodyfuzji

Ponizej wyprowadzimy réwnania rézniczkowe termodyfuzji. Podstawa naszych roz-
wazan beda zwiazki konstytutywne (3.14)-(3.16), dalej zwigzki fenomenologiczne (3.24)
oraz réwnanie bilansu entropii

(5.1) TS = —qui+ M1,
i rownania zasady zachowania masy
de :
(5.2) : a_f = ‘—‘dlvn.
Wyeliminujmy ze zwigzkéw fenomenologicznych (3.24) wielko§é grad(#/T). Wtedy
(5.3) ' q= —kgrad T+om,
gdzie
i 1
o= w o= Lol —L2):
Lﬂﬂ TOLM ( nmqa M)
Z rownania (3.24), uzyskamy
L ¥ M
5. = . e, L B ey
(5.4) n 7 grad A — =% (oc = )grad T,

Wstawmy q ze zwigzku (5.3) do bilansu entropii (5.1), uwzgledniajac przy tym zwiazek

(5.4). W rezultacie otrzymamy
. 1 1 [ 24\ T?
S = 2 —_V2 iy pa— 2 e _"
TS = kV T+aL,,,,[TV.A!{+T(T a)v T+(oc T)zﬂ]'

Po przesunigciu czlonéw malych w stosunku do V2T (takich jak (adivw) [1]) oraz
przy pominigciu czlonéw nieliniowych, mamy

(5.5) TS =~ kV?T.
Wstawmy n ze zwigzku (5.4) do réwnania (5.2). Otrzymamy tu

de L 24\ T3 1 M
5.6 —_— = ‘—"-5'_ 2 e e — __'!._. —_— 2 2
(5.6) o Y .1!+L,,,,[(a = ) 7 T(cx T)v T].
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Po pominigciu czlonéw matych w stosunku do pierwszego cztonu po prawej stronie
réwnania (5.6) i po pominigciu czlondw nieliniowych, mamy

j de. Ly o,
(5.6") 7 —TV M.

Wykorzystajmy teraz réwnania konstytutywne (3.15) i (3.16). Z poréwnania réwnan
(5.5)i (3.15) i po linearyzacji otrzymamy rozszerzone réwnanie przewodnictwa cieplnego

(5.7 k'V2—nd )b = yydivi+de, k' = k|T,.
Podobnie, eliminujac potencjal chemiczny .# z réwnan (5.6) i (3.16), otrzymamy roz-
szerzone rownanie dyfuzji
To
L

Jesli wstawi¢ zwiazek konstytutywny (3.14) do réwnan ruchu, to otrzymamy réwnanie
wektorowe

(5.9) uV?u+(A+p)graddiva+X = pii+yp,gradf+y.grade.

(5.8) (aVi—md)e = V3(y.diva+dl), m

I

nn

Otrzymaliémy komplet réwnan termodyfuzji, w ktérym ze sobg sprzgzone sg funkcje ¢, n
i0 [1].
Ale ukiad tych réwnan nie cechuje si¢ symetrig; jest niewygodny w rozwigzywaniu.
Dlatego tez dokonamy préby zamiany koncentracji ¢ przez potencjal chemiczny .
Rozwigzmy réownanie konstytutywne (3.16) wzgledem ¢

(5.10) ac = M +y &y +db

i wstawmy koncentracje z (5.10) do zwiazku konstytutywnego (3.15). Wtedy
(5.11) aS = Yoy +nl +ds

gdzie

?D = yaa+d?c, n= ﬂﬂ+d2.

Wstawmy (5.11) do réwnania (5.5), a (5.10) do réwnania (5.6). W rezultacie otrzymamy
ukiad réwnarn:

(5.12) (kV2—nd,) 0 = ypdiva+d.a,
(5.13) (DV2-0,) M = p,divi+di, k =ka|To, yu = Ve
Eliminujac koncentracje ¢ z réwnari ruchu (5.9) przy uzyciu zwigzku (5.10), otrzymamy

réwnanie wektorowe

(5.149) uVAu+ (A + p) graddiva+X = pii + —:-; (Yogradf +y,grad #),

N=2A—pila, vu=7ye.

Réwnania (5.12) (5.13) i (5.14) stanowia komplet réwnan dyfuzji wyrazony przez funkcje
u, 0 i #. Réwnania te cechuja si¢ pelng symetria, co ma wazne znaczenie przy wypro-
wadzaniu twierdzen takich, jak twierdzenia wariacyjne, twierdzenie o wzajemnosci prac itd.
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Interesujacy jest przypadek szczegélny réwnan termodyfuzji, mianowicie pominigcie
wplywu odksztalcenia na proces termodyfuzji w ciele. W tym przypadku ukiad réwnan
termodyfuzji upraszcza si¢ do postaci

(5.15) (kV?—18,)0—dM = 0,
(5.16) (DV2—=8,) M —db = 0,
(5.17) pV?u+ (A +p)graddiva+X = gii+ le- (Yogradf +y,grad #).

Uproszczenie to rozdziela nam ukiad réwnan (5.15) (5.16) od réwnania (5.17). Z roz-
wiazania ukladu réwnan (5.15) (5.16) wyznaczamy funkcje 6, .. Funkcje te, juz jako
funkcje znane, wstawiamy do réwnania (5.17).

6. Nierownosci termodynamiczne

W dalszych rozwazaniach, zwlaszcza dotyczacych zagadnien jednoznacznoéci rozwia-
wigzan potrzebne beda pewne nieréwnoéci termodynamiczne.
Rozpatrzmy energi¢ zewnetrzna (3.9)

6.1) 2U(ey;, S, €) = 2uey e+ Ke* —2v,Sc—2v.ec +mS? + ac*—20cS.

Wprowadziliémy tu w miejsce tensora odksztalcen ¢;, dewiator odksztalcen e, gdzie
1

(6.2) €y = &j— —g—&uﬁu, €jj = 0, e = E.

Rozwigzmy teraz réwnania konstytutywne (3.11), (3.12) wzgledem S i ¢, Otrzymamy
nastepujace zwigzki:

(6.3) S= —L— (of + M +vge),
(6.4) ¢ = -211—(69 +mM +ve),
gdzie

Ad=am—6%#0, v =v06+v.m, ¥, =7rv0+7,0.
Wstawienie zwiazkéw (6.3) i (6.4) do (6.1) prowadzi po uporzadkowaniu do wyrazenia
(6.5) 2U = 2ueye;+ e K—-}j-(vga+v§m+2v,vc 6)] + %(aﬁz +m*+200.4).

Ale energia wewnetrzna jest funkcja kwadratowa, dodatnio zdefiniowang. Powinno byé
zatem

u>0, K> %(1’30! +v2m+2v,v, 6),
(6.6) 1
I'= Z(aﬁz +mM*+200.4) > 0.
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Rozpatrzmy najpierw ostatnie wyrazenie, ktére przedstawimy w postaci
(OAM + o) + (o — 8%) M >
o(mo— 6%)
Powyzsza nieréwno§¢ bedzie spetniona, gdy a > 0, m > 0, ma— 452 > 0. Na tej samej

zasadzie stuszna jest nieréwnosc¢

(6.7) T > 0.

(6.8) ZIT(‘”?“ +vim+26vw,) > 0.

Zbadajmy réwnanie konstytutywne (3.10) i rozwiazmy je wzgledem g;. Wtedy
(6.9) &y = otsSdu-I-occcéU +2,u'0‘;j+l'djjtrkk.

Tutaj o, > 0, ay > 0, gdyz ze wzrostem entropii i wzrostem koncentracji wzrasta od-
ksztalcenie. Zatem », = 3Ko, > 0, v, = 3Ka, > 0.

W ten sposéb otrzymalismy wszelkie nieréwnoéci dotyczace wspdlezynnikéw wyste-
pujacych w réwnaniach konstytutywnych (3.10)-(3.12)

u >0, Z+%,u>0,v,>0,vc>0,m>0, o >0, me— 962 > 0.

7. Réwnania falowe. Reprezentacje typu Lamégo i Galerkina [14]

W dalszych rozwazaniach wprowadzimy dla wygody dziatai nowe oznaczenia. Pozo-
stawiajac wektor u, oznaczymy pole temperatury przez 0, , a potencjat chemiczny przez 0,.

Wprowadzajac intensywno$é zrédia ciepla W, i Zrédla masy dyfundowanej W, otrzy-
mamy uklad réwnan:

(7.1) Ozu+(A+p)graddiva+X = grad(y,0 +y,0,),
(7.2) D0, = y,diva+df,—W,,

(7.3) D,0, = pydivit+d, — W,.

Tutaj:

Oz = uV?—0d}, Dy = kyV?>—¢,8;, Dy = k;V?*—c20,, y1 = 3Kay, y2 = 3Kas,
K=A+-§-‘H, u >0, 1+%p>0, ky >0, ky >0, ¢, >0, c; >0.

Dokonajmy dekompozycji wektora przemieszczenia u i wektora sit masowych X na cze§é
potencjalna i solenoidalng:

(7.4) u = grad¢ +rot, divp =0,
(7.5 X = gradd+roty, divy = 0.

Wstawiajac powyZsze wektory do réwnan rézniczkowych termodyfuzji, otrzymamy ukiad
réwnan:

(7-6) Dl(b = ?191 +?293—'9;
(?7) qu‘ = =M, .
(7.8) D0, =y, V3p+db,— W,,

(7.9) D,0, = y,V¥+di,—W,, [, = (A+2u)V>—0é}.
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Widoczne jest, ze réwnania (7.6) (7.8) i (7.9) sa ze soba sprzgzone. Eliminujac z tych
réwnan funkcje 0, 0,, otrzymamy réwnanie fali podtuznej

(7.10) [OH- M+, M) 0,V = —(HI+M, W+ M, W),
Wprowadzili§my tu oznaczenia:
H =D D,—d?*3}, M, =y, D,+y,dd,, M, =y,dd+y,D,.

Z réwnania (7.10) spostrzegamy, ze fala podiuzna podlega tlumieniu i dyspersji. Nato-
miast fala poprzeczna (7.7) nie jest zakldcona (w przestrzeni nieskoficzonej) ani przez
pole temperatury, ani przez pole potencjatu chemicznego.

Podamy poniZej odmienna reprezentacje funkcji u, 64, 6,, przy uzyciu funkcji wekto-
rowej ¥ i dwu skalarnych funkcji 9, , 9,. Droga eliminacji otrzymamy z uktadu réwnan
(7.1), (7.2), (7.3) nastepujace réwnania:

(7.11) Q00,u = —QX+grad O0; MX— [, P, grad W, — [, P, grad W,
(7.12) Q0, = —P, 0, divX—[OH, W, -1, I'W,,

(7.13) 20, = —P,0,divX—-, I'w,—0,H, W,.

Tutaj

Q=H H,-I* = 0,(0,H- (y1 M, +y, M;)0,V*) = 0,0,
Hl = D;D;‘?farvz, HZ e Dle_?gatvz’F= (dD1+’J’1}’zV2)3u
Py =y Hy+y, I, Py =y, Hi+y, I, M= (A+p)H—(y1 M, +y,M,)o;.

W prawych stronach réwnaii (7.11)—(7.13) wystepuja jedynie zZrédia X, W,, W,. Wpro-
wadZmy nastepujaca reprezentacj¢ funkcji u, 8,, 6,:

(7.14) u = —Qy+graddiv(]; My—P;grady; — P, grady,,
(7.15) 91 = —Dz.PJ 5:di"’x— Dlﬁzwi—ml.ﬂpz,
(7.16) 0, = =[O, P20, divy— 0,1y, — O, Hy 5.

Wprowadzajac powyzsza reprezentacje do réwnan (7.11)-(7.13), otrzymamy proste
réwnania falowe

(7.17) ngx = X, Q‘pl = WI.I sz = WZ'

Rozwiazanie tych réwnan daje funkcje y, ¥4, ¥, . Wstawienie tych funkcji do reprezentacji
(7.14)—(7.16) prowadzi do wyznaczenia funkcji u, 6,, 0.

Przedstawiony tu sposéb mieéci w sobie szereg przypadkow szczegdlnych. Przykla-
dowo, jesli mamy do czynienia z dyfuzja substancji do ciala przy jednoczesnym zachowaniu
warunkéw izotermicznoéei (0, = 0), to do dyspozycji stoi nam uklad réwnan:

(7.18) O,u+(A+p)graddiva+X = y,gradd,,
(7.19) D,0, = y,d,divu—W,.

Postugujac sie reprezentacja
(7.20) u = —H,x +graddiv[(A+p)D, —y3 X — v, grady;,
(7.21) 0, = —y,00,0,divy— 0O 9a,

dochodzimy do réwnan falowych

(7.22) O.Hy =X, H,yp, = W,.
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Interesujgce sa zwigzki migdzy funkcjami ¢, ¢ a funkcjami yx, y,, ¥,. Otrzymuje si¢ je
z rozpatrzenia jednorodnych réwnan falowych:

(7.23) 0.9 =0, 29, =0, Qy,=0.
Rozwigzanie réwnania (7.23); przyjmujemy w postaci
(7.24) %= YR
Funkcje y', %'’ spelniaja, w my§l twierdzenia Boggio, réwnania:
(7.25) Qy' =0, Ox'=0.
Wstawiajac (7.24) do reprezentacji (7.14), mamy
(7.26) u= —Qy"+grad, M(}' +x")— P, grady, — P, grad y,
i przeksztatcajac powyZsze wyrazenie do postaci (7.4), otrzymujemy
(7.27) ¢ = —Pyy,— Py, + 0, Mdivy/,
(7.28) Y = —rot O, My".

Dowodzi sig, ze zaréwno reprezentacja (7.4) jak i (7.14)-(7.16) prowadza do rozwigzan
kompletnych [14]. Zostalo ostatnio przez FicHErA [15, 16] udowodnione twierdzenie
o jednoznacznoéci, twierdzenie o istnieniu rozwiazan uktadu réwnan (7.1)-(7.3).

Wreszcie zostaly ostatnio [13] wyprowadzone twierdzenia ogélne, zasada prac wirtual-
nych oraz twierdzenie o wzajemnoSci prac. Zwlaszcza ostatnie twierdzenie moze mied
znaczenie przy poszukiwaniu rozwigzan przy uzyciu funkcji Greena.

Réwnania termodyfuzji stanowia rozszerzenie réwnan sprzezonej termosprezystosci.
Rdéwnania te stanowia nowy typ réwnar fizyki matematycznej. Uklad réwnan jest bowiem
hiperboliczny ze wzgledu na czeé¢ niewiadomych funkeji, a paraboliczny ze wzgledu na
pozostate funkcje.

Jednak poza znaczeniem matematycznym, wazny jest aspekt mechaniczny — opisanie
zjawiska termodyfuzji. Doda¢ trzeba, Ze ze zblizaniem si¢ do rzeczywisto$ci model nasz
bedzie si¢ znacznie komplikowal. Trzeba bedzie odej$¢ od niektérych poczynionych za-
tozen. Jednym z zaloZen tu poczynionych jest stalo§¢ wspélezynnika dyfuzji. Ale tylko
w nielicznych przypadkach zaloZenie to moze sie ostat; przewaza zalezno$¢ wspélczynnika
od koncentracji, co czyni od razu réwnanie dyfuzji nieliniowym. W przyszloéci uwzgled-
niaé trzeba bedzie dzialanie reakcji chemicznych, co znacznie komplikuje model przez
wprowadzenie czlonéw nieliniowych. Dalszym istniejacym tu ograniczeniem jest zaloze-
nie uktadu dwuskladnikowego. Co prawda wiaczenie wielu skladnikéw podwyzZsza trud-
no§ci matematyczne rozwigzania, nie nastrgcza jednak dodatkowych trudnofci pojecio-
wych.

Literatura cytowana w tekScie

1. C. Iincreuray, Hudepenyiansui pugHanna sadauu mepsodugiysun 8 meepdomy Oediopmuosanomy uso-
mponnomy muau. Axagemin mayx YCCP, 2 (1961).

2. S1. C. Tlopcrruray, B. C. ITasmuua, OcnHosHtle YpasHenus naockux gonpocos mepmodudiysuu, Tpariam-
Han Mexanuxa, 3 (1965).

2 Mechanika teoretyczna



158 W. NOWACKI

3. 5. C. TTonereuray, B. C. TTasmuua, [Juddiysuonnse npoyeccst 8 nepasnomepio nazpemos Oepopmu-
pyesos caoe, Bompockl MEXaHHKH PeasTbHOTO TBEPIOTO Tena, Bbit. 1, nsp. AH YCCP, Kues 1962.

4. 5. C. TTincrrurad, B. C. TIasniaa, Judiysia e uepisnomipio nazpimoasy negdopsosanomy wapi npu
nonenocmi Macoolminy 3 omowyiouum cepedosuuges, Yipaincsiwmii diswummit sxypuai, 6, 7 (1962).

5. 5. C. IMoacrpurayu, B. C. Ilasmuma, Qugdysuonnsie npoyeccst 8 nazpeadesorn dedopuupyemon wape,
Bompochl MEXaHMKH PEANsHOrO TBephoro Tena, usm. 2, Kues 1964.

6. B. C. IIaBnIHA, Bnaus Hepisrouipnozo posnodiny mesncpamypu i dedopuayii na dugdiysiio y niane-
cKinueHomy mini, YKpaincekmit chiswummit sxypHam, 6, 10 (1965).

7. . C. Topcreurau, B. C. IlasmuuA, Bauanue npoyecca Ougiysuu Ha KOHYEHINPAYUIo HARPAICCHUL
oK0.10 Kpy208020 omeepemusn, Kounenrpanus Hanpsokenmii, sem. 1, Kue 1965.

8. B. C. INasmuna, O eauanuu oubdiysun na meunepamypHvie HanpR’CENUn 6 OKPECINOCIU YUAUHOPU-
yeckoli noasocmu, PHUIMKO-XNMHUECKAA MEXaHHKA maTepwanoB, 4 (1965). ,

9. A. C. IopcrPurau, B. C. Ilasmuaa, P. H. llsew, K meopun peosozuueckux modeneti maepdvix men,
DusHKO-XHMHUECKasa MeXaHuKa marepnanos, 3 (1970).

10. 5. C. Tligerpuray, B. C. TIABmiHA, 3azaasui cnigeionowtentn mepMoOuHaMiKL MEEPOUX POIUUNIG,
Vupaincexuit disuunmit xcypsan, 5, 6 (1970).

11. W. Nowackl, Zagadnienia termosprezystosci, PWN, Warszawa 1960.

12. W. Nowacki, Dynamiczne zagadnienia termosprezysto§ci, PWN, Warszawa 1966,

13. W. NowAckit, Dynamic problems of thermodiffusion in elastic solids, Proc. Vibr. Probl,, 15, 2 (1974).

14. W. NowaAck1, Stress functions in thermodiffusion in solids. Ksigega jubileuszowa prof. Mauro Picone,
(w druku).

15. G. FICHERA, Uniqueness, existence and estimate of the solution in the dynamical problem of thermo-
diffusion in an elastic solid, Arch, of Mech., 26, 5 (1974).

16. G. FICHERA, Existence theorems in elasticity, Handbuch der Physik, 2, 6a (1972).

Peamome

TEPMOIOVPPY3WA B TBEPIIOM TEJIE

B nacroseit 0630pHO-npobriemHoit paboTe npeCTaBaeHbL IPEATIONOMEHHS, 3ABHCHMOCTH 1 OCHOR~
Hble ypaBHeHHA TepMomudpysmu B TBepaoM Tene, B TpaktoBke IO. C. Tlogcrpuraua. Paccmorpenst
TEPMOIHHAMHYECKHE OCHOBLI M HEKOTOPLIE TEPMOJHHAMUYECKHE HEPABEHCTREA PACCMATPUBAEMO TeopHH.

Cnoxnaasa cactema ypasHeHmH Tepmomuddysun, OMHCHLIBAIONINX NEPEMEIIEHHAA TeJld H TepPMOSHHA~
MUTIECKHIT TIOTeHIHAT, 6I1arofapsa BBECHHIO YIPYTHX IMOTEHIMAIOB M npecTaBienuii Tana Tanepkumna,
ceefieHa K Gosiee NPOCTBIM BOJIHOBBIM YDABHEHHAM.

Summary

THERMODIFFUSION IN SOLIDS

The paper of a problem-review character presents the assumptions, relations and basic equations
of thermodiffusion in solids as approached by J. S. Podstriga&, Thermodynamic foundations and certain
thermodynamic inequalities are discussed. The complicated system of thermodiffusion equations describ-
ing the field of displacements and chemical potential of the body are reduced to wave equations of a com-
paratively simple form owing to the introduction of elastic potentials and a Galerkin-type representation.

INSTYTUT MECHANIKI
UNIWERSYTET WARSZAWSKI

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 25 listopada 1974 r.



