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1 - INTRODUCTION

La théorie d'élasticité classique décrit exactement le comportement

des matériaux de construction (différentes sortes d'acier, d'aluminium,

de béton) sous les contraintes qui ne dépassent pas la limite de l 'élasti-

cité et dans tous les cas où les concentrations des contraintes n'inter-

viennent pas.

Une divergence entre les résultats de la théorie d'élasticité et les

expérimencesest particulièrement frappante là où entrent en jeu les pro-

priétés de la microstructure du corps, notamment en proximité des

entailles et des fentes, où nous avons à faire à des gradients de con-

traintes significatifs. Ces divergences se font remarquer également dans

les corps granuleux et dans les corps multi-cellulaires tels que polymères.
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L'influence de la microstructure du corps es t marquée surtout dans

les cas des osc i l la t ions élastiques à haute fréquence et à courte lon-

gueur d'ondes.

W. Voigt ( ' ) a essayé de parer aux insuffisances de la théorie

d ' é l a s t i c i t é classique en admettant que la transmission des actions r é c i -

proques de deux part ies du corps à travers l 'élément de surface pdA

s'opère non seulement par l ' intermédiaire du vecteur de force £dA, mais

aussi par le vecteur du moment mdA. De la sorte à côté des contraintes

(de force) a . , ont été définies les contraintes du moment \i. . .

Ce sont les frères François e t Eugène Cosserat (2) qui ont le mérite

d'avoir é tabl i une théorie complète de l ' é l a s t i c i t é asymétrique, publiée

en 1909 dans l'ouvrage "Théorie des corps déformables".

I ls ont admis qu'un corps es t constitué de par t icules l i ées entre

e l les sous forme de pe t i tes boules parfaitement r i g ides . Chaque par t icule

subit au cours de la déformation un déplacement ^(jç.t) et une ro ta t ion

<£(x,t) étant fonction de la posit ion x et du temps t .

De t e l l e façon on a décr i t un milieu élast ique dans lequel tous les

points sont orientés (milieu polaire) e t dans lequel i l s ' ag i t d'une ro ta-

tion du "point". Les vecteurs _£ et ^ sont indépendants les uns des

autres et décrivent entièrement la déformation du corps. L' introduction

des vecteurs ^ , j> et l 'hypothèse que l a transmission des forces par

l'élément de surface dA s'opère à l ' a ide du vecteur de force p_ et du

vecteur du moment m conduit par conséquent aux tenseurs de contrainte

0^. et y . , asymétriques.

La théorie des frères Cosserat demeurait pourtant inaperçue et n ' a
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pas été appréciée à sa juste valeur du vivant de ses auteurs. La présen-

tation très générale (en tant que théorie non linéaire tenant compte des

grandes déformations) et le fait que la théorie dépassait de beaucoup le

cadre de la théorie d 'élastici té en étaient la cause. Leur théorie cons-

t i tuai t un essai d'une théorie des champs générale qui se prête â l 'appli-

cation aux problèmes de la mécanique, de l'optique et de 1'électrodynamy-

que basée sur le principe général du moindre effort (action euclidienne) .

Les recherches poursuivies au cours des dernières quinze années

dans le domaine des milieux généraux élastiques et non élastiques ont

at t i ré l 'attention des chercheurs sur l'oeuvre des Cosserat. Dans la

recherche de nouveaux modèles qui décrivent mieux le comportement des

corps élastiques réels l'on a trouvé des modèles proches ou identiques au

modèle de Cosserat. I l y a lieu de mentionner ic i les travaux de C.

Truesdell et R.A. Toupin ( 3 ) , de G. Grioli ("), R.D. Mindlin et H.F.

Tiersten (5) . Au début les chercheurs s'intéressaient à la théorie d'é-

last ici té simplifiée dite pseudo-continuum des Cosserat. Sous cette

notion nous entendons un milieu où apparaissent les contraintes de force

et celles du moment asymétriques, mais la déformation est définie par le

seul vecteur de déplacement Ç, . On admet ici que j>_ = -? rot j ^ comme

dans la théorie d 'élastici té classique. On doit retenir que les Cosserat

ont étudié ce modèle et l 'ont appelé le cas du tièdre caché.

Plusieurs auteurs allemands, tels W. Giinther (6) , H. Schafer (7)

H. Neuber (8) continuaient la théorie générale des Cosserat en la complé-

tant par des équations constitutives. Les fondements et les équations de

la théorie micropolaire ont été considérés dans les travaux de
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E.W. Kuvsinski et A. L. Aero (9) et dans ceux de N. A. Palmov ( 1 0 ) . II

faut mentionner ici également les travaux d'A.C. Eringen et E.S. Suhubi

(1L) où l 'on trouve une extension de la théorie.

Actuellement la théorie du milieu des Cosserat est en plein essor.

La l i t t é r a t u r e re la t ive à ce sujet prend de l'ampleur. On a consacré

deux symposiums au problème de l ' é l a s t i c i t é asymétrique, à savoir : le

symposium de 1 ' IUTAM à Freudenstadt en 1968 et un symposium organisé par

le CISM en 1972. En 1970 ont paru deux premières monographies de la

théorie de l ' é l a s t i c i t é micropolaire : de R. Stojanovic (12) et de

W. Nowacki ( 1 3 ) .

Dans les présentes conférences nous nous proposons de t r a i t e r la

théorie de l ' é l a s t i c i t é micropolaire.

Considérons un domaine régulier V U A , limité par une surface A,

contenant un milieu micropolaire, milieu homogène, isotrope e t , centro-

symétrique ; à densité p et inert ie rotative I .

Sous l ' influence des charges extérieures le corps subit une défor-

mation. Admettons que les parties A de la surface limitant le corps

soient sous l 'act ion des forces p_ et des moments m et les part ies A

sous l ' ac t ion des déplacements ^ et des rotations ^ . A l ' in té r ieur

du corps agissent les forces de masse X et les moments de masse Y .

Les charges mentionnées provoquent une déformation du corps définie par

le vecteur de déplacement JX.x>t) et le vecteur de rotation jj)(x,t).

A l ' i n t é r i e u r du corps apparaîtront des contraintes a . , e t des con-

t ra in tes du moment \i^. . Les contraintes sont liées au tenseur de défor-

mation asymétrique y., et au tenseur de torsion-courbure K. . . Les
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composantes a. ., y,, de ces contraintes sont présentées sur la fig- 1

Figure 1.
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Le problème dynamique de l'élasticité micropolaire consiste à déter-

miner les contraintes a.., y.., les déformations Y--> K-• e t les dépla-

cements Ç. et rotations (J). . Ces fonctions peuvent être déterminées en

vérifiant des équations du mouvement, des équations constitutives, des

conditions aux limites et des conditions initiales.

2 - PRINCIPE DU COMPORTEMENT DE L'ENERGIE - EQUATIONS CONSTITUTIVES -

Les équations du mouvement e t les re la t ions const i tut ives peuvent

r é su l t e r du principe du comportement de l ' énergie . Ce principe, avec

l 'hypothèse du processus adiabatique, prend la forme

~ f (U + K)dV = / (X.v. + Y.W.)dV + / (p.v. + m.W.)dA (2.1)
dt y v

 v i i i l ' A
 v t i i iî'

K - j (p v.v. + I WiW£) , v . - t± , W1 - $ t

Dans l 'équat ion (2.1) p détermine la densi té , I l ' i n e r t i e de

ro ta t ion . U est une énergie in te rne , K énergie cinétique,

p. = cr. .n., m. = ) j . . n . sont des composantes du vecteur de force et du

vecteur du moment sur la surface A, limitant le corps. Ensuite, v. = Ç.,

Ŵ  = (JK sont des composantes de l a vi tesse du déplacement et de la

v i t esse de ro ta t ion .

Les termes du côté gauche de l 'équation (2.1) représentent l ' accro is -

sement de l ' énergie interne e t cinétique avec le temps. Les termes du
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côté droit de l 'équation représentent la puissance des forces de masse,

des moments de masse et des forces de surface et des moments de surface.

Supposons que le bilan de l 'énergie soit invariant dans le cas du

mouvement de translation pendant que les grandeurs X, Y, m, £ , p sont

invariables.

En substituant à

v . •*• v . •+• b . , v . •*• v to 'M
i 1 1 ' 1 i ' \t-£)

où b. est un vecteur constant arbitraire nous obtenons
i

/ [û + p ( v . + b . ) v . + I W . W j d V = / [ X . ( v . + b . ) + Y . W i ] d V +

(2 .3)
+ / fp . (v . + b . ) + m.W.ldA

. ^î i i i iJ

A

En re t ranchant l ' é q u a t i o n (2.1) à (2.3) nous arr ivons à l ' e x p r e s s i o n

b . { /X. dV + / p . dA - / p v. dV } = 0 . (2 .4)
1 V 1 A X V 1

L 'app l i ca t i on du théorème de divergence à l ' i n t é g r a l e de surface

conduit à

b . / ( a . . . +7C • ~ P v . )dV = 0 . (2 51
i v j i . j Ai i- (l-^>

Compte-tenu du volume a r b i t r a i r e admis V nous obtenons une équat ion

loca le

Maintenant l ' équa t ion (2.3) peut ê t r e s impl i f iée compte-tenu de (2.6)

Nous obtenons :

/(Û + I W.W.)dV = / ( O . . v . . + Y W.)dV + /m.W dA ( 2 7 )

v
 x 1 y J 1 >J A.
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Représentant tn. sous la forme m. = y..n. et en vertu du théorème de la

divergence nous transformons (2.7) en forme

/ÛdV = /(a..v. . + y..W. -)dV + /W.(u.. . + Y. - IW.)dV (2.8)
ji i j V i j ' i jij i i'a . . v . . y..W. -)dV /W.(u. . .

v v ji i.j V i . j ' y i j i . j i i

Nous pouvons écrire la forme locale du bilan de l'énergie sous la forme

U - cr . .v. . + U..W. . + W.(u.. . + Y. - IW.) (2.9)
j i i , j M j i i , j i J I , J i i '

Supposons ensu i t e que l ' é n e r g i e in terne e s t invar iante dans le cas de l a

r o t a t i o n du corps comme un corps parfaitement r i g i d e . En ce cas là nous

posons

_v-»-\r + a)x£ , W + W + w (2.10)

ou bien

v. . ->• v. . - e. ... ui. , W. . -> W. .
Posons que U, K, a. . , \i. ., I r e s t en t invar iables nous arrivons à la

deuxième équat ion du mouvement loca l

e . . „ a.v + y , . . + Y. - 1$. - 0 ( 2 . i l )

ijK JK Hji,J i T i

L'équation (2.11) permet de simplifier facilement le bilan de l 'énergie.

Nous trouvons :

V = a.Av. . - ev..Wv ) + y . . K . . . (2.12)
j i i , j Kji K ' j i j i

Introduisons une définition des tenseurs de déformation asymétriques :

Nous appelons y , , tenseur asymétrique de déformation, K . . - tenseur

asymétrique de tors ion-courbure . Tenant compte des r e l a t i ons (2.13) nous

présentons l e b i l a n de l ' é n e r g i e sous la forme :
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L'énergie interne U est une fonction des variables indépendantes

y . . , K.. et celle de l ' é t a t . Nous avons finalement

V J j i J

Posons que les fonctions a.., y., ne résultent pas directement des déri-

vées au respect du temps des fonctions y... K..
'Ji' ji

De la confrontation de (2.14) et (2.15) nous obtenons

'a " &. • «il " fe • «••«
On peut présenter l'énergie interne sous la forme

2 j i j i 2 j i Yij 2 YKK Ynn

Y + e Y-e 3 ( 2 - 1 7 )

+ — K j i K j i + 2 K j i K i j + 2 KKK Knn

On explique la forme d 'énergie interne présentée c i -dessus comme s u i t :

vu que l ' éne rg i e in te rne e s t un s c a l a i r e , tou te formule du cô té d r o i t

doi t ê t r e un s c a l a i r e . Des composantes du tenseur y.. , K . . on peut cons-

t r u i r e t r o i s inva r i an t s carrés indépendants : Y . , Y , , , Y . . Y - - > Y™ Y
j i j i j i I J J\iv nn

C'est le cas également du tenseur K.. . Les termes y . . K.. n ' a p p a r a i s -

sent pas dans l ' express ion (2 .17) , ceci é tant con t ra i re au p o s t u l a t de

la cen t rosymêt r ic i t é .

Nous avons donc s i x constantes m a t é r i e l l e s , a , 3 . Y» e> ^ . V> • Ces

constantes doivent v é r i f i e r les i n é g a l i t é s suivantes :

3A + 2y > 0, p > 0, 33 + 2y > 0 , y > °

li + a > 0 , y + e > 0 , a > 0 , E > 0 .
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Ces restrictions résultent du fait que U est une forme carrée

positive définie. Compte-tenu du (2.16) nous obtenons les équations

constitutives suivantes :

o.± - (y + a)Yj:L + (y - a)Y i. + ^ô-Yj^ »

(2.18)
Wji = (Y + e )K j i + (Y -

ou

(2.19)

Les symboles ( ) e t < > représentent respectivement l a p a r t i e

symétrique e t c e l l e asymétrique du tenseur .

3 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES FONDAMENTALES D'ELASTODYNAMIQUE

Introduisons les contraintes a.., \i.. des relations (2.18) aux équa-

tions du mouvement (2.6) et (2.11). Compte-tenu des relat ions entre les

tenseurs de déformations et les déplacements _£ et les rotations ^

nous obtenons 6 équations de déplacements e t de rotations

(M + a)Ç + (A + y - a)C + 2a e * + X = pÇ , (3.1)

(Y + e)(|). . . - 4a<(). + (3 + Y " e)<f>4 -,- +

J J ' J 1 ( 3 . 2 )

+ 2 » e , . _ î _ , + . Y . « 1 4 , .
IJK K,j î T i

Cette équatioia peut être écr i te sous une forme vectoriel le plus simple

D2 i + (A + p - ct)grad div _£ + 2a rot $_ + X = 0, (3.3)

n t | + (3 + Y ~ e)grad div ^ + 2a rot £ + _Y = 0. (3.4)
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Nous avons introduit des opérateurs différent iels

d2 = (y + a)V2 - p32 , • ., = (y + E)V2 - 4a - I82 .

Le premier en est opérateur d'Alembert, le second opérateur de Klein-

Gordon.

Nous avons obtenu un système composé des équations différentielles

hyperboliques. Il faut ajouter à ces équations les conditions aux

limites et les conditions initiales.

Les conditions aux limites prennent la forme

a..(x, t)n.(x) = p. (x, t), u. .(x,t)n.(x) = m. (x,t), x £ A , t > 0,
ji j — î J1 ~ j — i — — a

(3.5)

E. (x, t) = f. (se, t ) , <j).(x, t) - g. (x, t ) , x C A , t > 0,
i i — i — i — — u

où n. est un vecteur unitiare de la normale, p., m., f., g. sont des

fonctions données.

Les conditions initiales ont la forme

q(x, 0) = k^x), ^(x, 0) = l£(x),

E.(x, 0) = h (x), * (x, 0) = j,(x), x 6 V, t = 0.
1 1— 1 — 1 —

(3.6)

Considérons les équations de déplacements et de rotations (3.3) et (3.4).

En appliquant l'opérateur de divergence à ces équations nous obtiendrons

les relations indépendantes les unes des autres

Di div Ç. + div X = 0, (3.7)

D3 div £ + div Y_ = 0, (3.8)

où

Di - (X + 2u)V2 - pï2
t, O3 = (3 + 2Y)V2 - 4a - 13^ .

En effectuant successivement l 'opération de rotation sur les équations

(3.3) et (3.4) , nous avons
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D2 r o t _£ + 2a ro t ro t £ + r o t X = 0, (3.9)

O, r o t j£ + 2a ro t ro t £ + ro t J = 0. (3.10)

Effectuons l ' o p é r a t i o n Dj Di, sur l ' équa t ion (3.3) et u t i l i s o n s les

r e l a t i o n s (3.7) e t (3.10) ; appliquons ensui te l ' opéra teur O 3 Oi, à

l ' é q u a t i o n (3.4) en u t i l i s a n t l e s r e l a t i o n s (3.8) e t (3 .9 ) .

Après avoir f a i t p lus ieurs opérations nous arrivons à deux équations

indéindépendantes les unes des aut res

OJCOJ O,, + 4a2Vz)£, = - (Oi a* - grad div II)X + 2a r o t a j , (3.11)

n 3(D 2 Di, + 4a 2V 2)^ = - (D 2 D^ - grad div Q)Y_ + 2a ro tO 3 X . (3.12)

Nous avons i n t r o d u i t i c i l e s nota t ions

II = (A + u - oOD,, - 4 a z , 0 = (3 + Y - £) °2 - ^a2-

Posons l a r ep résen ta t ion suivante pour les déplacements et l e s r o t a -

t i o n s , in t rodu i san t deux fonctions v e c t o r i e l l e s F e t G

g - (ni D,, - grad div II)_F - 2a ro ta 3 G , (3.13)

<£ » (a2 A., - grad div G)G - 2a rotQi F . (3.14)

En in t rodu i san t c e t t e représen ta t ion aux équations (3.11) et (3.12)

nous a r r ivons à deux équations des ondes pour l es fonctions F et G.

Di (02 Oi* + 4a2V2)]? + X = 0 , (3.15)

Oi (a2 Q^ + 4a2V")G + Y = 0 . (3.16)

Les r e p r é s e n t a t i o n s (3.13) (3.14) de déplacements e t de ro ta t ions avec

app l i ca t i on des vec teurs F et G ont é té données par N. Sandru ( 1 5 ) qui

r e c o u r a i t pour l es in t rodu i re à l ' a lgor i thme opéra to i re de Gr. C.

Moisi 1. Les équations (3.15) (3.16) sont par t icul ièrement u t i l e s à

ob ten i r des déplacements e t des ro t a t i ons engendrés par l ' a c t i o n des

forces e t des moments concentrés dans l 'espace i n f i n i .
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Revenons aux équations (3.3) et (3 .4) . Faisons une décomposition du

vecteur de déplacement _£ et de celui de rotat ion ^ sur la par t ie poten-

t i e l l e et selonoidale

É, = grad<|> + rot ^ , div ï • 0,

£ = gradT + rot H, div H. = 0.

Nous procédons de la même façon avec les forces de masse et les moments

de masse

X = p(gradv + rot x , div x = 0,

Y = I(grado + rot n ) , div n = 0.

(3.17)

(3.18)

En introduisant ces fonctions aux équations (3.3) et (3.4) nous obtien-

drons les équations ondulatoires simples suivantes :

Di <j> + p v = 0, D3r + la = 0,

a2 _* + 2a rot B + p^ = 0, (3.19)

aM H + 2a rot T + Ir\ - 0.

La première de ces équations est une équation de l'onde longitudinale,

identique dans sa forme à celle de l'onde longitudinale dans l ' é l a s toc i -

nêtique classique. La seconde équation constitue un nouveau type d'équa-

tion, équation de l'onde longitudinale de microrotation. Les équations

trois et quatre décrivent la propagation des ondes transversales, de

celles de déplacement et de microrotation.

L'onde longitudianle est bien connue en élastocinétique classique.

Après l'élimination de la fonction f_ et H. le système de deux

équations des ondes transversales du groupe (3.19) prendra la forme

suivante :
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t ) 2 d i + 4ct2V2)_¥ = 2al ro t n_ - pCl

(D2 Oit + 4a2V2)^ = 2ap rot x. ~
(3.20)

Ce type d'ondes était l'objectif des recherches de J. Ignaczak

(15) qui a donne pour ces équations "les conditions de radiation", ana-

logues à celles que A. Sommerfeld a données pour l'élastodynamique

classique.

4 - PRINCIPE DES TRAVAUX VIRTUELS - PRINCIPE D'HAMILTON -

II est facile de vérifier que l'équation suivante est valable

/ [(X. - p£.)6£. + (Y - lé.)64. ]dV + /(p.6£. + m.S<*.)dA -
~~ X X X X X X i X X X X

(4.1)

Le côté gauche représente le travail virtuel des forces extérieures, le

côté droit -le travail virtuel des forces internes. Les grandeurs 6Ç.,

(5<f>. constituent des accroissements virtuels des déplacements E,. et des

rotations (f). . Nous admettons que les grandeurs (5Ç., 6<j). sont infiniment

petites et arbitraires. Ce sont des fonctions continues satisfaisant aux

conditions délimitant le mouvement du corps.

Pour arriver à l'équation (4.1) nous procédons comme suit : nous

multiplions par SÇ. l'équation du mouvement (2.6), l'équation du mouve-

ment (2.11) par ô<J>. . Nous effectuons la somme des équations et intégrons

par le champ du corps. Nous obtiendrons de la sorte l'équation :
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/ [(X. - pÇ.)6£. + (Y. - Id>. )(S<t> - JdV +
V X 1 L X x X (4.2)

+ / ( a . «SE. + ( e . . K a . K + y.. .)64.)dV = 0

En transformant par une voie appropriée la seconde des i n t é g r a l e s volu-

métriques nous arr ivons â l ' équa t ion ( 4 . 1 ) . En in t rodu i san t du côte

d ro i t de l ' équa t ion (4.1) des r e l a t i o n s c o n s t i t u t i v e s (2.18) l ' é q u a t i o n

(4.1) prend l a forme

/ [(X£ - p? i )6Ç i + (Yi - I<f>.)6c|>. ]dV +
V (4 .3)

+ / (p.6Ç. + m.6(f).)dA = 6 W
A î î i l

où

W { ( I Wnn + * K K +

! KKKKnn)dV

Le principe de v a r i a t i o n (4.3) se prête à la mise au point du théorème

énergét ique, à savoir par comparaison des fonctions ^ , ^ au point ^

et au moment t avec l e s mêmes grandeurs au même point x, au moment

t + d t . En in t roduisan t à l ' équa t ion

6Ç. = v . d t , 6<(>. = W.dt, v. - | . , W. = $.
'i î Ti î i l i î

nous obtiendrons l a formule suivante

~-(K + 01) = / (X.v. + Y.W.)dV + / ( p . v . + m.W.)dA . (4.4)

L'équation énergétique (4.4) es t identique au b i l an de l ' é n e r g i e ( 2 . 1 ) .

L'équation (4.4) s e r t à la démonstration du théorème de l ' u n i c i t é . On

déduit ce théorème d'une façon analogue qu'en ëlastodynamique c l a s s i q u e .
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Nous passons aisément du principe du travail virtuel à la présen-

tat ion du principe d'Hamilton pour les milieux micropolaires.

Considérons un corps élastique changeant sa position d'une façon

continue entre les moments i t • t i ( t t • t j • Comparons les déplace-

ments actuels JXjXj t) et les rotations £0c, t) avec ceux £ + 6_Ç et les

rotations <^ , &$_, les accroissements ÔÇ. , &<p. étant choisis tels

qu ' i l s satisfassent aux conditions

ÔÇ(x, t i ) = <5£(x, t 2 ) = 0, <5£(x, t i ) = 0, 6£(x, t 2 ) = 0 (4.5)

Nous présentons le principe des travaux virtuels de la façon suivante :

S L - f (pÇ.<5Ç. + I4>.ô*-)dV - <5 W , (4.6)
V x 1 1 1

où

S L = / (X.6Ç. + Y.6<j).)dV + / (p.6Ç. + m.6<J>.)dA
y 1 1 i l ^ i i i l

f̂ous intégrons l 'équation (4.6) dans l ' i n t e rva l l e de temps t i £ t < t2j

t a t 2 t 2
5 / (l/dt = / ôLdt - / dt / (pÇ.6Ç. + I(|).ô(f). )dV (4 .6 ' )

t ! t ! t ! V L ^ X 1

En introduisant l 'énergie cinétique K et l a var iat ion de cette énergie.

&K = p / g-t (Ç.SÇ.JdV + I / 1 ( i ^ ^ d V - / (pÇi6Ç£ + LJKÔ^dV,

et en faisant l ' i n t ég ra t i on dans le temps dans l ' i n t e r v a l l e

t i é t < t2 nous obtiendrons

t 2 t 2 •• t2

6 / Kdt = - p / dt / Ç.ôÇ.dV - I / dt / <j>.<S<j).dV. (4.7)
t ] t i V L

 t l v x x

Wous avons eu recours aux conditions (4.5) posées sur les déplacements

e t les r o t a t i o n s v i r t u e l s . Compte-tenu des (4 .6 ' ) e t ( 4 . 7 ) , nous

obt iendrons
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t2 t2

6 / (W - K)dt = / 6Ldt (4.8)

C'est l'extension du principe d'Hamilton sur le milieu micropolaire.

Nous pouvons changer le symbole de la variation du côte droit de

cette équation seulement dans le cas où les forces extérieures sont

conservatrices et dérivent du potentiel v .

Dans ce cas

où V est un potent ie l des forces extérieures- L'équation (4.8) prendra

alors la forme suivante

tz
<5 / (II - K)dt = 0 II = W - V ' (4.9)

ti
Ici ïï détermine l 'énergie potent ie l le en t i è re , II - K l a forme

l'agrangienne.

5 - THEOREME DE LA RECIPROCITE DU TRAVAIL

Considérons deux systèmes des causes et des effets agissant sur

un corps élastique â volume V et limité par la surface A. Désignons

le premier groupe des causes par les forces et les moments de masse X,

Y_ et par les charges £ et i . Les composantes du vecteur de déplacement

Ç et du vecteur de rotation (\> seront leurs effets. Le second système

des causes et des effets se distinguera du premier par les "primes".

Dans nos considérations consécutives nous posons l'homogénéité des con-

ditions initiales.
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Appliquons l a t r ans fo rmat ion de Laplace aux équat ions c o n s t i t u t i -

ves (2 .18)

a. = (y + a ) y . . + (y -
J l J± a-j J-J « "

ji ji ij i j KK

a . . ( x , p) = L(a . . (x, t ) ) = / a . . ( x , t ) e
 p t d t , e t c . .

J l — J I — o J I —

Procédons d 'une façon analogue avec l e s grandeurs a ! . , yî> .

On peu t v é r i f i e r aisément l ' e x a c t i t u d e de l ' i d e n t i t é su ivante

a . . Y ! - + U . . K ! . = a ! . Y . . + u ! .K , . . (5 .2)

j i T j i M j i j i j i ' j i * j i j i

In t ég rons l a r e l a t i o n (5 .2) par le champ du corps . Finalement nous

o b t i e n d r o n s

/ ( a . . y ! - + y . .K! . )dV = / (a ! .Y-- + UÏ.K,.)dV . (5 .3)

v J I ' J I M j i j i y
 v j i ' j i M j i j i y v '

Faisons e n s u i t e la t rans format ion de Laplace sur l e s équat ions du

mouvement
a.. . + x. = p 2pf . , e . , v a . „ + y . . . + Y. = p 2 ! * . ,

ji,j i v K S i ' î jK jK H J I , J i F T i '
(5.4')

Ç . ( x , 0 ) = 0 , Ç . ( x , 0 ) = 0 , < | > . ( x , 0 ) = 0 , 4 > . ( x , 0 ) = 0
i~- i — i — i —'

Procédons d'une façon analogue avec les équations du mouvement pour le

second système des causes et des effets

a!. . + x! = pzpÇ.' , e. ,_a' + y"!. . + Y! = p2LÏ! ,
j i , j i ^ i î jK jK M J I , J i ' * i '

(5.4")
Ç ! ( x , 0) = 0 , Ç ! ( x , 0) = 0 , ( j , ! (x , 0 ) = 0 , ( | ) ! (x , 0) = 0

i i — i — i —

A l ' a i d e des re la t ions (5.4') e t (5.4") nous arriverons â l 'équat ion

(5.3) sous forme
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/ (X.E.1 + Y.<|).')dV + / (p.ÇÎ + m.<t>!)dA =
V 1 L •"• A 1 1 1 1

_ _ _ _ _ _ _ _ (5-5)
= / (X!E. + YÎ<t).)dV + / (p.'Ç. + m!<j).)dA .

V X 1 1 . X . 1 1 X X

A

Dans cette équation apparaissent toutes les causes et tous les effets.

Après avoir fait la transformation de Laplace inverse sur l'équation

(5.5) nous arrivons au théorème de la réciprocité des travaux (15)/ (X.* E! + Y * $!)dV + / ( p .* E! + m.* cf>!)dA =
V A 1 1 1 1

(5.6)
= / (X!* Ç. + Y!* c|>.)dV + / <p!* E. + m!* 4>.)dA .

X.* E! " / X.(x, t - x)Ç!(x, x)dx , etc..
1 1 o 1 — 1 —

Dans le cas du corps infini le théorème de la réciprocité des

travaux prend une forme particulière.

/ (X.* Ç! + Y.* (|>!)dV = / (X!* Ç. + Y! * (jj.)dV (5.7)

Les théorèmes de la réciprocité (5.6) (5.7) constituent une généralisa-

tion du théorème de Graffi (17) de 1'elastodynamique classique.

Le théorème de la réciprocité des travaux est l'un des plus inté-

ressants dans la théorie de l ' é las t ic i té micropolaire. Ce théorème est

très général et susceptible de servir à la mise au point de méthodes

d'intégration des équations de 1'elastodynamique avec recours aux fonc-

tions de Green.
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6 - ONDES MONOCHROMA.TIQUES PLANES

Considérons une onde plane qui change avec l e temps d'une façon

harmonique. Soi t l e front de l 'onde r e s t e au moment t = const , sur

le plan p = x .n . où n. e s t un vecteur u n i t a i r e d 'un plan normal. Dans

ce c a s , i l faut p r ê t e r aux déplacements e t aux r o t a t i o n s l a forme

suivante :

Ç. = A. exp [ - ik(£k - lyr^,) ] , (6.1)

^ = B exp \_ - ikCflt - n ^ ) ] , k = | = S , i = ^ q (6.2)

I c i f2 e s t une v i t e s s e de phase, u -une v i t e s se angula i re ,

1 - l a longueur des ondes. En int roduisant (6.1) (6.2) au système des

équations (3.6) (3 .7) nous arr ivons au système des équations algébriques

suivant :

(y H- a - pn*)A. + (A + y - a)n.nKAK + M e.^n^ = 0,

(Y + e + ^ - ffl»>Bj + (6 + Y " e)n.nKBK + M e . ^ = 0

Ce système possède une solution non triviale seulement dans le cas de

la disparition du déterminant de système. Cette condition conduit à

l'équation :

(A + 2p - pST)(2Y + 3 + — - HT)
k2 (6.4)

[ (V + a - P f 2 2 ) ( Y + e + — - ^ 2 ) - — ] = 0 .

Nous déterminerons à partir de cette équation les vitesses de la pro-

pagation de différents types d'ondes planes.

De l'équation A + 2y - pfi2 = 0
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nous trouverons une vitesse de phase constante et indépendante de u>

De l'équation

2y + 3 + — - Ifi2 = 0
k2

il résulte la vitesse de phase

(6.5)

( 6 . 6 )

Cette vitesse dépend de la fréquencew; l'onde subit donc une dispersion.

La vitesse de phase eu a une signification physique seulement pour

b) > 0)o , prenant pour ces seules valeurs des valeurs rée l les .

L'équation

(U + a - pfi2)(Y + e + $9L - Ifi2) - M - o
2 2

k k

conduit â l'équation suivante

k4 - k2(ai + CT2 + p(s - 2) + ai(a2 - 2p) ) = 0 .

Nous avons introduit ici les notations suivantes :

(6.-7)

(6.8)

o, , 0* - £ . n» -
2a

, p =
2a

y + a y

Les solutions de l'équation biquadratiques (6.8) sont :

kl

k2

•*(•

(6.9)

+ a? + P(s - 2) + ̂ (al + a? + P(s-2))
2+ 4a|(2P-a5) J

| f al + a2 + p(s - 2) +_ J (a2 - al + p(s-2))2+ 4Psal j .(6.10)
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II est évident que le discriminant (voir (6.10) !) est positif ; k? ,

k| sont des valeurs réelles. De (6.9) les inégalités suivantes

résultent pour a2 > 2p (c'est-à-dire pour O)2 > io2) :

k? > 0, kl > 0

ce qui conduit aux vitesses de phase réelles.

Pour OJ2 < ail nous avons

ki > 0 kl < 0.

Seule la première inégalité conduit à une vitesse réel le , la seconde

vitesse de phase Q = to/k est imaginaire et n 'a pas de signification phy-

sique. Les vitesses liées à l'équation (6.8) dépendent du paramètre tii ;

les ondes qui se propagent avec ces vitesses subissent une dispersion.

Considérons la propagation d'une onde plane dans la direction xi .

Posons que l'onde est monochromatique

? i ( x i , t) = Ç*(xi)e~ia)t ^ ( x x , t) = ^ ( x O e ' " " 1 . (6.11)

Des équations (3.6) (3.7) nous obtiendrons le système suivant de 6

équations différentielles

Oi + af)Çi = o, (6-12)

(3f + a% - — )<h = 0, (6.13)

(6.14)

(6.15)

O?

Of

O 2

O?

+ ai)

+ al

+ o\]

+ a 2

£,2 - Sdi(})3

- 2p)(j)3 + p

Û + Bdrtî

- 2p)(J>2 - p

= o,

3 e*

= o,

3iÇ* =

o,

0.
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Nous avons introduit les notations

Oi = oi/Jîi , a3 = w/n3

L'équation (6.12) représente une onde longitudinale. Cette onde se pro-

page avec une vitesse Q,L , el le n'est pas atténuée et ne subit pas de

dispersion.

La solution de l'équation (6.12) est la fonction

Kl .kft-ft +A_eiu(t+ÏÏT) . (6.16)

L'équation (6.13) représente une onde longitudinale microrotative.

^ . , ( 6 . 1 7 )

où

a = n 3 ( i - ^ - ) " i ' 2 , ai2 > (o?, tcz
0 - 4 o / i .

(02

En substituant

aux équations (6. 14) nous arrivons au système de deux équations algébri-

ques

S! <a| - k2) - iks(j)03 = 0,

ikpÇ? + (o5 - k2 - 2p)4>\ = 0.

En réduisant le déterminant de ce système des équations à zéro nous

obtenons l'équation (6.8)

Les fonctions

(6.18)

ikos
+
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(6.19)

où fi?

cons t i t uen t la solut ion du système des équations (6 .14) . Les r e l a t ions

(6.18) (6.19) représentent deux types d'ondes planes d i f f é r en t s , dont

le premier avance avec l a v i t e s se de phase ill , le second avec l a v i t e s se

fîf . Tous les quatre intervenant dans (6.18) e t (6.19) subissent une

d i spe r s ion . La so lu t ion (6.18) déc r i t une onde de déplacement t ransver -

s a l e , l a s o l u t i o n (6.19) une onde t ransversa le micro- ro ta t ive .

Remarquons que l 'onde longitudinale Ci e s t l i é e aux contra intes

normales 0 n , cr22> CJ33 . L'onde micro-ro ta t ive longi tudinale <£i es t

accompagnée de cont ra in tes du moment P i i , M22> P33 e t des contra in tes

tangentes O23, a32 .

Les con t ra in t e s CTi2> O21> Pi 3, y31 sont l i é e s aux ondes accouplées Ç2 >^3•

Et l es con t ra in t e s V-\i> V2i> °3i> Ci 3 sont l i é e s aux ondes accouplées

Ç3, (j>2 • Seules les ondes longi tudinales ne subissent pas de d ispers ion.

7 - ONDES APERIODIQUES DANS L'ESPACE INFINI

Dans l a sec t ion 3 nous avons décomposé les vecteurs 11 et ^ en

deux v e c t e u r s , l ' un dérivé d'un po ten t i e l s c a l a i r e , l ' a u t r e d'un poten-

t i e l vec teu r . Ains i , en admettant

_Ç = grad $ + rot f, div _ï = 0,
(7.1)

(j> = grad T + rot H, div H = 0,
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et en procédant de la même façon avec les expressions décrivant les

forces et les moments de masse

X = p(grad v + rot %) , div y = 0,
(7.2)

If = I(grad a + rot Q) , div n = 0,

et en introduisant les re la t ions (7.1) e t (7.2) dans le système des

équations (3.3) et (3.4) nous arrivons aux équations suivantes :

•icj> + pv = o, n3r + la = o,

+ 2a rot H + p£ = 0, (7.3)

+ 2a rot ¥ + In = 0.

Le comportement des ondes longitudinales $ est bien connu, vu qu'il

est le même pour le milieu de Hooke et le milieu micropolaire. La propa-

gation des ondes est définie par le potentiel retardé, les intégrales de

Poisson, par le théorème de Kirchhoff et Helmholtz pour le problème tri-

dimensionnel, par le théorème de Volterra, Riess et Weber pour les pro-

blèmes bidimensionnels et enfin par le théorème classique d'Alembert

pour le mouvement unidimensionnel.

Ajoutons encore que les ondes longitudinales engendrées par la

source v(_x, t) donnent le tenseur symétrique de déformation y•• et le

tenseur symétrique de contrainte a... Il vient

î \ i * 'ij r,ij' ji H ,ij ij ,KK

K.. = 0, y.. = 0.
ij ij

(7.4)

En passant à l'équation

n3r + ia = o , (7.5)
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nous trouvons les vecteurs symétriques K. . et \i. .. Etant donné

<l>. = r . K . . = r ..
i ,1 IJ »IJ

il vient

u . . = 2 Y r . . + 6 6 . . r , a.. = 0 . ( 7 . 6 )
l j , i j l j , l\Js. Ij

Nous donnons dans la suite quelques solutions concernant l'équation

de Klein-Gordon (7.5). Nous nous bornerons à ne donner que les résul-

t a t s , référant aux problèmes tridimensionnels ( ) .

Considérons tout d'abord l'équation non homogène (7.5) en supposant

que les conditions in i t i a l e s sont homogènes. La solution de cette équa-

tion a la forme suivante :

cx1, t) - R/C3) dV(x) +

+

V

/

o(x,t - R

R(X, x';

/ • d V ( g ) / a ( x , t - T)G(X, x',T)dr
i, R(x.x') Jo

G(x, x ' . t ) = - ^ ^ y ^ U ± l l HCt-R/Cs) , C3 •
C3 \ t —R /C 3

Le terme H(z) désigne i c i la fonction de Heaviside et le symbole R,

la distance entre les points _x et JE'. Le terme J i (z) représente la fonc-

tion de Bessel de premier genre et de premier ordre. La solution de

l 'équation (7.7) contient deux membres, dont le premier représente le

potent ie l retardé.

Considérons maintenant l'équation du mouvement ondulatoire (7.5)

homogène ayant les conditions in i t i a les suivantes :
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r ( x , 0) = g (x ) , f (x , 0) = h(x) ( 7 > 8 )

La so lu t ion de l ' équa t ion (7.5) prend l a forme

r(x, t) = t M Jh(x)} + A [ t M (f(x)}l +
et a L ce j

f [ h ( x ' ) + g ( x ' ) - M G(x, x ' . t )dV(x') .
91

L'expression

(7.9)

j h(x. + n.~

représente la moyenne arithmétique des valeurs de la fonction prises sur

la surface d'une sphère du centre je et d'un rayon 03t.

Les grandeurs n. apparaissant dans la dernière intégrale sont des

cosinus dicteurs du rayon de sphère exprimés en coordonnées sphériques

n. = sin 0 cos ¥, n2 = sin G sin "F, n3 = cos v",

La formule (7.9) représente une généralisation de la formule inté-

grale de Poisson connue dans la théorie classique du mouvement ondula-

toire. Si V = 0, l'équation (7.9) ne contient que les deux premières

intégrales, ce sont les intégrales de Poisson.

Pour compléter nos remarques, nous allons donner une formule qui

n'est qu'une extension de la formule connue de Kirchhoff, sur l'équation

de Klein-Gordon.
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_ _> G(RjT) ±
3n

\j 3 Jx o n o L

8n R R 3n 3R

dT , 2E*C V, R = |JÇ - 3t'

dA(x) +

( 7 . 1 0 )

r u ' . t ) = o, x1 c c-v, [r] = r(x, t - R/C3) .

Cette formule donne la valeur de la fonction F au point x/ de ^a

région V, exprimée en intégrales de surface contenant la fonction F et

ses dérivées par rapport au temps et à la normale à la surface A dé-

limitant la région V. En dérivant cette formule, on suppose que la

fonction Y et ses premières et secondes dérivées sont continues dans

la région V et sur la surface A. Pour a = 0 la formule devient la

formule classique de Kirchhoff.

Pour les oscillations monochromatiques, nous obtenons l'extension

de la formule de Helmholtz sur l'équation de Klein-Gordon.

r Lr* ikB „ ikR
is 1 / I °r e _* 3 ,e ..

" = ̂  A \ ^ ~ ^ ' ^ ~

r*(x') = o,

Nous avons i c i

-) I dA(x) , x'CV (7.11)

C-V .

"(je , t ) = F (x/)e , k = — (1 -2-) z , v • ~ .

L'équation (7.11) correspond à une réal i té physique uniquement

lorsque v > -—- . C'est alors seulement que la vitesse de phase est

rée l l e .
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La dépendance de la vitesse de phase C = w/k de la fréquence IÛ

indique que nous sommes en présence de la dispersion de l'onde de rota-

tion. Si v ->• 0 l'équation (7.11) prend la forme de l'équation classi-

que du mouvement ondulaire, donnée par Héltnholtz.

Les équations (7.3)2 et (7.3)3 sont moins étudiées. On n'a discuté

que les équations unidimensionnelles du mouvement ondulatoire et aussi

les solutions fondamentales de ces équations que nous allons donner plus

loin.

8 - LES SOLUTIONS FONDAMENTALES DANS L'ESPACE INFINI

Nous désignerons comme fondamentales les solutions des équations

différentielles dépendant de la distance R entre les points x et

x1 dans un milieu élastique infini. Dans la suite nous allons donner les

formules générales permettant de déterminer les déplacements et les

rotations du point x du milieu infini, engendrés par les couples et

les forces de masse. On dérive lesdites formules par la transformation

quadruple intégrale de Fourier, préformée sur les équations du mouvement

ondulatoire. (3.11) (3.12).

Nous obtenons finalement les expressions suivantes

u. (x, t) = — f
1 " 4ii2 Tr

a.cL-X,1 K l

pC?a2(az-T?) A

(8.1)

exp [̂ i( + t)ldW
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> (x, t ) =
4ÏÏ2

f
J

a.a Y1 1 fa2-!2

, i , t 2 , ; - 7 :777(aj°A- a2V
IC^a (a +T5-T3) A LICfa J J

(8.2)

exp [- +n-t)]dW .

Dans ces formules dW = daida2da3dn

Wi, désigne l ' i n t é r i e u r de l ' espace cti, a2 , ot 3, n •

,.2 . ..t . -.2 . -.2 2a _ _ 2a+ al + a 2 , s =
y+a ' Y+e

, T = n / c , , j = 1,2,3,4.

2 4a
T o = e+2y '

A?,2 =i [ T

CI •

2 _
Vo "

4a'

+ T 2 + no - v 2 +

c2

- T | - n
2o + v2

o)2 + 4 P S T | ] ,

c3

Malgré la complexité de ces expressions entra înant la nécess i t é

de l ' i n t é g r a t i o n mult iple par région i n f i n i e , nous obtenons assez f a c i -

lement les expressions pour les déplacements e t r o t a t i o n s , engendrés par

l ' a c t i o n des forces e t moments concentrés , var iant harmoniquement avec

le temps.

Supposons que la force concentrée X. = 6(x - x')8. e 1W e s t

appliquée au point 2c1 et d i r igée parallèlement à l ' axe x . Les dépla-

cements u. = U. \ x , x',t) e t les r o t a t i ons (j). - $.'(x,x',t)

peuvent a l o r s ê t r e explimés par les formules

4ITpuj2
(8.3)
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-ilôt . ik, R iK2R

4npC|(K?-K|)

j , K, 1 = 1, 2, 3.

dans lesquelles on a introduit les notations suivantes :

ikiR ik2R
F = Aikï ~ ~ + A2 k| ^-g— ,

ik2R ik2R
K = Ai—g— + Az —Y— + A

3 —

_ al - kl _ al - k|
= , A2 • —', 2

kf - kl kl -

_ al k |
A2 • —' , A3 = - 1 ,

k i , l • [ of. + cr2 + n i - v2 +_ / (a2 - a | - n i + v 2 ) 2 + 4psaf],a.= w/C..

Si nous appliquons au point x,' I e moment concentré

Y . = &(K - xl)&..& agissant parallèlement à l'axe x., alors en

"(1) "(1)
désignant les déplacements par U. et les rotations par 3>. , nous

obtenons :

J _ (£ ~_± )f ( 8 . 5 )

3 x K R

i] , j , K, 1 = 1 , 2 , 3 , ( 8 . 6 )
J 4nicî J i J A

avec
iKiR „ iK2R

2 6 n i ®
L = C ik-i _• + C5 k j r

K * K

iK2R
N =Ci 5 _

kî(ki-kf)
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k3 =7C3
v2 -42*

Etudions maintenant le cas particulier, où a = 0. Nous obtenons

les formules connues des solutions fondamentales d'élastocinëtique

classique

-îut i(3oR

r>2
C2

= 0.

Nous avons ici 3o =

iaiR _ i3oR
- -i- 3 3 (- • - ) , (8.7)

a)2 J R

$ , le symbole C2 = ( H ) ^Ci p

désignant la vitesse de propagation de l'onde longitudinale dans le

milieu de Hooke. En posant a = 0 on arrive, en vertu des formules (8.5)

et (8.6) aux expressions suivantes

iauR s
ia3*_ei

4II(Y+e)

(8.10)

-iwt

avec = o)/C3 .

Les rotations $. réfèrent à un milieu hypothétique, où les rota-

tions seules sont possibles.

Revenons encore une fois aux solutions fondamentales (8.3) -i- (8.6).

Si la force concentrée est dirigée parallèlement à l'axe x. ,

alors en vertu de la formule (8.4) il vient $ = 0 . Donc, les gran-

deurs K., (1 = 1,2,3) sont égales à zéro.

Si le moment concentré agit parallèlement à l'axe x. alors

= 0. Donc les grandeurs Y-i (Pas de sommation par 1 !) sont égales

à zéro.
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En supposant l 'action de la force concentrée, nous obtenons chaque

valeur de 1 un vecteur de déplacement 1J et un vecteur de rotation

En connaissant déjà les solutions fondamentales pour une force et un

moment concentré, on peut passer â la recherche des singularités d'ordre

supérieur. De la solution connue se rattachant a une force concentrée,

on peut déduire les solutions se rattachant à une force double sans

moment, a une force double avec un moment et à un centre de compression.

De même, de la solution connue se rattachant à un moment concentré,

on peut déduire la solution pour le cas d'un moment double et d'un

centre de torsion.

Citons quelques résultats. Dans le cas d'un centre de compression

on trouve

3 / e - ^ ( t
I

3x. \ R
0 .

4IIp 3x. \ R

C'est une solution identique à la solution du problême analogue en

théorie classique d'ëlastocinétique.

Si le centre de torsion se trouve à l 'origine des coordonnées, on a

1 8
. = o,

4IUk2
3ci Sx

V2 = f .

( -ia)(t - K3R\

r

donc, dans ce cas, le mouvement ondulatoire est dispersé.

Supposons qu'à l 'origine des coordonnées le milieu est so l l ic i té

par deux paires de forces avec un moment.
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En réduisant deux paires de forces avec un moment on obtient pour

le déplacement Ç., l 'expression

4Iïpw2

/ 8F _ 9F 0 \

\ 3x2 9xi /
iKiR iK2R

+ A 2 kl
R R

Pour obtenir une solution qui donnerait l 'effet du moment concentré

Y. = <5(x - _x' ) <5 • 3 e on peut recourir à la formule (8.5) et poser

1 = 3 . On voit que les deux formules ne donnent pas les mêmes résul ta ts .

C'est que dans la théorie du milieu micropolaire, on ne peut pas substi-

tuer les doublets (avec le moment) des forces concentrées à l 'act ion

du moment concentré. Dans cette théorie, le moment concentré est une

so l l i c i t a t ion analogue à une force concentrée.

Les solutions fondamentales obtenues pour le milieu infini

peuvent servir à construire des solutions pour les régions limitées.

Nous allons appliquer des formules analogues à celles de Somigliana,

déduites en élastocinétique classique.

Nous avons présenté i c i quelques problêmes de la propagation des

ondes élastiques en espace inf in i . On a obtenu tout de même plusieurs

solutions pour la propagation des ondes monochromatiques en espace

élastique ( 2 1 ) , ( Z 3 ) , (27) et dans la couche élastique (21*), ( 2 S ) ,

Remarquons que la recherche des solutions fondamentales des pro-

blêmes des oscil lat ions apériodiques est d'une grande importance. On

n'a obtenu jusqu ' ic i que quelques solutions de ces problèmes, par
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exemple, la solution générale de la propagation des ondes rotatives,

donnée plus haut. Quant au problème fondamental, à savoir celui de la

recherche des solutions singulières du problème dynamique pour des

forces et des instantanés et concentrés, les résultats obtenus jusqu'ici

s'appliquent uniquement aux intervalles des temps très brefs ou bien

très longs.

Ainsi, i l reste encore â résoudre un grand nombre de problèmes

particuliers. Cependant, les rapides progrès des recherches dans ce

domaine permettent d'espérer que nous aurons, au cours des prochaines

années, une élastocinêtique complète des milieux des Cosserat, formant

un nouveau domaine de 1'élastocinêtique classique.
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