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Über einige Fälle der Verdrehung (Torsion) von Stäben'* '
Von W.NO¥ACKH)

Gegenstand der Arbeit ist die Ermittlung genauer Lösungen, einer Anzahl Festigkeitsfragen gerader Stäbe
mit rechteckigem Querschnitt, in denen schmale Schlitze eingeschnitten, sind — wie auch bei Stäben, deren
Querschnitt aus mehreren Rechtecken besteht. Es werden Stäbe mit dem Querschnitt eines Kreisringstückes
und des eines Kreises, die mit schmalen Schiitgen versehen sind, behandelt.

1. Wir setzen für die im Aufsatz angenommenen Stäbe eine
anisotropisch-orthogonale (orthotropische) Struktur des
Werkstoffes voraus.

Wie aus der Theorie der Verdrehung gerader Stäbe be-
kannt [1], sind die Komponenten der Schubspannung tixund
tt3 (Achse 2 ist zur Erzeugenden des Stabes parallel), die in
dem Stab zur Wirkung kommen, eine Funktion der Flächen-
verdrehung ip (x, y) in der Differentialgleichung:

G~ Hxt' ~^~ G~'!T* = ~~2 & (3"1-)

mit der Randbedingung ig = eonst (im Falle eines kompak-
ten, vollen Bereiches des St ab quer Schnittes ist ip — 0). Die
Komponenten der Schubspannungen haben den Wert:

dtp dy.
'Ix1 § '(1.2)

In der Gl. ( H ) sind G1$ und G28 Forniänderurigs-Module
(Sehubmodule) in den Richtungen y und nc der orthotropi-
schen Struktur des Stabes, &• ist der Vordrehungswinkel.
Den unbekannten Verdrehungs-winkel des Stabes ermitteln
Wir aus der Gleichung:

M = 2ffy>dxdy == & C, (1-3)

und C Verdrehungsstarr-wobei M Verdrehungsmoment
heit sind.

Mit Rücksicht auf eine verständlichere mechanische Aus-
legung bestimmter mathematischer Vorgänge werden!wir
solche Erscheinungen beachten, die sich durch eine der
GL (1.1) analoge Differentialgleichung darstellen lassen und
zwar, Erscheinungen der Durchwölbung einer entlang der
Randkonturen aufliegenden Membrane von denselben senk-
recht zueinander wirkenden Spannungen Sx und Sy im
Spannungszustand. Dies erfolgt, wenn die Spannungen
durch den konstanten Druck p belastet werden. Die Durch-
wölbungsfläche solch einer Membrane erhalten wir durch die
Lösung der Gleichung:

~ r> n ~f~ O V ^ O ' I' \ * /

mit der Greuzbedingung w = 0 auf den Umfang der Mem-
branfläche. Aus dem Vergleich der Differentialgleichungen
(1.1) und (1.4) und aus den analogen Grenzwertbedingungen
geht hervor, daß man aus den Fragen der Durchwölbung
einer Membrane auch tatsächlich zu der Frage der Torsion
gerader Stäbe übergehen kann.

Wenn wir die Spannungen so wählen, daß

f=~jas=A« t (1.4.1)
by 0r2a

kann man die Funktion ip (x, y) als die Funktion der Durch-
wölbung der Membrane bei konstanter Belastung 2 G13 Sy &
behandeln.

Wir haben also folgenden Zusammenhang:

ip =: C W , (!."'')
wobei:

C ' i = •

*) Archivum Moolianiki Stosowanej (Archiv der ongowondten Mechanik),
Warschau (1953) Bd. V, H. 1, S. 2J bis 46; tlbcraütior Leroch.

') Die Arbelt wuid^ um 6. Oktober I9SS auf der wissenschaftlichen Zu-
sammenkunft der IV. Abteilung der Polnischen Akademie der Wissenschaften
vorgetiagen.

Daraus sind die Schubspannungen:

dw
(1.5.1)

zu bestimmen.

2. Betrachten wir jetzt eine gleichmäßig aufgespannte
rechteckige Membrane auf die im Punkt f, JJ die geballte
Kraft P wirkt. Wir entwerfe-n nunmehr für die Membrane
für einen beliebigen Punkt (*, y) eine Einflußfläche der
Durchwölbung. Diese -wird als w [x, y; £, rj) bezeichnet. Sie
wird gleichzeitig eine Grcensche Funktion der rechteckigen
Membrane bilden. ""

Bevor wir zur Losung der gestellten Aufgabe übergehen,
ermitteln wir erst die Greensche Funktion für ein endlos
langes Band von der Breite o, auf das die geballte Kraft P
wirkt. Bezeichnen wir diese Greensche Funktion mit TOI. Für
y ~> 0 erhalten wir hier für die Spannungen Sx und Sy die
homogene Differentialgleichung:

dx*
= 0 (2.1)

wo:

Da entlang der Geraden x = 0 und x = o die Durchwölbung
gleich Null ist, können wir die obige Gleichung wie folgt dar-
stellen: • " . • • • • •

n = 1, 2, . . .

Auf diese Weise überführen wir die Gl. (2,1) in eine gewöhn-
liche Differentialgleichung:

••£l*_-jL» f l!y - 0 fn = l 2 ) Y2 3)
dy2 n n — l , , . . . . )

mit der Lösung:

Yn (y) = An e~X "n y + Bn a "" * . (2.4)

Für y > 0 ist leicht festzustellen, daß B — 0, denn für
y ->• 00 muß sich der Wert der Durchwölbung dem Null
nähern.

Daraus ergibt sich:

«j .= 2 Ane~~Xt>nysinancc. (2.4.1)
n = 1, 2, . . .

1 Die Konstante An erniiLlein wir aus der Bedingung, die be-
sagt, daß in jedem Punkt der Achse x die vci-likalen. Kompo-
nenten der Spannung Sy und die Kraft JPim Gleichgewicht
bleiben müssen. Daraus resultiert

( 2 - 5 )

Unter- der Ausnutzung der Tatsache, daß die Durchwölbung
der. Membrane auf die «-Achse bezogen symmetrisch ist, er-
halten wir:

Nach dem Einsetzen dieser Verbindung in (2.5) erhalten wir:

]
Für die FunklionP (*) entwickeln wir die Fouiiersche Reihe:

P (*) = :2 P 2
l 2

sin anx (2.7)
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Ans der Bedingung (2.6) erhalten wir:

• s m

Also ergibt sich

w^x, y ; | , 0)

P V^ ^

n = 1, 2, . . .

-sin aa § sin an x für y ;> 0

und

;£> 0)

- sin an | sin o„ a; für 0.

(2.8)

(2.9)

(2.10)

An cos A —. -)- Bn sin 7( y -

P <T
JE SyX

P e

- ain.an

(2.1.8)

Die Gleichungen (2.9) und (2.10) können -wir zusammen-
fassen:

4 n
In

, X n y 3i .cos h ~ cos —(x — £)
a a

, X n y n ; . „
cos A — cos — {x + S)

Ü - a

für (2.U)

wo: yn = A, an b .

Diese Gleichungen lösend, erhalten wir:

Yn
P e 2 cos hX anij .

_
P « 2 sin hX anrj .

irs^—rrjr&m

7 sin h —f-
2

(2.19)

Wir bemerken, daß für x = ^ die DurchwÖlbtrog unstetig
wird, wie ein Logarithmus.

Ermitteln wir jetzt die Greensche Funktion der recht-
eckigen Membrane (Bild 1) mit den zueinander senkrechten
Spannungen Sx uiid Sy. Zu diesem Zweck schneiden wir aus
dem endlosen Streifen ein Rechteck mit den Seiten a und 6
heraus. Für y = ± 6/2 ist die Durchwölhung =5̂  0. Und so
erhalten wir für y = + 6/2:

Die Greensche Funktion für ein Rechteck nimmt also bei
y ^ i ] füm Schluß die folgende Gestalt an:

— -JL/cos hX an7] .
. e 2 1-1- c o s hX any

>7

-sin an $ sin an a;,
' n = 1,2,...

und für y = — b/2;

- ( l t

sin hXanrj .

(2.12) sinfc^?-
sinhX an y) sin a„ # sin a„ «

(2.20)

und für y ^ i)\

•'sin an

(2.13)

X\.->

7T- / c o s ^ A ort w . ,
e 2 / 2 - J - cos hAany

sin hX a^ri . , . W . * •— ' -s inhXany\ sm « J sin
Die Greensche Funktion wx (%, y; $, rf) für ein Rechteck er-
mitteln wir als eine Summe zweier Flächen:

(2.21)

*> y ; I . v) = (*> r; 5> (2.14)
Die Gleichungen (2.20) und (2.21) lassen sich noch zusammen-
fassen:

wohei die Funktion wa («, y; t-, if) die nachstehende Diffe-
rentialgleichung erfüllt:

A 3*a

mit den Randbedingungen:

= 0 (2.15) _ , .
cos fc—(y — JJ) — cos — ( x — ,

In -

(1) * = 0,.
(2) « = »,

(3) y=+6/2,

(4) y.= — i/2,.

w2=0,
^2=0,

, A j r , , .„ JI , ' ,
cos h—(y — r)) —• cos — ( * + £)

1 [cos h X an (y + r/)'V^i 1 F

jtLi n\
n == 1, 2 , • i • L

J

nk Sy jtLi n\ sin h yn

e~''"cos A A o„ (y — »j) sin <z„ ^ sin a„ x•

(2.22)

(2.16)

Wir wählen die Lösung der Gleichung in der Form:

wz= 2 {Anaos.hXany-{-B'nsi-Q.hXany)i,inanx, (247)
n — 1 , 2 , . . . • - . . - •

Die Randbedingungen luiid 2 sind hier erfüllt. Zwei weitere
Bedingungen gehen uns die Gleichungen:

Ilild 1. Etmittlung der
Gieenaohen Funktionen

, einer rootitcclcigcn
Membrane
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Bild 2- Vcrlouf der Greonsolien Funktionen

au einer rechteckigen Membrane
Bild 8. Verlauf der Grccnsclicii Punktionen

an ciaor rechteckigen Membrane
BIM 4. Verlauf der Groenschon Funktionen

an einer rechteckigen Membrane .

Das erste Glied der rechten Seite der Gl. (2.22) entspricht Die Integrale sind in obiger Gleichung wegen ihrer kompli-
der Greenschen Funktion eines unendlichen Bandes, das zierten Kerne angenähert und durch Summen ersetzt wor-
zveite bringt den Einfluß der die Membrane stützenden Ge- den. In Bild 5 ist die angenäherte graphische Darstellung
raden y = ± &/2 zum Ausdruck. Mit Hilfe der Greenschen der Punktion R (|) wiedergegeben. Im Punkt J3 gibt die an-
F k i k ittels I t t i di i b l i b i äh LFunktion kann man mittels Integration die im beliebigen
Punkt x, y durch die Belastung p (f, i-j) verursachte Durch-
wölbung der Membrane errechnen:

w{x, y) = / / wx (x, y; f, rf] p(f, rj) d£ dij. (2,23)
Für den Fall einer gleichmäßigen Belastung einer recht-
eckigen Membrane erhalten wir:

4 p a2 > h 1 / cos h X an y
| sin an x .

» = 1 , 3 , , , , cos h ^-

(2.24)
3. Die Durehwölbung einer rechteckigen Membrane, die

durch eine gleichmüßig verteilte Belastung p beschwert,
durch die Spannungen Sx und Sy aus ein ander gezogen, und
auf den Abschnitt Aß bezogen ist, findet ihren Ausdruck in
der Gleichung; •

I, • .

w(x, y) = wo(x, y) -\-/ R (f) wx{x, y; f, rj) d£. (3.1)

Die unbekannte Auflagerkraft JR ($) ermitteln wir aus der
Bedingung, daß iv (x, -rj) = 0 für | a ^ # ^ £a:

wo(x, 7]) + / R(£) Wj(*:, tj',£, ?)) dg — Q. (3.2)

Nach dem Einsetzen des Wertes der Funktion erhalten wir:

ln
1 — cos — (x — | )

1 • cos — (* $)

1 6 p fflg

cos h X an 2 r\ — e"
Bin h yn

f cos hX ant

• sm an£sino„

sm a„ * . (3.3)
COS

Aus dieser Integralgleichung erster Art von Fredholm können
wir i?(|) ermitteln und aus der Formel (34) <üe Durchwöl-
hung der Membrane w (%, y) errechnen.

Lösen wir diese Aufgabe für .den Fall f) = 0, für eine
quadratische Membrane und eine Stütze von der Länge a/2
(Bild 5), wie autjji für:

3 2 ,,, , _ _ , . 18

Für eine Membrane dieser Art wird die Gl. (3.3) übergehenin:

1 — cos —- (« —• k)

sin a„ Ä sin an f

sina„ (3.3.1)

genäherte Läsung einen endlichen Wert. Die genaue Losung
müßte in diesem Punkt einen unendlichen Wert der Beaktion
ergeben.

Im Falle, daß die Länge der Auflage gleich groß der Seite a
wird, erhält die Gl. (3.2) nach dem Einsetzen des Wertes für
wi (xt yj f> V) a u s der Formel (2.20) die Gestalt:

4 p « 2

= 1, 2, . . .
an x

(3.4)

Für ungleiche n erhalten wir:

tg h- • (»=1 ,3 ,5 , . . . ) . (3.5)

Die rechte Seite der Gleichung können wir als Faktoren der
Entwicklung der Funktion R (£) in eine Fourfersche Heihe
behandeln:

8 p a "
R(x) = (3.6)

Dieses Resultat ist identisch mit solchen, die auf anderen
Wegen ermittelt wurden.

Angegebenes Vorgehen kann man auf beliebig viele lineare
Auflagen, die zu einer Seite der rechteckigen Membrane
parallel sind, ausdehnen. •

Betrachten wir eine rechteckige Membrane mit zwei Auf-
lagen A% B± und A% JBa (Bild 6). Bezeichnen wir die durch die
im Punkt (fx r}y) wirkende Kraft Rj = ' ] , verursachte Durch-
wölbungsfläche mit Wi (*, y; l i , ??i) und die durch dje im
Punkt (£ä, r],) wirkende Kraft Ua = 1 verursachte Durch-
wölbungsfläche mit wz(x, y; £2, J/2).

Im Falle der Belastung mit p wird die Gleichung der
Durchwölbung der Membrane gegeben durch die Formel:

y) = wa{x, y) +f'
• i . . o

y;

(3.7)

Bild 5. Angenäherte
graphische
Darstellung
der Funktion R (J)
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Die unbekannten Funktionen i?x (£j) und Rz (|s) ermitteln
wir ans den Bedingungen, daß die Durchwölbungswerte in
Al Bx und Az JBa gleich Null sein müssen.
Dies führt zu folgenden Gleichungen:

0
Vi)

0 ,

w 2 ( * .

0

(3,8)

Cj,

Bei fc-Auflagem erhalten wir ein System von Integralglei-
chungen mit den unbekannten Funktionen Rf (i = 1, 2, . . . k).

Einen ähnlichen Fall stellt die Membrane mit zwoi Stützen,
wie in Bild 7, dar.

Hier sind die Gegenkräfte entlang der Abschnitte Ä1 Bx
und Az B2, die wir als Pt (f) und P2 (rj) bezeichnen, unbe-
kannt. Die durch die Kraft Pt = 1 im Punkt f, 0 erwirkte
Durchwülbung bezeichnen wir mit wx (x, y; £, 0), und die
durch die Kraft P2 = 1 im Punkt a/2, rj erwirkte Durch-
Wälbung durch w2 (Ä, y; a/2, rj).

Die Durohwölbung dör Membrane, wie in Bild 7 darge-
stellt, ergibt sich aus dei Formel:

y) = ivö(x, y) + f

+ f P

y; £, 0)

(3.9)

Die Funktionen Pĵ  (̂ ) und Pa (??) ermitteln wir, ähnlich wie
im vorherigem Beispiel, ckircli die Ntdl-Bedingung der
Durchwölbung entlang der Abschnitte Ax Bx und A% JSS:

4- / Ps(v)

2, y) +

0; a/2, rj)

, y; | , 0)

2, y; a/2,

= 0 ,

= 0 .

(3.10)

DEIS hier angegebene Vorgehen wird gestatten, mehrere
andere technisch wichtige Fälle von Durchwölbungen einer
Membrane bzw. der Verdrehung von Stäben zu lösen. In
Bild 8 sind die Beispiele genannt, die man lasen kann, wenn
man sich der oben angegebenen. Methode bedient.

4. Erörtern -wir den Fall einer Membrane* die am Rande
y = 0 in einem Teil dieses Randes gestützt wijrd (w = 0)

und In'seiEem anderem jedoch frei ist•[3— = 0), und
. . • • ' • • . . ; A r y J r = ° . 7 . .

die nut dem gleichmäßigen Druck j» belastet wird (Bild 9).

Im Bereich 0 ^ x <£ e ist die Durchwölbung w eine Funk-
tion von x; im Bereich c <I * ^ a ist sie gleich Null. Die
Durchwölbung der Membrane bei gewählten Randbe-
dingungen kommt durch die nachstehende Beziehung zum
Ausdruck:

w(x, y) wo(x, y) +}
0

£, 0) k(x, y; | , 0) (4.1)

Hier bedeutet vio(x, y) die Durchwölbungsfläche der Mem-
brane in der Grundform, d. h. in solcher, in der die Mem-
brane entlang des Randes y = 0 gestützt wird (w = 0). Der
Kern h («, y; g, 0) ist eine Greensche Funktion der Dureh-
wölbung im Punkt (!,. 0). Die unbekannte Funktion der
Durchwölbung w (f, 0) ermitteln wir aus der Randbe-

—dingung 0 im Bereich 0 ^ x ^ c:

dwo{x, 0)
(4.2)

Wenn to ( ,̂ 0) bekannt, können wir aus der Gl. (4.1) die
Durehwölbung der Membrane im beliebigen Punkt (x, y) er-
mitteln.

Suchen wir die Funktion h (x, y; | , 0). Sie erfüllt die
Gleichung:

(4,3)

mit den Randbedingungen:

(1) y = 0, Ä(*,O;f,O

(2) y = 0, Ä ( * , 6 ; | , 0 ) = 0 .

~ 2
a »=.1,3,.

(4.4)

Für diese Randbedingungen erhalten wir durch die Losung
der Gleichung (4.3)

BnsixihJLany)iiinanx,
(4.5)

2
An = —

2
— ^(„ ctg h yn = — — ctg /i y„ sin an

Die Funktion k (x, y; f, 0) kann man wie folgt darstellen:

2
l , 2 , . . .

(X—ctg h yn)] sin a„£ sin a„ (4.6)

Beohtooiige Membrane mit zwei;
t l t l j f j ou . j4,i B,,und ^ „ B J '

-. Beispiele,'um die wichtigsten raile-äei DurohwSlbnng piner Membrane von Stäben

BIM 7. Dnrchwalbnng cjiier Membrane iriit zwei
Stütaen

1
n

c
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0 ( l C T :: • I o r

sin n /. a y [
, y ; (f, 0) = g— ;

wo:

cos h X a y— cos a (x —

sin h K an y sin an £ sin on « ,

Daraus: ,

[cos hl a y — cos a {x + £)
n et v

{x, 0)
dy

4p a yn

[x, 0)

(4.7)
== A an b,

37c ( g , O ; g , O ) srA T 1 1
9y~ 2 a2 [ 1 — cos a(x + £) 1-—cos «(* —£)

yn' = X < i

a '

1_
nz

a.

9y, 5 2 lüTh^
7t = l f !2, • • • ,

Das erste Glied besitzt eine Sonderheit bei j» = f, das zweite
ist regulär und stellt eine konvergente Reihe dar.
• Die Durch/wölbung to0iu der Grundform kann man durch
die nachstehende Gleichung darstellen:

2o2 1 — cos a

J£J si:

1

) l.—c

. i —sin »,, i
sm h yn an x

.—coaa'(»-f"l) 1—cos o'

4 p a2 n e ''n'

L 1

7 sin a„' # sin on' x .

si (4.9)
Im Falle o = % und & = fej, erhalten -wir die Gleichung
(4.10) in den Integrationsgrenzen 0 bis a,

Wenn, wir annehmen, daß 6 ->-oo, erhalten wir:

w-O

\—

• Bin a„ x . (4.15)

Die Lösung dieser Integralgleichung ist i« (|) = . g f (a—$),

d. h. die bekannte „zylindrische" Form der Dirrehwbllmng
der

•Illld fl. Membrane, die an einem Teil des Randes gestützt wird, jedoch an dem
anderen frei igt und mit einem gleichmäßigen Druolc p belastet wfrd

Gl, (4.2) erhält dann die endgültige Form:

4 p a -^T 1

^ 22/
l 3

cos

4 S -
o3 ^ - J s in

n —1, 2, . . .

»in a„ a:\ d£ = 0.J

Je nach der Form der Membrane wählen wir entweder die
unbekannten Aufleger-Gegenkräfte (Bild 8a, 8l>, 8c) oder
aber dieDurchwölbungen (Bild 8b, 8d, 8e, Öf). Die Symmetrie
der Beziehungen 8d, 8e und 8f ausnutzend, könneil wir die
unbekannte Durchwölbungs-Funktion aus nur einer Inte-
gralgleichung ermitteln.

5. Beschäftigen wir uns jetzt mit einem zylindrischen Stab,
dessen Struktur anizitropisch-orthogonal ist.

Die Schubspannungen. rr« and TyK werden in diesem Falle
errechnet aus den Formeln:

1 By> • ' ' . d%> • • • - , * , ,

(4.10)

Die oben dargestellte Methode kann man bei Membranen
anwenden; die sich aus Rechtecken zusammensetzen (Bild 10),

Im Schnitt ß —• ß ist die Funktion w (f) unbekannt. Für
die Membrane I erhalten wir:

r oi (f) feI(*' y; f.
n

Für die Membrane II:

»ii (*i yi) = «o.n(*. yi) + / « ( f ) fcII<*'»! f.
0

Entlang des Abschnitts ß — ß haben wir:

dy Jy=Q*"" [dy-t Jy>-o '

Die Verdrehungsfimktion tp erfülli. hier die Gleichung2):

dhj> dhj> t 1 dyi
(5.2)

Hier sind au und o5B Maierialkonslante, die die Oj'thopio d«s
Werkstoffs charakterisieren.

Die Gl. (5.2) übergeht in (5.3):

I Ott / _̂_ (5.3)

f
(4.13)

T

Daraus:

»0,i(*. 0) Sw0iII(a;,0)
3y , dyt

j
. . ö , (414)

Bild 10« Membranen, di6 sioli «us Roclitccten auEamniensetzcti iitiil nacliflcr
im Text cfwälinten teclincrisclicn Ermittlung zu beötLmm^n airid
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\e<

Bild 11 . Kreisringstück für dnsjfdia Greenache
Funktion zu ermitteln ist

J

Bild 12. FunMonaverlauf 'der Faktoren
und Randbedingungen im Kreis-
ringfitüok

Bild 18. Funttionaverlauf der Faktoren
und. Handbedingungen im Kxeia-
riiigstück

im Bereich Dt. Sie wird der Differentialgleichung der Durch-
wölbung der Membrane im Bereich D identisch:

3aj« 1 dw 92w 1 p
~9?» + "7 ~W + 3 ^ ^ = -~ T • (5-4)

wenn angenommen wird, daß wir die Membrane mit einer

konstanten Belastung von dejr Intensivität p = be-

schweren. Den Übergang vom Bereich Di in den Bereich D

erhalten wir dank der verfeinerten Transformation:

Für Q = 1 muß die Bedingung erfüllt werden:
•wj(l, 9) = tön(l , 93).

Daraus: Ĉ  = C2.

Entwickeln wir die im Punkt R,.£ wirkende Kraft Pin eine
Fouriersche Reihe:

2 P ^
P (93) = sin n k $ sin nk<p .j

i » = i , 2 , . . .

Für ö = ], muß die Gleichgewiehtsbedingung erfüllt werden:

Daraus:

wobei:

dw dw Daraus:

s in hnä ,

— c w.
2 S&

Die Greensche Funktion für g ^ 3, erhält die Form:

Betrachten wir jetzt ein Kreisringatück (Bild 11) und kon-
struieren wir für dieses die Greensche Funktion. Der erste
Teil der Aufgabe besteht in der Ermittlung der Durchwöl-
bungsfunktion der Membrane. Diese Funktion muß die
Gl. (5.4) für p — 0 und die Randbedingungen entlang der
Seiten ip — 0 und <p = a erfüllen. Die Losung suchen wir in
der Form:

j_(r, 95)
l , 2, . . .

F„(r) sin kn<p, (5.6)

e, 93; l , , l) = ^ " g ^ Qnh sin n kg Bin n k cp , (5.Xl.l)
71 = 1 , 2 , . . .

und für g ;> l:
P oo

wn(Ö,<p;l,^) = ^ g ^ e~""'sinre&lsinnfcp. (S.1.L2)
» = 1 , 2 , . . ,

Diese Greensche Funktion können wir auch in der geschlos-
senen Form (für Q = 1) darstellen:

wobei:
Tl 7t

a

Diese Gleichung erfüllt die Randbedingungen wx (r, 0) = 0
und i«i(r, a) = 0. Die homogene partielle Differential-
gleichung tibergeht in eine gewöhnliche Differentialgleichung:

dFn /««y .

Legen wir fest, daß die Kraft P auf einen Punkt mit den
Ordinaten R, I wirkt.

Dar übe* hinaus wählen wir zusätzlich eine neue Veränder-

liehe g = -H-. Die Gl. (5.7) erhält dann, die Gestalt:

d2Fn 1 dFn lnn\*

Als Lösung dieser Gleichung erhalten wir die Funktion:

oder:

Für Q = \ erhalten wir:

t5i(i,p; 1 , 1 ) = -

(5.12.1)

. cos A(fein 0 ) — c o s fc(oj—
In c ft(fc ) fc(^ +

In

(5.1,2.2)

(5:12,3)

Die auf diese Weise konstruierte
Greensche Funktion erfüllt je-
doch nicht die Randbedin-
gungen für r — 1?! und r = i?a,
für die die Duichwölbung eben-
falls gleich Null sein müßte.

Der Bogen JR •= const teilt die Membrane in zwei Bereiche,
I und II. Im Bereich I:»

Im Bereich II:

für

für

oder

oder

l . (5.9.1)

l . (5.9.2)
Bild 14. Betrachtung einer Membinne

als KreiaringaUBsehllitt
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Graphische Dnrstellung der rechnerischen Lösung

Ulla 18. Graphische Dnrstellung der rechnerischen Lösung

Darstellung der Membrane, die einer linearen Stütze entlang des Rondos sich ouf dem Radius
eines Kreises befindet und aufliegt .

Damit auch diese Bedingungen erfüllt •werden, stellen wir die
Greensche Funktion des Rreisringstücks als eine Summe
zweier Durchwölbungen dar:

W l ( 6 , tp; 1,|) = W2(e, ,p; 1,|) JfW^cp; 1,|), (5.13)

wobei it)a sowohl die Gleichung von Laplace wie auch die
nachstehenden Randbedingungen erfüllt:

(5.14)

w s(e, 0) = 0
w2 (g, o) = o

a a n
wobei:

ei = Bi/Ä,
öa = RJR. .

Die Funktion wa wälilen wir in der Gestalt der Reihe:

• (AnQ"-k +BnQ-~nk)sinnk(p. (5.15)

Aus den Randbedingungen erhalten wir:

woraus:

( l - sin nk £ .

Daraus ergibt sich die Folgerung:

X ( 1 —
n

P_
n S

sin n k £ sin nk cp für flgl, (5.16)

Nach dem Ermitteln dex Funktion, K^ und w2, und somit auch
der Funktion u>u kommen wir zu der Erörterung der Sonder-
fälle.

a) Gl = 0, Qt>'l.
Die Greensche Funktion läßt sich darstellen durch die ge-

schlossene Form:
P 1 — Q1' cos k[cp —f) + @2fc

Für diesen. Sonderfall erhalten wir ebenfalls die geschlos-
sene Formel:

P cosJi(fclng)—cos fc(<p— £)
4 % S cos h (k In Q) —• coa k (<p -ff)

/ 2\

cos h (khi ^1-J •—• cos k(cp — f )

•In- V—H • (5.18)
cos 7t In S i - — cos k {tp + I)

Betrachten wir jetzt eine Membrane in der Gestalt eines
Kreisringausschnitts (Bild 14), die gleichmäßig aufgespannt
und durch die Belastung p = const beschwert, entlang des
Bogens A B vom Punkt B (1, ßt) bis Punkt A (1., ft) aufliegt.

Die Durchwölbung solch einer Membrane errechnen wir
auf Grund der Regel der Superposition aus der Formel:

w{Q,y) = iv0 {Q,<p)+/R(l)Wl(e)<p;l,£) RdS, (5.19)

wo w0 (g, cp) gleich ist der DurcbwÖlbung der Membrane, die
nur entlang des Randes gestützt wird, wobei diese Pxixch-
wölbung durch die Belaatung j> = const hervorgerufen
wurde, und R(£) die unbekannte A\iflagerkraft ist, die wir
aus der Bedingung:

w (l,9>) = 0 für ß1<V^ßl
ermitteln.
Daraus ergibt sich: *

Die in der "Gl. (5.1,9) enthaltene Funktion vv0 (Q, rp) ist die
Lösung der Gleichung Vi», = —• p/S nüt der Randbedingung
w0 = 0 entlang des Randes des Kreisringaiisschnitts3).

' . « 0 - ^
tifc —2

n-1,3, . .
(5.21)

wo: _ s h

4 n S 1 — +•

. , 5 T 7 1 V

oder:

»; l , I) .=

<t 7C O

17^= 0 , £>n -

1 —' 2 (g öa2) c c

P . . cosTi(fclne)—cosfe(9J— f)
~ 4 tt S • cos A (fc In Q) — cos ft (9? -ff)

Die Lösung der Gl. (5.20) erläutern wir an Hand des ein-
fachen Beispiels einer Membrane wie in Bild J.-5.

Gegeben ist:-
. Rx — 0 , a = n, k = 1.

Aus der Gl, (5.2I)iinden wije also: ^
1 _ _ / • , . • •

7t(?ia — 4)

Und aus der Formel (5.17.2) ist:

• cos

^2_] — cos h(tp -H I)
(5.17.2) - l n cos gB)—-cos(y>—

cos gB)

. «? . •') 13).



382 W. Nowacki: Über einige Fälle der Verdrehung (Torsion) von Stäben
Mascliinenbautecstmilc 3. Jg.
Heft 7 Juli 1954

UlldlS. Graphische Daratcllung der angenäherten Bild 10. Graphische Darstellung der angenäherten Bil(120. Durch"WÖlbung der durch eine gleichmäßige
Lösung der Integralgleichung (G-i>) Lösung der Integralgleichung (6.5), ' Kraft belastenden Kxeismembrime, die
unter Berücksichtigung, daß die Kreis- ' " ~ " "
raembrnnc nuf dem Band cntlnng des
Rudiusscs aufliegt

eich sowohl auf den Außenrand, wie auch
auf eine krumme Linie stützt

Für jR = J?2/2 erhält die Integralgleichung (5.20) die Torrn:
JI/2

R(£) 2 In

v—es
-In

cos 7i(2 In QZ) — cos (tp —£
cos h(2 In ga) — cos {cp +

5.22)

Die angenäherte Lösung der Cl. (E.22) illustriert das Bild 16.

6. BetrachtenwirjetzteineKjeisinernI}rane,diesawohlent-
lang dea Randes, wie auch entlang einer linearen Stütze AB,
die sich auf dem Uadius des Kreises befindet, aufliegt (Bild 1,7).

Beim Fehlen der letztgenannten Stütze erhalten wir eine
Icreissymmetrische Durchwölbung:

wo: Q = •

Die Greensche Funktion einer Kreismemhrane hat die be-
kannte Gestalt*): **

P . r2 Rs — 2 a2 R r cos (<p — £) + o*
, <p\ ~&nS

In-
a» [ra + jR2"=^

oder:

— f)]
(6.2.1)

v,S) =

•wo:

Die gesamte Durchwölbung der Membrane, die durch die
Belastung p = const hervorgerufen ist, wie auch die unbe-
kannte Funktion der Auflagertaaft P (jj)j sind: in der Formel
enthalten:

Q, ip) = = / (6.3)
J,

Die unhekannte Funktion der Auflagerkraft finden wir aus
der Null-Bedingung des Durchwölbungswertes entlang des
Abschnitts AB:

(6.4)

(6,5)

oder nach dem Einsetzen entsprechendere Funktionen:

i

/ e—j

Das Bild 18 gibt das Ergebnis der angenäherten Lösung der
Integralgleichung (6.5) wieder, wenn die Kreismemhrane
außerauf dem Rand zuaätzliclienüang des Radius OC aufliegt.

Obige Betrachtungen lassen sich auch auf Krcismorn-
branen, die sich auf zwei, drei und mehr zusätzliche lineare

Auflagen stützen, verallgemeinern. Bei zwei zusätzlichen
Stützen haben wir:

m |s) a drlz- (6.6)

und P a (J;2) ermittelnDie unbekannten Funktionen Pt

wir aus den Integralgleichungen:

f

/
Al3l

+ f

. hi »

ws(e, = 0 .

(6.7)

Die DurchwÖlbrrag der durch p = const belasteten Kreis-
membrane, die sich sowohl auf den Außenrand wie auch zu-
sätzlich auf der Krummen R = const stützt (Bild 20), ist:

e. 9») = « 0 ( e ) v\ (6-8)

«

Die unbekannte Fu;nktion P (£) ermitteln wir aus der Inte-
gralgleichung:

oder:

(6.9)

/

cos h(2 In

f)

= -^fa~Qs
Q). (6.10)

Die oben angegebene Methode der Lösung komplizierter
(zusammengesetzter) Fälle von (reiner) Verdrehung aniso-
tropischer Stäbe oder Fragen der Durchwölbung von Kreis-
memhranen kann auch bei anderen physikalischen Erschei-
nungen, deren mathematische Formulierung zu Differential-
gleichungen und Randbedingungen derselben Form, wie hier
besprochen, führen, angewendet werden. Als Beispiel kaiin
man das Problem, der laminaren (wirbellosen) Strömung
einer idealen Flüssigkeit im Gefäß von derselhen Gestalt
wie die eines der Verdrehung ausgesetzten Stabes — oder das
Problem der ebenen Strömung der Grundwasser oder aber
auch das Problem der^Punktion der Spannungen der Stäbe
beim Biegen nennen. Mat)A 1422
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