I

SN\
N -

s

AR ‘

© g

Al
W//////////////////A

G
NN

TECHNISCH-WISSENSCHAFTLICHE ZEITSCHRIFT

KRAFT- UND ARBEITSMASCHINEN-

SOWIE SPEZIALMASCHINENBAU

FUR WERKZEUGMASCHINEN-,

SCIIWERMASCHINEN-,

JAORESINHALTSVERZEICHNIS

1954

DRITTER JAHRGANG

VEB VERLAG TECHNIK . BERLIN NW 7 . UNTER DEN LINDEN 12




' Mz\schmenbuuteclmik 3. Jg. W . . ) ‘
. Nowacki: Uber einige Fille der Verdrehung ( Torsion) von Stiben

Heft 7 Juli 1954 375
Uber emlge Falle der Verdrehung (Torsmn) von Slaben .
Von W.NOWACKII) DK620.1.05

Gegenst’andk(ler Arbeit ist die Ermattlung genaver Losungcn einer Anzahl Tesughetteﬁ agen gorader Stdbe
mit rechieckigem Querschnitt, in denen schmale Schlitze ecingeschniiten sind — wie auch bei Stében, deren

Querschnut aus meohreren Rechtecken besteht.

und des eines Kreises,

1. Wir setzen fiir die im Aufsatz angenommenen Stibe eine
anisotropisch-orthogonale (orthotropische) Struktur des
. Werkstoffes voraus.

Wie aus der Theorie der Verdrehung gerader Stibe be-
kannt [1], sind die Komponenten der Schubspannung r, 5 und
7,y (Achse z ist zux Erzeugenden des Stabes parallel), die in
dem Stab zur erkung kommen, eine Funktion der Flichen-
verdrehung ¥ (%, ¥) in dex leferentmlglelchung

1 9% 1 321/)

Cp a7 TGy o8 = 27

(L1)

mit der Randbedingung ¥ = const (im Falle eines kompak-
ten, vollen Bereiches des Stabquerschnittes ist 9 = (), Die
Komponenten der Schubspannungen haben den Wert;

oy
= T é

(1.2)
In der Gl (1.1) sind Gy und G,; Formiinderungs-Module
(Schubmodule) in den Richtungen y und x der orthotropi-
schen Struktur des Stabes, & ist der Verdrehungswinkel.
Den unbekannten Verdrehungswinkel des Stabes ermitteln
wir aus der Gleichung:

M=2ffypdsdy =6C, (1.3)

~ wobei M Verdrehungsmoment und c Verdrehungsstarr-
heit sind,

Mit Riicksicht auf eine verstindlichere mechanische Aus-

legung Dbestimmter mathematischer Vorginge werdeniwir

golche Erscheinungen heachten, die sich durch eime dex
Gl. (1.1) analoge leferentlalglelchung darstellen lassen und
zwar, Erscheinungen der Durchwilbung einer entlang der

Randkonturen aufliegenden Membrane von denselben senk-

recht zueinander wirkenden Spannungen S, und S, im

Spannungszustand. Dies erfolgt, wenn dJe ' Spannungen

durch den konstanten Druck p belastet werden. ‘Die Durch-
wolbungsfliche solch einer Membrane erhalten wir durch die
Lésung der Gleichung:

9%*w 0%w :
Ssgas tSrgm=—p (14)
mit der Grenzbedingung w == 0 auf den Umfang der Mem-
branfliiche. Aus dem Vergleich der Differentialgleichungen
- (1.1) und (1.4) und ans den analogen Grenzwertbedingungen
geht hervor, daf} man aus dén Fragen der Durchwélbung:

einer Membrane auch tatsiichlich zu der Frage der Torgion

gerader Stibe tibergehen kann.
Wenn wir die Spannungen $0 Wéhlen, daﬁ :

kann man die I‘unkt;on w (%, y) als die Funktmn der Durch-
wilbung dex Memhrane bei konstanter Belastung 2 Gm Sy 15‘
behandeln, -

‘Wir haben also folgenden Zusammenhang. ‘
' . Yy=cw, , (1.5)
“wobiei: _ o ‘ Ty

c‘v—
P
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Es werden Stibe mit dem Querschnitt eines Krezsrmgsmckes

die mit schmalen Schlitzen versehen sind, behandelt.

Daraus sind die Schuhspannungen:
—c

3y (1.5.1)

Tyy =
zu bestimmen,

2. Betrachten wir jetst eine gleichmiBig aufgespannte
rechteckige Membrane auf die im Punkt £, die geballte
Kraft P wirkt, Wir entwerfen nunmehy fiir die Membrane
fiix einen beliebigen Punkt (x, y) eine EinfluBfliche der
Durchwilbung, Diese wird als w («, y; &, ) bezeichnet, Sie
wird gleichzeitig eine Greensche Funktion dexr rechtechgen
Membrane bilden.

Bevor wir zur Lidsung der gestellten Aufgabe iibergehen,
ermitteln wir erst die Greensche Funktion fiir ein endlos
langes Band ven der Breite a, auf das die geballte Kraft P
wirkt. Bezeichnen wir diese Greensche Funktion mit 75, Fiir
¥ > 0 erhalten wir hier fiir die Spannungen S, und S, die
homogene Differentialgleichung:

62w Pw - : ‘
a«z + ay =0 . { (2'1)
S Sx
wo! N2 = §;

Da entlang der Geraden & = 0 und & = ¢ die Durchwilbung
gleich Null ist, kénnen wir die obige Gleichung wie folgt dar.

stellen:
o0

&

n=1,2...

Auf diese Weise uberfuhren wix die Gl (2. 1) in eine gcwohn—
liche leferentlalglemhung

Y, (#)sing, 5, (an —~——-) (2.2)

a2y, 2 ‘
aye a? Y =0 (n=12,...) (2.3)
mit der Losung
Aan' ‘
Y, (y) = Y4B, (2.4)

Pir 'y > 0 ist leicht festzuste]len, daB B =0, denn fiir
y - oo mufl sich der Wert der Durchwolbung dem Null
nihern,

+Daraus ergibt s1ch

‘ o -2 Lo
%, > Ane ‘a”ysina . (2.4.1)

n

wy =~
. n=1%,,
nge Konstante 4, erm1tl.e1n wir aus der Bedingung, dis De-
sagt, dafin Jedem Punkt der Achse x die vertikalen Kompo-

; ienten der Spannung S, und'die. Kxaft Pi im Glewhgewmht

blelbcn miissen, Daraus resultu:rt

aw aw1 L " ) .
8] =] < e
Unter- der’ Ausnutzung der Tatsache, dafB dle Dmchwblhung ;

dex, Meml)rane auf dJe x—Achse bezogen symmetnsch 1st, eRa
‘halten wir: ; .

Sl [W “f‘[ax oy Pk

Nach dem 'Emsetzen dieser Verb;mdung in { 2 5) erhalten 'W1>1‘4‘ '

g,] . S
- = 2,6)
: 2Sy[ayL_ - Pla) o
Fur die: FunktmnP (x) entwmkeln wn: d1e Fouuersche Reihe:
Z : sm_an £sin anxy. (2 .
" = 1'2, [ ’
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Wir bemerken, daB fiir & = £ die Durchwidlbung unstetig
wird, wie ein Logarithmus,

Ermitteln wir jetst die Greensche Funktion der recht-
eckigen Membrane (Bild 1) mit den zueinander senkrechten
Spannungen S, uhd Sy, Zu diesem Zweck schneiden wir aus
dem endlosen Streifen ein Rechteck mit den Seiten o und b
heraus. Fir y = - b/2 ist die Durchwilbung = 0. Und so
erhalten wir fiir ¥ = - b/2:

— b
Wy (x,?; & 17)

b e (e (212)
:::Wl Syn =IZ‘2’ ”:———-—r——si‘n dy E sin a, X,
und filv y = — b/2;
— b
wl(xv'—'i‘; &, 77)
_.“"(; +2) (2.13)

5. 2

n = 1,2,.

—'sin a, &sina, x.
Die Greensche Funktion w, (x, y; &, %) fir ein Rechteck er-
mitteln wir als-eine Summe zweier Flichen:

wy (%, ¥3 & n) = wy (%, y5& 0} -+ wy (x,jf,é',n), (2.14)

wobe1 die Funktion w, («x, y,E, 7) die nachstehende Diffe-
remlalglemhung erfiillt: '

azw 0% :
Bx: + ay; =0 (2.15)
mit den Randbedingungen: ‘
(1) szv ‘ wzxoq . ) . !
(2) x=a, wy=0, : , .
b . b
(3) y=-+1/2, wz(x,g; &, 17) s—wl(x,?; &, n),

(4) y=—0/2,

b
wz("” 27§s’7>-"—“"1( ekl )

_ (2.16)
Wir withlen die Lésung dex Gleichungin der Form: M
w, = 3 (dycoshie,y+ Bsinkla,y)sina,x, (2.17)
. Bl ... o - B - . ‘

Die Randbedingungen 1 und 2 sind hier erfiillt. Zwei weitere
'~B‘cding‘.u‘ngen‘ geben uns die Gleichungen:
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P
Aus der Bedingung (2.6) exhalten wir: A, cosh 1’22_ 4 B, sinh 2’_21
= Y \ b
A" SHARTZS:ln ané: (2-8) P ""'Aan ("2—"—7’) ‘
Also ergibt sich — =7 ¢ — sin.a, &,
— Y
wy(%, ¥3 6, 0) o n 2t B win p 2 (2.18)
r Z-o' g"'l“ny ] 5 ) " >0 (2.9) n CO8 Lf:?‘*‘——' ' 8111 —2—
=T ————3in g, £ sin a,, x fiir y B
Sphm fr... " I P -—Han(—z—-l-n)
und ‘ ; — 57 e " sin a, &,
w,(4 53 £, 0) oy |
P 2 W Ony 2.10) Wo: VYo = A, b
= e’ sin g, Esina, x fir <0, ( ) . . .
Syh . Diese Gleichungen lgsend, erhalten wir:
Die Gleichungen (2. 9) und (2.10) kénnen wir rusammen- _n
fassen: A4 = ___Pe P coshhrayn sin a, &
i wSyAn p n=
Any n . : Y cos b <&
B P cos = cos — (2 — &) 2 (2.19)
wl(xiy;$?0)='_4ns F) 1 Ay 7T : __y_,l.
¥ cos h = —cos — (% + &) " Pe 2 ginhila,n
a - a B, = — sin a,,
wSyhn in h =2
fir y20. (211 . s 2

Die Greensche Funktion fiir ein Rechteck nimmt also bei
y=1 %um Schluf} die folgende Gestalt an:

wl(x,y;E,n)=m Z «;[e ap(y ~—n)
n=12%,...
;vn N
cos hila ‘
-——-0 2 (m———cos hl any (2'20)
2
+S——————mhlan s1nhla,,y sina, ésin a, %
' smh—-é— .
und fiir y <92
. IJ kol ]. ——-‘}. _
wl({”?.";saﬂ):m; %‘ ;[B “ﬁ(ﬂ‘ ¥)
= lyZyans
Yn
cos hla,y
fe ER (—COSh— coshla,y (2.21)
2
_}_wsinhlany sin a, £sin a, %.
sinh—zl ‘ , ‘

Die Glelchungen(Z 20) und (2.21) lassen sich noch zusammen-
fassem: .

wl(x, ¥ &)
cosh@(y-—n)——cos E—(x——«&)
- P In a
~ 4-:n:S Aw :
7 cos hiZ(y — )"~ cos (% + §) (2.29)
P < [cos hia,(y + n)
m:lSynzéj”_n gin by,
— ¢ Yncoshda, (y ——7])] sin a, & sid a, %-
1 J’IT
e
y
‘Bild 1. Ex‘mxttlung der __b_. b
Greenschen Funktionen 2 2
. einer rechteckigen o
Membrane . - (PRI ){-g
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|
! i
' 2 b — b b ]
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Bil@ 8. Verlauf der Greenschen Funktionen
an ciner rechteckigen Membrane

Das exste Glied der rechten Seite der Gl (2.22) entspricht
der Greenschen Funktion eines unendlichen Bandes, das
gweite bringt den Einflufl der die Membrane stiitzenden Ge-
raden y = - b/2 zum Ausdruck. Mit Hilfe der Greenschen
Tunktion kann man mittels Integration die im beliebigen
Punkt x, y durch die Belastung p (£, 7) verursachte Durch-
wilbung der Membrane exrechnen:

w(x,y) ff wl(’“ayv‘u W)P(Ea )déd"? (2 23)
Fir den Fall einer glewhmaﬁlgen Belastung einer rechi-
eckigen Membrane crhalten wir:
~cos hla, y) .
="\ gin g, %.

o0 1
> (1
L ¥
£08 2
C(2.24)

n=1,3,

3. Die Durchwélbung einer rechteckigen Membrane, die
durch eine gleichmiiBig werteilte Belastung p beschwert,
durch die Spannungen S, und Sy auseinandergezogen und
auf den Abschnitt 4B bezogen ist, findet 1h;ten Ausdruck in
der Gleichung;

w(x, .‘Y) —wo(x°y) “|‘fR(5)w1(x,.’)’,f, ) E-

4pa®

wu(x, y) = ﬂs;{sy

(3.1)

Die unbekante Auflagerkraft R (§) ermitteln wir aus der :

Bedingung, dall w (x, n) = 0 fiir § L EZ &
wo(%, 7) +5f R(£) wy (%, 93 &, ) d& = 0.

Nach dem Einsetzen des Wertes der Funktion erhalten wir:
£a

fR(:E) In

&

(3.2)

1-.—c051:—(x——§)

1 -_—-cos}g- (x -+ ;:)

l.coshian2n—e  ¥n

: sin g, Esin a, x| d
i, sin h yn . ‘
16p a? <1 1 cos hd anny\ .
2 — . .3)
o — (1 : = ) sin a, % (3.3)
n=1,8... cosh~§-— -

Aus dieser Integralgleichung erster Art von Fredholm knnen
wir R (£) ermitteln und aus dexr Formel (3.1) die Durchwil-
bang der Membrane w (%, ) exrechnen.

Losen wir diese Aufgabe fiix den Tall 5 = 0, fiir eine
quadratische Membrane und cine Stiitze von dex Ldnge al2
(Bild 5), wie augh fiir:

2 = Sx Glﬂ
‘ S, TG
Riir eine Memhmne dieser Axt wird die Gl. (3.3) ibergehenin:

af2
J

0

lmcos%—(x——é)

R(§)|1n
1 —-—cos—:li(x -+ &)

sin a, xsina, £| d§

+8 SN S
. n=1.2,...~n(1+9?"')

16 p o® < 1 1 RN

= — — ina, x. 3.3.1

pury Z e (1 o )sm Oy % ( )
Bl 8y cosh—z-

Bild 8, Verlauf der Greenschen Funktignen
an ciner rechteckigen Membrane

Bild 4. Verlauf der Greenschen Funktionen
an e¢iner rechteckigen Membrane .

Die Integrale sind in obiger Gleichung wegen ihrer kompli-

zierten Kerne angenihert und durch Summen ersetzt wor- .

den. In Bild 5 ist die angenitherte graphische Darstellung
der Funktion R (§) wzedergegeben Im Punkt Bgibt die an-
,genitherte Lisung einen endlichen Wert. Die genaue Lisung
miifte in diesem Punkt einen unendlichen Wert der Beﬂktmn

_ ergeben,

It Falle, daﬁ die Linge der Auflage gleich groB der Selte o
wird, erhtilt die Gl. (3.2) nach dem Einsetzen des Wexrtes fiir
w, (%, 3 & ) aus der Formel (2.20) die Gestalt:

x) dé

)sin a, ¥ . (3.4)

oD

a
1 ' ,
fR(f)( Z ;tgh%—’sinan{:sinan
n=1,2... . '
0 .
oI
2 ,Ta(l"

Piir ungleiche n erhalten wir:

cos h 2™

2

a

. .
fR(S)sin a, & dé = wip“ tg h -

T (n=1,3,5,...). (3.5)

[

Die rechte Seite der Gleichung kinnen wir als Faktoren der
Entwicklung dex Funkuon R (E) in eine I'owrfersche Reihe

behandeln:
. 8pa <1 1
. R(x) = — £a % tghly sin a, ®. (3\.6)
D= lydges

Dieses Resultat ist identisch mit solchen, die auf anderen
Wegen ermittelt wurden,

Angegebenes Vorgehen kann man auf beliebig viele lineare
Auflagen, die zu einer Seite der rechtccklgen Membrane

' parallel sind, ausdehnen,

Betrachten wir eine rechteckige Membranse mit zwei Auf-

lagen 4, B; und A4, B, (Bild 6). Bezeichnen wir die durch die
im Punkt (£, n,) wirkende Kraft R, =1 verursachte Duxrch- -

wilbungsfliche mit w; (x,y;é‘l, 7)) und die durch die im
Punkt (£, ;) wirkende Kraft R, == 1 verursachte Durch-
- wilbungsfliche mit w, (x, y3 . &,, ;).

Im Falle der Belastung mit p wird d1e Glewhung dex
Duxchw‘olbung dexr Membrane gegeben dm:ch die Formel

w(x, y) = wo(x,‘y) +f‘R1(§1) w, (%, ¥3 511‘971) d&

+.f R Ea) Wy, yvfgang) dé, .

L1
f' {
RE:
K,

s

=y

“BiM 5, A‘ngenﬂherte
graphische
Darstellung
der Funktion R (E)

bgms

s Y

(8.7)
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Die unbekannten Funktionen R (&) und R, (&) ermitteln
wir aus den Bedingungen, daf} die Durchwilbungswerte in
A, By und A, B, gleich Null sein miisgen.

Dies {ithrt zu folgenden Gleichungen:

b,
wo (%, 91} +0f Ry (&) w;(x, 7.5 §1s ’71)“151

S Ry(f0) wy (0 03 600 10) g = 0,

’ b, ) (3.8)
wy (%, 7g) ‘l“{ Ry (&) wy(#, 1y &0 1) 46y

S Ry(Eg) Wyl 7yt 4o ma) dE, = 0,
0S§1Sbga 01$§2S02-

Bei k-Auflagern crhalten wir ein System von Integralglei-
chungen mit denn unbekannten Funktionen R; (i =1,2,... k).

Einen @thnlichen Fall stellt die Membrane mit zwet Stiitzen,
wic in Bild 7, dax,

. Hier sind die Gcgcnkrafte entlang der Abschuitie 4, B,
und A, B,, die wir als P; (£§) und P, (1) bezeichnen, unbe-
kannt. Die durch die Kraft P, =1 im Punkt &, 0 erwirkte
Durchwilbung bezeichnen wir mit w, (x, ¥; &, 0), und die
durch die Kraft P, =1 im Punkt a/2, 5 erwirkte Durch-
wilbung durch w, (x; v; a/2, 7).

Die Durchwélbung dér Membrane, wie in Bild 7 darge-
stellt, ergibt sich aus der Formel:

f Py (&) wil s, yafa 0) d&

1 1

+ Pyl wyle y3 /2, ) di. (3.9)

Die Funktionen’ Py (£) und P, () ermitteln wir, dhnlich wie
im vorherigem  Beispiel, durch die Null-Bedingung dex
Durchwilbung entlang der Abschnitte 4; By und A, B,:

g (#, 0) S Pu(E) w03 ,0) di

lBl
4+ S Py(n) wy(x, 05 a/2,7)dn =0, .
Ay By
C 1 (8.10)
wo(a/?, y) A+ Py(E) wi(af2, 5 &, 0) dE

+ S Py(n) wyla/2, y; a2, 1) dn =0.
Ay By . .

w(x, :)’) = wo(%, y) +

Das hier angegebene Vorgehen wird gestatten, mehrere
_andere technisch wichtige Fille von Durchwélbungen einer
Membrane bzw. der Verdrebung von Sthben zu lésen, In
Bild 8 sind die Beispiele genannt, die man lasen kann, wenn
man sich dex oben angegebene.n Methode bedient.

4. Exditern wir den Fall einer Membrane, die am Rande
y =0 in cinem Teil ‘dieses Randes gestiitat wird {(w = 0)
und in'seinem ‘aﬁdexem- jedoéh‘ frei ist ({5—@

=0
the mit dem glelchméﬁlgen Druck_p belas tet wird (B]ld 9)

= O), und ‘ ‘ ‘
- tsinhld e, y(1 — ctg‘h Vo)l Bin e, £sin g,

Im Bereich 0 < x < ¢ist die Durchwélbung w eine Funk-
tion von x; im Bereich ¢ < x = « ist sie gleich Null., Die
Durchwélbung der Membrane bei gewithlten Randbe-
dingungen kommt durch die nachstehende Beziehung zum
Ausdruck: '

{4.1)

w(x, y) = wy(, ¥)

—I-Ofc w(&, 0) k(x, y; &, 0) d€.

Hier bedeutet wy (%, ¥} die Durchwilbungsfliche der Mem-
brane in der Grundform, d. h. in solcher, in der die Mem-
brane entlang des Randes y = 0 gestiitzt wird (w = 0). Der
Kern k (x, 1 &, 0) ist eine Greensche Funktion der Dureh-
wilbung im Punkt (£, 0). Die unbekannte Funktion der

oy oy .

Durchwélbung -w (£, 0) ermitteln wir aus der Randbe-
dingung [gﬂ , =0 im Bereich ¢ £ » < ¢
Y y=10 ‘ )
dwy{x, 0 ] » a]c.x,O;E,O :
o{#, 0) +fw(§,0)———-( Lag 0. (a9
bt

- Wenn w (£, 0) bekannt, kénnen wir aus der GL (4.1) die

Durchwiglbung der Membrane im belichigen Punkt («, v) er-
mitteln, '

Suchen wir die Funktion E(x,y; & 0). Sie erfilly die

- Gleichung:
' %k 0%k
axs + ‘éyf =0 (4.3)
mit den Randbedingungen:
. 2 o3 .l .
(1Y y=0, k(x50§§a0)=7 Z sin a, & sin a, &
: n=T8 ... K ©p (4.4)

(2) y=0, k(%,b3£0)=0.

Tiir diese Randbedingungen erhalten wir durch dle Lésung

- der Gleichung (4.3)

Bz, y;6,0)= X

(A,coshra,y-+ B,sinhle, y)sina, x,
=12 ... '

(4.5)
2
An = :sin a, 5 2

B, = —d,ctghy, = ——étghy,sing, §.

Die Funktion k (x, y; &, 0) kann man wie folgt darstellen:

oo

: 2
k(w,y; & 0) = — [o— 4o

n=1l, 2

(8.6)

«.'»

=N

I 1
(&) j“' AT e
| S (% A (R ™o TPZ e
5 % 2 il i T he—.7) ' . .
B e e e ¢ b e
b b . r | . l l R
&

1d 0 Saohten‘k]ge Memhmne mit awa

Unterlagen Ay, B, und "d; B, I Stitzen

. umxtteln

Bil(l '7 Durohwdlbung emer Membrane mxt #wel

echts): Beispieley um die wmhtlgsten I‘Bllc det Durnth]bung aines Membrane von Swhcn '
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pder: wo:
sinhday 1 o1 \
0) = — e 2 Wy, y{x, 0) 4 2
k(% 33 0) 2a [cos hiay—cosa(x+§& - T:mg% Z —1-—tgk sin a,, %,
1 2 ~ e‘"’n . 4 U=1,3....
—_— - —_ —_— By py(%, 0) o0 .
cos hlay—cos a(x—E)} /) sin by, 0, I\ %> ipa 1 pa
n=1;:r,.-. ¥ ay]_ = _ﬁsyngl "—g ;‘Etg ]"._2_-5111 an, %
sinhla,ysina,&sine, x, . (a = T{) . (4.7 . X T na . na
. N =A0, b, Yo =40 an::-;‘9 n T s
Daraus: . a;
Oh(s,0:£,0) @i 1 _ 1 a=2, =X
o 3 |T—cos a(x T8 T-cos a(w —F) S ¢ “
. . I .
9wl ne=¥n - ok (95,,0,:;-‘,0)~ wi 1 1
L T Z mmn a, Esin g, «, (4.8) dy 2|1 —cos a(v &) 1L —cos a{x—&)|
n=10 ... : ' 2q4F " ne”¥e
Das erste Glied besitzt eine Sonderheit bei x = &, das zweite T Z sin b yn sin @, ésin e, x,
ist regulir und stellt eine konvergente Reihe dar, BERGe g
« Die Durchwilbung wg in der Grundform kann man durch F™(#,03§,0) =i [ 1 . 1 1
dic nachsteliende Gleichung darstellen: oy, T 20 |1—cosa/(x+E) l—cosa/(xs—¥&)
4.Pa2‘ s 1 s ' _2‘77;1 N ne—ynl ! ’ .
w(% ¥) =5 7.5 Z, ;;5(1_ —coshla,y a Z smhyn Seine, .
Y a=iis, L o n=T3,...7"
v Yu o, . Im Falle a=aqa, und b =b;, erhalten wir die Gleichung
+tgh g sim hla, 3’) SIN dn & . {4.9) - (4.10) in den Integrationsgrenzen 0 bis a.
Wenn wir ammehmen, dafl b —+oo, erhalten wir:
______________ — _ Ca » ’
; i Iy 1 — 1 £
%}%’:g{ 0 ) : w() l—cosa(x-+&) 1—cosa(x—E) d
| —_i I 0» ‘ 8 a & C
. a
! . | =l—ﬂa};s Z’ 251110,,;\: (4.15)
w=0<! ] S y'ﬂ 1,3,, -
| |
L ! Pie Losung dxeser Integralgleichung ist w(§) = E (a—E&),
______________ fod
b d. h. die bekannte .,,zyllndrlsche I‘orm der Durchwullmng
der Membrane, :
* (MR OATEEES) ¢ Je nach der Form der Membrane ‘wihlen wir entweder die

Bild . Membrane, die an einem Teil des Randes gestﬂtzt wird, Jedoch an dem
anderen {rei ist und mit elnem gleichmilBigen Dmukp belastet wird

GL (4.2) erhiilt dann die endgiiltige Form:

2 i

n=l3,.,.

T 1 ‘ I '
ﬂ]w(é‘ 0) [E—_ (1 —cos a{x - &) 1—¢cos a(m—wéﬁ,))_

4pa

1. v
—3 5, —tg b

sma x

] 2 YRR —¥n . . o .
+— Z %ﬁ——ia-’—sln'an £sin a, x] dé = 0. (4:10)
n=L2, .4 n . ’

Die oben dargestellte Methode kann man. bei Membranen
anwenden;die sich aus Rechtecken zusammensetzen (Bild 10),

Im Schnitt § — § ist die Funktion w (é‘) unbekannt I‘ur ;

die Membyrane I erhalten wir:

(4.11j

wy(w, y) = wo, 1 (%, ¥) -l—f 10(5) kl(x, ¥i & 0) dt,
Fitr che Memhbrane I1: .
wip (%, ¥y) = wo, 11 (%, ¥1) +f t0(5) ku(x; 3’1, & 0) dE (4"12)
Entlang des Abschnitts §'— f haben wir: |
' [awlf:l x{ w.II'} v (4.13)
oy =0 ay1.y;r=9 : oy
Dm:aus ; U
. aw0 I(x 0) . Bwo'n(x,‘o) o f”
“a . %y [ ayl HP L | e
o [OBR(%,03£,0) (s, 03 £ 0] o
J (‘5)[ o T a0 4

unbekannten Aufleger- Gegenkrifte (Bild 8a, 8b, 8¢) oder
aber die Durchwolbungen (Bild 8b, 8d, e, 8f). Die Symmetrie
der Beziehungen 8d, 8e und 8f ausmutzend, kinnen wir die
unbekannte  Durchwilbungs-Funktion aus nur einer Inte- -
gralgleichung ermitteln. : .

5. Beschiiftigen wir uns jetzt mit einem zylindrischen Stab,
dessen Struktur anizitropisch-orthogonal ist.

Die Schuhspannungen Trs und Ty, werden in diesem Falle
errechnet aus den Formeln:

1 oy o oy : ' )
. '7:",'5 *'—;; —aa .Tfp,F = —-E- (5.1) )
lee Verdrehungsfunkuon v erfiillt hier die Glelchung?-)
% 0%y 1 &y o
g T g T s g = =28 (5.3)

Hier sind ay, und ags Mal.enallcanstante, dw d1e Orthopm des o
Werkstoffs charakterisieren, : .

Die Gl (5.2) fibergeht in (5.3): ‘
.821;1 1 oy gy 1 8%

Larg 7'1 a’1 Ty Pt T T e (:5.3);_
o ,_‘;_.,__.__._.._.._____;..é‘_.'-____',_._,; _____ 5
yog S . T,
ol LBy |
ot A ¥ b
e e v
SR L'_‘_.___“;_' ~~~~~ |
B o e o}

4 Bild 10. Memhrunen, dlé sioh aus Rechtocken susammensetzen vnd nach der

Cim Text etwdlmten xeclmensohen Drmltdung zu bestimmen sind

g ..')”_['1”].; S T



380 W. Nowacki:

Uber einige Félle der Verdrehung ( Torsion) von Stiben

Maschinenbautechnik 8, Jg.
Heft 7 Juhli 1954

___________-_r
R;

|y

. @
Rild 11, Xreisringstlick fiir dns!dle Greemsche
Funktion zu ermitteln ist

im Bereich ;. Sie wird der Differentialgleichung der Durch-
wolbung der Membrane im Bereich D identisch:

2w 1 Jw | 0%w 1 P :
EL I i R (5.4)
wenn angenommen wird, dafl wir die Membrane mit einer
298
konstanten Belastung von dex Intensivitdt p = —a——— be-

gchweren. Den Ubergang vom Bereich D) in den Berezch D
erhalten wir dank der verfeinerten Transformation:

—‘Pll/—' =B,

r=ury.
Daraus:
- Trs=—:—a_:;"ﬁ7’ fwx——c_aa'?v (5.5)
wobeit
284
Y= cw, €= anp

Betrachten wix jetzt ein Kreisringstiick (Bild 11) und kon-
struieren wir fiir dieses die Greemsche Funktion, Der erste
Teil der Aufgabe besteht in der Ermittlung der Durchwaél-
bungsfunktion dex Membrane. Diese Funktion mufl die
Gl. (5.4) fiir p == 0 und die Randbedingungen entlang dex
Seiten'@ = 0 und ¢ = a e1fullen Die Lisung suchen wir in
der Form:

B(re) = 2 F()sinke, (5.6)
n=al, 2,4 .

n 7

’ e

Diese Gleichung erfiillt die Randbedingungen w, (r, 0) = 0

und Wy (r, a) = 0.

gleichung iibergehtin eine gewdhnliche leferentlalglelchung

d'F, ny Ldlw (m)pﬂo (r=12..). (5.7)

wobei: k, =

Tart T dr

Legen wir fest, daf§ die Kraft P auf einen Punkt mit - den

Ordinaten R, & wirkt.
Darubel‘ hinaus wihlen wir zunatzhch ¢ine meue Vertdinder-

liche ¢ —I{— Die Gl.(5.7) exhalt dann die Gestalt:
&F, 1 dF,
—d-g-a* Q dQ -——(Q a)F =0. {5.8)

Als Lisung dieser 'Glmchung erhalten wir die: Funktion:
Fole) =G g+ Cyg* ( S%)'

Der Bogen R = const teilt die Membrane in zwei Bereiche,
T-und IT. Im Bereich I:+

Fp1=Cyg*® fir r<R oder e<1. (59.1)
Im Bereich II: ‘ o .
Fyqr = Cyo—nb fiir r 2R oder g x1. (5.9.2)

Bild 12, Funktionsverlauf /der Faktoren
und Randhcdmgungenxm Kreis-
ringstiick

Die homogene "partielle Differential-.

_ gungen fiir r== R, und r=R,,

e

Funktionsverlauf der Faktoren
und Randbedingungen im Kreis.
ringstitok

Bild 18,

Fiir g == 1 mufl die Bedingung erfilllt werden:
'_";"1(11 p) = aIjr(ls ?).
C]_ = Ca-

Entwickeln wir die im Punkt R, & wirkende Kraft Pin eine
Fouriersche Reihe:

Daraus:

2P & '
Pp) = a Z sinnkésinnkep.
n=1,2,...

Fiir ¢ = 1 muf die G]eichgcwichtsbedingung erfiillt werden:,

owy (1, )  Fwir(l, @) '
O S ) EECICED
Daraus: '
P
Cl == g = o] sinkn é . ‘

Die Greensche Funktion fiir p < 1 erhilt die Form:
_ P = ‘
wy (0, @3 1, §)=;§ Z erksinnkésinnke, (5.11.1)

: n=1,8 .., ‘
und fiir g = 1:
_ ‘ P ~
wyp(0, @31, 8) =-3 Z g—*kginnkésinnke. (5.11.2)

=1,2 a0

Diese Greensche I‘unktmn kinnen wir auch in der geschlos-

senen Form (fiir ¢ = Z 1) darstellen:

_ _ P 1—2gkcosh(p —&) + g2k

wi(e9il &) = — g g I T 5 o cos k(g T &) F 075
(5.12.1)

oder:

wy (0, 951, &) = — P cos h(kIn ) —cos k(p — &)

47 S cos h(kIn g) — cos k(g + &) °
o (5.12.2)
Fiir p = 1 erhalten wir: ‘
‘ P sin ,———~B‘((p2—d§)
w, (L, o3 1, &) = ey In nk((l’“l"f) . (5:12.3) ‘
2

Die auf diese Weise konstruierte
Greensche Funktion erfillt je-
doch nicht - die Randbedin.

fiir die die Durchwé&lbung eben- .
falls gleich INull sein miilite,

Bild 14. Betrachtung einer Membrane
als Kreisringansschnitt
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Graphische Darstellung der rechnerischen Lisung

Bild 15.

Bild 168. Graphische Darstellung der rechnerischen Lisung

11d 17.
B eines Kreises befindet und aufliegt

Damnit auch diese Bedingungen exfiillt werden, stellen wir die
Greensche I‘unktmn des Kreisringstiicks als eine Summe
sweier Durchwélbungen dar:

wile 911, &) = W0, 03 1, &) + wy(e, 93 1, 8),  (5.13)

wobei w, sowohl die Gleichung von Laplace wie auch. die
nachstehender Randbedingungen exfillt:

et =
Cwg (2. 4) = :
wy (01, ) = — iy (00, 3 1, &) (5.14)
g (0g» @) = — Wy (0g @3 1, &),
wobei: ) Y
01 = Ry/R,
@ = Ry/R.

Die Funktion w, withlen wirin der Gestalt der Reihe:

P <! .
wlee)= =g O (4,0 +B,g= Fsinnky. (5.15)
32y :

k==

" Aus den Randbedingungen erhalten wiz:

A, o* + B, ok = —gFsinnké,
An ank + Bn Qa-——nk IR — ank sinnk *_{-.:,

" woraus:

1 — pyenk
An="’~ Q1

——————— e ginn k £,
922 nk . 912 nk

(1 — gq2rk) p 2nk
Q22nk — 912 nk

B, = sinnké.

Daraus ergibt sich die Folgerung:
wﬂ(@v (P; 1a g)
P > 1 (1 —p2nk)gnk—(1 —p,2nk) g, 2nkg—nk
' " QaZnb — g Ank
=
Q§ 1.

Nach'dem Ermitteln der Funktion 2, und w,, und somit aueh

der Funktion w;, kommen wir zu der Exérterung der Sondex-
fille,

a) 0, =0, g, > 1L

sin n k £ sin nk(;o tiir (5.16)

Die Greensche Funktion lziBt sich darstellen durch.die ge-

schlossene Form:
i P 1 — gk cos k((p — &) - g2k
WI(Q’(’U’I’E)_MIL%S 1 — gk cos k{p + &) + ok2
Leftt—2(0at) cosklp —8) £ ot oo
024 — 2 (@ g5?) cos k(g 4 &) + o2k A

+47L’S

oder:

w“@% ' 1.7 §) s P cos h(k]n Q) .08 k([p ME)

AxS I h{kln o) ”fCDS]'?_(_‘P + §)
cos h(k In gg)mcos E(p —&)

R, . (5.17.2)
: 47!5 cosh(klng—;—a)‘—fcoak(tp’—}—é)

b) o740, 0> 00 . L

Darstellung der Membrane, die einer Jinearen Stittze entlang des Randes sich nuf dem Radius

ermitteln,

-~

——

Tiir diesen Sonderfall erhalten wir ebenfalls die geschlos-
sene Formel:

P In 208 R(k1In g) — cos k{p — &)

wl(Q’ P 1, &) = -

4m S " cosh(kIng) —cosk(p + &)
p cos (h In %E) — cos k{p —§)
+11~ o In (5.18)

cos h(king;—a)-——cos E(p +§&)

Betrachten wir jetzt eine Membrane in der Gestalt eines
Kreisringausschnitts (Bild 14), die gleichmifig aufgespannt

 und durch die Belastung p = const beschwert, entlang des

Bogens A4 Bvom Punkt B (1, f,) bis Punkt A4 (1, §;) aufliegt.
Die Durchwolbung solch einer Membrane orrechnen wir
auf -Grund der Regel der Superposition aus der Formel:

w(g, @) = wy (2, ) +f "R(E) wile 93 1,8 RdE, (5.19)

wo w, (g, @) gleieh ist der Durchwdbung der Membrane, die
nur entlang des Randes gestiitzst wird, wobei diese Duxch-
wolbung durch die Belastung p = const hervorgerufen
wurde, und R (&) die unbckannte Auflagerkralt ist, die wir
aus der Bedingung:

w(l,p) =10 fir f Ze=< B
Daraus ergibt sich: T

wy (L, ) +f "R(£) w, (1 P LE RAE =0,  (5.20)

- Die in der Gl. (5. 19) enthaltens Funktion w, (Q, @) ist die

Ligsung der Gleichung /%, = — p/S mit der Randbedingung
wy = 0 entlang des Randes des Kreisringausschnitts?),

pre

' N 1 - b3
wy(r, @) = ,;gwg' ey ¢ T " |
+B r—ak+2ysinnk @; (5.21y
_Rnk+2._.._R1n-k+2
wos An""_“ RE™F __REnE
Rnk+2Rnk+2____(R nk—2 —R nk-—2)
B, =— RE"E_p2nE

Die Lésung der Gl (5.20) erliutern wir an Hand des cin~
fachen Beispiels einer Membrana wie in Bild 15.
Gegeben ist:.
Ri=0, a=g, k=1.

Awus dex Gl, (5.21) finden wix also:

dp R Ny 1 7 :
> mu»—er"“)smw-

wO(R1‘9’)= TS
sl 3,

Und aus der Formel (5. 17 2) ist:
wy {1, @i la £) =

- Lo —E\ .
1 21 | %08 R{21n g,) —cos (@ — &)
Ins|* m‘P”‘r\f’E cos h{21n g,)— cos (@ + &)
a) .[3]' “ ‘ .
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Bild18. Graphlachc Darstellung der nngenuherten
Losung  der Integralgleichung (G.5)
unter Berficksichtigung, daf dic Kreis-
membrane auf dem Rand entlang des
Radinsses anfliegt

Fir R = R,/2 erhiilt die Integralgleichung (5.20) die Form:

3 sinq)——g "
cosh(21n gg) —cos(p —&)|.
—E d
' R{&)|21n 7 Y- In cos b(21n g,) ~cos(p + &) d
0 2
dpRE <2 1 —y e ‘
= PR 2 .E' m (1— 92 ) sinnp. (5.22)
# n==1,3,0 ¢, ‘

Die angeniiherte Losung dex Gl (5.22) illustriert das Bild 16.

6, Bétrachtenwirjetzteine Kreismembrane, diesowohl ent-
lang des Randes, wie auch entlang einer linearen Stiitze 4 B,
diesich aufdem Radius des Kreises befindet, aufliegt (Bild 17).

Beim Fehlen der letztgenannten Stiitze erhalten wir eine
kreissymmetrische Durchwilbung:

v
up(é) =g (1 — o),

r
wo! Q==—a—.

1

Die Greensche Funktion emcr Kreismembrane hat die be-
kannte Gestaltd): P
P ‘TERB_._2(IZRT‘COS(¢;.__E)+(‘4

wi(r, @3 R, §) =p—-ln TP T R 37 Roos (p —B)]
' (6.2.1)
oder: s ‘ '
P cos h(ln g 7) — cos (p —§&)
wile, @i, £) = 478 “cos h(ln g/n) — cos(p —&) ° (6.2.2)
' r . R
wo: [ m—&-, N = —a—.

Die gesamte Durchwilbung der Membrane, die durch die
Belastung p = const. hervergerufen ist, wie anch die unbe-
kannte Funktion der Auflagerkraft P (n)i smd in dex Formel
enthalten:

(6.3)

we, ) = w, (o) =/ P(n) wy (0, 937, &) 6 dn..

1
Die unhekannte: Funktion der Auflagerkraft finden wir aus.

der Null- -Bedingung ‘des Durchwilbungswertes entl'mg des
Abschnitts A4 B:

wo(@, £) +'f P(n)wy(g: &, &) ady =10 (6.4)
) "y . . ’
,ode‘r nach dem Einsetzon entsprechender Funktionen:
: b4 i
—1 a :n:
[ram g1 G—e. 69
M

Das Bild 18 gibt das- Ergebms der angenaherten Losung der
‘Integralgleichung (6.5) wieder, wenn' die Kreismembrane
’auﬂer aufdem Rand zusitzlichentlang desRadius 0 C auflicgt,

Obige Betrachtuugen lagsen gich auch auf Kreismem-
;In:zmen, dle s1ch auf z.wel, drei und mehr zuseltzhche llneare
I [4].

Bild 19, Graphische Darstellung der angeniiherten
Lisung der Intcgralgleichung (6.5).

“beim Biegen nennen,

- el

Bild 20, Durchwilbung der durch cine gleichmiBige
Kraft hbelnstenden Krclsmcmbxune, die
gich gowohl auf den Auffenrand, wie auch
nuf eine krumme Linie stiitat

Auflagen stiitzen, verallgemeinern. Bei zwei zusitzlichen
Stiitzen haben wir:
w(g, @) =wy(o) + S Pilm) wile, @311 &) a dny

1=

+ S Py(n) wy(Qs @3 7705 £q) @ dy.

2 2 .
Die unbekannten Funktionen P, () und P, (7,} ermitteln

(6.6)

. wir aus den Integralgleichungen:

wyle)+ S Pl wi(e, &5 51) a d771

1

+ S Py(n) wele: &3 772= Eg)adn, =0,

wo(e) + £ Pilm) wy(g: Ea3 Ni» &) adny
11
‘+..4 S Py(ng) wylgs Egsmys Ex) adygy = 0.
2 1
Die Durchwlbung der durch p = comst belasteten Kreis-
membrane, die sich sowohl auf den Auflenrand wie auch zu-
sitzlich auf der Krummen R = const stiitzt (Bild 20), ist:

: ﬁ:
=wq () + S P(&) wi(e. ¢ &) Ry dE

1

)

Die unbekannte Founktion P (§) e:tmltteln wn- aus der Inte-
gralgleichung:

(6.7)

w{g, ¥) (6.8)

wy (&) +ﬂf’P(£> w0 7300 8) BydE =0 (6.9)
oder: ' . v
B
cos B(21n gg) — eos (p — &)
fp(f” 1——c(3s(<p—_~£) a
A
| = £ 2. (6.10)

Die oben angegebene Methode der Lisung komphzxerter
(zusammengesetzter) Fille von (reiner) Verdrehung aniso-
tropischer Stébe oder Fragen der Durchwilbung von Kreis-
membranen kann auch bei anderen physikalischen Erschei-
nungen, deren mathematische Formulierung zu Differential-
gleichungen und Randbedingungen derselben Form, wie hier
besprochen, fihren, angewendet werden, Als Beispiel kann
man das Problem der laminaren (wirbellosen) Strdmung
einer idealen Flissigkeit im Gefil von derselben Gestalt
wie die eines der Verdiechung ausgesetzten Stabes — oder das
Problem dex ebenen Stxdmung der Grundwasser oder aber
auch das Problem der Funktion der Spannungen der Stabe
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