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WITOLD NOWACKI
Gdansk

STATECZNOSC PODLUZNIE | POPRZECZNIE SCISKANE]
PLYTY CIAGLE]
A. Rozwazmy plyte ciagla, w krawedziach x=0; x—=a swo-

bodnie podparty, s$ciskang podluznie obcigzeniem jednostajnym
g=oy-h (h — grubosé plyty).

e = 2 e R N A
- - T
{ g 4 4 j
) X Ne Negt S
L SRR o, (MR [ | d '_f__—ll
—— f.— i
Rys. 1

Dla ¢>qi (g« — obciazenie krytyczne) plyla dozna zgiecia.
Momenty zginajace M, wzdluz poprzecznych linii podporowych
przyjmujemy jako ,nadliczbowe” zadania — takie bowiem
przyjecie nadliczbowych doprowadzi do ukladu réwnan troj-
cztonowych, :

Ustawienie réwnan warunkowych wyboczenia plyty ciaglej
poprzedzimy opracowaniem ukladu podstawowego, plyty do-
okola swobodnie podpartej. sciskanej w kierunku osi y i obciz-
zonej momentem:

M(£0)=A sin v £ v=uT a=b/q x=Etb
w krawedzi y=0 plyly (vys. 2).
Przy zalozeniu w=Y(n)sinv§, spelniajacym warunki brzegowe
na krawedziach x=0, x=a. doprowadzimy réwnanie réznicz-

kowe odksztalcenia plyty

20
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AAw(E, W) +wiy(E nu*=0 (1)
‘ ., qb*
y=nb x=tb u‘=-qN—
do postaci .
io S (2 wu—z)dﬂ’--r VY'=0 (2)
dnt v2 /[ dy?

Rozwiazaniem ogdélnym réwnania (2) bedzie:

/ !

PYT )2’
Y(n)=C, cos M+C, sin y+C, cos \? N+ Cysin il_“ (3)
v (A
gdzie
=/ (=2 =4 >0
1/2
i AL | f u.np
| O B
VJ e .ds;hv‘f | e
il O
| - o
g [* ]
' [
% | B
VD e———— O, s |
— e B )
3
Rys, 2
Dla plyty ciaglej przy u*>4v2 oraze>i j=I, 2, 3.... warto$é

) jest dodatnia.

g

Wypadek u2=4\'2(iul) tez q:“‘?-), wystepujacy dla plyl
s

o jednakowych rozpieiosciach b oraz a=" =i; i=l, 2, 3,...
a
a dajacy zerowe wartoéci momentéw A4 na podporach poprzecz-

nych wylaczamy z dalszych rozwazan.,
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Stale calkowania C,..., C; wyznaczymy z nastepujacych
warunkow brzegowych:

2
Y)=0  Y(1)=0 Y”{O)=—A——;~ Y'(1)=0
: Ab* | X
bt{ll’l: C1=—;C3=—1‘}" F, C2=""Cl Ctg A C4=“‘Cg' Ctg};T

Kat nachylenia powierzchni odksztalcenia plyty w krawedzi
1=0, 1=1 daje nastgpujace wartosci:

8 11—

!5
Abi - %
=-"=0gnvE .

0w
an

n=0

Aby, . .
= —"_Wgin vE
o N

dw
|l|=l

gdzie:

/ .

2 Vi - 17!
—ctg——hetgd ) / /

th:.l L = o (

7 ¥ /

urhv? A>T |

=4

AclgA

g
i

v
——
A sin=

——

=

o

el
S R R
—'—'-'-"-——Jf
L T

% sind ~

I

|

|

e
9= 9

A

Rys. 3

W wypadku szczegélnym: ¢=0 ofrzymamy:

=1 coshysinhv—y w17 cosh v—sinh v
2v sinh? v 2v sinh?® v

(4b)

20*
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Wreszeie dla @a— > otrzymamy z réownan (4)

R s

ulu . tgu ulsinu u

Rozwazmy teraz dwa sgsiednie pola plyty cigglej: pole »
o charakterystyce zginania N, i obcigzeniu g, oraz pole r+1
o charakterystyce zginania Ny i obciazeniu grpq. Oznaczamy
przez Ar—isinvE A,sinvE  A,qisinvE momenly podporowe M
w prostych podporowych r—1. r, r+1.

Warunck ciagloéei plyly na podporze r — r prowadzi do
réwnania:
ow dw
—— o+ ripd =0
oy y—br d}’ n=0
albo
Ar—I Cr 1pr+Ar{cr (l)r+cr+l (br+1)+Ar+I Cr41 q’rr-i-l:(} (5) g

Tu 'r:,=g~z;f, przyczym N jest dowolng sztywnosécig ply-

towa, b — dowolng rozpietoscia, a (z+1) — iloscia podpor poprze-
cznych plyty.

Zauwazmy, ze ilod¢ réwnan (3) odpowiada ilodei niewiado-
mych momeniow podporowych.

Uklad réwnan (3) bedzie nicsprzeczny. gdy wyznacznik
ukladu bedzie réwny zeru. Przyréownanie do zera wyznacznika
ukladu daje réwnanic przestgpne wzgledem A

Najmniejszy pierwiastck (ego réwnania posluzy do wyzna-
czenia najmniejszej sily keviveznej ze zwiazku:

amBE(d 2

a* \ v i

Zauwazyé nalezy. ze w wypadku szezegédlnym  ¢==0 w polu
r wstawié¢ nalezy wartoéé ®. W, ze wzoru (4b).

7, szevegu wypadkow szezegdlnych, zawartych w réwnaniu
(5) podajemy ponizej dwa szczegbdlnie proste.

* Poréwnaj wspélezynniki w réwnaniach trzech momentéw dla wyboczenia
belek ciagtyeh w dziele: 8. Timoszenko: Theory of Elastic Stability, 1936, slr. 97.
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1. Plyla dwuprzestowa

e r-14 r rd
9—% g
b b -
s §~0 -,
g 7 \_,{-\ é [
e g+y=0 7
B-¥e0
Z 7
Rys, 4
Z réwnania (5) otrzymujemy kolejno:
A P+A V=0
Ar—j ‘II+2 Ar (D+Ar+[ \II=U (B)

A T+A,, =0
Wyznacznik ukladu réwnaa prowadzi do:
Ph—-I"=( G+ T'=( db=()

Najmniejsza wartosé ¢p otrzymamy dla =0, mianowicie dla

N
bla=u=0 qk-=20,16~32-—

2
a=0,5 A=142 n gr=10,20 &;-
a
Nx?
a!

2
a=1,5 © A=2,118x qk=4,50N—’:
a

n=1,0 h=156m= 7:=4,85

Zauwazymy ze réwnania ®+W=0, &—W=0 prowadza dowy-
znaczenia ¢, dla plyty jednoprzestowej utwierdzonej zupelnie
w podporach poprzecznych; pierwsze — dla symetrycznej.
drugie — dla antymetrycznej postaci wygiecia.
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a2

I tak dla a=1: ®+V=0 ‘daje: A=2,12x %=1’_sz- 0.74
a

2
za$ dla «=05; q;,=N—J;— 18,20.
a

2, Uklad plytowy

Ustawiamy {u réwnanie cztercch momentéw dla przesla
A—r—B oraz przegsta A—r—C
A P)+A P0)=0
(b)
Al PN)+A" PO)=0

Zréwnowazenie wezla r daje: A/ —A,"—A,=0
Tu przez ®(}) oznaczamy funkcje z rownania (4a), przez d(0)
funkcje z réwnania (4h)

L 8p)+28(e)=0
9 «~—g

!
Rys. b

Wyznacznik ukladu réwnan (b) prowadzi do

N dN)=0  B()+2 B(0)=0
gdzie

d(0) _.1 coshvsinhv—v

Oy sinh? v
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Otrzymamy tu qrmin z rownania: ®(2)+2 ®(0)=0 mianowicie

dla:
. N
=0 - @=12320;
2
a=05  A=1{3751  qu= 75200
o
2
a=1,0 A=1,375n gr= 4,42;;

B. Rozwazmy plyte cugglg w krawedziach x=0, x=a swo-
bodnie podparta (rys. 6), éciskana poprzecznie obcizzeniem
g=0x.h
Ii Tr1 y Te1 1 _%
H "-.X '\rlx !

}I N, Nrof i T
I
!L _ T+1 i J.—J—
R E‘T'” ﬂl‘n A
T

]

Rys. 6

Podobnie jak w wypadku plyty ciaglej podluznie $ciskanej,
opracowaé musimy zadanie pomocnicze, plyte wzdluz czterech
krawedzi swobodnie podparta. sciskang silami g i obcigzong mo-
mentem M,=K sinvE Réwnanie powierzchni odksztalcenia ptyty
dla ¢ > Gimyt.:

A D w(E, )+ wee (€ m)=0 (6)
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Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (7) jest:
Y=C, cosh mn+C, sinh mn+Cy cos nn+C, sin ny

Tutaj n=y/b m=y ]/j." d+1 n=\']/1-’ S—

e §= 9%y
.|,‘-! NJ-[H

Stale C,....Cy okreslimy z warunkoéw brzegowych zadania:
Y(0)=0 Y(1)=0 —NY"'(0)=Kb* Y'(1)=0
Otrzymamy siad:

C=—{(ﬁ gl C,.=—C Co=—C,cteh m C,=C,cign
1 N mitn? 3 1 2 1 Gg 4 1 Clg

Powierzchnie odkszlalcenia okresla réwnanie:
w=C,|m(sinh mn—ctgh m cosh mn)+n(sin mn+ ctg n cos nn)|sin v &

Nachylenie powierzchni odksztalcenia plyty na krawedzi
N=0 i 1=1 otrzymamy z réwnan:

.d ' o’
—._121 :Z_(_(i)si“ 1!3:@ (b.‘iill 'l'l'l::,
ay |y=0 N
. (10)
o / =
._l.l? :Y_(_l} Hin U E._—-,_. —_— K ll.f Sin v E
Oy [y=b
W powyzszych wzorach oznaczaja:
p_mclghm-ncign _ncosecn—mcosechm ),

m2+n2 m2+n2

Z . .
auwazmy przytem, zc

m*n=2 v2 Vrg m*—n’=2 v? (12)
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Wracajace do plyty ciaglej (rys. 6), stwierdzamy, ze dla ¢=>qu
plyta wygnie sig, a na poprzecznych podporach powstang nie-
znane ,nadliczbowe™ momenly M=K sin vE

g

[Ty

Ksinv§

|

-

I
|
|
|
I
|
|
f
|
L

<

o “r

PEEFERTte]
g

N
Y

x5

Rys, 7

7. warunku ciaglodci plyty na lin'i podporowej r, tj. z wa-
runku:

2w,
ay

bw,_ﬂ
y=br 3}'

=()
=0

dochodzimy do réwnania {réjezlonowego:
} . - (13)
K c: W, Kcr Pt crpt Prst) + Ky €rgt Uiy =0  (r=1,2..2—1)

gdzie ¢,= ¥ b a (z+1) jest iloscig podpor poprzecznych plyty.

Rownan trojeztonowych (13) ustawimy tyle, ile mamy nie-
znanych momentéw podporowych K.

Uklad réwnan jednorodnych (13) bedzie niesprzecznym, gdy
wszystkie wielkosci K sa réwne zeru (co przeczy jednak zafo-
zeniom, gdyz w tym wypadku byloby ¢<<qu), lub tez, gdy wy-
znacznik ukltadu réwnan D(O) bedzie réwny zeru. Ten ostatni
warunek wraz ze zwigzkami (12) stanowi kryterium wyboczenia

plyty ciaglej.
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Rozwiazanie wyznacznika ukladu véwnan prowadzi do =0
ilogci pierwiastkéw 0; najmniejszy z nich daje najmniejsza
wartosé sity krytyeznej.

Jesli w jednym z przesel obciazenie g¢=0, to: m=v,.n=iv
a funkcje @, W przyvjmuja postaé:

T(0)= v cosh v—sinh v

2 v sinh? v 2 vsinh?v

PBl0)= cosh vsinh v—v

Jesli ponadto przy g=0 rozpietos¢ b2, {o

mnwﬁwW+i- lim [6Y (0)]>0

b—>o B b—>co

Zatem gdy w przesle (r—1) —r @ ¢,%#0 a wprzesle r—(r+1):
3r+¢=0, a ponadto by4(>=°. rownanie (13) przyjmuje ksztalt:

=0 . (13a)

K—ic. V. +K, (c,iﬁ,.—k Na ._)

2I[b Nr+1

Niech kilka prostych przykladéw objasni zastosowanie wy-
prowadzonych zwiazkow.

1. Plyta dwuprzeslowa w krawedziach r—1, r+1 swobodnie
podparla: ¢:#0:  ¢r40=0

Ustawiajac réwnanic (13) dla podpory r, otrzymamy:

K. [e/ P+ D, p4(0)]=0
Réwnaniem warunkowym wyboczenia bedzie fu: |
e Optcpps ,44(0)=0 ; (a)
Przy jednakowych rozpietoéciach i grubosciach plyty:
D(0)+P=0
albo

mctghm—ncign | vcoshvsinhv—v
m®+ n? 2vsinh? v

=_0 (b)
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Jesli ponadto by412c°, fo

alN,

B(d)+ e
<Ur r1

=0 - | (c)

wreszeie gdy Nep>o0, to $=0, albo mcigh m=nctgn (d)

2. Plyta w krawedzi r i (r—1) utwierdzona zupelnie,
Z réwnan (13) wypisanych dla podpory (r—1) i r otrzymujemy:

K ®+K, V=0
K V+K, ®=0
Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu daje:
D+¥=0 O—-T=0

Najmniejsza wartoéé g otrzymamy dla W+d=0
t. zn. zc zwiazku: m tgh?+ntg-§=0

wyprowadzonego po raz pierwszy przez H. Reissnera.
3. Wyboczenie plyt przekroju

’ic(amknit;.tego pasa skrzynkowego T_EF =
ratownicy.

Na plyle 1—2 i 3—4 dziala ob- '
ciazenie ¢, na plyte 1—3 1 2—4 ! N b
dziala obciazenie g,. o Mo

Najmniejsza warto§¢ obcigzenia
krytyecznego otrzymamy przy syme-
trycznej postaci wyboczenia ukiadu. a3 N 4L
Wskutek rownoéci momentow pod- —Cimme———— 1
porowych, kryterium wyboczenia
bedzie

W (8)+ B(d) +- c—;[ff-'{ﬁu)—l-tb(ﬁo)[:() Rys. 8

==

4, Obcigzenie ¢ dziala jedynie w przesle b. Rozpigtosci:
b_ o9, by o0, Grubos¢ plyty ciaglej jednakowa. Najmnieszg
wartoéé obciazenia krytycznego otrzymamy dla symetrycznej
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postaci wyboczenia (K,—=K,) ze zwiazku:
L.
Y .r.(l)+ — =)
b
albo:

m ighE—l-n g " 4on b]"_ﬁ_=()
2 2 a

5. Ptyta wciggla o co iloéci przesel.  We wszystkich przestach
jednakowe rozpigtosci i grubosei plyt. Obciazenie ¢g==0 jedynie
dla przesla (r—1) —r. W tym wypadku:

K.—»=0K,, Krv1=0K; K,1=K,

gdzie
=—pH/B—1  p=B(0)/T©)
Kryterium wyboczenia ksztaltuje sie nastepujaco:

B(d) + T(3)+P(0)+0 T(0)=0

albo:

vy o

m tghm-t-n f;p._r,-H + [cosh v sinh v+o(v cosh v—sinh v)—v|{=0
2 2 i

2 _sinh?v

Résumé
Stabilité¢ d’une plaque continue

Le mémoire ci-prés envisage le critere géneral du flambage
d’une plaque continue sollicitée tant6t par une charge longitudinale
tantét par une charge tranversale. Profitant des conditions de con-
tinuité sur appuis on a établi pour les deux cas des équations
trimembraires homogénes. Le déterminant du systéme de ces équa-
tions constitue le critére du flambage. Quelques exemples fort
simples démontrent la marche des procédés.



