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Inz. Dr. WITOLD NOWACKI

DRGANIA POPRZECZNE I WYBOCZENIE UKLADU

RAMOWEGO JAKO

A) W mechanice cial doskonale sztywnych sto-
suje si¢ zazwyczaj miarc dynamiczng do okreslenia
stopnia statecznoéei ukladu. Wychylajac cialo z po-
fozenia réwnowagi, badamy, czy uklad wraca do
polozenia réwnowagi w sposéb powolny czy szybki.
Przy znacznym stopniu statecznosei ukladu otrzy-
mamy znaczng czestotliwoéé drgan; dla zmniejsza-

‘jacego sie stopnia stateczno$ei czestosé drgan ma-

leje, dazac ze zblizenicm sig¢ do granicy statecz-
noéci, do zera. Okres drgan wlasnych wzglednie
czestotliwoéé drgan stanowi tu dynamiczng miarg
niestatecznoéci.

Dynamiczng miare niestatecznosci rozszerzono
i na ciala sprezvste. Proste doswiadczenie, wyko-
nane przez A. Sommerfelda®) i poparte rozwaza-
niem teoretycznym, stwierdza, ze smukly pret pio-
nowy, wprowadzony w drgania poprzeczie, drga
z wigksza czestotliwoscia w polozeniu (rys. 1a) niz
w polozeniu jak na rys. 1b.

W pierwszym polozeniu ciezar wlasny preta wy-
woluje w precie naprezenia Sciskajace, a przy wy-

S
Q) i

k=

<

chyleniu preta z polozenia réwnowagi, moment sitl
ciezkosci Il przeciwstawia sie momentowi sprowa-
dzajacemu pret do polozenia réwnowagi. W dru-
gim polozeniu cigzar wlasny wywoluje rozcigganie,
a momenty | i II dzialajg w tym samym kierunku.
Jezeli w polozeniu pierwszym preta na szalce S
polozymy ciezarki, to ze wzrostem obciazenia, cz¢-
stotliwos$é drgan wlasnych stopniowo zmniejszy sie.
Dla czestotliwosei w —» 0 obcigzenie i cigzar
wlasny preta zdazaja do obciazenia krytycznego
preta na wyboczenie.

Belka w dwéch punktach podparta swobodnie,
$ciskana silq podluzng i wprowadzona w drgania po-
przeczne, zmienia czestotliwo$é drgan wlasnych w za-
leznosci od wielkosci sily podluznej wedlug wzoru:

wf = w3 (1 *SST)

*) A. Sommerfeld: ,,Eine einfache Vorrichtung zur Veran-

schaulichung des Knickvorganges®. Z. V. D. ]. 1905. Str. 1320.

(a)

PROBLEM LACZNY

. 2 . (o s :
gdzie w, =T jest czestotliwoscig drgai wlas-

nych przy braku sily podtuznej (S = 0)
2% ; : :
ey = jest czestotliwoseia drgan wlasnych

przy S=/=0
k2a2F
e

| T

jest silg krytyczna wyboczenia.

Z réwnania (a) wysnué mozina

nastepujace
whnioski :

a) Czestotliwoéé drgan wlasnych wy zmniejsza
sie ze wzrastajacq sila podluing 1 dla
S — S dazy do zera.

b) Czestotliwoéé drgan wlasnych wzrasta ze
wzrostem sily rozciagajgcej S.

¢) W wypadku drgan wymuszonych nastepuje
ze wzrostem « zmniejszenie sily krytycznej
preta.

Powyisze twierdzenie zawdzigezamy L, Eulerowi.
Zwigzek (a) stanowi dynamiczna miarg wybocze-
nia. Z pewnym przyblizeniem zwigzek ten bedzie
sluszny dla pretéw o zmiennym przekroju i od-
miennych rodzajach utwierdzenia koncéw preta.

Z miary dynamicznej wyboczenia korzysta sieg
praktycznie przy okreSlaniu sit krytycznych dla
wiez, masztéw, gdzie na modelu lub w naturze
okreslenie okresu drgan wlasnych nie nastrgcza
wickszych trudnoéci; trudnosé stanowi okreslenie
sztywnosci na zginanie ukladu (odpowiednik E]
dla preta).

Ponizej zajmiemy sie ukladami ramowymi nie-
przesuwnymi o pretach drgajacych poprzecznie
i jednoczeénie $ciskanych lub rozcigganych.

B) Rozwaimy dowolny, plaski, nieprzesuwny
uklad ramowy, skladajacy sig¢ z pretéw prostych.
Niech sily dzialajg jedynie w wezlach, wywolujac
w pretach w stanie statycznym wylacznie sity po-
dluzne. Przekroje pretéw niech beda tak dobrane,
ze wyboczenie nastapi¢ moze jedynie w plasz-
czyznie ukladu ramowego. Zakladamy niescisliwodé
pretéw, pomijajac wplyw sil podluznych na od-
ksztalcenie ukladu i pomijajac wplyw drgari po-
dhuznych pretéw. Zakladamy dalej, ze wszelkie za-
lozenia teorii wyboczenia jak i drgan wlasnych sg
spelnione, a problem zaciesniony do obszaru od-
ksztalcen sprezystych.

Ze wzgledu na nieraz bardzo wysoka statyczng
niewyznaczalno$¢ ukladu ramowego, stosujemy me-
tode odksztalcefi, przyimujac katy obrotu wezlow
jako wielkosci nadliczbowe geometryczne.

Jezeli uklad ramowy wychylimy z polozenia réw-
nowagi i w sposéb nagly usuniemy przyczyne wy-
chylenia, uklad wykonywaé zacznie poprzeczne
drgania swobodne. Jesli pomingé wplyw tlumienia
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zewnqtrmeg‘o i wewnqtrznego, to drgania te nie

zankajq ani nie zmniejszaja swych aplitud.
Z uktadu ramowego wyodrebnijmy pret J—K.

Na koncach preta, wykonujacych drgania wlasne,

powstajag momenty o amplitudach M;, Mk, oraz
katy obrotu o amplitudach o5, o«k.
Réwnanie rézniczkowe problemu brzmi:
32
=Y =0 (1)
J b——— X —— K
(x)
S —— S
3,9 My,

rys.2.

]. = masa preta na jednostke diugosci.
Zakladajac: y(x,t) =y (x)sinwt, przy nara-
zie nieznanej postaci drgan y(x) i czestotliwosci

T

nanie rézniczkowe (1) na zwyczajne réwnanie rdz-
niczkowe

drgan © = przeksztalcamy czastkowe réw-

d d? -
EJ ) + Sk — oy =0 (1)
Oznaczajac dla skrécenia:
SE  po?l
P Rt o — 04
« EJ" "EJ g4,

G:-:V__ﬁ V__,+B4
V—+34

otrzymamy cafkq ogdélna réownania (1') w postaci:
y(4) = C,Cos 8% + C,Sind% + C,sined +
+ C, cosej

pas I/ (LZ

.
5=

18
l

@

Z warunkéw brzegowych:

£ ma: "y MJ

>=0: y(®=0, y'0=- E_]P

¥ " M

5=1: y@)=0, y'(D= TTQ
wyznaczymy stale C,..... C, jako funkcje mo-
mentéw przywezlowych M;j, Mk. Jezeli tak
okreglone state C,..... C, wstawimy do za-
leznosci

y ) =qo/l;  y (1) =rp/l i po-

wyzsze réwnania rozwiazemy wzgledem M; i My,
dojdziemy do nastepujacych réwnan:

MJ = m [c (e, 3) Py + S(Ct,ﬁ) CPK];

My = ms (e 8) 9, + ¢ (&, ) o] ®)

gdzie:
% il
o(e ) =>p . |
. Cos8sine—ecoseSin8
Sind sine (82 —e?) — 2 8¢e (Cos 8 cose — 1)
2 4 g2
5(“)13)_:"5 ;a *
) eSin8 — 8sine
Sin 8 sine (82 —€2) —25&(Cos S cose — 1)
__2E)
=7
W wypadku szczegélnym « =0, S=0, otrzy-
mamy :
M_]= m[c (l?') Py 3k 5(@) tP]{] (3&)
MK =m[5 (B) ‘PJ.+ c(ﬁ) "PK}
gdzie :
_ B SinB —sinf
s =5 T—CosB cost ’
(,3')_ B8 Cos 2 sinff — Sinf} cos
] 1—Cosp cosp
W wypadku «=/=0, B=0 réwnanie (3) prze-
chodzi na:
Mj=m[c(a) Py + S(U)(PK] (3b)
MK = m [s(t() f\OJ tec (U)CPK]
gdzie:
(a)_i_ sin & — ¢t cos ¢
Ty 21— cosw) — asine
= o — sin
s 2 "2(1—cosx) —asina”
Wreszcie dla o« —> 0, g—>0 przechodzimy

z problemu dynamicznego na problem statyczny:
c(w,p) —> 2, s(u,p)—>1.

szm(Q‘PJ o ?K)i szm(ip_]_{” 2‘?5() (3‘3)

Jezeli np. w wezle ] istnieje przegub, to
MJ = 0. Eliminujgc z pierwszego i drugiego row-
nania (3) wielkosé Py uzyskamy :

M, =0; My = mc(c, B) o (4)
. g o D8 1
gdzie: c(u, ) = 5 "5Cigt —vage

W wypadku sily rozciggajacej nalezy w réw-
naniu (4) w miejsce « wstawié «f—1, co

w konsekwencji prowadzi do zamiany 6 na e
w tych réwnaniach.

C) Rama nieprzesuwna o r weztach wolnych
jest ukladem r-krotnie- geometrycznie niewyzna-
czalnym. Odpowiednia ilo§¢ réwnan warunkowych
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otrzymamy ze zréwnowazenia wezléw (sprowadza-
jac w mys$l zasady d'Alemberta zagadnienie dy-
namiczne do stalycznego).

Suma amplitud momentéw przywezlowych do-
wolnego wezla a ramy winna byé dla kazdej
chwili t = t; réwng zeru. Przy r wezlach ukla-
du ramowego otrzymamy r réwnan typu

< Mai == Mah + Mac ~ Mad + Mae =0 (5)

Po wprowadzeniu do wielkosei Mai zwigzkéw
(3, 4) uzyskamy uklad r réwnan liniowych wzgle-

dem ¢ i jednorodnych. Uklad jednorodnych réw-
nani warunkowych bqtlz:e tylko wtedy niesprzecz-
nym (pomingwszy rozwiazanie tryw:alne p =0),
gc]y wyznacznik ukiadu réwnan D (o, f) quzm
réwny zeru.

Warunek D (o, /) daje réwnanie przestepne
o oo ilodci pierwiastkéw f. Najmniejszy z nich
okresli podstawowa czestotliwo$é drgan wlasnych.

| tak dla ukladu ramowego (rys. 4) zréwnowa-
zenie wezla daje

Mab + Mac + Mad = 0
Mab = mc(f) ¢, ; Mac = me(f)p,
Mad = mc(c, f)p,

rys.4.
Wyznacznik ukladu, przy o = const. przyjmie
postad:
D, =2c(f) + c(xpf) =0 )

Roéwnanie (I) okresli zmiane czestotliwo$ci drgan
wlasnych wywolang silg S

Jezeli w qule a dziala moment Msinwt,
wywolujaey drgania wymuszone ukladu, przy sla-—
ge] czestotliwoéci «w, to zréwnowazenie wezla a

aje:

(Mab + Mac + Mad)sinwt = Msinu t

Przy stalym a, a tym samym przy stalym 7,
mozina wyznaczy¢ sile krytyczna S, wywolujacy
zniszezenie ukfadu.

W tym wypadku przy
jako warunek wyboczenia

D, =2c(f) + cle,p) =0, (11
Réwnanie (II) okresli zmiang sily krytyeznej Sk
w zaleznoSci od zmieniajace] sie czestotliwosel
drgan wlasnych.

Dla « =0, Dy=3c(j) =0, réwnanie wa-
runkowe drgan wlasnych bez udzialu sily podluznej.

Dla =0, D,=4+ c(«) =0, otrzymuje-
my réwnanie warunkowe wyboczenia ukladu.

¢, —» «@  ofrzymamy

f = const.

Zréwnowazenie weziéw 1 1 2 ukladu ramowego
rys. 5 daje ukiad dwéch réwnan:

*2e¢(B) telPle, +s@) e, =0
s(B) e, +[2c(f) + ()] v, = 0.

!

(<]

/

A}

A
T

T

L—
rys. 9.

Rozwiazanie wyznacznika ukladu réwnan prowadzi
do dwéch réwnan warunkowych :

2c¢(f) +s(B) telwp) =0

2¢(f) —s(p) +c(n,p) =0 (I

Pierwsze réwnanie przedstawia arytmetyczng
(p, ="p,), drugie symetryczng postu¢ wygigeia
ukladu ramowego.

Wypadek f =0 daje c(x) +3 =20
c(a) +1 =0.

W wypadku « = 0 otrzymamy
Be(p) +s(f) =
3c(f) —s(f) =0.

Dla wigkszej ilodci wezléw ukladu ramowego
wyznaczenie pierwiastkéw D (¢, ) = 0 nastreeza

znaczne trudnoéci rachunkowe. W tym wypadku
duze uslugi moze oddaé algorylm Gauss'a.
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Wyznacznik ukladu réwnan liniowych jednorod-
nych :

i=n

=2 ag P, = 0 (k = 1,2 ..... n) (IV)
i=1

mozna przedstawi¢ w postaci;
D, f) = an.af) ca..... aly—2 V)

gdzie alk—"(c, ) jest wspolezynnikiem przy o,
w pierwszym réwnaniu (k — 1)-szej eliminacji.

Przy zadanym np. « = const. przyjmujemy za
B kolejne wartosci, otrzymujac coraz to inne uklady
réwnan (IV), a po wykonaniu eliminacji coraz to
nowe wartoéci D (i, §) ze wzoru (V). Réwnanie (V)
przedstawia krzywa, ktérej pierwiastki daja kolejne
wartosci B, f,.

W wypadku regularnych ukladéw ramowych
znaczne uproszczenie ofrzymamy, stosujac réwna-
nia réznicowe. | tak dla ramy ciaglej rys. 6.
zrownowazenie wezla x daje:

M!.x—-l -+ Ms,x—[—l + M!.‘t'=0’

albo:
ox —15(8) + px[2c(p) + c (e, B
+ 2 418(p) =0

) k]+ W

Rozwigzaniem tego réwnania réznicowego bedzie:

(V1)

9, = Acosax + Bsinax

Wstawiajae %, do warunkéw brzegowych zada-
nia:

x=0, =0, x=n, % =0, uzys-
kamy :
A=0, sinan=20, ?,=Bsinif;1§-
a-j%, { & 0L Qs n.

Wstawiajagc 7. z rownania (VU) do réwnania
(VI), otrzymamy nastepujace réwnanie warunkowe
problemu:

2[s (3) cosj — + ¢ (B)] = — ke (a, )

Z wartosci j=0,1,2.....n wstawiamy do
réwnania (VIII) w:ell:osc j—ll —1, gdyz j =0,
j =n przeczy zalozeniom, a mozllwa, postac wy-

(V)

giecia, dajacg najmniejsze pierwiastki réwnania
(VIID), uzyskamy jedynie dla j=n—1.

W tym wypadku:

25(,3)('05— ke (o, B) + 2c(B).

Réwnanie to przy [ = const. daje nieskonczong
ilo§é pierwiastkéw @, przy « = const. nieskon-
czong ilo§¢ pierwiastkow JF. Najmniejszy z pier-
wiastkéw « okresli najmniejsza warto$é sily kry-
tycznej przy drganiach wymuszonych czestotliwo-
§cia w, najmniejszy z pierwiastkéw J, czesto-
tliwosé drgan podstawowych przy dziataniu sily
podtuinej.

nmo,qm=k+2cm

=0, ke(x)+ 2 =0.

Rozwaimy jeszcze regularng rame pigtrowa
(rys. 7) o jednakowych geometrycznych i sprezy-
stych wlasciwosciach stupéw i rygli.

Niech uklad ramowy podlega drganiom wymu-
szonym, spowodowanym momentem Msinw, dzia-
lajacym w wezle x, y. Zréwnowazenie wezla
x, y, daje réwnanie warunkowe:

(M,IK_{_1+M,I,_1+ML¥1.1+ M,,,_l}sinw=

= M sinw

Dla n= oo,

dla n =2,

(6)

Rygle ramy doznajy drgah poprzeczaych bez
udziatlu sit podiuznych. Wstawiajac do réwnania
(6) wielkoéeci momentéw przywezlowych wedlug
wzoréw (3) i (3a), otrzymamy réwnanie :

SoPx—1,y T

T k(sPuy+1t 2Py T 8P%y—1) = —

SoPx+1,y T 2Co Py +

(6a)

my
5 ) ) )
r
: %
<
g*l I‘.H*'I
in £
y %=1y X\ xtly
ms p;
/‘)ﬂ M isin w =
i sy y-
=
I #
Pl ==t
0 %=1 X x+1 n
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, A=0; C=0; Bsi =0; Dsinbp =
k - %. so = 89 (Bo) s co = ¢o (fo) . . s an sinbp =0
¢ =c(f), s=s(p) albo a=-—, (i=012.....n)
T | x
=1/« N VAT b=1Z, (=0,1,2.....
w1V gk, p=nl/ =, P)
= Przy tak okreglonych wartodciach a i b riwna-
u=h VE?J- nie (11) brzmi:
Dla pozostalych wezléw otrzymamy jednorodne S( COS 1 + k scos I e (Co = ke) (12)
réwnania typu (6a). Jezeli przy drganiach wymu- H P

szonych, okres drgan wymuszonych pokrywa sie
z okresem drgan wlasnych, lub tez przy braku
momentu, wymuszajacego drgania wymuszone, za-
lezy nam na okreéleniu okresu drgan wiasnych, —
wyznacznik ukladu réwnan gatunkowych, wypisa-
nych dla wszystkich weztéw wolnych, winien byé
réwny zeru.

Wyliczenie wyznacznika ukladu réwnan jedno-
rodnych ominiemy, traktujac uklad réwnan:

SoPx+1y T 2coPsy + 5pPx—1,y
+k(@y+1,x8+2¢Py +5¢5y-1)=0
xi=0, T e n, y =10,1,2: 055 p.

@)

jako czastkowe réwnanie réznicowe drugiego rzedu.
Przedstawiajgc ¢y jako iloczyn dwéch funkeji
X: i Yy, z ktorych pierwsza zaleina jest od x,
druga od y (9 = X:Yy), sprowadzamy réw-
nanie roznicowe czastkowe do ukladu dwéch réw-
nafn réznicowych zwyczajnych:
Xepi+ (22 — )Xot Xamr =05
0

5 8y
c 2 @
Y,.{.] + (2—5*- + ;E")Y, + Yy.q’: 0
gdzie ) jest wielkoscig stala.
Rozwigzaniem réwnan (8) bedzie:
X, = A cos ax + B sin ax; .
Y, = C cos bx 4 B sin bx ©)
Wstawiajac réwnania (9) do réwnan (8), otrzy-

mamy :
Co A

2cosa+(2——— — —) =0;

SQ ﬂn (10)
2cosb + 2.2, + i) =0.

5 sk

Eliminujagc z ostatnich réwnan wielkos¢ X, do-
chodzimy do nastepujacej zaleznosci:

(11)

Ograniczymy si¢ do ramy utwierdzonej calko-
wicie wzdluz konturéw. Otrzymamy w tym wy-
padku proste warunki brzegowe:

x=0 X;=0; y=0 Y=0
xX=n Xn=0; }':p Yp:‘_‘0|

Wprowadzenie tych jednorodnych warunkéw
brzegowych do réwnania (9) daje:

socosa + ks cosb = — (¢; + ko)

Réwnanie (12) jest réwnaniem warunkowym
problemu, Rozwaimy jeszeze, kiore z wiclkodei
i, ] wchodza w rachube. Kat obrotu =, jest
iloczynem funkeji X; i Y.

o N

Psy= Xz * Yy=B « Dsin X+ sin *-v.

n p
Wielkosei i=0, i=n, j=0, j=p odpadaja,
gdyz sprowadzajg . do zera dla kazdego x iy,
co przeczy zalozeniom.

Z pozostalych wartosci i, | w rachube wcho-
dza jedynie wartosci i=n—-1, oraz j=p—-1,
gdyz jedynie dla tych wartosci wezly [ali pokry-
wajg sie z weztami ukladu ramowego. Otrzymu-
jemy zatem przy i=n—1; | p—1 nastgpu-
jace réwnanie warunkowe:

So cos% + ks cos % =¢p T ke (13)

Rozwazmy wypadki szczegdlne.
a) f=0. Problem wyboczenia ramy s, =1,
Co =2

cos % + ks (c) cos —; =2 + ke () (a)

Réwnanie (a) daje oo iloéé pierwiastkéw «;.
Najmniejszy z nich okredli

E‘ 1
Sk, min = &} —-B%—
Dla n=p, oraz k=1 wyliczono «, dla wzra-
stzjace] ilogci przesel (rys. 8)
-C08 — [1 + s((t)] =9 o) s o (1)
n
o)
3620
54 T5'52"+5_7?02
‘____,;__.4;_.__7;_4.522___7_‘:.25’1___3..«29_6.&
3 i P :
a4t § | ;
44 ; 1 i '
{ i ! ' il
{ 2 5 4 5 6 7
rys.8.
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b) W wypadku « =0, w wypadku drgan
wlasnych bez udzialu sily osiowej, przy k=1,
B =pfy i n=p, otrzymamy z réwnania (13):

x  c(®  Cospsinp — Slinﬂ cos
R s(3) Sin 8 — sinp (c)
Z réwnania (c) wyliczone najmniejsze pierwiastki

p1 przy wzrastajacej liczbie przesel naniesiono na
rys. 9. Wartosci p1 malejg asymptotycznie do

£ | /E]
warto$ci 7. Dla n—» o, wr= 5|/~ otrzy-

33 473
A

AT T30 e300 o326 3t
%

S a

i\ 2 5 4 5 6 71

rys.9.

mujemy czestotliwosé drgan wlasnych taka, jak
dla belki w dwéch punktach swobodnie podpar-
tej. Wplyw utwierdzenia bardzo silnie maleje ze
wzrostem ilogci przesel.

Rozwazmy jeszcze wypadek sil rozeiagajacych
S. Dla k=o i Jy=0, otrzymamy belke
ciagly 0,1..... D.

Réwnanie (13) uprosci sie w tym wypadku do
prostej postaci:
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Dla nieskonczonej ilodci przesel p — co otrzy-
mamy :

c(c, fi) = s(, ) albo:

Cose + 1 1 (d)
Sin &

2 sin
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Z przeliczen wynika, ze ze wzrostem S wzrasta
czestotliwosé w.



