BIULETYN

WOJSKOWEJ AKADEMII
TECHNICZNEJ

im. Jarostawa Dagbrowskiego

ROK XVIi LISTOPAD 11 (195)
WARSZAWA 1968




BIULETYN WOJSKOWEJ AKADEMI/ TECHNICZNEJ IM. J. DABROWSKIEGO
Rok XVII, nr 11 (195), listopad 1968 r.

SYLWESTER KALISKI
WITOLD NOWACKT

TWIERDZENIE CALKOWE DLA FALOWEGO ROWNANIA
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

STRESZCZENIE

W pracy podano podstawowe twierdzenia o wzajemnosci i twierdzenia catkowe
dla uogdlnionego, falowego réwnania przewodnictwa cieplnego [11.

LA A
§ 1. Uwagi wstepne

Klasyczne rownanie przewodnictwa cieplnego jest, jak wiadomo, row-
naniem typu parabolicznego i charakteryzuje sie paradoksalna, z punktu
widzenia fizycznego, wlasnoscig nieskonczenie wielkiej predkosci propa-
gacji zaburzen cieplnych. Paradoks powyzszy nie prowadzi jednakze
w przewazajgce]j liczbie probleméw praktycznych do fatszywych ilosciowo
rezultatéw ze wzgledu na silne zanikanie zaburzen cieplnych od Zrédta.
Jednakze w przypadku silnie niestacjonarnych lub szybko zmiennych
w czasie procesow termicznych efekt skonezonej predkosci propagacji za-
burzen cieplnych moze mie¢ istotne znaczenie jakosciowe, a niekiedy
i iloéciowe. Dotycezy to szezegdlnie efektéw sprzezonych pola termicznego
z polem sprezystym i elektro-magnetyczhym. W zwiazku z tym w [1], wsr
chodzac z dynamicznej (niestacjonarnej) modyfikacji prawa Fouriera oraz
modyfikacji rozwazan termodynamicznych, wyprowadzono falowo-hyper-
boliezne réwnanie przewodnictwa cieplnego. W [2] bazujac na falowych
rownaniach termo-magneto-sprezystosci podano idee zmierzenia predkosci
propagacji zaburzen termicznych w oparciu o efekt Czerenkowa.

Klasyczne réwnanie falowe posiada opracowany od dawna zespoi
twierdzen catkowych. W niniejszym komunikacie podajemy analogiczny
zespol twierdzen calkowych dla falowego réwnania przewodnictwa ciepl-
nego [1].

§ 2. Twierdzenie o wzajemnoSci

Rozpatrzmy rozszerzone, falowe réwnanie przewodnictwa cieplnego
wyprowadzone w [1]:

(7= Fo—prai) 0 =— 22 (2.1)
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W rownaniu tym wystepuje dodatkowy (w stosunku do klasycznego
réwnania przewodnictwa cieplnego) czton falowy 2920,

W réwnaniu (2.1) oznaczaja: © (:;', t) — temperatura, » = Me., gdzie A
jest wspolezynnikiem przewodnictwa cieplnego a c= cieplem wlasciwym
przy stalym odksztalceniu ciata. Dalej p? =rtc./2, gdzie 1 — czas relak-
sacji; @ ‘:—?—; , gdzie W jest iloScig ciepla wytworzong w jednostce obje-
tosci i jednostce czasu. -

Dla ff — 0 réwnanie (2.1) przechodzi na klasyczne réwnanie przewod-
nictwa cieplnego. Wyprowadzimy najpierw twierdzenie o wzajemnosei,
a z niego szereg dalszych twierdzen szczegotowych, stanowiacych uogél-
nienie znanych twierdzen z teorii przewodnictwa cieplnego, [3] oraz row-
nania falowego.

Rozpatrzmy dwa uktady przyczyn i skutkow. Do przyczyn zaliczymy
dzialanie Zrodet cieplta @, @°, dzialanie $rednicj temperatury na brzegu
ciala A (0, ©", x & A) wzglednie grzeplyw ciepla przez powierzchnie A

0o y
LS 24 .
o g xCA Skutkami sa temperatury
(9, 8% x€ V) w'punkcie ziw czasie t. Pierwszy uklad przyczyn i skutkow
opisany jest réwnaniem rézniczkowym (2.1). Do réwnania tego dodamy
warunki brzegowe:

ograniczajgca cialo [Xg

-~
- + -+ 0] ¥
8(nti=h(zt), »EAu X2 af*”:k(x,a), A, (2.2)
oraz warunki poczatkowe:
—» -+ . =
0(x,0)=f(x), O(x0)=glx), z€V, t=0 (2.3)

Tutaj przez A, oznaczamy te cze$¢ powierzchni A, na ktérej zadana jest
temperatura, przez A te cze3¢ powierzchni A, na ktérej zadany jest prze-
plyw ciepla.

Drugi uklad przyczyn i skutkéw spelnia rownanie

-
a_ 1o oalar Ty 9fxit)
(7= 50— B0 0 ) = — = (2.4)
z warunkami brzegowymi:
-
— - !’ -
O (t) =K (Bt € Au ).D&é(i’—ﬂ=k' @t z€A  (25)
oraz warunkami poczatkowymi:
' - C =y = ey =5
O (x,0=f"(z), ©0=¢(x) - (2.6)

W dalszych rozwazaniach wygodniej bedzie postuzy¢ sie¢ réwnaniarmi
(2.1) i (2.4), na ktorych dokonano transformacji calkowych Laplace’a.
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Oznaczajac przez
0 (x,p)=L[0 (z,1)]=[ e PO (z,t)dt, it.d.
]

przedstawimy réwnania (2.1), (2.4), przy uwzglednieniu warunkéw po-
czgtkowyceh (2.3) i (2.6) w postaci:

(v —2 ) Op =2 — (L 00) 1) gl (2

' 1 7 - -
(-2 —pp)on=—Y — (L) r@-g@e oo
Pomnézmy réwnanie (2.7) przez 0, réwnanie (2.8) przez . Odejmijmy
tak przemnozone réwnania od siebie, scalkujmy je po obszarze V ciala.
Stosujgce przeksztalcenie Greena, mamy:

w 06 ()‘U') 4 f ' AE
f(t-)a—ﬁ o dA= s RV —Q'0)av -+
A

~—(—i—+p132) f(@’f—@f’)dv—ﬁﬁf(@’g—@g’)dV (2.9)

Dokonujac odwrotnej transformacji Laplace’a na réwnaniu (2.9) oraz wy-
korzystujac twierdzenie o splocie, otrzymamy nastepujaca postac twier-
dzenia o wzajemnosci

t

fdc [1[9" (-a;,t—-':)g—@di%]- — @(;, )M] dA{:c)-I—

t

H dﬂ:f[@’(;';,t——'t)Q(;,r)—@(;,t)Q'(;,t—t)]dV(;)+ (2.10)

v

oy (UG89 (3,0 — (F (w08 o ) (e D]V (el
+6'2 [[f ()€ (z,t) — ' (2) 0 (2, )] A V ()=

W przypadku ciala nieskonczonego réwnanie (2.10) dozna znacznego
uproszezenia, gdyz przy zalozeniu, ze zrodla ciepla i warunki poczatkowe
odnoszg sie do obszaru ograniczonego, znikajg calki poczqtkowe

Rozpatrzmy przypadek szczegdlny, gdy w punkr:le £ ciala nieskonczc-
-

nego dziata zrodlo skupione i chwilowe @ = § (;r:——,) 5 (t), a w punk-
2 — Biuletyn WAT nr 11

17



- -
cie m, zrodlo skupione i chwilowe @ =% (x — ) § (f). Z rownania (2.10)
otrzymamy:

Ja [ (0, —8)2(0) 0" (2,7, t— ) aV () — fdx [3(z — 1) & (t—<) O, E,9) AV (x)
0 v * 0 v
skad: g e T

W przypadku szezegblnym, gdy Zrodla ciepla i temperatur zmieniajg
sie w spostb harmoniczny w czasie, zatem gdy

Oz, 1)=0" (@) e, @ (z,1)=Q" (x) e

to relacja wzajemnosci przyjmie postac:

O* 0 2
f(@r S T )dAZ—%f(Q* 0™ —Q™0%)dV (x)  (2.12)
A v

6‘n on

§ 3. Zmodyfikowany potencjal opozniony

—
Rozpatrzmy cialo nieskonczone, w ktorym dzialajg osrodki @ (x, t)
rozmieszcezone w ohszarze ograniczonym V’. Zalézmy dalej, ze mamy do
czynienia z jednorodnymi warunkami poczatkowymi. Temperatura © spel-
nia réwnanie (2.1). Wyznaczymy ja z twierdzenia o wzajemnosei (2.10)
- -

przyjmujgc 0" = G (x, £, t), gdzie funkeja G spelnia réwnanie:
1 = 1 e, - b
(Vﬁ—?—_da—ﬁgdf)G(m,ﬁ,t)=—-_;0(a:—2)5(t] (3.1)

i wyraza temperature wywolana dzialaniem skupionego i chwilowego
—

zrédla ciepla w punkcie 5. Zakladamy, ze funkcja G spelnia jednorodne
warunki poczatkowe. Dokonujac na (3.1) transformacji calkowej Lapla-
ce’a otrzymamy:

& 1 3 == 1Lz - -
|V —P(“x—”i—ﬁ P)G(m.é.p}=—-zo(a:-£) (3.2)
Calks szczegdlna tego rownania jest funkcja

— s
gdzie R = |z —E§|
Retransformata funkeji (3.3) ma postaé [4]:

t 1 12 pape
1o ®P 11(2,[33 Ve _Raag) H(t—R@)+
8nx2p Vit —R2E® -

Gz b t) =
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+

pr* o
mR® PPOlt—RE) (3.4)

-+ <
Z twierdzenia o wzajemnosei (2.10) przy Q" = § (x — &) d (t);
Y —p
0=G (x,t,t); f=9=f=¢'=0 wynika
0 (€ 1)= fd':fQ[:L t—1) G (£, 9 dV () (3.5)

Stad z uwagi na (3.4) znajdujemy:

of gL [QEI=RH Sy

t
L e i
8“?_2ﬁjd1jQ(x,t~—rl X
1] v

4m‘v R(;'gj
e 11( 6% V@& —R? [32) -
Ke Ve —RepE H{z—Rp)dV () (8:6)

W wyrazeniu (3.6) wystepuje argument opézniony t — Rp (R << t/B),
przy czym argument ten wyslepuje w pierwszej calce bezposérednio bez
sumowania po czasie. Mamy wige do czynienia tutaj z potencjalem opéz-
nionym.

Dla p— 0 z (3.3) otrzymujemy:

(.r ﬁ p)= 4_]‘;Rexp (—R]/?) (3.7)
Stad:
G(é,a,t)=g_£bﬁ.— exp (— -{E?) (3.8)
oraz na pedstawie (3.4):
t
9(;,t}=8—1:_;.{d ﬂ%fT’exp( g-E)dV(x; (3.9)
1] v

co pokrywa sie ze znanym wyrazeniem z teorii klasycznego réwnania
przewodnictwa cieplnego.

Ze wzoru (2.10) wyznaczy¢é mozemy rowniez temperaturg © (:.c t) wy-
wotang dzla}ame warunkow poczatkowych (2.3). Dla Q" = 3§ (:r—-E)a (1),
Q=0, 9’=G(J:',E,t), = ¢ =0 mamy:

0, f)=— f [F (@)+62% g (2)] G (x, &, ) AV () +
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prn ff( 2GmhY aG‘w 69 v (3.10)

gdzie funkcja G dana jest wzorem (3.4).

Zastosujemy teraz twierdzenie o wzajemnosei (2.10) do ciata ograni-
czonego powierzchnia A, przy zalozeniu, ze warunki poczatkowe sg jedno-
rodne, a na brzegu A zadane sg warunki brzegowe (2.2). Jako drugi ukiad
przyczyn i skutkow dobieramy sobie chwilowe i skupione zrédio ciepla

b(r—b)a(t) ktére wywoluje w ciele rozklad temperatury

0 =G (;r E t). Funkeja Greena spelniaé powmna réwnanie rézniczkowe:

(V*“:al—w%)5(x,ﬁ.t)=—a————‘x”&’°‘t)

%

(3.11)

z jednorodnym warunkiem poczatlkkowym oraz z jednorodnymi warunkami
brzegowymi:

/(_\?{::::E:t) =0. na Ay, 0G (@5t)
on

Rowname (2.10), w ktorym zakladamy: g=f=¢g =f =10, Q" =

0 na A4, (3.12)

=3 (:x: — .,) 3(t), O = G (:;r:, E, t) przyjmie postaé:

0 1) :ofdriQ(m)G{xﬁst-“)dV‘x’ s (3.13)

-

+ -z.f I 6@ hi—a a0l fa—gﬂ—*ﬂh{;’,c}m(;;]

Odpowiednio dobrana funkecja G zezwala nam uzys.kac temperature
droga catkowania. Zakladamy, ze funkcje @ (:c, 1), 26V oraz (;r: 1),
- - =
x €A, h(x, 1), x € A, sg funkejami zadanymi.

-
Jesli temperatura © (x, t) zadana jest na catej powierzchni A, to:

) =[df Q9 Glabe—dav o) + (3.14)

a G(:r,E t— dv(;)
dn

-?fdtf@[

- >
gdzie funkcja G (x, §,t) winna spelniaé réwnanie (3.10) z jednorodnymi
warunkami poczatkowymi i jednorodnym warunkiem brzegowym:

&@Et)=0na A
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§ 4. Analogon twierdzenia Kirchhoffa

Rozwazmy obszar wewnetrzny BT o brzegu A, na ktérym zadane sa

8

%_r-a' Pragniemy wyznaczy¢ funkeje © w punkcie EGBYt wy-
razajgc ja przez catke powierzchniowag na A przy pomocy funkeji Greena

funkecje O i

G dla obszaru nieskonczonego oraz funkcii ©®, =— na A.

on
Zakladamy, ze w obszarze Bt brak jest Zrodla ciepla (@ = 0) oraz
ze warunki poczatkowa sg Jednorodne (f=g=f = g =10). Kladac po-

nadto 0’ = G (x, £, 1), @' =3 (a:——- E) 5 (t) do réwnania (2.9) mamy
Ziich =y %) e e G
6o~ [[a@in LI IR Y. ‘an S RN

e
Przedstawmy G (x, &, p) ze wzoru (3.3) w postaci:

R —;p 1 —Rip —_ = =»
Glx8p) = =7 [e +pF (:r,E,p)] (4.2)

W ten sposob wzoér (4.1) przyjmie postaé:

Y 1 i —Rp ()

0 (E,p) =— £ o= LS

) 4°‘J l(R )611 on (
A

i [ R e lEesd

Wykonanie odwrotnej transfétmacji Laplace’a na réwnaniu (4.3) daje po
prostych przeksztalceniach:

o= | [oRl ()RR AR e

(4.4)
+4L’"‘fdtﬂi IF (2,7) 00 (xt—1) @(“_) ll ap(;;t)]}dm;}

)PA@+
(4.3)

R or on R gt

przy teBt
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gdzie [4]: 0 t< R

7S | il T s
F(a, t) = R fe*ﬁﬁ-; (Il"ﬁﬁ,-]/t —R%p )

—eE dt’, t= R}
2E1:»tt ]/t "R
oraz ) .
5> o (30| 00(xt—RE) [00(H] _ 00 (@t —Rp) .
[, t)] = Ozt Rﬁl,l - ]_ L l Iz ]**———an

Pierwsza calka w wyrazeniu (3.4) ma posta¢ analogiczng do catki
Kirchhoffa w klasyeznym réwnaniu falowym [5]. Dla —= 0 w lewe]j stro-
%
nie réwnania (2.1), zatem po opuszczeniu czlonu dyfuzyjnego w réwnaniu
(2.1) jest F' = 0 i powstaje znana calka Kirchhoffa.

W przypadku szezegdlnym harmonicznie w czasie zmieniajacego sie
pola tmperatury, wzér (4.1) przechodzi na:

- =3

0 f%c E)aU () — &% )aG*(“}}dA() tept (4.5)

Tutaj funkeja G* przyjmuje postaé:

G'= 41_R!r—_\xp[ ]/__pﬁ ] (4.6)

lub (4.7)

1
Rw e —
- =—|1+4i(Poz+ %2 41»3] 8w T
2 ;,[ ]/1 +u B w?) "/ﬁ_;___[_ % ]/piwq_mz/?_u

Réwnanie (4.5) stanowi analogon do calki Helmholtza dla klasycznego
rownania falowego. Zauwazmy, ze przy przesunieciu czltonu dyfuzyjnego

5 y " ® __ __1_,__ I 1
w rownaniu (2.1), otrzymamy w (4.6) G* = am Ry P (—cR B iw)

|
G —mexp

§ 5. Druga postaé twierdzenia o wzajemnoSci

Rozpatrzmy réwnanie (2.7) przy zalozeniu 3ednorodn‘yc}: warunkow

poczatkowych. Jako drugi uktad przyczyn i skutkéw przyjmiemy zjawisko
falowe opisane réwnaniem:

(v*— ﬁ" 0}) @’ (;,t) =— Q—'(:”t} i)

Wykonajmy na (5.1) transformacje calkowg Laplace’a i zatézmy jed-
norodno$é warunkéw poczatkowyeh. Otrzymamy:
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(v:—p* B (ap) = —Qlf’g) (5.2)

Pomndézmy réwnanie (2.7) przez ©’, réwnanie (5.2) przez O, odejmij-
my od siebie tak przemnozone réwnania i scalkujmy po obszarze ciala.
Stosujgc przeksztaleenie Greena, mamy:

f(ufa‘)_@f’@)m——fuo e f@@'_@'ﬁ)dv (5.3)
A v, ‘}

on on

- =

Przyjmujmy teraz, ze ©" = F (x, &, t), gdzie funkcja F speinia réwnanie:

(v — BN F (.5, ):LE—/A_@,}

(5.4)
z jednorodnymi warukami poezatkowymi oraz z warunkami brzegowymi:
= - -
Tl I F (x, &t
Flz,&t =0 na A, d—%n———)=0

Rownanie (4.3) przyjmie postaé:

nad., A=A,+ A (5.5)

20811 (eal i b 5= #_l{"— +1lge
Fad foan ?_JOFdV— : QFdV+ -0 & p)

A

Wykonujac odwrotng transformacje Laplace’a, otrzymamy:

af“(_xjﬁi_

9(Etl—M(Et)-J dcf@(x 9 ) avz) (5.6)

gdzie:

ﬁt)—fJ dcfma:., gy 00158 3‘”‘“" da(x )—afdrf@( ,Ja”“"“ Y A+

Ay

d'er (_;,t]F(;,E, t—rt)dA {;)
v

—
Otrzymali$my réwnanie catkowe dla wyznaczenia funkeji © (§, t). W przy-

padku ciata nieskonczonego odpadna wystepujace w wyrazeniu M (&, t)
calki powierzchniowe, a funkcja F przyjmie postac:

1
47R "

.

Flzt1)= 5(t—RB) (5.7)

—
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Dla przypadku harmonicznie w czasie zmieniajacego sig pola temperatury,
mamy:

0 f) = M* €] + o f 0* (2) F* (x,§) aV (a) 5
gdzie: v o
- 5 A
) =f®'F*dv-|-x{ F*dan e @*dai dA}
Aa Ay

Otrzymali$my tu réwnanie calkowe Fredholma dla wyznaczenia ampli-

tudy temperatury: ©* Dla ciala nieskonczonego w wyrazeniu M* (§) zni-
o . . : . S 1_ = 3
kajg calki powierzchniowe, a F* = Txha exp (—R Biw)

Przedstawiony wyzej zespdl twierdzen calkowych stanowi uogélnie-
nie klasycznych twierdzen réwnania falowego i réwnania parabolicznego
przewodnictwa cieplnego na przypadek uogdélnionego, falowego rownania
przewodnictwa cieplnego.
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Kparkoe copepxare

B paGote jaiorcs OCHOBHEE TEOPEMbl O B3AHMHOCTH H WHTErpajibHbIE
TEOpeMbl Jiist 06006IleHHOro, BOJTHOBOIO YPABHEHHsA TemonposoasocTH [1].
OTH TEOPeMELl B K/ACCHUECKHX CJYuasix NEPexXOAsT B H3BECTHbIE IHTe-

FpanbHble TeOPEMBI 1JIs1 BOJMHOBOIO YPaBHEHHA U JLJIf I'lEl]:lElﬁOJll-I‘lECK(}I‘O ypas-
HEHHSI TellJIONPOBOAHOCTIL.

Synopsis

The fundamental theorems on reciprocity and integral theorems for
the generalized wave equation of heat conduction were presented in
this paper. These theorems in classical cases pass into the known integral
theorems for the wave and parabolic equations of the heat conduction.
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