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TWIERDZENIE CAŁKOWE DLA FALOWEGO RÓWNANIA
PRZEWODNICTWA CIEPLNEGO

STRESZCZENIE

W pracy podano podstawowe twierdzenia o wzajemności i twierdzenia całkowe
dla uogólnionego, falowego równania przewodnictwa cieplnego [1].

* * *

§ 1. Uwagi wstępne

Klasyczne równanie przewodnictwa cieplnego jest, jak wiadomo, rów-
naniem typu parabolicznego i charakteryzuje się paradoksalną, z punktu
widzenia fizycznego, własnością nieskończenie wielkiej prędkości propa-
gacji zaburzeń cieplnych. Paradoks powyższy nie prowadzi jednakże
w przeważającej liczbie problemów praktycznych do fałszywych ilościowo
rezultatów ze względu na silne zanikanie zaburzeń cieplnych od źródła.
Jednakże w przypadku silnie niestacjonarnych lub szybko zmiennych
w czasie procesów termicznych efekt skończonej prędkości propagacji za-
burzeń cieplnych może mieć istotne znaczenie jakościowe, a niekiedy
i ilościowe. Dotyczy to szczególnie efektów sprzężonych pola termicznego
z polem sprężystym i elektro-magnetycznym. W związku z tym w [1], wy
chodząc z dynamicznej (niestacjonarnej) modyfikacji prawa Fouriera oraz
modyfikacji rozważań termodynamicznych, wyprowadzono falowo-hyper-
boliczne równanie przewodnictwa cieplnego. W [2] bazując na falowych
równaniach termo-magneto-sprężystości podano ideę zmierzenia prędkości
propagacji zaburzeń termicznych w oparciu o efekt Czerenkowa.

Klasyczne równanie falowe posiada opracowany od dawna zespół
twierdzeń całkowych. W niniejszym komunikacie podajemy analogiczny
zespół twierdzeń całkowych dla falowego równania przewodnictwa ciepl-
nego [1].

§ 2. Twierdzenie o wzajemności

Rozpatrzmy rozszerzone, falowe równanie przewodnictwa cieplnego
wyprowadzone w [1]:

^ l j i S . t ) — f i ^ (2.1)
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W równaniu tym występuje dodatkowy (w stosunku do klasycznego
równania przewodnictwa cieplnego) człon falowy p2ć^©.

-4

W równaniu (2.1) oznaczają: 0 (x, t) — temperatura, x = A/c«i gdzie A
jest współczynnikiem przewodnictwa cieplnego a cs ciepłem właściwym
przy stałym odkształceniu ciała. Dalej P2='ccs/)., gdzie T — czas relak-

Wsacji; Q —•— , gdzie W jest ilością ciepła wytworzoną w jednostce obję-

tości i jednostce czasu.
Dla (ł -»- 0 równanie (2.1) przechodzi na klasyczne równanie przewod-

nictwa cieplnego. Wyprowadzimy najpierw twierdzenie o wzajemności,
a z niego szereg dalszych twierdzeń szczegółowych, stanowiących uogól-
nienie znanych twierdzeń z teorii przewodnictwa cieplnego, [3] oraz rów-
nania falowego.

Rozpatrzmy dwa układy przyczyn i skutków. Do przyczyn zaliczymy
działanie źródeł ciepła Q, Q', działanie średniej temperatury na brzegu

ciała A (0, G', x <ć A) względnie przepływ ciepła przez powierzchnię A

ograniczająca ciało l^o^~) ô~Ę~> X^A\ . Skutkami są temperatury

(0, 0', x 6 V) w'punkcie a? i w czasie t. Pierwszy układ przyczyn i skutków
opisany jest równaniem różniczkowym (2.1). Do równania tego dodamy
warunki brzegowe:

->
g ^ l (2 .2)\ k(x,t)>

oraz warunki początkowe:

®(x,0) = f(x), ®(x,O) = g{xK xźV, t=0 (2.3)

Tutaj przez Au oznaczamy tę część powierzchni A, na której zadana jest
temperatura, przez A* tę część powierzchni A, na której zadany jest prze-
pływ ciepła.

Drugi układ przyczyn i skutków spełnia równanie

? ) ( 2 . 4 )

z warunkami brzegowymi:

%'{x.t)=h'{x,t), x£Au, ?.O } =k'(x,t), x£A> (2.5)
on

oraz warunkami początkowymi:

®'(x,0)=f(x), &..&,o)=g>(x) (2.6)

W dalszych rozważaniach wygodniej będzie posłużyć się równaniami
(2.1) i (2.4), na których dokonano transformacji całkowych Laplace'a.
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Oznaczając przez

8 (Jp)-^[©(wIt)]=/e-«1*e(aJt)dt, it.d.
o

przedstawimy równania (2.1), (2.4), przy uwzględnieniu warunków po-
czątkowych (2.3) i (2.6) w postaci:

| ( ^ ) ń - g ń p 2 (2.7)

(3-p'ńp2 (2.8)

Pomnóżmy równanie (2.7) psnzez ©', równanie (2.8) przez 6. Odejmijmy
tak przemnożone równania od siebie, scałkujmy je po obszarze V ciała.
Stosując przekształcenie Greena, mamy:

— (7 + PP2) /(»'* — ®f)dV —p2 f[®'g-®g')dV (2.9)
V V

Dokonując odwrotnej transformacji Laplace'a na równaniu (2.9) oraz wy-
korzystując twierdzenie o splocie, otrzymamy następującą postać twier-
dzenia o wzajemności

o A

t

( V M — ' ) Q ( * , « ) — ®MQ'(z,t—t)]dV(*)+ (2.10)
o v

V

V

W przypadku ciała nieskończonego równanie (2.10) dozna znacznego
uproszczenia, gdyż przy założeniu, że źródła ciepła i warunki początkowe
odnoszą się do obszaru ograniczonego, znikają całki początkowe.

Rozpatrzmy przypadek szczególny, gdy w punkcie Ę; ciała nieskończo-
- > —y

nego działa źródło skupione i chwilowe Q = 5 (x — H) § (t), a w punk-
2 — Biuletyn WAT nr 11
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cie i\, źródło skupione i chwilowe Q' — 6 (x — r\) 5 (t). Z równania (2.10)
otrzymamy:

- > t - > -*•

0 V • 0 V

s k ą d : «'(Ut)-e(i,Xt) (2.1D
W przypadku szczególnym, gdy źródła ciepła i temperatur zmieniają

się w sposób harmoniczny w czasie, zatem gdy

0 (jc,t)=8* (z) e'M, Q' (x, t)=Q" (x) e'M

to relacja wzajemności przyjmie postać:

(2.12)
Ci

J I
§ 3. Zmodyfikowany potencjał opóźniony

Rozpatrzmy ciało nieskończone, w którym działają ośrodki Q (x, t)
rozmieszczone w obszarze ograniczonym V. Załóżmy dalej, że mamy do
czynienia z jednorodnymi warunkami początkowymi. Temperatura 0 speł-
nia równanie (2.1). Wyznaczymy ją z twierdzenia o wzajemności (2.10)

-> ->
przyjmując 0 ' = G (x, | , t), gdzie funkcja G spełnia równanie:

(a,M) = —i-S(x-e)8(t) (3.1)

i wyraża temperaturę wywołaną działaniem skupionego i chwilowego
—>

źródła ciepła w punkcie | . Zakładamy, że funkcja G spełnia jednorodne
warunki początkowe. Dokonując na (3.1) transformacji całkowej Lapla-
ce'a otrzymamy:

(x-l) (3.2)

Całką szczególną tego równania jest funkcja

] (3-3)

gdzie R = | a: — 11
Retransformata funkcji (3.3) ma postać [4]:
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+ 7~R e 2xf?5(t-RP) (3.4)
-> ->

Z twierdzenia o wzajemności (2.10) przy Q' = 5 {x—'£,) 5 (t);

0 = G(x,1,t); f=fif=f = fir'=O wynika

C ^ t 5 (3.5)
/
o- v

Stąd z uwagi na (3.4) znajdujemy:

i? (a:, 6) u v

Xi ^ V^=TRTpi -^-Hfc-Rfldrfr) (3.6)

W wyrażeniu (3.6) występuje argument opóźniony t — R3 (jR ^ t/|J),
przy cz'ym argument ten występuje w pierwszej całce bezpośrednio bez
sumowania po czasie. Mamy więc do czynienia tutaj z potencjałem opóź-
nionym.

Dla (3-> 0 z (3.3) otrzymujemy:

^ ( | / f ) (3.7)
Stąd:

G (X, i,t) = \ exp - £-- (3.8)

oraz na podstawie (3.4):

t -v

C f ^ ( x l ~ T ) exp ( - -R--\ dV(x) (3.9)
O V

co pokrywa się ze znanym wyrażeniem.z teorii klasycznego równania
przewodnictwa cieplnego.

Ze wzoru (2.10) wyznaczyć możemy również temperaturę 0 {x, t) wy-
—> ->

wołaną działanie warunków początkowych (2.3). Dla Q' = 5 (x — 2=)8 (t),

Q = 0, 0 ' = G (x, t, t), f = p' — 0 mamy:

0 (t t) - ^ J [J (x)+p2 x 9 (x)] G (x, ft) dV (x)+
v
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+P'* Jfg) dG{^'t] dV(x) (3.10)
v

gdzie funkcja G dana jest wzorem (3.4).
Zastosujemy teraz twierdzenie o wzajemności (2.10) do ciała ograni-

czonego powierzchnią A, przy założeniu, że warunki początkowe są jedno-
rodne, a na brzegu A zadane są warunki brzegowe (2.2). Jako drugi układ
przyczyn i skutków dobieramy sobie chwilowe i skupione źródło ciepła

-> ->
Q' = 5 (x—?) 8 (£), które wywołuje w ciele rozkład temperatury
9' = G (cc, §, t). Funkcja Greena spełniać powinna równanie różniczkowe:

z jednorodnym warunkiem początkowym oraz z jednorodnymi warunkami
brzegowymi:

G l r f fl = f l na >1 (/Łr (CC ,s,Ł7 _ - fo 19^

on
Równanie (2.10), w którym zakładamy: g = f = g' = /' s= 0, Q' =

= 5 (cc — | ) 5 (t), 0 ' = G (x, f, t) przyjmie postać;

© (£,t) = fdt f Q (cc,̂ ) G (x,$,t — T) dV (x) +
o v (3.13)

+ 1 1/ [/ G(x.t,t*)

Odpowiednio dobrana funkcja G zezwala nam uzyskać temperaturę
-• -+ ->

drogą całkowania. Zakładamy, że funkcje Q (x, x), x 6 V oraz (x, x),
•+ - > - »
cc 6 ^o, h. (cc, t), cc $ l̂u są funkcjami zadanymi.

->
Jeśli temperatura Q (x, t) zadana jest na całej powierzchni A, to:

© fit) = / a*J Q(x,*) G[x£t— i)dV Cc) +
o v (3.14)

o v

gdzie funłccja G {x, i, t) winna spełniać równanie (3.10) z jednorodnymi
warunkami początkowymi i jednorodnym warunkiem brzegowym:

G(x,l.t) = Q na A
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§ 4. Analogon twierdzenia Kirchhoffa

Rozważmy obszar wewnętrzny B+ o brzegu A, na którym zadane są
funkcje 0 i -r-. Pragniemy wyznaczyć funkcję 0 w punkcie £ $ B + wy-

dra
rażając ją przez całkę powierzchniową na A przy pomocy funkcji Greena

d©
G dla obszaru nieskończonego oraz funkcji 0, -— na A.

on
Zakładamy, że w obszarze B+ brak jest źródła ciepła (Q = 0) oraz

że warunki początkowe są jednorodne (f = g = f — g' = 0). Kładąc po-
nadto 0' = G (x, '=, t), Q' = 8 (a; — | ) 8 (t) do równania (2.9) mamy

_ > >
Przedstawmy G (x, H, p) ze wzoru (3.3) w postaci:

)\ (4.2)-

gdzie. F = -

W ten sposób wzór (4

4ft R

.1) przyjmie

_ [ | / e ~ R p p

ZJ L\R
A

r - R P P

4°
o - . / / 1

postać:

1 dn c

+ pF(x, 1 p)j

ln\R /J
(4.3)

4 « J l U / dn d n \ R
A

Wykonanie odwrotnej transformacji Laplace'a na równaniu (4.3) daje po
prostych przekształceniach:

(4.4)

4it
0 A

przy i € B+
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gdzie [4]:

oraz

' [ dn J dn

Pierwsza całka w wyrażeniu (3.4) ma postać analogiczną do całki
Kirchhoffa w klasycznym równaniu falowym [5], Dla — = 0 w lewej stro-
nie równania (2.1), zatem po opuszczeniu członu dyfuzyjnego w równaniu
(2.1) jest F = 0 i powstaje znana całka Kirchhoffa.

W przypadku szczególnym harmonicznie w czasie zmieniającego się
pola tmperatury, wzór (4.1) przechodzi na:

= * I \ l \dA(x),

Tutaj funkcja G* przyjmuje postać:

lub

(4.5)

(4.6)

(4.7)

Równanie (4.5) stanowi analogon do całki Helmholtza dla klasycznego
równania falowego. Zauważmy, że przy przesunięciu członu dyfuzyjnego
w równaniu (2.1), otrzymamy w (4.6) G* = -—s~-feXP (— lR P w)

§ 5. Druga postać twierdzenia o wzajemności

Rozpatrzmy równanie (2.7) przy założeniu jednorodnych warunków
początkowych. Jako drugi układ przyczyn i skutków przyjmiemy zjawisko
falowe opisane równaniem:

—»

Wykonajmy na (5.1) transformację całkową Laplace'a i załóżmy jed-
norodność warunków początkowych. Otrzymamy:
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(5.2)

Pomnóżmy równanie (2.7) przez 0', równanie (5.2) przez 0, odejmij-
my od siebie tak przemnożone równania i scałkujmy po obszarze ciała.
Stosując przekształcenie Greena, mamy:

^—®d-f)dA-£ ( W d V = - ^ ((Q®'-Q'V))dV (5-3)J dn dn! '/. J v. J
A v v

->• -*
Przyjmujmy teraz, że 0 ' = F (x, \, t), gdzie funkcja F spełnia równanie:

z jednorodnymi warukami początkowymi oraz z warunkami brzegowymi:
-> ->

-*• "* f>Flv i t)
F(a:,M) = 0 na A„, lr" ' ^ = 0 n a A , A = AU + A, (5.5)

Równanie (4.3) przyjmie postać:

dn J dn J

Wykonując odwrotną transformację Laplace'a, otrzymamy:
t -+ -*

^^^M^n (5.6)

gdzie:

0 A o Au

M(T,t)=-x fdt fF(a,1,t -T) a e ( ^ ' T ) dA ń -'/. f* f©(^T) a F ( ^ ' t : = ^ dA(x)+

Q(x,i:)F(acItłt
O V

Otrzymaliśmy równanie całkowe dla wyznaczenia funkcji 0 (b, t). W przy-
padku ciała nieskończonego odpadną występujące w wyrażeniu M ('§, t)
całki powierzchniowe, a funkcja F przyjmie postać:

(5.7)
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Dla przypadku harmonicznie w czasie zmieniającego się pola temperatury,
mamy:

®* (?) - M* (?) + i (o j V («) F* (x,t) dV (x) (5.8)
gdzie:

1/ Ao Au

Otrzymaliśmy tu równanie całkowe Fredholma dla wyznaczenia ampli-
tudy temperatury: 0*. Dla ciała nieskończonego w wyrażeniu M* (£) zni-
kają całki powierzchniowe, a F* = -—-—exp (—R$i<s>)

Przedstawiony wyżej zespół twierdzeń całkowych stanowi uogólnie-
nie klasycznych twierdzeń równania falowego i równania parabolicznego
przewodnictwa cieplnego na przypadek uogólnionego, falowego równania
przewodnictwa cieplnego.
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KpaTKoe

B pa6oTe AaioTCH ocHOBHwe xeopeMH o BsaHMiiocTH H p
TeopeMH /yJH odoómeiiiioro, BOJiHOBoro ypaBnenHH TenjionpoBO,n,HOCTH [1],

9 T H TeopeMH B KjiaccH«-iecKHx cjiyiaax nepexo^HT B H3BecTHbie iniTe-
rpajibHbie TeopeMH JJIH BOJiHOBoro ypaBiieHHH H j\j\n napafiojiwiecKoro ypao-

Synopsis

The fundamental theorems on reciprocity and integral theorems for
the generalized wave equation of heat conduction were presented in
this paper. These theorems in classical cases pass into the known integral
theorems for the wave and parabolic equations of the heat conduction.

24


