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TWIERDZENIE O WZAJEMNOSCI DLA RZECZYWISTYCH,
ANIZOTROPOWYCH PRZEWODNIKOW
W TERMO-MAGNETO-SPREZYSTOSCI

STRESZCZENIE

W pracy podano wywod twierdzenia o wzajemno$ci w magneto-termo-spreiy-
stoSci dla rzeczywistych, anizotropowych przewodnikéw przy uwzglednieniu efektow
termoelektrycznych. Praca stanowi rozszerzenie prac [1] i [2], gdzie analogiczne twier-
dzenia zostaly uzyskane dla izotropowych przewodnikéw idealnych i rzeczywistych.

Twierdzenie moze byé¢ wykorzystane do szeregu zagadnien praktycznych, jak
konstrukeja réwnan calkowych problemow brzegowych itp.
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W pracy [1] wyprowadzone zostalo twierdzenie o wzajemnosci
w termo-magnetosprezystosei cial izotropowych w przypadku doskonatej
przewodnos$ci elekfrycznej osrodka. W pracy [2] uzyskano analogiczne
twierdzenie dla przewodnikéw izotropowyeh o skonczonej przewodnosci
elektrycznej. W niniejszej pracy podamy rozszerzenie twierdzenia uzy-
skanego w [2] na przypadek cial anizotropowych.

§ 1. Réwnania wyjsciowe

Wyjdziemy z ukladu réwnan liniowej teorii termo-magneto-sprezy-
stosci dla o$rodkéw wolno poruszajgeych sie przy uwzglednieniu efektow
termoelektrycznych [3]. Relacje symetrii i dyskusja termodynamiczna dla
réownan wyjsciowych [3] podane sa w [4]. Bedziemy tutaj korzysta¢ z goto-
wych wnioskow pracy [4]. Podobnie jak w [2] wy]jdziemy z pelnego zli-
nearyzowanego ukladu réwnan termo-magneto-sprezystosci, odrzucajac
jedynie czlony o charakierze drugorzednym, co jest dopuszczalne, jezeli
przyjac; ze pj i €, nie roznig sie znacznie od jednosci.

Roéwnania termo-magneto-sprezystosci maja dla jednorodnego osrodka
anizotropowego postaé nastepujaca:

1. Rownania elektrodynamiki
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gdzie zgodnie z zaloZzeniem, ze wj, i sq bliskie jednosci postugiwaé sig
bedziemy przyblizonym wyrazeniem dla D;.
2. Réwnania sprezystosel
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3. Réwnanie przewodnictwa cieplnego
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Ozljacgenia przyjeto konwencjonalnie, analogicznie jak w [2], mifmo-
wicie: E, h sg zaburzonymi Bolami elektrycznymi i magnetycznymi; j jest
wektorem gestosci pradu; j, — wektorem gestosei pradu zewnetrznego;
Ejx, Wix — tensorami przenikalnosci elektrycznej i magnetycznej; Mix —
tensorem przewodnosci elektrycznej; T — temperaturg zaburzong o —
gestoscig osrodka; E;g,, — tensorem moduléw sprezystosci; o;. — tenso-
rem wspoOlezynnikéw liniowej rozszerzalnosci cieplnej; A;. — tensorem
okreglajgeym wplyw deformacji na pole temperatur; mjx — tensorem okre-
$lajacym wplyw gestosci wektora pradu na gesto$é strumienia cieply;
k;p — tensorem wspdlezynnikéw przewodnosei cieplnej; #;, — tensorem
wigzgcym gradient pola temperatury z pradem elektrycznym; X jest
wektorem zewnetrznego pola sil masowych; f — funkejg zewnetrznych
zrodet ciepla.

W réwnaniach (1.1) — (1.3) wspolezynniki 4;, oraz v, sg zalezne i zwia-
zane znanymi relacjami, wynikajacymi z klasycznych zwigzkéw termo-
dynamicznych (T, ¢ = Aix). Zwigzki symetrii dla wspolczynnikéw m;x,
Ziks Wik, Kk itd. oraz relacje pomiedzy nimi wynikajg z dyskusji drugiej
zasady termodynamiki i zwigzkéw Onsagera (podane zostaly w [4]).

Do rownan powyzszych, zapisanych dla rozwazanego osrodka, docho-
dza jeszecze, w przypadku osrodka ograniczonego, umieszczonego w prozni,
réwnania pola w proézni: )
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W przypadku osrodka ograniczonego zespol réwnan winien by¢ uzupel-
niony dodatkowo warunkami brzegowymi na powierzchni ograniczajgcej
A, gdzie zadane maja byé naprezenia lub przemieszczenia (wzglednie
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warunki mieszane), temperatura, badZz jej pochodne normalne oraz wa-
runki cigglosci pola. W dalszym ciagu poddamy uklad réwnan (1.1) —
(1.5) transformacji catkowej Laplace’a:

w(2,p) = 2 (u () = [ wlast) e-Ptdt  itd (1.5)
0

Przyjmowaé bedziemy przy tym jednorodne warunki poczatkowe oraz
zalozymy, ze wszelkie zrédla wzbudzajace ruch rozpoczynajg sie dla
t = 04.. Twierdzenie o wzajemnos$ci dyskutowaé bedziemy dla transfor-
mat catkowych.

§ 2. Twierdzenie 0 wzajemnoSci

Rozpatrzymy dwa uklady przyczyn i skutkéw. Jeden z ukladdéw be-
dziemy oznaczaé¢ ,,primami”, drugi bez ,priméw”’. Wyjdziemy najpierw
z tozsamosei (1.2) po poddaniu jej uprzednio transformacji Laplace’a.
Latwo znajdziemy zwigzek:
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Catkujgc (2.1) po obszarze B znajdujemy:
[ @usely — by eu av + [ £y — Ters)av (2.2)
B B

Majac na uwadze, ze o €;; = 0;; %; ; oraz wykorzystujac twierdzenie
o diwergencji, jak rowniez rownanie (1.2) zapisane w postaci:

_ 611+ Tijj—oii; 4+ X, =0, (2.3)
gdzie:
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jest tensorem Maxwella, znajdujemy:
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B A
+ [ (T ety — Ten) av = [ (Fus 6y— Tiyeus) av, (2.6)
B B

gdzie:
pi=(5; + Ty n;
Rownanie (2.5) mozna przeksztalci¢ do postaci:
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Z rownania przewodnictwa cieplnego z kolei znajdujemy:
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Korzystajgc z tozsamosci Greena oraz relacji (1.1) przeksztalcimy row-
nanie (2.8) do postaci:
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Podstawiajac dalej (2.9) do (2.7) obliczamy:
Top | [ (e iti—Xiou) v + [ (proi — pio) | 4 (2.10)
B A

_‘f‘ (FT'—§T)av -—j'(f’ T j—T T ) kisns dA--

B A

— e [ s — T o) av =< = T2 [ (o) iRl av
B B
przy czym skorzystaliémy ze znanej relacji termodynamicznej [4] T, «;; =
= A;;. Rozwazmy obecnie uklad réwnan (1.1). Zapiszemy odpowiednio
uklady ,,primowane” i ,nieprimowane” nastepujgco:

o 4 - e 4% - 1
Sikthige = o Jei -+ E e B = o Jai -+ . (47 i+ poix) Ex 4 (2.11.1)

- -
'c %k Tk

%‘_Ezﬂﬂi u X :BIJ.]k ==

p —_—
Eikt By = — 7 Wit Fuge



= 47 4r B, o 4= —
Eiret = J-»i‘|‘ —(4“'.'”\-. +pzi) Bie -} "E_? Tk \ U XBO)R: — = M T (2.11.2)
ik E;.J:= = i) Peire E:\
gdzie ¢;,y — pseudotensor jednostkowy.

W wyrazeniach (2.11) opuszezono zgodnie z zalozeniem o linearyzacji
czton u;0,. Mnozac pierwsze z rownan (2.11.1) skalarnie przez E’, za$§

drugie z réwnan (2.11.2) skalarnie przez hi odejmujgc stronami oraz
majac na uwadze znany wzor:
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otrzymujemy w rezultacie wyrazenie na div (E X E]

Postepujac analog:cznle Z pozosta?{a parg rownan (2.11) otrzymamy wyra-
zenie na div (EXh ).

Odejmujac stronami oba te wyrazenia znajdujemy po przeksztalceniach:

4‘; I_div (E'xﬁ)—div(ﬁxﬁ’]ls[iﬁ—jéﬁ') (2.13)

przy czym skorzystaliSmy z relacji symetrii dla tensora przenikalnosci
elektrycznej i magnetycznej €. (B) = €; (—B); wix (B) = w; (—B), ktore
wynikajg bezposrednio z dyskusji termodynamicznej (por. [4]). Majgc na
uwadze, ze zachodzg relacje:
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jak réwniez:
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mozemy przystapi¢ do sformulowania lgcznego relacji wzajemnosci. Za-
uwazmy jeszcze, ze w zwigzkach (2.15) skorzystaliSmy z relacji symetrii
Nik (B) = ki (—B) (por. [4]).



Faczae w dalszym ciggu (2.10) i (2.13) przy jednoczesnym uwzgled-
nieniu (2.15) i (2.16) otrzymamy:
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Wzor (2.17) mozna w dalszym ciggu przeksztalcié nastepujaco:
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oznacza pole w ulladzie spoczynkowym.

Rozpisujgc w dalszym ciagu ostatni czlon lewej strony réwnania
(2.19) otrzymamy ostatecznie, wykorzystujac (2.14):
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Wzér (2.20) stanowi ostatecznag postaé twierdzenia o wzajemnosei
magneto-termo-sprezystosei dla cial anizotropowych o skonczonej prze-
wodnosci elektryeznej. Jego fizyczna dyskusja jest analogiczna jak w [1]
i[2]. Wzor (2.20) przechodzi w przypadku cial izotropowych w odpowiedni

wzor (2.16) pracy [2], jezeli skorzystaé¢ dodatkowo z relacji (1.1) div jo=
= —0e.

Wzor (2.20) winien byé w przypadku ciala ograniczonego B uzupel-
niony odpowiednim wzorem dla proézni otaczajacej cialo B oraz warun-
kami brzegowymi — relacjami cigglosci pola. Rozwazania tutaj pozostajg
identyczne z przeprowadzonymi w [2], wiec pomijamy je odsylajac do [2].
Jezeli przejs¢é w (2.20) z B do obszaru nieograniczonego, odpadng calki
powierzchniowe. Jezeli abstrahowaé¢ od pola w prozni i zada¢ 3 skladowe
pola na B w postaci jawnej oraz jezeli z kolei przyjg¢ warunki brzegowe
w odpowiedni sposoéb jednorodne, wéwczas mozna réwniez doprowadzié
do znikania calek powierzchniowych.

Jezeli polozyé w (2.20) #;, = i = 0, otrzymamy twierdzenie o wza-
jemnosci w magneto-termo-sprezystosci bez elektow termoelektrycznych.
Jezeli dodatkowo przejsé z 1;. do nieskonczonosci i pominaé prady zew-
netrzne, wowczas olrzymamy twierdzenie o wzajemnosci dla idealnych
przewodnikow, przy czym jezeli przyjg¢ dodatkowo izotropie, otrzymamy
posta¢ twierdzenia uzyskang w [1]. Dla uzyskania bezposredniej — jaw-
nej postaci twierdzenia o wzajemnosci, nalezy jeszcze dokona¢ na row-
naniu (2.20) odwrotne]j transformacji Laplace’a.

Rozpiszemy przykladowo pierwszy czlon réwnania (2.20). Mamy:
t

Ty Jdvf [Xi (20, t —) E%@—X:(;,t )a ‘(‘”)]d e, (2.21)

podobnie jak w analogicznym wzorze pracy [2]:

Odnosnie mozliwosei wykorzystania twierdzenia o wzajemnosci,
w szczegblnoéei do konstrukeji réwnan calkowych probleméw brzego-
wych itp., pozostaja w mocy uwagi koncowe poczynione w [2].
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Kparkoe copepixanue

B pa6ore saerca 10Ka3aTe]ibCTBO TEOPEMBl B3AHMHOCTH B MACHETO-TEPMO-
YOPYLOCTH AJif PeasibHbIX, dHH30TPOIHBIX IMPOBOLHUKOB [IPH YYeTe TepMoaJie-
krpuueckux s@@ekros. PaGora cocrapaser pacupenue pa6or [1] u [2], rae
aHaJIOrHUHble TeopeMbl ObLIH IOJYUYEHBl JAJIs H30TPOIHBIX, HAEANbHBIX I pe-
aJIbHbIX [1POBOJHHKOB.

Teopema moxer GbITh HMCIOJb30BAHA JJI PsiAa MPAKTHUECKHX NPoGaeM,
KaK [MOCTPOCHUE HHTErpalibHLIX YPaBHEHUl KpaeBblX 3a/au | T.Io.

Summary

In this paper there was presented a prove of the reciprocity theorem
in magneto-thermo-elasticity for the real, anisotropic conductors with
"consideration of the thermoelectric effects. This paper is an extension of
works [1] and [2], where similar theorems were obtained for the isotropic
conductors, ideal and real ones.
The theorem may be used for a series of the practical problems, such
as construction of integral equations of boundary problems etc.



