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Z ZAGADNIEN STATECZNOSCI POWELOKI WALCOWE]

WITOLD NOWACKT (WARSZAWA)

1. Dana jest powloka walcowa o stalej krzywiznie na wszystkich
swych czterech brzegach podparta (rys. 1). Niech na powloke dziatajg sity
qx=0xh, gy=0yh, qxy=1xyh (h oznacza grubos¢ powloki) bedace funkcja-
mi zmiennych x i y, ale niezalezne od zmiennej z. Zakladamy, ze sity te
sg znane oraz ze =zostaly juz
uprzednio wyznaczone jako wy-
nik rozwiazania odpowiednie-
go zagadnienia membranowego
stanu naprezenia. Zadanie, ja-
kie sobie stawiamy, to podanie
Scistego rozwigzania zagadnien
stateczno$ci powloki walcowej
o stalej krzywiznie. Droga po-
stepowania bedzie nastepujaca:
rownania roézniczkowe zagad-
nienia zastagpimy réwnaniem
catkowym, a rozwigzanie tego
rownania doprowadzimy do nie-
skonczonego ukladu réwnan li- Rys. !
niowych jednorodnych.

Ugiecie powloki walcowej podane jest w technicznej teorii powlok
W. Z. Wilasowa, [1], (te teorie przyjmiemy za punkt wyjscia naszych
rozwigzan) nastepujacym ukladem réwnan rézniczkowych:

Ropa, JEW

i T P

1.1 ;
1 0%¢ Lo s 0% w 0°w 0*w
R e Rl ( F RS R

W réwnaniach tych w oznacza ugiecie powtloki, ¢ funkcje naprezenia,
N sztywno$é powloki na zginanie, E modul sprezystosci. Przyjety uktad
wspélrzednych oraz obcigzenie dziatajace na powloke przedstawiono
na rys. 1.
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Dzieki podstawieniu W. Z. Wtltasowa

Eh 0°F
:[741‘-‘: (}J:'R-a—';_'j!

sprowadzimy ukiad réwnan (1.1) do jednego réwnania rézniczkowego

. Eh 0'F 0*w 0*w 0" w
(12)  NVPF A+ s i = (da:“+qy02+2 vya;cay)

Rozwigzanie tego réwnania rézniczkowego przedstawi¢ mozemy w po-
staci catki

0w 0*w
(1.9 ff (05 + oo + 20 g rgy) 26 dn

Funkcja F (x,y; &, n) jest tu funkeja G r ee n a dla jednorodnego
réwnania roézniczkowego (1.2) w przypadku obcigZenia powloki silg sku-
piona P = 1, dzialajagca w punkcie (¢, %), a skierowana wzdtuz osi z.

Wykonujac na obu stronach zwiazku (1.3) operacje

0* ot
ph= ;c"'+26w20y2+0y

i zwazywszy, ze
PiF (x,y) = w(x,y), PIF (x,y; & n) = (x,y;6,n),

doprowadzimy réwnanie (1.3) do postaci

(14 wyf—ff e e

0% w (&, n)
+ 2 gy (&,7) ‘“3‘;‘3@”‘]‘15 d).

Stosujac przeksztalcenie G r e e n a na plaszezyZnie mozemy nadaé
réwnaniu (1.4) postaé

(1.5) w(:c,y)—f[(w%_%“@"g%) ( dgz“ é’”@ )]ds_

o 02 Q: aQn 6QM)
Jg.f (652 +26§6 dEd

Wprowadziliémy tu nastepujgce oznaczenia:

Qu=Wqr =1 (g¢cos® a + gy in® a + qensin 2a) =
= Q;cos®a -+ Qysin® a + Q¢ysin 2,
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= [ sin 2 |
Q ns=—1w l(qq— qs} __2_(1 + (i COS 2 (IJ =W(ns =

sm2a

= [lQ*} Qs) + ngj cos 2 a:l

W pierwszej calce obliczonej wzdiluz konturu powloki symbolem 0d/dn
oznaczamy pochodng w kierunku normalnej do brzegu, a 0/ds pochodna
wzdluz brzegu.

W ramach niniejszej pracy ograniczymy sie do rozpatrzenia statecz-
noSci powlok walcowych na brzegu podpartych swobodnie lub utwier-
dzonych zupelnie.

W obu przypadkach caltka krzywoliniowa w réwnaniu (1.5) jest réw-
na zeru, gdyz na brzegu zaréwno w, jak i w jest rowne zeru. Rownanie
(1.5) uprosci sie zatem do postaci

2 2N
(1.6) w(x,y)=—ffw(5.n)(aa§* ad?uzge%ﬁ)dédn,

albo tez do postaci

0*w J0*w
(L7 w(x,y)= jj f"?[‘lﬁ 0 &2 +q'?cl 2+ %’?656 +

dq: 0%
“(’as 98ty

=7

W, 0qe OW | 0Qqem OW
d—+?f__tf-+ on d$)+

q

7?

0% qe ﬁqj_ 0% gey
(662 I +2d§an) G5 dy.

Zagadnienie stateczno$ci powloki walcowej o brzegach podpartych
doprowadziliémy zatem do rozwiazania réwnania catkowego F r e d-
holma drugiego rodzaju [wzér (1.7)] o zlozonym i w najogélniejszym
przypadku obcigzen niesymetrycznym jadrze.

2, Powloka walcowa na brzegach swobodnie podparta. Wyznaczymy
przede wszystkim funkcje Green a w (x, y; & ») dla przypadku swo-
bodnego podparcia brzegéw powloki walcowej. Rozwiaza¢ nalezy row-
nanie rézniczkowe
(2.1) NP F+35o, F,i 1=1.

Tutaj p oznacza obciazenie powloki, ktére ogranicza sie do sily sku-
pionej P = 1 dzialajagcej w punkcie (&, 7).
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Zaktadajac, ze

— - : . naw mum
= Z Fu msin G,;.'R?Slnﬁm Y, an=——", ﬁm="-b'_:

n.m

co pozwala speini¢ wszelkie warunki brzegowe réwnania (2.1), oraz przed-
stawiajgc obcigzenie stanowigce sile skupiong szeregiem trygonometrycz-
nym

= 2 sin a, & sin B sin ay x sin iy,

n,m

uzyskamy rozwigzanie réwnania (2.1) w postaci

oo

4 sina; ésinfmny . ;
(2.2) F(x,y; &n) = “32 N(ai_';_ﬁ?n)‘_I'fza?lsman:csmﬂmy.

Wobec zaleznoéci ! F = w, znajdziemy
— 4 msinanssinﬁmn ' .
{2-3} W\x,ygf,'l?)=a—b“.;2m1 Tslnanxslnﬁmy,
gdzie

;
( f,-l"ﬁz)

Przyjmiemy dalej, ze rozwigzanie réwnania catkowego (1.7) daje sie
przedstawi¢ w postaci szeregu trygonometrycznego

An,m = N (GE ﬁ?") il

(2.4) w(x,y) = Z Ap sin a; x sin iy .
ik

Zalozenie to spelnia warunki brzegowe zagadnienia, a wspoélczynni-
ki Aux dobierzemy w ten sposéb, aby réwnanie calkowe (1.7) bylo spel-
nione.

Wstawiamy zatem wyrazenia (2.3) i (2.4) do réwania (1.7).

Po wykonaniu okreslonych catkowati oraz przegrupowaniu sum otrzy-
mamy nieskonczony uklad réwnan

=]

4
(25) A= _'M—'k 2 Anm Guim (3, k= 1: 2: Lot OD)'
Ron,m

Tutaj przy wprowadzeniu oznaczef

wCN=q"rEn  aED=d"tEn, g =q%sEn),
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oraz calek

a

Qpimie == f (&,m)sin a; & sin a, & sin ey sin fundédy,
brime = f t(§,m) sin a; & sin ay & sin ey sin By dé dy,

Cnimk = ff —— Sin a; & sin a, & sin Prensinfuydédn,
00

d
a
Y ort
d,.f,,,;,=f a—— sin a; &sin an & sin fryysin By dé dy,
00
a b
Cnimk == f £ a——sm a; Esinap Esinfensin fundédy
o0

a b
]‘mm=ff s(&,m) cos a; £ sin a, §cos frn sin fun dédn,
00
or : : ;
gnimk-_—-ff E?cosa;Esmﬁmsmaufsmﬁmﬂdédn,
00
F(as
inimn = | [ 0y c0s € sin fusin an £sin e dn,
00 ;

ab
. ot . ; :
_'hlimk:ff -—ansma:Ecosﬁm;rsmanfsmﬁmndédn,

ab

Knime = ff JESina & cos B sin a & sin fnndé dy,

wielko$¢ Guimr wyrazi sie nastepujacym zwigzkiem:
(26) Gnimk = q?} a? Qyimp, + qi?} ﬁ?x bm’mk_ qgjl Crime™ qg)} dufmk —2 Q'g(g Crime ™
—2 @ ﬁk Qg; :fn.r'mk_ 2 a; (qg]l Gnimk + qg;! iﬂimk) 2 ﬂk (ql'm juimk + q(g(:g km’mk)‘

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukiadu réwnan (2.5) przy jedno-
znacznym ustaleniu dwu z trzech parametréw qf, ¢ i qf) jest warun-
kiem wyboczenia powloki walcowej.

Warto zauwazyé, ze uklad réwnan (2.5) jest identyczny z ukladem
réwnan, jaki otrzymuje sie przy uzyciu metody energetycznej Ritz a-
Timoszenki przy zalozeniu, ze ugiecie plyty wyraza sig szere-
giem (2.4).
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5. Powloka walcowa o brzegach swobodnie podpartych lub utwierdzonych.
Rozwazmy powloke na wszystkich krawedziach swobodnie podparts, pod-
dang dzialaniu sil normalnych i stycznych  qx, gy, qvy oOraz momentami
zginajacymi

M@y)= D Misinfey,
k=1

dzialajagcymi na brzegu x =0. Ugiecie plyly przyjmie tu postac

a“
(3.1) w(xy= ff (qusﬁrq«ea vl

0% q
+2wd§d )dida;:-i—tbm(:n Y),

gdzie wy (x, ¥) jest ugieciem powloki wywolanym dzialaniem momentu
M (y) na brzegu x = 0 przy zalozeniu, ze q:=qy=qi=0.
Ugiecie to przyjmie postaé¢, [2],%)

2\ Meas . .
(3.2) wp (e, y) = — Z LR in ap x sin Bry.
a & A
Wstawiajge szeregi (2.4) i (3.2) do réwnania otrzymamy po wykona-
niu catkowan i uporzadkowaniu nastepujacy uklad réwnan:

o

2 M: i
A.fuu Gmmk + —

4
; Ap=
(3.3) * = ab A 5 a Am

(i,k=1,2,..,00).

Dobierzmy teraz funkcje M(y) w ten sposéb, aby mna brzegu x =0
spelniony byl warunek zupelnego utwierdzenia powtoki, to jest warunek

Jw (0, y)
Cdy

Dzieki szeregowi (2.4) warunek ten zapiszemy jako

(3.4) = 0.

D) A aisin fry=0.
ik

Poniewaz powyzsza suma ma byé rowna zeru dla dowolnego y, zatem
jako warunek utwierdzenia otrzymamy nastgpujaca sume

3.5 oy —

i=1

) Por. wzor (1.8) cytowanej pracy.
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Mnozae réwnanie (3.3) przez a; i sumujgc wzgledem i uzyskamy

4 Vo \ 2 N
'(3.6] ab Z zﬁ_ Z Anm Guime + E-Mk ——=0.
1,

a0 /= ik g m =1 A"k

Z ostatniego réwnania wyznaczamy M, i zamieniamy sumowanie
wzgledem i sumowaniem wzgledem r. Wstawiajac M, do ukladu réwnan
(3.3) otrzymamy po prostych przeksztalceniach nastepujaey uklad
réwnan:

Z Gnrmk
=l ﬁ]rk
(37) A.{k — ﬂ.bﬂgk ,}%‘ Arxm (Gm‘mk aj- 2 ‘IE )
r= d!’k

(3, k=1,2,..c0).

Przyréwnanie do zera wyznacznika powyzszego ukladu réwnan jest
warunkiem wyboczenia powloki zupelnie utwierdzonej na krawedzi x = 0
oraz swobodnie podpartej na pozostalych krawedziach.

Do uktadu réwnan (3.7) mozemy dojs¢ i na innej drodze. Przyjmijmy
réwnanie catkowe jednorodne jako punkt wyjscia naszych rozwazan:

Lo W i 000 — 0" qey
(3.8) w(w,y)-———ff (Q§ JE TG, T + “+2wdéaq dédy.
2

W réwnaniu tym w (x, y; & n) oznacza ugiecie powloki w punkcie
(x,y) wywolane dzialaniem sily skupionej P = 1 przylozonej w punkcie
(&, m), przy czym funkcja W winna byé tak dobrana, aby spelnione byly
warunki utwierdzenia zupelnego wzdtuz brzegu x = 0 i swobodnego pod-
parcia na brzegach x=a, y=10, y=>.

Funkcje w zapisaé nalezy w postaci

an & sin ﬁm

" sin a2 sin fu y -+
Anm

(3.9) w(x,yén= %Z

2 Z‘ Mm an Sin ﬂmf.-'

sin ap x sin fm y.
AJH‘H

n.m

Tutaj M,, jest wspotczynnikiem rozwinigcia na szereg Fouriera mo-
mentu utwierdzenia powloki wzdlug brzegu x = 0:

lﬂ_d (y) Z My sin B 1,"‘|

m=1

Arch. Mech. Stos. — 21
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Z warunku utwierdzenia zupelego powloki na brzegu znajdziemy

Zm arsin a, §
oy 2 =1 Arm
My = — B =

b
r=1 Arm

Wstawiajac powyzsza wartosé do wzoru (3.9) otrzymamy ostatecznie

(3.10)  w(x,y; &)=

oo

4 Sin fm | Arm
=— P sin gy sin Buy\sinan § —an=—=—5—|.
ab A"m

n,m

Podstawiajgc do réwnania calkowego (3.8) szereg (2.4) oraz funkcje
(3.10) uzyskamy po wykonaniu przepisanych catkowan uktad réwnan (3.7).
Wracajac do uktadu réwnan (3.3) i (3.6) zauwazmy, ze w przypadku gdy
Gumk = 0 dla ns£i, m=£k (a posiada wartos¢ skonczonag dla i = n,
m = k), mozemy z wymienionych réwnan wyeliminowa¢ wspo6tczynniki
Aii 1 doprowadzié uklady réwnan do nader prostej postaci
a’
_— =0 (o=1,2, .00,

(3.11)
e ._4 G i
ik ab fikh

I3

Latwo wykaza¢ zwazywszy na wzor (2.5), ze do postaci (3.11) dojdzie-
my tylko w tym przypadku, gdy r = const, t = const. Wtedy

4
ap Gt e = q o + g 6.

Dla przykladu rozpatrzmy dwa przypadki szczegblne ukladu réw-
nan (3.7).

(a) Niech na powloke dziala jedynie obciazenie g, = qf’ = const.
Wtedy

b b
Grime= q{m a?'a Gurme = q‘"} ECE& ’ n=it, m=k.
Uklad réwnan (3.7) przyjmie postaé
a6 aa
¢ g 2 g A
App =— A q'm = o (=1, 2;:;009):

=1 Ak
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Uktad ten zastapi¢ mozemy korzystajac ze wzoru (3.11) nastepuja-
cg suma, (21
a4

A T (k=1,2,..,00).

(b) Niech na powloke dzialaja sily styczne g, = qf) = const. W tym
przypadku znajdziemy

danf
_ — 0) n Pm

Guime = 2 a; ﬁk qéq;: frifulk 2a, ﬁ.‘c Q§ﬂ (ﬂ?'"_‘a?) _ﬁg' )

m e

jeéli n—1i, m+k jest nieparzyste, Gime = 0, jesli n=41i, m—+k jest pa-
rzyste.
Uktad réwnan (3.7) przyjmie zatem postac

= a?
\ 32 @; ﬁk qu? Qn ﬁm ] 1 r=1 m]
J13-1 2] Ayk —_— ab A‘k ,g Anm 5’2“ a.i A a? = a%
r=1 At

(i,k= 1,2,...,00).

Przedstawiony sposéb postepowania dla powtoki o jednym brzegu utwier-
dzonym rozszerzy¢ mozna na przypadki utwierdzenia zupelnego dwu,
trzech i czterech brzegéow powloki.

Rozpatrzmy najpierw przypadek utwierdzenia zupelnego dwu prze-
ciwleglych brzegéw, na przyklad brzegow x = 0, x = a. Oznaczamy przez

M(y) = Z My sin fry i M (y) = Z Mksmﬁgy
k=1 k=1

momenty utwierdzenia wywolane na brzegach x = 0, * = a powstaniem
w powloce sit wiekszych niz krytyczne.

Rownanie catkowe zagadnienia przyjmie tu postaé¢

(3.13) w(x,y)=

BT

a warunki brzegowe

dw(0,y) _ ow (a,y)

T ox 0, dx =0

(3.14)
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W réwnaniu (3.13) oznaczaja

2 VO Mpa; ,
Wy = — ——sin a; x sin fr ¥,
a ~ Ay
i=1
2 a,coszn :
Wy = —— ————sina; x sin fr y.

a Air

=1

Wstawiajae do réwnania (3.13) wyrazenie (2.4), (2.3), wy oraz wy
otrzymamy uklad réwnan

2 Aum Gnime + “—'_"{Mk a;— M.k a;jcos i 3’5)

ik g m

(3.15) A= _b_d

(i,k=1,2,..,00)

Biorgec pod uwage wyrazenia (2.4) zapiszmy warunki brzegowe (3.14)
w postaci

(3.16) N Awai=0, D Anaicosin=0.

i=1 i=1

Wstawiajac do wzoréw (3.16) wartosé Ak z ukladu rownan (3.15) otrzy-
mamy uklad réwnan

oo

4V a ( o? o alcos m)
Ann Ga My 3 —— Y=
ab:—l A”‘ n,m o Gt ! r21: A : a:—! A”‘

4 \acosinm \-
E'_; g Z Anm Grime +

n,m

(3.17)

]

cos im , v aicostim
2 (Mk2+— —M ) L — )=o

= ‘k i=1 ik

Eliminujge z roéwnan (3.17) wspotezynniki My, M: otrzymamy jeden uklad
réwnan. Przyréwnany do zera wyznacznik tego ukladu réwnan jest wa-
runkiem wyboczenia powloki.

W przypadku symetrii sit dzialajgecych na powloke w stosunku do
linii = a/2 (w rachube wchodza jedynie sily q. i gy przy q«y= 0) nalezy
przyjac¢ dla symetrycznej postaci wyboczenia My = M}, a dla antysyme-
trycznej postaci My =— M.

W przypadku szczegblnym g, = g oraz g, = =q) doprowadzi¢ moze-
my uklady réwnan (3.15) i (3. 1'?) do nader prostego zwigzku eliminujgc
z tych ukladéw wielkosei Au:
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a? (M — M, cos i @)

3.18 == 3)
( ) = di— (Q?} ﬂf ¥ qi?’ ﬁi)

=0 k=1,2,..., ),

Dla symetrycznej postaci wyboczenia powtoki przy Mz =M, warun-

kiem wyboczenia bedzie suma z parametrami

i=1,8,6.. A,«g-——(qﬂ'l +q(ﬂ]ﬁ2)

Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia uzyskamy przy M, =— M}

=0 (k=12,..,00)

324 _Am—(qm'auqm:ﬁi =0 (k=1,2,..,00).

Zajmijmy sie jeszcze przypadkiet zupelnego utwierdzenia powtoki
wzdluz krawedzi x = 0, y = 0. Roéwnanie calkowe problemu przyjmie
tu postaé

(319) wlxy) = —ff | 5s +---+zwgggw]asmm(x,m

+ wM'(I}y)l

ox ’ oy
Tutaj

wm=% Z % — sin a; x sin fr v,

_ ik
(3.20)
2 ' Mipe . .
wM.:-?Z FE sin a; x sin fr y.

i

=

Wstawiajae szeregi (2.4), (2.3) oraz (3.20) do réwnania catkowego (3.19)
uzyskamy po wykonaniu odpowiednich catkowan nastepujacy ukiad
rownan:

2 Mk aji
a A

M; B

2 Anm Gnmrk + A

um

(3.21) Ap=

+% (i, e =1,2, ..., 00).

b.{I

Z warunkéw brzegowych zadania, ktére ostatecznie sprowadzajg sie
do zwigzkéw

(3.22) j A ai=0, j Aik fr =0,

=l k=1
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uzyskamy dwa uklady réwnan

4 s i o = ﬁ O Miai
E 2-—— ZAnm Gm‘ﬂ!k+ MkZ T+T;—211 Al’k ZO,

= i gom

(_;.% j —ﬂi‘- ZMI Anm Guime ,g 2 Mi 2 jﬁt .

k=1 ik 5m

(,E=1,2,..,00).

W ogélnym przypadku nie udaje sie doprowadzié¢ ukladu réwnan
(3.21) i (3.23) do jednego ukladu réwnan. Udaje sie to jedynie w przy-
padku szczegélnym, gdy g,=gq{” oraz g,=q{% W tym przypadku jest
Gnime = (ab/4) (qf a} + ¥ ;) dla n=1, m=k.

Rowniez uktad (3.21) przyjmuje postaé

Ap= ; Mprai+ - M!ﬁk (# k=1,2,...,80),

gdzie
Dir = dir—(qf" a; + g\ B3).

Wstawiajac A do réownan (3.23) otrzymamy

v 4 b, VW Mia
Mﬂ;‘m-}-—a-ﬁk,% Dy =
(3, k=1,2, .., c0),
M Br , v B -
mz D A = M:Z DM——O,

k=1 k=1

Eliminujemy z powyzszych réwnahn My i ostatecznie otrzymamy

(3.24) Mi— ) MiKi=0 (k=1,2,...,00),
r=1

gdzie

K, — Bubr 1
At Er 4 FiDi Du’
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oraz

Przyréwnanie wyznacznika ukladu réwnan (3.24) do zera jest warunkiem
wyboczenia powloki.

4. Powloka walcowa wzmocniona zebrami. Rozpatrzmy powloke wal-
cowg na brzegach swobodnie podparts, poddang dzialaniu sit qx, gy 1 guy
oraz stezong zebrem umieszezonym réwnolegle do osi @ w odstepie y od
tej osi. Zakladamy, ze zebro umieszczone jest symetrycznie w stosunku
do powloki oraz Zze zebro ma bardzo malg sztywnoé¢ na skrecanie.

Ugiecie powloki stezonej zebrem, wywolane dzialaniem sily wickszej
niz krytyczna, przedstawimy niejednorodnym réwnaniem catkowym

W réwnaniu tym w, (:r, y) oznacza ugiecie powloki wywolane odporem

zebra na powloke. Odpér ten,p= ) p:sin a;x, dziala wzdluz prostej
=1

y =1, a ugiecie powloki wywolane nim wyniesie, [2],
2 S smﬁk‘y
(4.2) wp (x,y) = 2 ==L sin a; x sin fr Y.
ik

Wstawiajac szeregi (2.4), (2.3) i (4.2) do rownania (4.1) przeksztalcimy
to réwnanie na uktad réwnan liniowych

2 ;
(4.3) Ai.k= Z Anm Gnimk + —— pf 3 ﬂk Y (bk=12,., oo).

Al = Air
Ugiecie zebra wyraza réwnanie rézniczkowe

dw;g

d w
(4.4) =S dg-—n

Tutaj EI oznacza sztywno$¢ na zginanie zebra, A przekroj oraz g obcig-
zenie Sciskajace na ]ednostke przekroju zebra. Rozwiazanie réwnania
(4.4) przedstawimy w postaci szeregu trygonometrycznego

p;Sma,
(4.5) ="'2E1a‘, Agal’
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Poniewaz powloka i zebro doznaja wzdluz prostej y =1y wspdlnego
ugiecia, zatem
w(x, ) = wg ()
albo

isina; x
Z Apsingix sinfpry =— Z EI;(;‘ Aqaﬂ

Poniewaz powyzsza zalezno$¢ jest stuszna dla dowolnej wartosci x, zatem

Pi
(4.6) ZIAikSIHﬁky+EIa —dga =0

k=1

Wstawiajagc do ostatniego zwiazku A z réwnania (4.3), otrzymamy

sinfe¥ \- 2 \1sin® ey i ;
A "é; Aum Gaime + b 'P:g A ‘!‘EI a"}—Aqaf. 0

ot

4
) = ;

il

(i, k=1,2,..,00).

Eliminujae z réwnan (4.3) i (4.7) wspolczynnik p; uzyskamy uklad
réwnan

Gu mr sing, 7
2 atsingd
(4'8) Ay = W‘ 2 Anm (anmk — sin ﬁk Yy 2 sin? ﬁr 1 )

S dir Elafquaf
G, k=1,2, ..., 00).

Do powyzszego ukladu réwnan dojéé mozna i odmienna drogg. Jesli przez
w(x, y; & n) oznaczyé funkcje Greena dla powtoki swobodnie pod-
partej i wzmocnionej zebrem, to zagadnienie stateczno$ci sprowadzi sie
do rozwigzania jednorodnego réwnania catkowego

w 0°w — 0% qgy
(4-9) :ry) ff (Q§ dfﬂ +q1la o'i""'i‘zwaé.an)dfd"?'

Tutaj funkcja G reena przyjmie postaé

@10) Bz ¢ = abz sin a, 2 sin fn y Sinané(sinﬁmr,-—

n,m Anm
2" sin B, n sin B,y
r=1 nr v
sin ﬁmy = Sin® 6,3 i (5 R=1,2,..c0)

r=1 Aur Elai—Aqai
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Wstawiajac szeregi (2.4) i (4.10) do réwnania (4.9) otrzymujemy po wy-
konaniu okreS§lonych catkowan uklad réwnan (4.8).

Rozpatrzmy dwa zadania szczegélne.

(a) Niech na powtloke dziala jedynie obcigzenie quqé":'= const.
Wtedy

ab : ,ab :
Grimp == qé"‘ ol — 4 s Guimr = qé‘" i 4 . n=it, m=k.

Uklad réwnan (4.8) przyjmuje tu postaé

smﬁ,y
@sinpged 2 g, M
-(4.11) Ap=—— ) e
Ap— qf o] 2“' sin ﬁry_l_ i
& A Elat—qAa?

Uktad ten mozna doprowadzi¢ do innej postaci. Ze wzoru (4.3) otrzy-
mujemy
L2 _sinfey
Ap= b plem—a%qum’

a wstawiajac Ay do zwiazku (4.6) mamy, [2], (3], ?)

(=1

2 sin® fr Yy 1 . e '
(4.12) . ,; e °!+E1a}—Aqa3_° (=1,2,...,00).

(b) Niech dane bedzie obciazenie g = gf)) = const, g¢=gy=0. W tym
przypadku jest

____ 8anPmaife o
Grimn (ai—ﬂf) (ﬁ?u_'ﬂi) 2

dla n i, m -+ k nieparzystych, a Guime= 0 dla parzystych wartodci
n+i m+k.

Analogicznie znajdziemy

G :_ 8 anPm a; Br "]
nimr aﬂ_ C(‘,) (52 ﬁ‘l) Se}

dla n -+ i, m - r nieparzystych, a Gumr =0 dla parzystych wartosci
n—1i, m—+r. Wstawiajgc powyzsze wartoSci do ukladu réwnan (4.8)
otrzymamy

% Por. wzér (8.1.1) w pracy [3] oraz wzor (1.31) w pracy [2].
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0)
(4.13) A;,,——M e anﬁm)( B

ab A n,m (ﬁa _.ﬂ% )
S Brsinfry
2B —p)
—sin Yy — 2 surl—lﬁ,- yf (B 53}1 (i, le=1,2, ..;00)

A A EI at—qAa

Wréémy do ukladu réwnan (4.8) przyjmujac EI = co, A=o00. W tym
przypadku mamy do czynienia z niepodatnym, doskonale sztywnym ze-
brem. Przyréwnany do zera wyznacznik ukladu roéwnan (4.8) przy
El =00, A= 00 daje warunek wyhoczenia dwuprzestowej powloki wal-
cowej ze §rodkowg podpora w odlegloéci y=1y od osi a.

W przypadku szczegélnym rozkladu sit dziatajacych na powloke, sy-
metrycznego wzgledem osi y =b/2 i przy symetrycznej postaci wybo-
czenia powloki otrzymamy dla osi symetrii w=0 i 0w/dy=0. Mamy
zatem do czynienia z wyboczeniem powloki o bokach a i b/2 na brzegach
x=0, x=a, y=0 swobodnie podpartej, a wzdluz prostej y = b/2
utwierdzonej zupelnie,

Zauwazmy jeszcze, ze od przypadku powloki wzmocnionej Zzebrem
mozemy przejéé do przypadku powloki wzdluz prostej y= 0 utwierdzo-
nej. Przyjmujac w ukladzie réwnan (4.8) EI = co, A = oo przesuwamy
zebro ku podporze y = 0.

Dla matych warto$ci ¥ mozemy przyja¢ sinfpry — fxy. Uklad réow-
nan (4.8) przyjmie nastepujacag postaé:

]

4 % rg': ﬁ:r an":r .
(4.14} AHJ= Em “ Aﬂ"j (an‘,-m; “—'ﬁk § ﬁi ) (l, k= 1, 2, veey DO).

r=1 Air

Jest to wzér analogiczny do wzoru (3.7), ktéry wyprowadzilismy dla zu-
peinego utwierdzenia powloki na krawedzi © = 0. Przedstawione rozwa-
zania dotyczace jednego zebra dadzg sie rozszerzyé na przypadek wielu
zeber zaréwno podiuznych, jak i poprzecznych.

Celem naszych rozwazan byto przedstawienie rozwigzania §cistego
zagadnienia statecznos$ci powloki walcowej na brzegach swych swobod-
nie podpartej, utwierdzonej zupeinie lub tez wzmocnionej zebrami. Cel
ten zostal osiggniety przez doprowadzenie rozwigzania réwnania catko-
wego do nieskoriczonego ukiadu réwnan liniowych sekularnych. Wyniki
nasze s3 w calej rozcigglosci- stuszne réwniez dla plyt prostokatnych;
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przejScie od powloki do plyty otrzymamy przyjmujac w wyrazeniu Az
warto§é¢ A= Eh/R® réwng zeru (R — o).

W pracy niniejszej naszkicowaliSmy jedynie mozliwosé zastosowan
wyprowadzonych zwigzkéw na kilku prostych przyktadach, odktadajac
szersze zastosowanie do prac nastepnych.
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Peswome
HEKOTOPELIE BOTIPOCHI YCTOMYHBOCTH HMUIIHHAPHYECHOH [OBOJIOYHEH

B pabore npuBoguTesa TOYHOE pelleHMe BOIPOCA YCTONYMBOCTY LUIMH~
Lpnaeckoit 060JI09KHM KPYTOBOTO cedeHusd, cBOOOZHO OmepToit 1o KOHTYPY,
IIOJIHOCTRIO BALEMIEHHOM MIM NOJKpeILIeHHoi pebpamu kecrkoerH. Ora
ment Oblira focTMrHyTa IyTeM 3aMeHbl AuddpepeHIMaNbHBIX ypaBHEHMIT
samauy (1.1) SKEMBAJEHTHHIM MM MHTEIPAJBHBIM ypaBHeHueM P pe -
ronxsma BToporo poza, (1.6) u (1.7), u BDoCcHeACTBMY, NyTeM TIPUBRIE-
HUA 9TOTO ypaBHEHMsA K OECKOHEWHON CHMCTEeME CeKYMAPHBIX JIMHEeHHBIX
ypaBHEHUIL.

Bo Bropoit wactu paborel paccmarpuBaerca Haubosee MpocToil caydai
BBRIIYYMBAHMA, 4 MMEHHO BBIUIYYMBAHWE INMIMHAPHUECKOH 000J0YKH, CBO-
Goxuo omeptroit 1o Bcem kKpaam. [lomwsysacs dyuxkumenn Tpuua w (x, ¥
& n) n dopmynoir (2.3) u npuHMMas w (x, ) B BUAE JBOJHOTO TPUTO-
HOoMeTpuyeckoro psapa (2.4), cBopuTcs mHTerpajerHoe ypasHenme (1.7)
k BecxomeyHoil cucTeMe JMHENHBIX ypaBHeHMII. PaBeHCTBO HYJIIO JeTep-
MUHAHTA 9TOl CHCTEMBI ABIAETCA YCI0BKMEM HeycroiuuBocTy, Ciefyer 1moj-
YEepKHYTh, 4T0 MOJYyYeHHasd cycremMa ypaBHeHwit (2.5) TOXKAeCTBEHHA CH-
cTEME YpABHEHMI, IOJIydaeMoit IIPM MCIIONB30BaHUN BapualMOHHOIO Me-
Toma Purua-TUMOIMIEeHKY IPU HPEANONOKEHVHM, 4TO u3rub 060-
JIOUKM BheIpaxkaercsa gopmysoir (2.4).

B 7Tperbeit wactu paboTel paccMarTpusaioTcA 000J10¥KM C ceobopHO
ONepPTHIMI ¥ IIOJIHOCTBIO 3allleMJIEeHHBIMM Kpaamit, VICXOAHBIM ITyHKTOM
paccy:xneHmii ABJIAETCA HEOJHOPOJHOE WMHTErpasbHOe ypaBHeHMe (3.1),
B KOoTOpoM (QyHRUUA W (T, Y) YUMTEIBAGT BJIMAHNE MOMEHTA 3allleMile-
Hua obomouxky Ha xpae x = 0. Ilpurmumas, uro popma BEIIy4eHHO! 000-
 JouKky BeIpaXKeHa pagom (2.4), muHrTerpajybHOe ypasHeHue (3.1) cBozmTCA
K CcHucTeMe JIMHEHHBIX ypaBHeHuit (3.3), B KOTOPLIX BBICTYMAIOT HEH3BECT-
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uete koadpmunentsr Ay u Mg. CormacHo ycmosmio (3.4) Ha xparo x=0,
noJryvyaeTcss BTopasa cucrema ypaBHenmit (3.6), B KOTOPBIX Tak»e BBICTY-
naior Kospdunmenter A u M. DauvmuHMpys u3 obenx cucreM ypaBHe-
vt BemmuuHbl My, mosnydaerca OeckoHeuHas cucrema ypaBHeHuit (3.7).
PapeHCTBO HYJIIO NETePMMHAHTA 9TOM CHUCTEMEBI ABJAETCA YCJIOBMEM HeEy-
croitynBocTy 0Bosouky. K TAaKOMy 3Ke pELIEHMI0 TIPUBOJUT MCHIOJB30Ba-
HUE OJHOPOZHOI0 MHTerpaibHOoro ypaBHenusa (3.8), B xoropom GyHRUIMA
w (x, y; & u) nomobpana Takum 0Bpazom, YTO YIOBJIETBOPAET YCJIOBMIO
TIOJIHOTO 3alleMJyIeHus Ha kparo x=0.

IIpuBoxmTCA XO[ PacCy’KAEHMII B CIydae BRINy4YMBaHMA obosOYKM, 3a-
LIeMJIEHHOM Ha ZBYX MPOTHEOJENKALIMX, Jubo ABYX Npuiexkallnx Kpasx.

B uerseproit yacti paborsl paccmarpuBaeTcs BhITy4YMBaHMe 0B0J0YKH
¢ npojonbHbIM pebpom kecTkocT. B sTOoM caydae MCXOLHOM TOYKON AB-
JIAeTCA HEOJHOPOJHOE WMHTErpaJibHOe ypaBHeHMe (4.1), B KOTOpoM dJIEH
w, (r, y) obosHayaer u3rub, BHEI3BAHHBII cuiamyu BoO3ZeicTBuMA pebpa Ha
IJIacTUHKY B ceueHum y=y. IlogcraBnsas (2.4) u (4.2) B MHTerpansHoe
ypaBHeHue (4.1), mosydaercs GeckOHeYHas cyucTeMa ypaBHEHMI, B KOTO-
peix BeIcTynaioT KoadduimeHTsl A M p;. Bropaa cucrema JMHEHHBIX
ypaBHeHuit ¢ xoapduumenTamu Ay, ¥ p; MoJgydaerca M3 yeloBuA obmiero
nporunba obosouryu u pebpa B ceueruyu y=y [opmymna (4.7)]. Dammuuu-
pya uz (4.3) u (4.7) xoapduuMEHTEI p;, MOJyUAeTCA CHUCTEMa ypaBHEHMMA
(4.8). PaBeHCTBO HYJIIO [IeTEPMMHAHTA 9TOM CMUCTEMBI SBJISIETCA YCJIOBMEM
HeycroirumBoeru obosouky. K ToxKOeCcTBEHHON cucTeMe YPaBHEHMI INpu-
BOAMT peIlleHne OJHOPOLHOr0 MHTErpaJbHOro ypaBHeHmA (4.9), B KOTOpOM
dyskuma Tpuua w (v, y; & %) yuuTBIBAeT BIAMAHME TONKPEILTEHMS
obosoukn pebpom.

Bee pesyapraTel, nonydeHHble B paboTe, cripaBeiiMBBI TaKKe M JJIA
IPAMOYTOJILHOM IJTACTMHKM, IIPUYEM Jepexos orT 0B0JOYKM K NIacTMHKE
ToJIyyaercs, rnojlaras B BelpaxkeHun Ai 3HadeHue A = Eh/R?(mpu R — 00)
PaBHBLIM HYJIIO,

B pabore yxaseBaerca JMIIbp BO3MOXKHOCTL NpMMeHEHMA ODOLIEero pe-
IIeHNUS K HECKOJBKMM NPOCTHIM npymepam; 6Gosiee 1mmpoxoe IpyMMeHeHue
Bynmer cocTaBiATE TeMy AasbHeiiuux pabor.

Summary

SOME STABILITY PROBLEMS OF CYLINDRICAL SHELLS

An accurate solution of the stability problem of a cylindrical shell
simply supported or clamped along the edges, with or without ribs, is
obtained in this paper. This is done by replacing the differential equa-



Z zagadnien statecznodci powloki walcowej ' 723

tions of the problem, (1.1), by a Fredholm integral equation of the
second kind, (1.6) and (1.7), and by reducing this equation to an infinite
system of linear secular equations. In the second Article, the most simple
case of buckling of a cylindrical shell simply supported on all edges is
discussed, using G r e e n’s function w(x, y; 9, £ from Eq. (2.3).
Assuming w (x, y) in the form of a double trigonometric series, (2,4) the
integral equation (1.7) is also reduced to an infinite system of equations.
Setting its determinant equal to zero we obtain the buckling condition.
It should be observed that the system of equations (2.5) is identical with
that obtained by the Ritz-Timoshenko variational method
under the assumption that the deflection of the shell is expressed by
Eq. (2.4).

In the third Article, simply supported or clamped shells are discussed.
The starting point is the non-homogeneous integral equation, (3.1), in
which the function wy(x, y) represents the influence of the clamping
moment at the edge & = 0. Taking the mode of buckling as represented
by the series (2.4), we reduce the integral equation (3.1) to the system of
linear equations (3.3) with unknown coefficients A4;;, and M. From the
boundary condition (3.4) for the edge = = 0, we obtain another system
of equations, (3.6), involving the same coefficients Ay and M;. Eliminat-
ing from these systems the coefficients M, we obtain the infinite system
of equations (3.7). Setting the determinant of this system equal to zero,
we obtain the buckling condition of the shell. An identical solution can
be obtained using the homogeneous integral equation (3.8) in which the
function w(x,y; &%) is chosen to satisfy the clamping condition at the
edge x = 0.

Finally, the procedure in the case of buckling of a shell clamped along
two opposite or adjacent edges is described.

In the fourth Article, the case of buckling of a plate with a longitu-
dinal rib is discussed. The starting point is the non-homogeneous integral
equation (4.1) in which the term w, (x, y) denotes the deflection caused
by the force between the plate and the rib in the cross-section y = y.
Substituting (2.4) and (4.2) in the integral equation (4.1), we obtain an
infinite system of equations, in which the coefficients A;. and p; appear.
Another system of linear equations involving the coefficients A:x and p;
may be obtained from the condition of identical deflection of the shell
and the rib in the cross-section y =9, [Eq. (4.7)]. Eliminating from (4.3)
and (4.7) the coefficients p;, we obtain the system of equations (4.8). Set-
ting the determinant of this system equal to zero, we obtain the buckling
condition of the shell. An identical system of equations may be obtained
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by solving the homogeneous integral equation (4.9), in which the influence
of the rib is taken into account in G r e en's function w(x,y; & n).

All results obtained are also valid for rectangular plates. The transi-
tion from a shell to a plate in the expression for 4u is done by putting
A=Eh/R? equal to zero for R — co.

The author’s intention is to indicate the possibilities of application.
of the general solution to some simple cases, the broader application will
be dealt with in further papers.
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