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Z ZAGADNIEŃ STATECZNOŚCI POWŁOKI WALCOWEJ

W I T O L D N O W A O K I (WARSZAWA)

1. Dana jest powłoka walcowa o stałej krzywiźnie na wszystkich
swych czterech brzegach podparta (rys. 1). Niech na powłokę działają siły
qx=oxh, qy=oyh, qxy

:=rXyh(h oznacza grubość powłoki) będące funkcja-
mi zmiennych x i y, ale niezależne od zmiennej z. Zakładamy, że siły te
są znane oraz że zostały już
uprzednio wyznaczone jako wy-
nik rozwiązania odpowiednie-
go zagadnienia membranowego
stanu naprężenia. Zadanie, ja-
kie sobie .stawiamy, to podanie
ścisłego rozwiązania zagadnień
stateczności powłoki walcowej
o stałej krzywiźnie. Droga po-
stępowania będzie następująca:
równania różniczkowe zagad-
nienia zastąpimy równaniem
całkowym, a rozwiązanie tego
równania doprowadzimy do nie-
skończonego układu równań li- Rys. !
niowych jednorodnych.

Ugięcie powłoki walcowej podane jest w technicznej teorii powłok
W. Z. W ł a s o w a, tli, (tę teorię przyjmiemy za punkt wyjścia naszych
rozwiązań) następującym układem równań różniczkowych:

(1.1)

A,
Eh1

R Ox2

d2w d2w
d y2 dx dy

W równaniach tych w oznacza ugięcie powłoki, cp funkcję naprężenia,
N sztywność powłoki na zginanie, E moduł sprężystości. Przyjęty układ
współrzędnych oraz obciążenie działające na powłokę przedstawiono
na rys. 1.
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Dzięki podstawieniu W. Z. W ł a s o w a
Ehd2F

sprowadzimy układ równań (1.1) do jednego równania różniczkowego

Rozwiązanie tego równania różniczkowego przedstawić możemy w po-
staci całki

,1.3) ^ -

Funkcja F (x,y; f, rj) jest tu funkcją G r e e n a dla jednorodnego
równania różniczkowego (1.2) w przypadku obciążenia powłoki siłą sku-
pioną P = 1, działającą w punkcie (f, t]), .a skierowaną wzdłuż osi z.

Wykonując na obu stronach związku (1.3) operację

" a „<i ~r ^ 3 „o ^ ..2 "rdx2dy2 rdyi

i zważywszy, że

F4 F (cc, y) = to (x, y), F4 F(x, y;S,rj) = w(x,y;J, rj),

doprowadzimy równanie (1.3) do postaci

(1.4) W (x, y) - - JJJS (x, y;i,v) [ q e (f,,) Ł ^

Stosując przekształcenie G r e e n a na płaszczyźnie możemy nadać
równaniu (1.4) postać

Wprowadziliśmy tu następujące oznaczenia:

Qn = wqn = w (q| cos2 a + qv sin2 a + q^v sin 2 a) =

= Q| cos2 a + Q^ sin2 a + Qi^.sin 2 a,
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;= — \ , \ sin 2 a , „ _
Q n,s = — w\ [qv — q|) — 1- q ^ cos 2 a = w q,,,s =

= - \(Qv - Qfi) ^ ^ + Qtv cos 2 a ] .
L l J

W pierwszej całce obliczonej wzdłuż konturu powłoki symbolem d/dn
oznaczamy pochodną w kierunku normalnej do brzegu, a d/ds pochodną
wzdłuż brzegu.

W ramach niniejszej pracy ograniczymy się do rozpatrzenia statecz-
ności powłok walcowych na brzegu podpartych swobodnie lub utwier-
dzonych zupełnie. . . .

W obu przypadkach całka krzywoliniowa w równaniu (1.5) jest rów-
na zeru, gdyż na brzegu zarówno w, jak i tu jest równe zeru. Równanie
(1.5) uprości się zatem do postaci

(1.6) w{Xiy) = -f
u

albo też do postaci

„„, . . r r lt .r
(1.7) w (x, y) = — I J w (£,ti)

a

\\ d f di + dr, d n ^ d£ dr, + dr,

jldldjj.

Zagadnienie stateczności powłoki walcowej o brzegach podpartych
doprowadziliśmy zatem do rozwiązania równania całkowego F r e d-
h o 1 m a drugiego rodzaju [wzór (1.7)] o złożonym i w najogólniejszym
przypadku obciążeń niesymetrycznym jądrze.

2. Powłoka walcowa na brzegach swobodnie podparta. Wyznaczymy
przede wszystkim funkcję G r e e n a w (x, y; f, rj) dla przypadku swo-
bodnego podparcia brzegów powłoki walcowej. Rozwiązać należy rów-
nanie różniczkowe

8 - , C 4 F _ _ E h

Tutaj p oznacza obciążenie powłoki, które ogranicza się do siły sku-
pionej P — 1 działającej w punkcie (£, ij).
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Zakładając, że

F — 2J Fn, m sin ct« x sin (im y,
n, ni

co pozwala spełnić wszelkie warunki brzegowe równania (2.1), oraz przed-
stawiając obciążenie stanowiące siłę skupioną szeregiem trygonometrycz-
nym

s i n a " ^ s i n P"m * ? s i n a " ^ s i n

uzyskamy rozwiązanie równania (2.1) w postaci

, —. t. , 4 V1 sin««^ sin Bmri
(2.2) F (z, y; £, i?) = -£ 2 "w fa

8 + fl8 )4 +
u n,m " l u« T r « ' '

Wobec zależności p 4 F = u;, znajdziemy

(2.3) to (x, y; I, ri) = -\ X "" "" \ ^ sin a„ x sin ^ y,
u u « , m în,m •

gdzie

Przyjmiemy dalej, że rozwiązanie równania całkowego (1.7) daje się
przedstawić w postaci szeregu trygonometrycznego

(2-4) u; (cc, y)= £ Aik s i n ai x s i n P" y-

Założenie to spełnia warunki brzegowe zagadnienia, a współczynni-
ki Aik dobierzemy w ten sposób, aby równanie całkowe .(1.7) było speł-
nione.

Wstawiamy zatem wyrażenia (2.3) i (2.4) do rówania (1.7).
Po wykonaniu określonych całkowań oraz przegrupowaniu sum otrzy-

mamy nieskończony układ równań
co

(2-5) Alk — -^-^ 2 Anm Gntmk (i, k = 1,2, ..., oo).

Tutaj przy wprowadzeniu oznaczeń

i f ) , qiv (I, tj) = q<0^ s (f, n),
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oraz całek
a b

dntmk = J ] r($,rj) sin a, I sin a„ I sin /S* v\ sin(3mrjdi;dri,
o o

a h
r r

Onimk = J J t(i,rj) sin a, I sin a„ | sin/S* łj sin fimrjdi drj,
o o

= J J -TTa s i n «' f sin an | sin/3fc ry sin (3,„ i]didrj,

== J J -^—j sin a,-1 sin a;, | sin /5ft ł? sin /3m rjd£ dr\,
oo O r ?

r r ć" s
nimk = I I J f. -v sin a,-1 s m an i sin p* r\ sin Bmridi d-n

oo u C url
a h

''nimk — J j s($,rj) cos a,-1 sin a„ £cos 0* T] sin j8m »j d l d^,
o o

a b

Inimk = ) ] 3— cos a/1 sin ^A JJ s in a« I sin /Sm rj d£ dr\,
o o "V

a b .
r r ć s h= J J jp- cos a/1 sin /S* ^ sin a« I sin /Sm r\d!;dr),

a b

r r ot
= 3-sinoti !cospfc?7sina,, f sin|Smłid!d«,

Ci Y)

oo wr/

kn/m/e = J J 3-t sin a/1 cos 0* łj sin an I sin pmrjd^drj,
oo " ^

wielkość Gn/m/; wyrazi się następującym związkiem:

(o a) r j — n (0) „2 „ i „(0) /}2 j , n(0| r rr(°)rf 9nl°)p
^ . o ; ^nimk — y | " i unimk^ % Pkunimk ^i Lnimk % unimk *<iin

Kni,nk

— 2a B am f — 2 a (a(0) o • ,. + oi0) i • J — 2/3, (ol0) i ,. + a!0' k , ,)

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (2.5) przy jedno-
znacznym ustaleniu dwu z trzech parametrów q(

ś
0), q̂ 0) i q|J| jest warun-

kiem wyboczenia powłoki walcowej.
Warto zauważyć, że układ równań (2.5) jest identyczny z układem

równań, jaki otrzymuje się przy użyciu metody energetycznej R i t z a-
T i m o s z e n k i przy założeniu, że ugięcie płyty wyraża się szere-
giem (2.4).
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3. Powłoka wnlcowa o brzegach swobodnie podpartych lub utwierdzonych.
Rozważmy powłokę na wszystkich krawędziach swobodnie podpartą, pod-
daną działaniu sił normalnych i stycznych ,.qx, qy, ąxy oraz momentami
zginającymi

M(y)= ^ Mftsin/Sfty,

działającymi na brzegu x = 0. Ugięcie płyty przyjmie tu postać

/ * • / v C C / d*w i d2 w .
(3.1) w(x,y) = — j I «J I q$-y^ + ąn -j^ H h

+ 2 m d g ^ J d f d 7] + î yw (a, y),

gdzie WM {OC, y) jest ugięciem powłoki wywołanym działaniem momentu
M (y) na brzegu x = 0 przy założeniu, że q$ = qn = q^n = 0.

Ugięcie to przyjmie postać, [2],1)

(3.2) WM [X, y) = — 2J ~~A~ s i n a'x s i n I8* V>
a iU Aik

Wstawiając szeregi (2.4) i (3.2) do równania otrzymamy po wykona-
niu całkowań i uporządkowaniu następujący układ równań:

(3.3) Aik == -i A /, Anm(~xnimk~\ ~j (i,/C = 1, 2, •.., OO).
Cl O LA ik .. ... Cl t\ik

Dobierzmy teraz funkcję M(y) w ten sposób, afoy na brzegu x = 0
spełniony był warunek zupełnego utwierdzenia powłoki, to jest warunek

(3.4)
u y

Dzięki szeregowi (2.4) warunek ten zapiszemy jako

i sin /S/e y = 0.
i.i

Ponieważ powyższa suma ma być równa zeru dla dowolnego y, zatem
jako warunek utwierdzenia otrzymamy następującą sumę

(3.5)

Por. wzór (1.8) cytowanej pracy.
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Mnożąc równanie (3.3) przez a« i sumując względem i uzyskamy

Z ostatniego równania wyznaczamy Mk i zamieniamy sumowanie
względem i sumowaniem względem r. Wstawiając Mk do układu równań
(3.3) otrzymamy po prostych przekształceniach następujący układ
równań:

ZJ ~~4— {Jnrtnk
ton\ A \ A \ r r = l &rh

(i,k=l,2,...OD)..

Przyrównanie do zera wyznacznika powyższego układu równań jest
warunkiem wyboczenia powłoki zupełnie utwierdzonej na krawędzi x = 0
oraz swobodnie podpartej na pozostałych krawędziach.

Do układu równań (3.7) możemy dojść i na innej drodze. Przyjmijmy
równanie całkowe jednorodne jako punkt wyjścia naszych rozważań:

(3.8) w ( * , ! / ) = -

W równaniu tym w (x, y; £, rj) oznacza ugięcie powłoki w punkcie
{x, y) wywołane działaniem siły skupionej P = 1 przyłożonej w punkcie
(C, rj), przy czym funkcja w winna być tak dobrana, aby spełnione były
warunki utwierdzenia zupełnego wzdłuż brzegu x = 0 i swobodnego pod-
parcia na brzegach x — a, y = Q, y = b.

Funkcję w zapisać należy w postaci

—, , 4 V"1 sin an i sin 8mri . . o .
(3.9) w (X, V, f,»») = ^ Z A s i n a" x s i p ^ y +

Jnm

Mm an sin /3,„

T u t a j M„, j e s t w s p ó ł c z y n n i k i e m rozwinięcia n a szereg F o u r i e r a m o -
m e n t u u t w i e r d z e n i a powłoki wzdług brzegu x = 0:

M ( y ) = ^ M m sin 0 , „ y .
L m = l '

Arch. Mech. Stos. — 21
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Z warunku utwierdzenia zupełnego powłoki na brzegu znajdziemy

r-—\ linn
Min — ; ~ ó

rU Ar/n

Wstawiając powyższą wartość do wzoru (3.9) otrzymamy ostatecznie

(3.10) w (x, y; f, rj) =
y ar sin ar £

sin^mf] . . / . t r r i zlrm] . .
s i n a"x s i n i

r=l

Podstawiając do równania całkowego (3.8) szereg (2.4) oraz funkcję
(3.10) uzyskamy po wykonaniu przepisanych całkowań układ równań (3.7).

Wracając do układu równań (3.3) i (3.6) zauważmy, że w przypadku gdy
Gnimk ~ 0 dla n^=i, m=£k (a posiada wartość skończoną dla i — n,
m = k), możemy z wymienionych równań wyeliminować współczynniki

i doprowadzić układy równań do nader prostej postaci

(3.11) f; ^ = 0

ab

1 = 1 A ot

Łatwo wykazać zważywszy na wzór (2.5), że do postaci (3.11) dojdzie-
my tylko w tym przypadku, gdy r = const, t — const. Wtedy

Dla przykładu rozpatrzmy dwa przypadki szczególne układu rów-
nań (3.7).

(a) Niech na powłokę działa jedynie obciążenie q. = qt0) = const.
Wtedy

_ (0, „ab ,„, „ab .
Gntmk=qf>a!—, Gnrmk** ąf a*-£, n = i, m = k.

Układ równań (3.7) przyjmie postać

<rf Mir*
A Ark
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Układ ten zastąpić możemy korzystając ze wzoru (3.11) następują-
cą sumą, [21:

r _ „2n(ó)~° (fc=l,2,...,oo).
1=1 Li'it / " £

(b) Niech na powłokę działają siły styczne q. == q'°> = const. W tym
przypadku znajdziemy

/™i ty o rt(0) x o p «{0) ^JJ-n Pftt
urnimli " ai Pk^Ht/Jni/nli óaiPh%n (fl2 a2)V«2 ~7gf)'

jeśli n ± i , m±fc jest nieparzyste, Gnimk = 0, jeśli n + i, m±Jc jest pa-
rzyste.

Układ równań (3.7) przyjmie zatem postać

[
rśi Zlrtt

Przedstawiony sposób postępowania dla powłoki o jednym brzegu utwier-
dzonym rozszerzyć można na przypadki utwierdzenia zupełnego dwu,
trzech i czterech brzegów powłoki.

Rozpatrzmy najpierw, przypadek utwierdzenia zupełnego dwu prze-
ciwległych brzegów, na przykład brzegów x = O, x = a. Oznaczamy przez

M{y)= Y Mk sin fa y i W (y) = ^ MV sin /S» y,

momenty utwierdzenia wywołane na brzegach x = O, x — a powstaniem
w powłoce sił większych niż krytyczne.

Równanie całkowe zagadnienia przyjmie tu postać

(3.13) w(x,y) =

U^jZ-+•••+2^jfdi]didv+WM {X' V)+WM> (x> y)>

a

a warunki brzegowe

„ . . , ; dw(O,y)_ dw{a,y)
( 3 1 4 ) —fc ° —fcT
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W równaniu (3.13) oznaczają
DO

2 VI MftO; . . .
WM — — ' > — - — sm ai x sm (ik y,a £rf A,k

CUT

2 V1 M/t a,- cos i n . . n

WM' = — -~- /, -. sin a/x sin/?* y.

Wstawiając do równania (3.13) wyrażenie (2.4), (2.3), wM oraz wM

otrzymamy układ równań

(3.15) Aik= —x~r- A A'»n Gnimk + —7- (M/e at — M\ ai cos i n)
abAik,— a/lik

(i, fc= 1, 2, ...,oo).

Biorąc pod uwagę wyrażenia (2.4) zapiszmy warunki brzegowe (3.14)
w postaci

•

(3.16) J v Aik a,- = 0, ^ A l k ai cos i 7i = 0.

Wstawiając do wzorów (3.16) wartość A/k z układu równań (3.15) otrzy-
mamy układ równań

(3.17)

ai cos i n

Eliminując z równań (3.17) współczynniki Mt, M* otrzymamy jeden układ
równań. Przyrównany do zera wyznacznik tego układu równań jest wa-
runkiem wyboczenia powłoki.

W przypadku symetrii sił działających na powłokę w stosunku do
linii x = a/2 (w rachubę wchodzą jedynie siły qx i qy przy qxy= 0) należy
przyjąć dla symetrycznej postaci wyboczenia Mk —M'k, a dla antysyme-
trycznej postaci Mk = — M'k.

W przypadku szczególnym q? = q|0) oraz qn = q̂ > doprowadzić może-
my układy równań (3.15) i (3.17) do nader prostego związku eliminując
z tych układów wielkości Aik'-
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ctf (Mk — M'k cos i n)

Dla symetrycznej postaci wyboczenia powłoki przy Mh=M'k warun-
kiem wyboczenia będzie suma z parametrami

Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia uzyskamy przy Mk = — M'k

2-1 Ąt. (Q(0) Q 2 _|_ ^(0) o2\ ~ " (fC = 1, 2,.. ., OO).

Zajmijmy się jeszcze przypadkiem zupełnego utwierdzenia powłoki
wzdłuż krawędzi x — 0, y = 0. Równanie całkowe problemu przyjmie
tu postać

f\ 1 Q1 iiW-y ii^

j j L 1 7 * " " " " I J
+ ujjn'(x,y),

d tu (0, y) » <) tu (x, 0)
a"x ~~ ' "~5y

Tutaj

(3.20)

2 V"i iuk ui

— / . —.-— sm a/ x sin ps y,

2 v> M ^ f t • o
= -7-^7, —j 1 —- sm g; x sm p/k y.

Wstawiając szeregi (2.4), <2.3) oraz (3.20) do równania całkowego (3.19)
uzyskamy po wykonaniu odpowiednich całkowań następujący układ
równań:

(3.21) A-ft

Z warunków brzegowych zadania, które ostatecznie sprowadzają się
do związków

(3.22)
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uzyskamy dwa układy równań

(3.23)

»mG"'mk+

b

s 2a,-

(ł,* —l,2,... foo).

W ogólnym przypadku nie udaje się doprowadzić układu równań
(3.21) i (3.23) do jednego układu równań. Udaje się to jedynie w przy-
padku szczególnym, gdy q^ = q|0) oraz qn — q^\ W tym przypadku jest
G„imk = (ab/4) (qj?) af + q̂ 0) j^) dla n = i, m = fc.

Również układ (3.21) przyjmuje postać

gdzie

Wstawiając A,-* do równań (3.23) otrzymamy

Eliminujemy z powyższych równań MM i ostatecznie otrzymamy

(3.24)

gdzie

K _
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oraz

Przyrównanie wyznacznika układu równań (3.24) do zera jest warunkiem
wyboczenia powłoki.

i. Powłoka walcowa wzmocniona żebrami. Rozpatrzmy powłokę wal-
cową na brzegach swobodnie podpartą, poddaną działaniu sił qx, qy i qxy

oraz stężoną żebrem umieszczonym równolegle do osi x w odstępie y od
tej osi. Zakładamy, że żebro umieszczone jest symetrycznie w stosunku
do powłoki oraz że żebro ma bardzo małą sztywność na skręcanie.

Ugięcie powłoki stężonej żebrem, wywołane działaniem siły większej
niż krytyczna, przedstawimy niejednorodnym równaniem całkowym

(4.1) w(x,y)=>

W równaniu tym wp (cc, y) oznacza ugięcie powłoki wywołane odporem

żebra na powłokę. Odpór ten, p = j£ p/ sin ai x, działa wzdłuż prostej

y = j7, a ugięcie powłoki wywołane nim wyniesie, [2],

(4.2) W p { X ) y ) ^ ^ ^

Wstawiając szeregi (2.4), (2.3) i (4.2) do równania (4.1) przekształcimy
to równanie na układ równań liniowych

(4.3) A * = - ± - j j Anm Gnimh + ^ ^ (i, k = 1,2,..., co).

Ugięcie żebra wyraża równanie różniczkowe

(4.4) E

Tutaj El oznacza .sztywność na zginanie żebra, A .przekrój oraz q obcią-
żenie ściskające na jednostkę przekroju żebra. Rozwiązanie równania
(4.4) przedstawimy w postaci szeregu trygonometrycznego

Vi sin m x
(4.5)
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Ponieważ powłoka i żebro doznają wzdłuż prostej y = y wspólnego
ugięcia, zatem

w {x, y) = wn (x)
albo

p,- sin at x
Z EIa*_Aqa2-

vi
2 A^inatxsmfcy^-

Ponieważ powyższa zależność jest słuszna dla dowolnej "wartości x, zatem

(4.6) '

Wstawiając do ostatniego związku A« z równania (4.3), otrzymamy

(ł,fc —il2,...,oo).

Eliminując z równań (4.3) i (4.7) współczynnik p, uzyskamy układ
równań

(4-8) 7
Air ^Ela)— Aqaj

Do powyższego układu równań dojść można i odmienną drogą. Jeśli przez
to (a;, y; f,»;) oznaczyć funkcję G r e e n a dla powłoki swobodnie pod-
partej i wzmocnionej żebrem, to zagadnienie stateczności sprowadzi się
do rozwiązania jednorodnego równania całkowego

(4.9) yj
Q

Tutaj funkcja G r e e n a przyjmie postać

(4.10)
n,m



Z zagadnień stateczności powłoki walcowej 719

Wstawiając szeregi (2.4) i (4.10) do równania (4.9) otrzymujemy po wy-
konaniu określonych całkowań układ równań (4.8).

Rozpatrzmy dwa zadania szczególne.
(a) Niech na powłokę działa jedynie obciążenie q, = q<°l = const.

Wtedy

Gnimh — ąf a) -j-, Gnimr — qf a} — , n — i, m = k.

Układ równań (4.8) przyjmuje tu postać
y sin pr y A

gfsinfryaf Ą~JTA'r
(4.11) Atn- • Alk_q{o)a2 , s i n V y 1

Ą Air ^ElĄ—ąAa)
(i, k = 1,2,..., TO).

Układ ten można doprowadzić do innej postaci. Ze wzoru (4.3) otrzy-
mujemy

A
 2 s i

A

a wstawiając Am do związku (4.6) mamy, [2], [3],2)

(b) Niech dane będzie obciążenie qjfl = qi(j' = const, q | = q f l = O. W tym
przypadku jest

„ 8 a„ pm ai |3ft (0)
y*nimk = "*"" i %__ 1\ la% iM\ %n

dla n + i, m + k nieparzystych, a G/„mft=0 dla parzystych wartości
n + i, m + k.

Analogicznie znajdziemy

8 a„ p m ai fir ,0)

dla n±i, m + r nieparzystych, a Gnimr — 0 dla parzystych wartości
n±i, m±r. Wstawiając powyższe wartości do układu równań (4.8)
.ot.r7.vm a m votrzymamy

a) Por. wzór (8.1.1) w pracy >[3] oraz wzór {1.81) w pracy [2].
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A

• s in pr y ___
) \

(i, fc = 1,2,..., oo).

J/*

Wróćmy do układu równań (4.8) przyjmując El —co, A — oo. W tym
przypadku mamy do czynienia z niepodatnym, doskonale sztywnym że-
brem. Przyrównany do zera wyznacznik układu równań (4.8) przy
El = oo, A — oo daje warunek wyboczenia dwuprzęsłowej powłoki wal-
cowej ze środkową podporą w odległości y = y od osi x.

W przypadku szczególnym rozkładu sił działających na powłokę, sy-
metrycznego względem osi y = b/2 i przy symetrycznej postaci wybo-
czenia powłoki otrzymamy dla osi symetrii to = 0 i dw/dy = 0. Mamy
zatem do czynienia z wyboczeniem powłoki o bokach a i b/2 na brzegach
a: = 0, x = a, y = 0 swobodnie podpartej, a wzdłuż prostej y = b/2
utwierdzonej zupełnie.

Zauważmy jeszcze, że od przypadku powłoki wzmocnionej żebrem
możemy przejść do przypadku powłoki wzdłuż prostej y = 0 utwierdzo-
nej. Przyjmując w układzie równań (4.8) El = oo, A = oo przesuwamy
żebro ku podporze y = 0.

Dla małych wartości y możemy przyjąć sin/SA y -»• /?* y. Układ rów-
nań (4.8) przyjmie następującą postać:

4 vi / A \
(4.14) A , H = ~ 2J Anm \Gni,nk-Pk ^ - ^ M (h k = 1, 2, .... CO).

U 0 / i * n,m \ yi Pr I

Jest to wzór analogiczny do wzoru (3.7), który wyprowadziliśmy dla zu-
pełnego utwierdzenia powłoki na krawędzi x — 0. Przedstawione rozwa-
żania dotyczące jednego żebra dadzą się rozszerzyć na przypadek wielu
żeber zarówno podłużnych, jak i poprzecznych.

Celem naszych rozważań było przedstawienie rozwiązania ścisłego
zagadnienia stateczności powłoki walcowej na brzegach swych swobod-
nie" podpartej, utwierdzonej zupełnie lub też wzmocnionej żebrami. Cel
ten został osiągnięty przez doprowadzenie rozwiązania równania całko-
wego do nieskończonego układu równań liniowych sekularnych. Wyniki
nasze są w całej rozciągłości słuszne również dla płyt prostokątnych;
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przejście od powłoki do płyty otrzymamy przyjmując w wyrażeniu Aik
wartość I — Eh/R2 równą zeru (R -*• oo).

W pracy niniejszej naszkicowaliśmy jedynie możliwość zastosowań
wyprowadzonych związków na kilku prostych przykładach, odkładając
szersze zastosowanie do prac następnych.
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P e 3 IO M e

HEKOTOPblE BOnPOCbl yCTOHTOBOCTH UHJIHHAPHHECKOH jOBOJIOHKH

B pa6oTe npnBO,ąMTca TOHHoe peuieHMe Bonpoca ycTOHHKBOc™ IJMJIMH-
M OSOJIOHKM KpyroBoro ceneanH, CBo6oflHO onepToii no KOHTypy,

3ain;eMJieHH0M MJIM no^KpenjieHHoii peSpaMM ^ecTKOCTH.
n;ejib Stuia flocTMrHyTa nyTeM 3aMeHbi ^MdpdpepeHJu;iiajibHbix
3a,n;aHii (1.1) SKBHBajieHTHbiM MM MirrerpajibHbiM ypaBHeHMeM
r o j i b w t a BToporo po^a, (1.6) H (1.7), n BnocJie^cTBMM, nyreivt npMBe,n;e-

3Toro ypaBHeHMH K 6ecKOHeMHoił CMCTeMe ceKy.TiapHBix

Bo BTopoii nacTM pa6oTbi paccMaTpwBaeTCH HawSojiee npocroM
BbinyHHBaHMH, a MMeHHO BBiny^MBaHne ii;HjiiiHflpMHecKOM OÓOJIOHKM, CBO-
6oflHo onepTow no BceM KpaHM. nojiB3yacb cbymajHeii F p i i H a w {x, y;
£, rj) M (popMyjioii (2.3) M npMHMMaa w (x, y) B BMfle R&oiźmoTo Tpnro-
HOMeTpMHecKoro p a ^ a (2.4), CBOflMTca HHTerpajibHoe ypaBHeHMe (1.7)
K 6ecKOHe*moM CMCTeMe JiMHeMHbix ypaBHeHMM. PaBeHCTBO Hyjno

3Toii CMCTeMbl aBJiHeTca ycjiOBMeM HeycToiłHHBOCTM. CjieflyeT
, HTO nojiyneHHaa CMCTeMa ypaBHeHMM (2.5) TOJKflecTBeHHa CM-

ypaBHeHMM, nojiynaeMOM npM McnoJib3OBaHMM BapMat(MOHHoro Me-
TO,n;a P n T i i a - T n M O i n e H K H T npM npeflnojiosceHMM, HTO H3rn6 060-
JIOHKM BbipaHcaeTca (popMyjioii (2.4).

B TpeTbew ^acTM paSoTbi paccMaTpHBaioTca OSOJIOHKM C CBOSO^HO
onepTbiMM M nojiHOCTbio 3anu;eMJieHHbiMM KpaaMM. McxoAHbiM nyHKTOM
paccyscfleHHM aBJiaeTca Heo^HopoAHoe MHTerpajibHoe ypaBHenwe (3.1),
B KOTopoM cpyHKii;Ma WM{X, y) yHMTbiBaeT BJiMaHMe MOMeHTa 3am;eMJie-

O6OJIOHKM Ha Kpae x = 0. npHHMMaa, HTO cpopiwa BbinyHeHHoii o5o-
BbipaaceHa pa^OM (2.4)3 MHTerpajibHoe ypaBHeHne (3.1) CBOflMTca

K CMCTeMe JiMHeiiHbix ypaBHeHMM (3.3), B KOTOPBIX BbiCTynaioT HeM3BecT-
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HBie K03<pMMu;eHTBi Aik M Mfc. CorjiacHo ycJiOBHio (3.4) Ha Kparo x—0,
nojry^aerca BTopaa CHCTeivra ypaBHeHMii (3.6), B KOTOptrx TaKxe BticTy-
naBT KoacptpjmHeHTbi Aik M M^. SjiMMHHiipya M3 o6enx cncTeivt ypaBHe-
HMM BejiMHMHBi Mk, nojiyHae-rca 6ecKOHeHHaH cncTeMa ypaBHemrii (3.7).
PaBeHCTBO HyjiK) ^eTepMHHaHTa STOM: cncTeMBi aBJiaeTca ycjiOBweivr Hey-
CTOMHMBOCTM o6ojIO^KM. K TaKOMy HCe peineHMK) npMBOflMT JlCnOJIB3OBa-
HHe oflHopoAHoro HHTerpajiBHoro ypaBHeHHH (3.8), B KOTOPOM cpymajiiH
w (x, y; i, ł?) noflo6paHa TaKMM o6pa3OM, HTO yflosJieTBopneT ycJioBMio
nojiHoro 3atu;eMJieHMH Ha Kpaio x = 0 .

xo,n; paccyjK^eHHM B cjiynae BBiny^MBaHMH OSOJIOHKM, 3a-
Ha flByx npoTMBOJieacamMx, JIMSO flByx npMJieacainwx Kpaax.

B HevBepioM n a c r a paSoTBi paccMaTpMBaeTca BbinyHMBaHMe OSOJIO^IKH
c npoflOJiBHbnvt peSpoM JKecTKocTM. B 3TOM cjiynae MCXO^HOM TOHKOM H B -

HeoflHopoflHoe KHTerpajiBHoe ypaBHeHwe (4.1), B KOTOPOM HJieH
V) o6o3HaHaeT M3rM6, BBi3BaHHBiii cnjiaMH BO3fleMCTBMH peSpa Ha

B ceHerooi y — y. Hoj^cTaBJiaa (2.4) M (4.2) B MHTerpajibHoe
(4.1), nojiynaeTCH SecKOHeHHaa cncTeivra ypaBHeHMM, B KOTO-

BbicTynaioT KoadpdpimMeHTbi A-^ n p,-. BTopaa CMCTeMa JiMHeiiHbix
c KoadpdpimHeHTaMM A-,k w. p; nojiyHaerca H3 ycJiOBwa o6mero

npora6a O6OJIOHKM M pe6pa B cenemu* y=y [cpopMyjta (4.7)]. SJIMMHHM-
pya M3 (4.3) M (4.7) KoadpcpwicMeHTBi ph noJiynaeTca CMCTeMa ypasHeHMM
(4.8). PaBeHCTBO Hyjiio fleTepMMHaHTa 3Toii CMCTeMBi aBjiaeTCH ycjiOBPteivt

O6OJIOHKM. K TOJKAecTBeHHoii CMCTeMe ypaBHeHMM npM-
peuieHHe oflHopoflHoro MHTerpajiBHoro ypaBHeHMa (4.9), B KOTOPOM

•cpyHKii;Ha F p vt H a w (x, y; f, rj) ynMTBiBaeT BjiwaHMe noflicpenjieHMH
OSOJIOHKM peSpoM.

Bee pe3yjiBTaTBi, nojiyneKHbie B pa6oTe, cnpaBefljiMBBi Taioice n

npaMoyrojibHoił njiacTMHKM, npHHeM nepexo,n; OT O6OJIOHKM K
nojiynaeTca, nojraraa B BBipaaceHMM Aik 3HaneHne A = £ h / R 2 ( n p H R - > o o )
paBHBIM HyjIK).

B pa6oTe yKasbiBaeTca JIMIUB BO3MOJKHOCTB npuMeneHMa o6iu;ero p e -
K HecKOJiBKMM npocTBiM nprawepaM; 6oJiee niMpoKoe

pa6oT.

S u m m a r y

SOME STABILITY PROBLEMS OF CYLINDRICAL SHELLS

An accurate solution of the stability problem of a cylindrical shell
simply supported or clamped along the edges, with or without ribs, is
obtained in this paper. This is done by replacing the differential equa-
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tions of the problem, (1.1), by a F r e d h o l m integral equation of the
second kind, (1.6) and (1.7), and by reducing this equation to an infinite
system of linear secular equations. In the second Article, the most simple
case of buckling of a cylindrical shell simply supported on all edges is
discussed, using G r e e n ' s function w (x, y; rj, f) from Eq. (2.3)..
Assuming w {x, y) in the form of a double trigonometric series, (2,4) the
integral equation (1.7) is also reduced to an infinite system of equations.
Setting its determinant equal to zero we obtain the buckling condition.
It should be observed that the system of equations (2.5) is identical with
that obtained by the R i t z - T i m o s h e n k o variational method
under the assumption that the deflection of the shell is expressed by
Eq. (2.4).

In the third Article, simply supported or clamped shells are discussed.
The starting point is the non-homogeneous integral equation, (3.1), in.
which the function wM (x, y) represents the influence of the clamping
moment at the edge x = 0. Taking the mode of buckling as represented
by the series (2.4), we reduce the integral equation (3.1) to the system of
linear equations (3.3) with unknown coefficients Aik and Mk. From the
boundary condition (3.4) for the edge x = 0, we obtain another system
of equations, (3.6), involving the same coefficients Aik and Mk. Eliminat-
ing from these systems the coefficients Mk we obtain the infinite system
of equations (3.7). Setting the determinant of this system equal to zero,
we obtain the buckling condition of the shell. An identical solution can.
be obtained using the homogeneous integral equation (3.8) in which the
function w (x, y; f, rj) is chosen to satisfy the clamping condition at the
edge x = 0.

Finally, the procedure in the case of buckling of a shell clamped along
two opposite or adjacent edges is described.

In the fourth Article, the case of buckling of a plate with a longitu-
dinal rib is discussed. The starting point is the non-homogeneous integral
equation (4.1) in which the term wp(x,y) denotes the deflection caused
by the force between the plate and the rib in the cross-section y = y*
Substituting (2.4) and (4.2) in the integral equation (4.1), we obtain an
infinite system of equations, in which the coefficients A,k and p,- appear.
Another system of linear equations involving the coefficients Atk and p<
may be obtained from the condition of identical deflection of the shell
and the rib in the cross-section y = y , [Eq. (4.7)]. Eliminating from (4.3)
and (4.7) the coefficients p/, we obtain the system of equations (4.8). Set-
ting the determinant of this system equal to zero, we obtain the buckling
condition of the shell. An identical system of equations may be obtained
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by solving the homogeneous integral equation (4.9), in which the influence
•of the rib is taken into account in G r e e n ' s function w (x, y; $, rj).

All results obtained are also valid for rectangular plates. The transi-
tion from a shell to a plate in the expression for A,k is done by putting
2 = Eh/R2 equal to zero for R -> oo.

The author's intention is to indicate the possibilities of application,
of the general solution to some simple cases, the broader application will
be dealt with in further papers.
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