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PLYTA KOLOWA NA OBWODZIE CZESCIOWO UTWIERDZONA ZUPELNIE
I CZESCIOWO SWOBODNIE PODPARTA

WITOLD NOWACKI I ZBIGNIEW OLESIAK (WARSZAWA)

1. Wstep. Zagadnienie zginania plyty kolowej na pewnej czesci obwo-
du utwierdzonej zupelnie, a na pozostalej swobodnie podpartej przy obcia-
zeniu statycznym rozpatrywane bylo przez D. J. Szermana, [1],
przy uzyciu metod funkeji analitycznych.

W pracy nasze] zajmiemy sie zagadnieniem ogélniejszym, mianowicie
drganiami wymuszonymi piyty kolowej przy obciazeniu wymuszajacym
okresowym, dzialajacym prostopadle do plaszczyzny plyty, i obcigzeniu
stalym &ciskajacym ¢, dzialajacym w plaszezyznie sSrodkowej plyty.
W szezegélnym przypadku, gdy nie ma drgan (o = 0), otrzymamy zagad-
nienie jednoczesnego zginania i $ciskania plyty, a gdy g = 0, zagadnienie
statyczne D. J. Szer man a.  Wreszcie rozpatrzymy problem drgan
wlasnych ptyty przy g = 0 oraz zagadnienie wyboczenia plyty (gdy w =0).
Rozwigzanie tak postawionego zagadnienia o niecigglych warunkach
brzegowych podamy na odmiennej niz w pracy [1] drodze, mianowicie
przez doprowadzenie problemu do réwnania calkowego Fredholma
pierwszego rodzaju.

Réwnanie rozniczkowe problemu ma postac:

0% §(0,0,1)

(1.1) Np2v*é(e,0,t)+ uh PEC

=t~ q V2 E(Q: @} t) ZP{E, @) g9t

0* 1 0 1 0?
AT T B N
(V =t got w),
gdzie N oznacza plytowa sztywno$é zginania Eh%/12 (1 —»*), h grubosé
plyty, o czestosé drgan wymuszajacych, p gesto§é materialu ptyty, » licz-
be Poissona oraz pg=r/a.

Normalna droga rozwigzywania takich zagadnien, to znaczy catkowa-
nie réwnanie roézniczkowego oraz wyznaczanie stalych z warunkéw brze-
gowych i poczatkowych, z powodu zlozono$ci problemu mie daje rezultatu.
Korzystajac z zasady superpozycji mozemy postapi¢ w spos6b nastepujacy.
Ugiecie ptyty &(p,0,t) pod dzialaniem wyszczegélnionych obciazen ze-
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wnetrznych w dowolnym punkcie P (p, @) plyty na czesci obwodu zamoco-
wanej zupelnie, a na pozostalej podpartej mozemy zlozy¢ z ugiecia &(o,0,1)
w tym samym punkcie plyty,
lecz na calym obwodzie swobo-
dnie podpartej, oraz z ugigcia
&(p, ©,1) plyty réwniez na calym
ZS(a,9)  obwodzie podpartej oraz podda-
nej dzialaniu momentu zamoco-
g wania M (p,t) traktowanego jako
obcigzenie zewnetrzne (rys. 2):

(1.2) &(e,0,1)=
=§0(0,0,1) + (e, 0,1).
Przyjmujgc, ze mamy do
czynienia z drganiami harmo-
nicznymi prostymi, otrzymamy
dla odpowiedniej amplitudy
Rys. 1 ugieé

(1.3) w (g,0) =w,(p,0) + w(p,0).

Funkcje w (p,®) mozemy zapisa¢ w postaci

v

LR

v:a
(1.4) w(,0)= [ M@ w:(e,6;pady,
wl

gdzie w, (p,0;¢) jest amplitudg ugiecia punktu P(p,®) spowodowanego
dziataniem jednostkowego skupionego momentu amplitudalnego, przylo-

Rys. 2

zonego w punkcie S (1, p) ma brzegu plyty AB, a M (p) jest momentem
utwierdzenia brzegu w przedziale (AB).

Zak‘ladamy, ze funkcje w,(0,0) i w, (0,0;¢) wyznaczymy w naszym
ukladzie podstawowym, tj. w plycie na calym obwodzie swobodnie pod-



Plyta kolowa nd obwodzie czedciowo utwierdzona zupelnie 235

partej. Nieznang funkcje momentu utwierdzenia M (p) wyznaczymy wy-
korzystujac warunek brzegowy utwierdzenia zupeinego ptyty na odcinku
(AB). Wykonajmy na funkcji (1.3) roz-
niczkowanie 0/0 ¢ i przejdZmy z punk-
tem P (p,0) do punktu S(1,0) le-
zacego w przedziale (AB) na brzegu
plyty. Zwazywszy, ze w tym prze-
dziale jest

0uﬂ&@q _ 0wi1,0)
=1

do do =1

otrzymamy nastepujace réwnanie cal-
kowe Fredholma pierwszego ro-
dzaju, [2]:

=0.

' Pa .
(1.5) ﬂ%@—)+a‘fﬁd(m)@'—g—f’—@d¢
P

" Rozwigzanie tego réwnania calkowego daje funkcje M(p). Wstawiajac ja
do réwnania (1.3) otrzymamy

: s '
(1.6) w(o,0) =wy (0,0)+a [ M(p)w (e,0;9)dp,
P
a znajac juz odksztalcenie plyty (powierzchnie amplitud odksztalcenia)
znajdujemy
£(0,0,t) =w(p, @) e .
Znajomo$é ugiecia é(p,0,t) pozwala na wyznaczenie wszelkich wielko$ci
dynamicznych, momentéw zginajacych, skrecajacych i sit poprzecznych.
2. Zadanie pomocnicze. Wyznaczy¢ nalezy funkeje w,(p,®;¢q), ktéra
dla p= 1 staje sie jadrem réwnania calkowego (1.5). Funkcja ta powinna
spelniaé jednorodne réwnanie rézniczkowe

. N hw?
(2.1) 7 72w, (0,0;¢) + —% 7w, (0, 0; ¢) — ‘”—ﬁm—wi (0,0;9)=0

z nastepujacymi warunkami na brzegu p=1:

(2.2) [w; (0,0)],-4=10
oraz
M(@) =0 dla 0,

(2.3) M@)=1 dla @@=y,

o 0* w, 10w, , 1 0w,
M(©) =— [ag+(gag+969ﬂ
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Ostatnie warunki brzegowe zapisa¢ mozemy za pomocg jednego wzoru
rozwijajac M (@) w parzysty szereg Fourier a:

(2.3.1) M(@):;_:a[; + ¥ cosn{@——rp)' .
- n=1 -

Roéwnanie (2.1) przeksztaleimy do postaci
(24) 77w, (0,0) + (B— BV w, (0,0)— F fw, (0,0) =0

albo
(24.1) 7+ B) (7 — B w, (0,0) =0,
gdzie ook
4 0 q Py Hhm”
g-f—t=L, pE—e=LRT
Stad
pfp=—a* £ a'+ 44", fi=a"+]a'+44d".

Rozwigzania réwnania rézniczkowego (2.4) poszukiwaé bedziemy w po-
staci

(2.5) w, (0,0;9)= Y Ra(g}cosn(©@—g).

n=>0

Wstawiajge powyzszy szereg do rownania (2.4.1) otrzymamy
(2.6) (P*+ ) w,(0,0;0)=

1 Qo By "Ry . '
ZE Rn(g) A ?Ru(g)_—'ﬂ_—éﬂ g RH{Q]_

&

cosn(@—gq) =0,

n=0 L

(V2 —p) w, (¢, 0; ) =

cosn(@—gp) =0,

y =31 5 [y 2 . ]
=2 X |Ri@ + Ry (@ — 7 Ra(e)— u* Rao)

n=0 L

gdzie u=pfa, v=4p,a.

Poniewaz powyzszy zwiazek stuszny jest dla dowolnej liczby (O — @),
zatem otrzymamy ukiad dwu réwnan rézniczkowych, ktére prostym pod-
stawieniem x, =wvp oraz x,=ug mozna sprowadzi¢ do réwnan

Bessela Rozwigzania tych rownan sa catkami szezeg6lnymi réwnania
rézniczkowego (2.4). Zatem

(27) Rn=AnJy {Q ‘U] + By JH (Q 'H-l'») -+ Cu Y.r: (Q 'D) - Dﬂ Y (Q w,) .

Zwazywszy, ze dla o = 0 funkcja w, (o, ©;p) powinna mieé wartosé
skoficzona, przyjmiemy w réwnaniu (2.7) C, = 0, D, = 0.
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Ostatecznie rozwigzanie rownania (2.4) ma postac:

w (g, 0; ¢) = S [An Jnlov)+BnJuloiu)] cosn(@ — ¢).
n=0
Warunek brzegowy (2.2) prowadzi do nastgpujacej zaleznosci miedzy
A, iB,:
(2.8) B, 8 W)

Ju(iu)

Warunek brzegowy (2.3) prowadzi do zaleznosci

(2.9) - N: v [An 2 {;{__2{9)_—‘2.};; (U)“i‘t}n-'z_('ﬂ__
0° L 4

n=l

g,y lealin) — 2_451;*”) tduialind | ( A e ’.(’f’)_'g_‘_ji‘.!l_‘.ﬂ L
=5 B"iu"r”:‘_“_':‘i%'ﬁr.’.‘i'“ u}] cosn (@ — @) =_?;1E % + 2‘ cosn(@—p)|.
- - n=1

Jest rzeczg widoczng, ze otrzymamy odmienne rozwigzania dla
n=01in=21 Znajdujemy mianowicie dla n = 0

_al; (v _ady(v)

(2-10} Au_' D'EN 2_1,1’ Bu‘— RNAQ
oraz dla n =1

: _aly(w) _aJu(v)

AH— :INA;;’ Bﬂ‘_ﬂNAH’

gdzie I, (u) sa funkcjami B e s s el a urojonego argumentu pierwszego

rodzaju, a wielkosci 4, i 4, wyrazaja sie nastepujacymi wzorami:
2.11) [ dy==2{v*J; (v) I;(w)—u?Jy(v) Iy (w) + »[v Iy (0) Iy (w) — w I (u) Jg (0)] },
A, =0T (v) I, [w—uJ, () I, (u)+» o], (0) I, (w) —ul, @)J, ().

Ostatnie zwigzki doprowadzimy do dogodniejsze] postaci korzystajac
z nastepujacych tozsamosei, [4]:

'UJ:; ('U] — 'é‘ v IJH—-1 (v]"—Jﬂ -1 [U}l =y ':'U‘]'_:U-LHI(U) 3
UEJ::(U! == ':11" v* !Jn—2 (v)— 2l {‘U) +Juto (‘U}] A= {ng —-n—v'"')J,, (v)+

wly(u) = _;_'u ]IH—I (w)4-Tu+1 {u)l =nl, {u] +ulyst(u),

u’ I:{(u} = ':;' u? |IFI—-2 (u) + 21, ('H.) -+ 1:|+2_(u)] = ('l"l'-‘2 —n-+ 1.{.::) In (u) == U-LH—I. (‘LL) .
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Ostatecznie otrzymamy
(2.12) { Ay =—2(*+ud) I, () J, (v)+2(1 —») [wd, (@) I, @4 v I, (v) I, (W],
' A = — (02 +u) Ja() Li(w) +(1—2) [ wd () I+ 1) +0Luu)dn A(v)].

Tak wiec rozwigzanie zadania pomocniczego ma postac

0N L o) I (@) — I () Ja (v )] cos (0 —g).

(2.13)  wi(e,059)= % &t Au

3. Drgania wymuszone i wlasne plyty. W p. 1 podaliSmy réwnanie cal-
kowe (1.5) naszego zagadnienia. Korzystajac z funkcji w,(0,0;¢) wy-
znaczonej w poprzednim ustepie napiszemy je w postaci

dw,(1,0)

B 0o

+

Pa ~
a o 1 o
+WJ M(@g - [0 L (@) 40 1 (@) @) cosn (€ — ) dp =0.
P -

W sposob szezegolowy zajmiemy sie drganiami wymuszonymi i wilasnymi

plyty w przypadku braku sit Sciskajgeych q. Z postaci réwnania (2.4) tatwo

zauwazy¢, ze to uproszeczenie pocigga za sobg zaleznos¢ f,=p, albo u=w.
Roéwnanie (3.1) uprosci sie do postaci

dw,(1,6)
(3.2) G o +

: N =g
& 3(;-; f M (p) r; j?j; [Jn (u) Ing1 (w) + In(w) Ju o1 (u)] cosn (@ —g)dep =0,
P

gdzie
dy=—4w I ()T, (u) + 2(L—v)u [Jo @) I, (u)+ L, () J; (w)],
a="—2uIn (1) Jn () + (1— ) u [T (@) Lns1 () + In () Jns1 ()]
(n=1,2,3,..).

Rozwigzanie réwnania (3.2) podamy w sposéb przyblizony zastepujac
catke sumg i sprowadzajac je do ukiadu niejednorodnych réwnan alge-
braicznych liniowych. Przy rozwiazywaniu ukladu réwnan wartosé
C,=0w,(1,0)/adp réwna katowi nachylenia stycznej na brzegu plyty
kolowej na calym obwodzie swobodnie podpartej znajdziemy z tablic lub
obliczymy ze wzoréw podanych w podrecznikach teorii sprezystosci.

Uktad réwnan liniowych przyjmie tu postaé:

2m
(3.3) Z‘ M; K= Cy (G, k=1,2,..,2m),

i=1
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gdzie
e Jo (W) I (u) + I, (u) J4 (u) B
2 2uly(u)dy(u)—(1—9) [J (W) I, (u) + I (w) T, (u)]

1Pl
o cos(i—k)it— e

“ (2n+2) ap+ 1—»’

. 2uli(w)Ja(w) =N _ P
e L LA O O g

PodzieliliSmy tu przedzial (AB) na 2m jednakowych odcinkéw a 4g:.
Zalézmy, ze obcigzenie zewnetrzne dziatajace na plyte jest kolowo sy-
metryczne wzgledem $rodka plyty. Obcigzenie takie obejmuje do$é sze-
roka klase obciazen jak sila skupiona w $rodku, obcigzenie réwnomierne
calej ptyty, obciazenie pierscieniowe, stozkowe z wierzchotkiem w &rod-
ku itd. Wtedy wielkosé C, jak rowniez C, jest wielkoscig stala na obwodzie
plyty. Zauwazmy, ze przy takim zalozeniu odnosnie obciazenia wykres
M(p) bedzie symetryczny, a ukltad 2m rownan zredukuje sie do liczby m.
Przyjmujemy Cj = 5.

Jadro naszego réwnania catkowego dane jest w postaci szeregu. Po-
zostaje do rozwazenia sprawa jego zbieznoSci. Musimy rozpatrzeé¢ dwa
przypadki, pierwszy gdy i =% k. Wiedy w zaleznosci od réznicy (i — k) wy-
razy szeregu co kilka zmieniaja znak. Ponadto z latwoscig mozna udo-
wodnié, ze n-ty wyraz szeregu dazy jednostajnie do zera, co jest juz wy-
starezajgeym warunkiem zbieznoéei takiego szeregu. W przypadku gdy
i = k, szereg mozemy rozbi¢ na sume trzech szeregow:

n
‘Po( —k) 08 — poli—k)
1 2m
(3.4) 2 (2n+2)an_|_v_1 _En;: nan -
5 - '3052—":1%(5“—k) 1 e cosﬁtpo(i—k)“_
A nl2n+2)a+r—1] 2 & naa[@nt2)atr—1]

Z powyzej wypisanych szeregéw drugi i trzeci sa jednostajnie zbiezne.
Przekonamy sie o tym majoryzujac je i przyjmujac, ze od pewnego n
liczby a, sa np. nie mniejsze od Y2 Szeregi te sa typu 1/n*. W rzeczy-
wistosci wartosé a, ze wzrostem n bardzo szybko zbliza si¢ do jednosci,
tak np. dla u = 1 i dla n = 5 blad nie przekracza 0,5%. Poniewaz zacho-
dzi tozsamose

n ,
1 G 008 gy Poli—H) 1 i—k
—2—2 = =——]n(23m%4—)

n=1
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to pierwszy szereg mozemy oszacowaé w nastepujacy sposob:

n n .
os —q, (i—k) 5 cos — (i—k)
15 am® TR 1 e
2 ﬂ‘——.-;‘ nan ,; 2 n=1 M dy
n :
5 cos ¢, (i—k)
1 2m ‘ 1 . —k\ |
| M| T T :
‘ 2 = L | 2a, ( 7o 4 )

gdzie 1/a; nie przekracza 1,05.

W punkcie i =k wyraz In2 sin g, (i— k)/4m wzrasta nieograniczenie,
dlatego zastapimy te wartoé¢ érednia wartoscig funkeji w przedziale Ag;
rowna

i,

2

2 -
Aa’j In (251n2)dq;.
0

Wowczas
.ﬂgoj
g Ao ;
| in P\ g, 49 a__A9i\_or (7
(3.5) ] 1n(2sm2)dm - In2+2L(2 - ) ZL(Z),

gdzie L (x) jest funkcja L obacze w-
skiego, [5],

L(x)= —J Incosgpdeg.
0

Przyjmijmy, ze plyta kolowa jest na od-
cinku AB =am/2 zupelnie utwierdzona, na
pozostalym swobodnie podparta. Przy po-
dziale odcinka AB na 14 réwnych przedzia-
16w mamy Agi/2=n/56, a wartosé $rednia
In (2 sin /2) w tym przedziale wynosi —
1,921.

Ponizej podajemy wartosci jadra K dla poszezegélnych punktow prze--
dzialu @,—¢,. Wartosci te obliczone dla argumentu

t i het
u:ﬁla';"l/#Nw a=1

zestawione sa w tablicy 1.
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Tablica 1
>k
by 1 2 3 4 5 6 g T
1 —29319 —1472 —1,195 —1,04T 0969 —0929 — 0,904
2 — 2,350 1520 —1,241 —1,099 —1,033 — 1,011
3 — 2395 —1571 —1,305 —1,180 —1,139
4 — 2,496 — 1,652 — 1,412 — 1,309
5 — 2,566 — 1,781 — 1,682
8 — 2738  — 2,054
7 — 3,208

Rozwigzanie ukladu réwnan (3.3) daje wartoSci momentéw utwierdze-
nia; zestawiono je w tablicy 2.

Tablica 2
13 11 9 7 5 3 1
O iﬁi" :Izséarz :’c%n 'ﬂ:ssﬂ :ts—s:c :tﬁ-s.rr :l-_-ﬁm
M, (p,) —0,957 — 0,525 — 0,437 — 0,412 —0,379 — 0,376 — 0,373

Rys. 5

Charakterystyczny jest tu bardzo silny wzrost momentéw dla punkt-
tow @, i @,; wynika to z nieciggtosci pochodnej, a écisle rozwigzanie row-
nania calkowego daloby tu wartoSci nieskonczenie duze. Wyznaczenie
wartosei My () pozwala na wyznaczenie powierzchni odksztalcenia plyty,
a co za tym idzie wszystkich niewiadomych wielkosci. Poniewaz réwnanie
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calkowe (3.2) zostalo rozwigzane w sposob przyblizony, to zamiast wply-
wu momentéw utwierdzenia ptyty wyrazonych wzorem (1.4) otrzymamy
wartosei M, ktére nalezy traktowaé jako momenty skupione w poszcze-
gblnych punktach przedziatu ¢,—¢,:

2m

(3.6) w(p,0) = ZM"' wy(0,0;gr) .
h=1

Podajemy jeszcze rozwiazanie przyblizone réwnania catkowego (3.2)
dla wartoéei parametru w = 5. Stala Cy przyjmujemy tu jak poprzednio
{C) = 5).

Otrzymujemy wartosci jadra zestawione w tablicy 3.

Tablica 3
N 1 2 3 4 5 6 7

. —1618 —1,0% —0827 0366 —0274 —0302 —0,419
2 9109 1430 —1,208 —1162 —1,202 1219

— 2489 —222 —2136 —2079 —2,003
3 —3417 —3143 —2936 — 2,862
¢ —4218 —3926 — 3,796
5 — 5077 — 4,860
6 — 6,141
7

Rozwigzanie ukladu réwnan daje wartosci momentéw utwierdzenia,
ktore zestawiono w tablicy 4.

Tablica 4
13 11 9 ki 5 3 1
P :t:ﬁ:rz :tggn :ts-éfr :1:-56--.rr _-i—_ﬁn iEE” :1:56.«
My, (¢y) —0,476 —o0,118 -}-0,03¢ —0,128 —0,062 —0,006 — 0,016

Wykres momentéw Mg podano na rys. 6.

W niniejszym przykladzie pozostaja w mocy rozwazania poprzedniego
przykladu odnoszace sie do zbieznosci szeregu, wyznaczania éredniej war-
tosci wyrazu In [2sin ¢, (i—k)/4m] oraz rozwazania o silnym wzroécie
momentéw na brzegach przedziatu i zastapieniu wykresu momentéw mo-
mentami skupionymi przylozonymi w poszczegblnych punktach prze-
dziatu.

W przypadku drgan swobodnych znika w réwnaniu catkowym (3.2)
wyraz 0 w,(1,0)/0p ze wzgledu na brak obcigzenia wymuszajacego. Mamy
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. do czynienia z jednorodnym réwnaniem calkowym Fred holm a
pierwszego rodzaju

o

Pa
(3.7} ; f M((p) 3— [Jn (u) Lvl(u) +Jn-\-1 ('U»] Il‘l(u]] cosn(@—e@)dep=0.
5 ] n

n=

N
\\
\‘

‘4?5 \
A\

047

Rys. 6

W jadrze tego réwnania wystepuje parametr
t/uho®
N
Przyblizone rozwiazanie rownania catkowego otrzymamy przez za-
stapienie calki sumg i sprowadzenie do ukladu réwnan jednorodnych, [3],
2m
(3.8) D MiKin(u) =0 (i,k=1,2,..,2m).

i=1

u=ad=a

Uklad powyzszych 2m réwnan, ktéry przy zalozeniu symetryecznej po-
staci drgan sprowadzi sie do m réwnan, posiada niezerowe rozwigzania
tylko w tym przypadku, gdy wyznacznik podstawowy ukiadu réwnan jest
réwny zeru. Jest to réwnoznaczne z mozliwo$ciag powstania drgan wias-
nych. Mamy wiec

Kiy (u) Kis (’U») cor Kim (U)

W=| Ky Kun@) - Ko@) |=0-

ooooooooooooo

K,-}u (U) sz (‘U-) s Kmm (u)
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Wartosei wtasne drgan wyznaczymy w przyblizeniu drogg prob w ten
sposéb, ze przyjmiemy dwie wartoéci poSrednie pomiedzy wartoSciami
drgan wlasnych dla plyty catkowicie utwierdzonej oraz na calym obwo-
dzie swobodnie podpartej. Odpowiednie wartoéci argumentu wynosza,
[6] i [7]: dla plyty swobodnie podpartej u = 3,01, dla plyty calkowicie
utwierdzonej u = 6,30.

Powyzsze wartoéci podano dla n = 0 (liczba weziowych Srednic) oraz
m = 1 (liczha wezlowych kol). WartoSci drgan wlasnych sg zwiazane
z warto$ciami argumentu zaleznoS$cia -

—y 1/ ER
@yom ™= Upm 12at (1= _],2)# X

Nastepnie bierzemy na prébe dwie posrednie wartosci argumentu
i dla kazdej z nich obliczamy wartoSci wyznacznika. O ile okaze sie, ze
warto$¢ wyznacznika zmienia znak, prowadzimy pomiedzy punktami wy-
znaczonymi przez wartosci wyznacznikow proste, a punkt przeciecia z osia
u daje przyblizona wartos¢ argumentu, a tym samym wartos¢ drgan wlas-
nych. Mozemy z kolei dla odczytanej warto$ei argumentu obliczyé wy-
znacznik 1 znoéw polaczyé tak otrzymany punkt z punktem wyznacznika
o przeciwnym znaku. Mozemy tak postepowaé kilka razy otrzymujac
coraz dokladniejsza wartos¢ argumentu. Przyktad wykonano dla 2m = 6
oraz g,— @, =x(2, co dzieki symetrii daje wyznaczniki 3 stopnia. Po-
niewaz obliczone warto$ci wyznacznikéw nie sa zbyt dokladne ze wzgledu
na malg liczbe podzialéw tuku (2m = 6) i z powodu trudno$ci z oszaco-
waniem bledu, poprzestaniemy na pierwszym przyblizeniu. Dla u = 3,4
otrzymujemy W = + 2,87, a dla u=5 W=—4,105. Wartoé¢ przybli-
zona argumentu u odpowiadajaca podstawowe]j czestotliwosci drgan wias-
nych plyty wyniesie u = 3,98.

4. Jednoczesne zginanie i §ciskanie oraz wyboeczenie plyty. Réwnanie réz-
niczkowe ugiecia plyty ma tu postaé

(4.1) Np*piw(e,0)+qV*w(e,0)=pl(e,0).
Rozwigzaniem naszego zadania bedzie wyrazenie catkowe
Pa
(4.2) w(e,0) =wy(e,0)+a [ M(g)w, (¢,0;9)dg),
[

przy czym funkcje M (p) wyznaczy¢ nalezy z réwnania catkowego

(4.3) 'E]‘E;{;—’m +a J M(Q?]Mdtpz_ﬁ.

do
L'
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TFunkcje w, (0,®;¢) otrzymaé mozemy bezposrednio ze wzoru (2.13), jesli
przyjac

(4.4) fra=u =0, fra=caa=v.
Wstawiajac jednak do wzoru (2.13) v = 0 otrzymamy wyrazenie nieozna-

czone; korzystajac z reguly de 'Hospitala oraz stosujac wzér
Leibnitza namn-ta pochodna iloczynu dwu funkeji

k=n
(y 2)(1) = j (;c?-) y:n—fq 21k,
k=0 *

otrzymamy dla n-tej pochodnej licznika wzoru (2.13) nastepujace wy-
razenie:

(, ; )” [Jn (@) 0" — Tu (v )]

Dla n-tej pochodnej mianownika mamy natomiast wyrazenie

Wi

(‘--) [6° 01 (0) — (1— ) 0 T 1(0)]
2
i ostatecznie znajdziemy

a{ Jn(”)_Jn(ve) +

148 wile, 08 = 20° J, (v)—2 (1—») v J, (v)

. {—? (74 (0) 0" — T (v 0)| cosn (O —g) |
Jé-lt v:JH(U)_'_{l -v)vdy 1(v) l

Roéwnanie calkowe (4.3) mozemy zapisa¢ w postaci

L )
dw,(1,0)  a = o
A —_—T ) ©Jn VA== =0,
(4.6) ¥ N M (¢) Z o Justv)cosn (@& —g)dg
e n=1 )
gdzie
Aﬁ=vsr}"(U)_(1__”)an 1[1)] (1‘1—_-—'1,2,-.-}.
/Ill:21)2‘}'[!(1)}_2[1*?‘}”4]{v.} ['ﬂ-—_ﬂ}.

Podobnie jak w przypadku drgan podamy i fu rozwiazanie przyblizone
réwnania calkowego (4.6) zastepujac je ukladem rownan algebraicznych
liniowych niejednorodnych. Otrzymamy w tym przypadku

2

(4.7 V' MiKin=Cs (k=1,2,..,2m),
i=1
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gdzie

n ¥
i : (v) coS 5~ o (i—k)

2 vl,w)—(1—nJ, () g; Gn+2)an+1—»’

K=

vy (”]

REs= (2n+2)Jns1(v) '

Podobnie jak w p. 3 nalezaloby rozwazy¢ zagadnienie zbieznosci dla
jadra réwnania catkowego (4.6). Analogicznie jak to zostalo uczynione
w przypadku drgaii wykaza¢ mozna, ze jadro réwnania catkowego jest
zbiezne dla i~k i posiada nieciggloé¢ typu logarytmicznego dla i = k.
Dlatego tez dla wyrazenia K;; w ukladzie rownan (4.7) przyjmujemy $red-
nia warto$é funkeji w przedziale 4 ¢;. Zalézmy, ze obcigzenie zewnetrzne
jest osiowo symetryezne i dla rozwiazania przykfadu przyjmijmy, ze

Cp— 0w, (1,0) aN _
" ade  ade

20, v=T1/*+a=1.
n

Przy utwierdzeniu zupelnym plyty na /1 czesci obwodu i dla m=17
[podziat odcinka az/2 na 14 czeSci przy symetrycznej postaci M(g)] otrzy-
mamy uklad siedmiu réwnan o siedmiu niewiadomych. Warto$ci jadra
K podajemy w tablicy 5.

Tablica 5
\ 1 2 3 4 5 6 7
1 —2308 —1863 —1547 —1,329 —1,176 —1,133 —1,124
2 —2545 —1908 —1586 —1376 —1,245 1,194
3 92584 —1954 1655 —1436 —1316
4 —2653 —2015 —1726 — 1557
5 9724 2136 — 1,967
6 2065 — 2,546
7 — 3,544

Rozwigzanie ukladu réwnan (4.7) daje wartosci momentéw utwierdze-
nia zestawione w tablicy 6.

Tablica 6

, 13 1 9 1 5 3 1
Pr *5e™ Ttz ETggr ETggr FTgg” -ty Eio

My () —39 —162 —136 —132 —146 —136 —132
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Ze wzgledu ma niecigglosé warunkéw brzegowych na koncach prze-
dzialéw utwierdzenia zupelnego ptyty otrzymamy w punktach A i B nie-
skoficzone warto$ci momentu utwierdzenia. Po wyznaczeniu wielkosci M;
wyznaczymy powierzchnie ugiecia plyty ze wzoru

2m

(48) w(@s@):wu(gs@}"'EMkwI(Q,Q;Qk]-

=1

Rys. 7

W przypadku statecznosci pltyty rownanie rézniczkowe (4.1) staje sig
jednorodne, a réwnanie catkowe (4.6) przyjmuje dla p = 0 nastepujaca
postaé:

(4.9) fM(fp) j }TIJ,; Jp(w)cosn (@ —p)dp=0.
P

n=0

Tutaj wielkoé¢é v gra role nieoznaczonego parametru. Zastepujac calke
sumg otrzymamy z réwnania (4.9) uklad réwnan algebraicznych liniowych
jednorodnych:

2m
(4.10) -_-5;: M;Kix (v) =0 (i, k=1,2,..,2m.

Uk?lad ten posiada rozwigzanie niezerowe tylko wtedy, gdy podstawo-
wy wyznacznik ukladu réwnan jest rowny zeru. Wartos¢ obciazenia kry-
tycznego poszukiwaé bedziemy droga prob. Zauwazmy, ze dla ptyty ma
calym obwodzie swobodnie podpartej warto$¢ sity krytyeznej, [7], otrzy-
mamy dla warto$ci argumentu » = 2,041, natomiast dla plyty na calym
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swym obwodzie utwierdzonej zupelnie mamy v = 3,8317. W przypadku
vlyty na /i obwodu zupelnie utwierdzonej, a na pozostalym swobodnie
podpartej otrzymamy 2,041 <<ov < 3.8317. Postepujac analogicznie jak
w przypadku wyznaczania drgan wlasnych droga prob otrzymalismy
z wyznacznika trzeciego stopnia dla 2m = 6

9,81 N

v~ 3,13, a zatem qur == o
5. Zginanie statyezne plyty. Réwnanie rézniczkowe dla tego zagadnie-

nia ma tu szezego6lnie prostg postaé
(5.1) ' Np*ptw(e,0)=p(e0),

a odpowiednie rownanie catkowe jest

L]
- - b @;
(5.2) M_i_aj M(fp)_aﬁ_%ﬂi.}_fp)_dq,zgl

0o 0

P
Jadro réwnania calkowego otrzyma¢ mozna ze wzoru (2.13) przyjmujac
wnimu=0iv =0
Rozpatrzmy zatem wyrazenie wystepujace pod znakiem sumy we wzo-
Tze (2.13)

(5.3)

In (uQ_) '!f_(v) — I (u) Ju ('D Q)

A )
Zastosujmy do obliczenia wartoSci tego wyrazenia regule de 1’Ho s p i-
tala i zrézniczkujmy licznik i mianownik 2n + 2 razy. Korzystajac po-
nadto ze wzoru na n-tg pochodna iloczynu 3 zmiennych

k=n

(xyz)" = 2 ( )xm—m Z‘ ‘ )y{k—ﬂ 20,

obliczymy pochodng licznika w otoczeniu u = v = 0 dla n = 1.
Otrzymamy

n 92n-2 i "(0"__'1)

2(2n+2)n+2

Rézniczkujge 2n + 2 razy mianownik wyrazenia (5.3) w otoczeniu
u=v=0dlan<=1 znajdziemy

2 2
4( "u )zau 3120 149).

n

Dla n = 0 wyrazenie (5.3) przyjmie postaé¢ 1/2 (1 +v). Tak wiec

a [ o*—1 0" (o
{5.4) w,y {O O) = - “—[Ea‘(i"—}-f- y_;"’m—é—)'CUSﬂ(@_q’}]!
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a rébwnanie calkowe (5.2) zapisaé mozemy w postaci

Py
0w, (1,0 £ [ 1 . O—
(5.5) ———%(-E—)—;—N\[M(qa)l ——1n(2s1n qo)__
Py

2(1+2) 2 )

_ 149 o cosn(@—g) -
2 ; n(1+v+2n}]d‘p_0'

Réwniez to réwnanie catkowe rozwiazemy w sposob przyblizony zaste-
pujac calke suma

2m

(5.6) 2 M; Kir=Ct (,k=1,2,..,2m),
i=1
gdzie
n
| e OS5y (i—k)
e i Pa s 1+» 2m
Kik= 2{1+v)+lnl2sm2m(z k)]_|_ e
oraz
drpf
- 2 { oy 2 !
P — . £ 1 v
Kii 2(1+v)+ T f 1n(2sm z)dtp+ 2 2 e

0
PrzyjeliSmy tu $rednig warto§é wyrazenia In {2sin [p, (i—k)/2m]] dla
i =k w przedziale Ag;. Przy podziale odcinka utwierdzenia plyty
AB=an/2 na 14 czeSci i przy symetrycznej postaci M (p) oraz przy za-
tozeniu, ze plyta obcigzona jest kolowo symetrycznie, a zatem ze
O N OJw,(1,0)
adp: adp
otrzymamy uklad siedmiu réwnan algebraicznych liniowych niejedno-
rodnych. Rozwazan dotyczacych zbieznoéci szeregu jako bedacego szcze-
golnym przypadkiem poprzednich (drgania i jednoczesne zginanie i $ci-
skanie) nie powtarzamy. Wartosci jadra K uktadu réwnan (5.6) podane
sg w tablicy 7.

= const=20,

Tablica 7
“ 1 2 3 4 5 6 7
1 —2293 —1446 —1,69 —1,021 —0943 —0,903 —0,878
2 —2324 —1494 —1215 —1078 —1,007 —0985
3 — 2369 —1545 —1279 —1,154 —1,113
4 2434 —1626 —1,38 —1,283
5 — 2540 —1755 —1,556
6 —2710 —2,028
7 3,182

Arch. Mech, Stos. — 9
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Rozwigzanie ukladu réwnan (5.6) daje wartosci momentow utwier-
dzenia zestawione w tablicy 8.

Tablica 8
13 11 | 7 5 3 1
o Eggt  Fge®  Tae®  FTe”  FTee” Tee” g
My () — 3,90 — 2,14 —1,78 — 1,66 ~-1,59 — 1,51 — 1,52

Wykres momentow M (@) ilustruje rys. 8. Znajac momenty utwier-
dzenia wyznaczy¢ mozemy ugiecie dowolnego punktu plyty ze wzoru
P2

(5.7) w(9'9)=wu(9,@)+a_f M(p)w, (e,0;9)dg

v

-380,

Rys. 8

lub w naszym przypadku rozwigzania przyblizonego ze wzoru

2m
(5.8) w, (0,0) =wy(0,0)+ D' Mrw, (0,0;0n) .
k=1
6. Uogélnienie. Przedstawiony sposob postepowania rozszerzy¢ moz-
Da na plyte kolowa, ktéra na s (j = 1,2, ..., r) odcinkach swego obwodu
jest utwierdzona zupelnie, a na pozostatych swobodnie podparta. Ugie-
cie punktu P plyty wyrazi wzér
i=r
(6.1) w(P)=wy(P)+ D' [ M;(S)w, (P, S))ds;.
j=1 .h'j
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Tutaj M;(Sj) oznacza warto§¢ funkeji momentéw utwierdzenia
w punkcie S; odcinka brzegu s;, w, (P; S;) ugiecie punktu P plyty wy-
wolane dzialaniem momentu jednostkowego skupionego M;(S;) = 1,
przylozonego w punkcie S, w,(P) ugiecie punktu P spowodowane dzia-
laniem obciazenia zewnetrznego w ukladzie podstawowym, tj. w plycie
na calym swym brzegu swobodnie
podpartej. Z warunkéw brzegowych
utwierdzenia zupelnego plyty na od-
cinkach.i = 1,2, ..., r jej brzegu
62 22® o =12..,n

otrzymamy uklad r rownan catkowych

0w(S) _ dun(S)
88 = =3¢ T

S dw, (S5,
+Z’ | M;(S)) w'd(:;;- —‘idsj——"O

=1 Sf

(i=1,2,:7).

Rozwigzanie tego ukladu réwnan daje funkcje M;(S)), ktore wsta-
wione do zwiazku (6.1) pozwola na wyznaczenie ugiecia ptyty. W przy-
padku drgan piyty przy jednoczesnym jej Sciskaniu lub w przypadku
jej wyboczenia znika wyraz w, (P), a uklad réwnan (6.3) staje sie ukla-
dem jednorodnym.

7. Rozwiazanie §ciste.  Dotychczasowy tok postepowania byt taki, ze
po wyprowadzeniu réwnania catkowego (3.1), (3.2), (4.6) i (5.5) zaste-
powalismy je ukladem réwnan algebraicznych liniowych niejednorod-
nych, ktéry rozwiazywali$my otrzymujgc przyblizone warto$ei momen-
tu utwierdzenia w poszczegélnych punktach. Zageszczajac punkty, dla
ktérych wyznaczaliSmy wartosci momentéw utwierdzenia, otrzymaliby-
émy uklad réwnan o coraz wiekszej liczbie niewiadomych, a wartoSci
momentéw coraz blizsze dokladnym. Obecnie postapimy w odmienny
sposob, mianowicie napiszemy funkcje M (p) w postaci rozwiniecia w
szereg {rygonometryczny, dzieki czemu otrzymamy wartosci M (p) nie
w poszczegblnych punktach, a w calym przedziale ¢, — ¢,. Uwzglednia-~
jac coraz to wiekszg liczbe wyrazéw szeregu rozwiniecia otrzymamy
krzywa coraz blizsza dokladnego przebiegu momentu utwierdzenia.

Niech bedzie dane réwnanie catkowe (3.1). Przy zalozeniu, ze kat ¢
mierzy sie od prostej polowigcej odcinek AB utwierdzenia zupelnego
oraz ze f (@) jest symetryczne wzgledem tej prostej, otrzymamy
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i

: Nz ow,(1,0)
{7.1) i! M(Q’a‘) ;Q;;COSRGJCOSﬂQJdm———E_, ——E—a—g——'._f(o),

gdzie

P Al [ @) 1 (W) -+ 0 In () Jugs ().

Przyjmijmy, ze M (p) oraz f(@) mozna rozwinaé¢ w szeregi cosinusowe

(7.2) M () = Z MscosBp,  f(O) = _Yd‘ facosn@.
ﬂ-_ﬂ n=

Pomnozymy po wstawieniu powyzszych warto$ei obie strony réwna-
nia (7.1) przez cos a@(a=0, 1, 2,...,,00) i scalkujemy w granicach
od 0 do ¢,/2

P P
2 2 it oy
J [J (a_)}: MﬂCOSﬁfP) ;: Qu eosn@cosnrpd(p‘ cosa@dE =

'T'o

2 , oa

:J' (Z f,,cosn@) cosa@dO,

0 1=(

o

(=% 2
Q@ncosnO 2 Mgf cosﬁr;:coanzdep) cosa@d@ =

S o
— i
Wk

n=A) p=0 0

Fa

s 9
= 2 fnf cosnBcosa@de .

n=A>0 Q
Stad
(7.3) ﬂé; M; 2&’ Qn Cng Qe = Z fi G (¢a=0,1,2,..,00),
i = n= n=0

gdzie dla n 5~ f mamy

5 sin (ﬂ-—-ﬁ)% sin (n—i—ﬁ)%
ng = Qe e e — =
g nfcosnr;.ocosﬁ(;a @ Sn—p) - e R

P
2

a,m=f cosnBcosa@de,
i
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oraz dlan =
9y

-2
S ; 1
— 2 ik o=
am;—J cos*nOde = e sin n g, + 3 o

W ten sposob otrzymaliSmy na wyznaczenie wspolczynnikéw rozwi-
niecia Mp nieskonczony uklad réwnan (7.3) (a=0,1, 2, ..., c0). Znajac
wartosci wspolezynnikéw My funkcje momentu utwierdzenia znajdziemy
ze wzoru (7.2). W praktyce poprzestajemy na pewnej skonczonej liczbie
wyrazéw rozwiniecia. Jednak aby osiagnaé¢ dostateczna dokladnoéé roz-
wigzania, nalezy wzigé odpowiednio duza liczbe wyrazow rozwiniecia, co
jest réwnoznaczne z rozwigzaniem ukladu réwnan o duzej liczbie niewiado-
mych. Podany tu sposéb postepowania jest w praktyce nader uciazliwy;
wymaga (dla uzyskania dla celéw technicznych dostatecznie dokladnego
wyniku) rozwigzania ukladu réwnan o kilkunastu niewiadomych?).
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Peanowme

KPYTOBAA TTACTHHHKA 10 KOHTYPY YACTHYHO 3AILIEMJIEHHAA,
U YACTHYHO CBOBOJHO OIEPTAS

B paboTe paccMaTpuBAaIOTCH BBIHYIK/EHHbIe Koynebaxus KpyroBoy mia-
CTMHKW TIPM YYACTMM TOCTOAHHON CIKMMAIOLLeA Harpys3Ku, JIeICTBYIOLIeN
B LEHTPAJbHO IJIOCKOCTY IJAacTMHEM. B ciyvyae, Korja 4sacrora xoseba-
HUI @ CTPEMUTCA K HYJIO, TepeXoiuM K 3ajavde OfHOBPEMEHHOTO uzruba

1y Uktady réwnan podane w przykladach w niniejszej pracy zostaly rozwia-
zane za pomoca analizatora réwnan algebraicznych linlowych ARAL w IM PAN.
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¥ cxarmua naactuHRKU. B ocobom caydae p=0 MOIyUaAOTCH BHYTPEHHMUE
KosebaHua MIACTMHKY TIPK ydacTmy cxkumaiomiei cuibl. Haxkowen, B mpe-
nensHOM cayyae o — 0, B cchopMyampoBaHHON B 0BIMX yepTax Hauiei 3a-
saue coNepPKUTCA Chaydail BBITyUYMBAHMA IIACTMHKM, PelileHue s3atpy;r-
HEHO CMeIIAHHBIMM YCJOBMAMM II0 KOHTYpy. Peuienue mnpobiemsr pa-
SLICKMBAETCA B BMJE MHTErpasbHOr0 Bhipazkenuda (1.3), mpuuem B kadecTse
HeM3BECTHOW BeJMYMHLI NpyHuMaeTcsa pyHakuma momentos M(p) B unrep-
BaJe TIOJHOTO 3allleMIeHua maacTuHkM. [lepexozsa ¢ Toukoi P miracTHMHKM
B Touky S’ Kpas IpPM OFHOBPEMEHHOM MCIIOJNB30BAHMM IPAHUYHOTO YCJIO-
Bus [0w(S")/0¢|,=1= 0 B uaTepBase (AB) KOHTYpa, IOJYYAETCA MHTErPATb-
Hoe ypaerenue (1.5), B KoTopom HemsBecrHas hyHKma M(p) Haxommrcs
MCKIFOUNTEIBHO 110 3HAKOM MHTErpaJa (MHTerpaibHoe ypapaHenue d p e a-
TOJ b Ma IEePBOro Poja).

B Tperweit raaBe paboThI ONpesienAeTcA AAPO MHTErpaybHOTO ypaBHEe-
HuA; npu riomolln cpopmynel (3.2) mpexcrasieHa ocobas dopma MHTE-
IpanbHOTO ypaBHeHMA. ViHTerpanipHOe ypaBHeHMe pernaeTca mpubiezxkeH-
HBIM crocof60oM, IIPUBOASA €ro pPelIeHMe K PEIIeHMI0 CUCTEeMBL JIMHEHHBIX
ypaBHeHuit (3.3).

TTogpobHo pazpaboraH paAj IPUMEPOB, KacarolUXcA: (a) BBIHYXKJEH-
HBIX Kojebaumii mmactuHky npyu =0, (6) ocHOBHOI YacTOTBI KoaebaHuit
mnactuaky npu q=0, (B) oxHOBpeMeHHOro m3ruba ¥ CxKaTHA TIIACTMHKM,
(r) BRIMyumMBaHMA MIIACTMHEM ¥ (x) craTMueckoro marnba IJIaCTMHKM.

B mrecroit rimaBe paGorer obobujaerca dopMmynmpoBka mnpobiemsr Ha
TIIACTHMHKY, BalllEMJIEHHYI Ha T OTPe3KaX KOHTYpa, a4 Ha OCTAlbHBIXK CBO-
6o1HO OMEPTYIO.

B zaxmoueHue, B CefibMON IJIaBe, MPUBOAMUTCA PELUEHUE MHTETPAJILHO-
To ypaBHeHMA npobieMbl B BUAE TPUTOHOMETPHMUECKOTO PAAA.

Summary

THE PROBLEM OF A CIRCULAR PLATE PARTIALLY CLAMPED AND
PARTIALLY SIMPLY SUPPORTED ALONG THE PERIPHERY

Forced vibrations of a circular plate subjected to an additional com-
pressive load acting in its middle plane are considered. When the fre-
quency o tends to zero, we pass to the case of combined bending and
compression. In the particular case of p = 0, we obtain the free vibration
of a compressed plate. The limit case of -0 contains the particular
case of buckling. An additional difficulty of solution is due to the mixed
boundary conditions. The solution is sought in the form of the integral
expression (1.3); the function M (¢) expressing the moments in the interval
of clamping is taken as the unknown. Moving point P of the plate so



Plyta kolowa na obwodzie czeSciowo utwierdzona zupelnie 255

as to coincide with point S’ of its edge and using the boundary condition
[0w(S")/0¢p]e=1 = 0 for the segment (AB) of the contour, we obtain the
Fredholm integral equation of the first kind, (1.5), for the unknown
function M (g).

In Para. 3, the kernel of the integral equation is found. Eq. (3.2) re-
presents the detailed form of the integral equation, which is solved in
an approximate manner reducing the problem to the solution of the
system of linear equations (3.3).

Examples concerning the following cases are freated in detail:
(1) forced vibrations of the plate (¢ = 0), (2) fundamental frequency of
vibrations of the plate (q = 0), (3) combined bending and compression,
(4) buckling, (5) bending.

In Para. 6, the statement of the problem is generalized to the case of
a plate clamped along r» segments of the periphery and simply supported
on the remaining segments.

Finally, the solution of the integral equation of the problem in the form
of a trigonometric series is proposed in Para. 7.
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