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NAPREZENIA MONTAZOWE W PLYTACH

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

1. Nalezy rozr6zni¢ dwa rodzaje bledéw montazowych w piytach:

(1) plyta stanowi idealng plaszczyzne, natomiast podpory, na ktérych
ma by¢ oparta, nie lezg w plaszczyZnie; nasunigcie plyty na podpory wy-
maga uzycia sily, co powoduje powstanie naprezen w plycie;

(2) podpory leza w plaszczyznie, natomiast plyta w swym wykonaniu
odbiega od plaszczyzny — jest plyta lekko zakrzywiona; i tu nalozenie
brzegu powierzchni plyty na podpory wymaga uzycia sity.

Bledy montazowe typu pierwszego prowadza do rozwigzania réwnania
biharmonicznego P2p?w = 0 dla niejednorodnych warunkéw brzego-
wych. Zagadnienie to jest juz dla wielu typow piyt i podpédr rozwigzane
i nie bedziemy sie nim zajmowali w niniejszej pracy.

Rozwigzanie zagadnienia naprezen wywolanych bledami wykonania
typu (2) oprzemy na wyrazeniu catkowym, [1],

(1.1) Tw(En=[[[(o,e0+70,e +7,, ) dV.

Wzoér ten otrzymamy z réwnania pracy wirtualnej przy rozwazaniu
dwu stan6éw: stanu wirtualnego obcigzenia P =1 i stanu rzeczywistych
odksztalcen. W zwiazku (1.1) w (%) oznacza ugiecie plyty, e (x, y), & (z, y)
oraz &) (x, y) oznaczaja skladowe stanu odksztalcenia plyty, powstale
w trakt:le jej formowania (np w ptycie zelbetowej w procesie jej wyko-
nania), wreszcie a.(x,y; &, 1), oy(x, y;&,7) oraz Ty (x,y; & %) oznaczaja skla-
dowe stanu naprezenia, wywolane w punkcie (z,y) ptyty dzialaniem sily
skupionej P = 1, przylozonej do punktu (e,7) w kierunku osi z.

Funkcje oy, oy Oraz 7.y sa funkcjami G r e e n a; traktowaé je mozna
jako powierzchnie wplywowe naprezen. Zwiazane sg one z funkcjami
przedstawiajacymi ugiecie ptyty i wystepuja w nastepujacych zwiazkach:

= Ez (0*w *w

e 28 P 2

_ Ez [FPw 0* w
He2) == (g% + 7528’

. Ez 0*w

Ty ="

1+ dxdy’
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Tutaj E jest modulem sprezystosci, a » liczha Poissona Za-
kladamy, ze odksztalcenia poczatkowe plyty okreSlone sg nastepujacymi
zaleznosciami:

(1.3) l=zg(z,y), e =zh (z,y), & =22k (x,y)

Wprowadzajac zwigzki (1.2) i (1.3) do réwnania (1.1) i catkujac w gra-
nicach od —h/2 do +h/2 (gdzie h jest gruboscia plyty), otrzymamy

_ » 30— 2074 3
(1.4) 1w(e,n)=—Nfﬂ9(g—§+“’g';) (2 4250 )*
213—'

-1 Zk(l—v)dxdyjdﬁ.

Tutaj N=Eh*/12(1—»%) jest sztywnoscia plyty na zginanie.

Zwazywszy ze momenty zginajace i skrecajace, wywolane w plycie
idealnie plaskiej dziataniem stanu P = 1, okreélone sg zwigzkami

— 2
fomr(5359)
— 0w , 0w
(1.5) My —— (dy_ +1.dx2),
_ 2%
M,\‘y=—N (1 —1') &Elg_‘y- 3

mozemy napisa¢ zwiazek (1.1) w postaci
16) 1w n)=/[lg (@ y) Mx(@,y; &) + h(z,y) My (@,y; ) +
+ 2k (I', ?}) ﬁx}' (i.l’.‘, Y 5! 'I‘)] dxdy'

Funkcje My, My i My, mozna traktowaé jako funkcje Greena dla
stanu P = 1, przedstawiaja one bowiem powierzchnie wplywowe momen-
téw zginajacych i skrecajacych dla punktu (x,y) przy sile P = 1 posu-
wajgce]j sie po plycie.

Znajomo$é funkeji w lub funkeji My, M,, M.y, dla rozmaitych typéw
piyt i warunkéw brzegowych pozwala juz przy danych funkcjach g, h i k
na wyznaczenie powierzchni ugiecia w (§,%) ze wzoréw (1.4) lub (1.6). Po
wyznaczeniu powierzchni w (€, 5) obliczymy wielkosci statyczne z naste-
pujacych wzorow:
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02 32
MgZ*-N(-a—g + i’%;:f‘l‘g 1 J'h),
0? 2 \
My=—N (ﬁ{j + v%-;f =+ h + ;-g.),
(1.7) ' '
ME:J-'—-“—N(]-——?')( 56')} +k)
_9M;  OMy dM’f OMey
U=35 + - ead Qy= +5¢ -

Przechodzac od plyty do preta prostego z osia pokrywajaca sie z osia x
otrzymamy ze wzoréw (1.4), (1.6) i (1.7) wzory nastepujace:

l 1w (f)=—EI l dz%’g‘:‘“} (x)dz,
(1.8) Lw(é) = [M: (2, & g(x)de,
. Mgz—‘EI(d 1?‘?‘9)

Wzory powyzsze stuszne beda rowniez dla nieskonczenie diugiego
pasma plytowego w postaci walca. Zamiast EI nalezy wstawi¢ w tym
przypadku N, a ponadto uzupelni¢ wzory (1.8) zwiazkiem M, = — Nrg.

W wielu przypadkach bedzie wygodniej operowa¢ powierzchnia po-
czatkowego odksztalcenia plyty w, (x, y). Jest ona zwiazana z wielko$ciami
poczatkowych odksztalcen nastepujacymi zwigzkami:

d..
¥ =zg (x,y)= d:r:'
(1.9) - -
"Wy "Wy
e =zh (x,y) =—2 oy e}f}=2zk(x,y)=—2za-xdé

Podstawiajage powyzsze zaleznoSei do wzoru (1.1) i korzystajac ze
zwigzkéw (1.5) otrzymamy

(1.10) e,m_—ff ‘3 “"’M it L My+2Mug 13“)“3.

L]

Zasadnicze wzory stuzgce do wyznaczenia powierzchni ugiecia w (£, 7)
przedstawiaja catki powierzchniowe. Postawmy pytanie, czy przez prze-
ksztalcenie tych calek na krzywoliniowe i powierzchniowe nie otrzymamy
prostej drogi do wyznaczenia powierzchni ugigeia w (&, ).

Arch. Mech. Stes. — 7
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Z przeksztalcenia G r e en a na plaszczyznie wynika, ze

dov sin2
fff dQ-—fl (-—cc)s2 6‘: sz a)__
~—v(§f cos” a—E?fnga)]ds%—ff
(1.11) fff(%% d9=f[f(g—2sm3a+ ;— g—:sin2a)—
Q

—v(g-isln“ +?a—jsm2a)]ds+f dQ

(ot s ot
ch‘sm a)] ds+ff d‘” dQ= f[f(%%sta—
_g%sitﬁ ) ( gf sm2a+§-cos a)lds—l-ff a

W powyzszych zwigzkach dv/0n i 0f/0n oznaczajg pochodne w kierunku
normalnej (przy normalnej skierowanej na zewnatrz obszaru), 0v/0s
i 0f/0s pochodne w kierunku stycznej do brzegu obszaru; a oznacza kat,
jaki tworzy normalna z osia x. Zastosujmy powyzsze zwiazki do calki
wystepujacej we wzorze (1.4):

112 1w n)-———NI.(dmgf.+3;ffa+2 = fiz)d.Q

gdzie fy=g+»rh, fy=h-+vg oraz fia=k.
Po prostych przeliczeniach otrzymamy

(1.13) Tw(f,n)"-:Nf[( gf" £ a;) '(wgg—"s-’i——%?f“)]ds

azfl a.h%
i ve5lee

We wzorach powyzszych przyjeto oznaczenia:
fa={f,cos’a + fysin® a + fiasin 2 a,

I )sm2a

— f1,2c08 2 a.
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WielkoSci f, oraz fa,s traktowaé mozna jako rzuty wektoréw na kierunek
normalnej i stycznej do brzegu.

Wz6r (1.13) jest stuszny dla dowolnych warunkéw brzegowych piyty.
Szczegolnie prosta postaé przyjmie on dla ptyty swobodnie podpartej
i dla ptyty na brzegach utwierdzonej zupeknie.

Dla plyty swobodnie podpartej znikaja na brzegu wielkosci w i 0w/0s.

Dla tego przypadku wzér (1.13) uprosci sie do postaci

0w 0*f, , *fy 0% fi0
(1.14) 1w(é, n)——ij,, =— ds ——NJ[. ( ‘+ay +20:cdy)d9'

Jesli ponadto funkcje g, h oraz k, a tym samym f,, f, oraz fi» sa funk-
cjami liniowymi, to zniknie w wyrazeniu (1.14) catka powierzchniowa.
Otrzymamy wowczas

(1.15) w(,n=— NJ f,. = ds

Dla plyty na brzegu zupelnie utWJ.EI'dZOnEj jest w=10, dw/ds=0,
a ponadto dw/dn=0. Tak wiec

ae.fz 02]‘2 0* f! 2
(1.16) 1w (¢, 'q)——fo ( +2axay)d9

W przypadku szezegbélnym funkeji liniowych g, h i k otrzymamy ze wzo-
ru (1.16) w(¢,7)=0.

Przeksztalémy teraz przy uzyciu zwiazkow (1.11) calke powierzchnio-
wa wystepujaca w zwiazku (1.10). Po prostych przeliczeniach znajdziemy

0M" Jw dMn.'.' awﬂ )] —
(1 17} lw{E n)'—f[( Mnd u)_(wu ds 05 MI’IS‘ ds

°M. . 0° 0°M
_f o (G5 + G2 2500

We wzorach tych przyjete zostaly oznaczenia: |

My = M, cos® a + Mysin® a + Myysin2a,
M :_%(M_y"—ﬁ_r) stQ—ﬂxy cos 2 a.

Wielkosci te posiadaja prosta interpretacje
mechaniczna: M, przedstawia moment zgina_ja—
cy o wektorze w kierunku stycznej, a Mans
jest momentem skrecajacym o wektorze w kie-
runku normalnej.
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Zauwazmy wreszcie [por. wzory (1.5)], ze

dM. dMy 0°M.,, e
(118) S—=+—== +2d:cdy_" Ny*piw=—p(x,y).
W naszym przypadku w jest ugieciem wywolanym jedynie obcigzeniem
sila skupiong P = 1 w punkcie (&, ). Na pozostale] czesci plyty, wylgeza-
jac punkt (&, ), obcigzenie p (x,y) jest rowne zeru. Zatem

— [ [y (— N 72 p2w) dac dy = 1w, (&,7).
4]

Tak wiec wzoér (1.17) napisaé mozemy w postaci

(1.19) 1w(& )= 1 w, (&

dMu dw.: dﬁﬂ.,\' 6‘1,0, )
+ fl:( wy on — M, dn)—(wu m‘“ Ds ~Mp.s ] ds.

Rozwazmy przypadlkl szczegolne. Niech brzeg plyty bedzie swobodnie
podparty. Wtedy

(1.20) 1 ‘UJ(E ‘a‘?) = 1 wy (E n)"’f( OM" : de“ M. s) dS

gdyz moment zginajacy M, jest wzdtuz brzegu réwny zeru. Jesli po-
wierzchnia poczatkowa w, jest tak uksztaltowana, ze na brzegu w, = 0,
to znika catka krzywoliniowa i mamy w (&, %) = w, (&, 7).

Oczywiscie, w tym przypadku znikaja wszelkie wielkosci statyczne,
jak tatwo przekona¢ sie mozna ze wzordw (1.7) przyjmujac w nich

W przypadku brzegu plyty utwierdzonego zupeie otrzymamy przy
Mpns=0 na brzegu
OM,.

(1.21) Lw(&n)=1w,(&n) + f ( — M, ‘x“)ds.

Jesli powierzchnia poczatkowa w, posr.ada taki ksztalt, Ze na brzegu jej
znika w,, to ugiecie w wyznaczymy ze wzoru

(1.22) 1w (€ n)=1w, (-E,n)thudw" ds.

Jesli ponadto wzdluz brzegu jest awO/ﬂn =0, to w(&,n)=w, (§n) i plyta
znajduje si¢ w stanie beznaprezeniowym.

Niech teraz dana bedzie plyta, ktérej brzeg sklada sie z krzywych,
przedzialami regularnych. Niech pltyta bedzie w przedziatach s;,..., s swo-
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boc.inife podparta, a w przedzialach s.1,...,s, utwierdzona zupehie. Wtedy
ugiecia plyty okresélaja nastepujace wzory:

(1.23.1) 1w(&y) =

=—N|Z‘ ‘,:’d ds; +ff (asf, gxfé’*)dgl

(]

lub

=k

[1-23-2] 11,{}(5,1})= 1 Wy (Er ”]_E (w” dMl“) dwo

M"’)d i+

8¢
8

'S [ oMD  _ ow

4 N J( A7 17 “) .

P ) %o on, M, on; A
5y

Zbadajmy jeszcze szczeg6lng klase odksztalcen, mianowicie kiedy
g = h oraz k = 0. W tym przypadku

f|=fg=(1+1’)g:f;,, ,'fl.2=0, fn.s=0-

Tak wiec ze wzoru (1.13) mamy
(1.24) 1w(,9)=N(1+» f (ﬁg%—g%)ds—N(1+l']J1J‘EVﬂng.
s o

Zauwazmy, ze w przypadku odksztalcenia plyty wskutek nierowno-
miernego wzrostu temperatury jest ¥ =uazz, ) =arz, &) =0.

Tutaj z(x,y)=(1/h) [t,(x,y) —t:(x,y)], gdzie t, i t, sq temperatura-
mi na dolnej i gornej powierzchni plyty oraz a jest wspélezynnikiem roz-
szerzalnosci liniowej.

Tak wiec wzoér (1.24) pozwala okreéli¢ powierzchnie ugiecia ptyty wy-
wolang nierobwnomiernym wzrostem temperatury. W przypadku stacjo-
narnego pola jest ’?t=?¢g=0. Rownanie (1.24) przyjmuje szczegélnie
prosta postaé:

L ids Jw
(1.25) lw(i,q}=N[1+v}af(w5—1-l—z%)ds
zgodng ze znanymi rozwigzaniami, [2].

Stwierdzié nalezy, ze szczegdlnie proste wzory otrzymalismy dla plyt
na brzegach zupelnie utwierdzonych, (1.16). To stwierdzenie pozwoli na
opracowanie odmiennego sposobu rozwiazania dla plyty na swym obwo-
dzie swobodnie podpartej.
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Ugigcie w tej plyty niech sktada sie z dwu czesci: w, i w,. Ugiecie w,
odnosié¢ sie bedzie do plyty o tym samym konturze, ale o brzegach zupel-
nie utwierdzonych:

:—N{f (‘ﬁ‘#fLJr g{;;)do

Dla plyty na brzegach zupelme utwierdzonej wyznaczamy momenty
MY, MY i M{) przy uzyciu zwigzkéw (1.7). Tworzymy z nich momenty brze-
gowe M o wektorach posiadajacych kierunek stycznej do brzegu. Dla
uzyskania warunkéw swobodnego podparcia nalezy momenty M) zni-
welowaé. Rozpatrujemy zatem plyte swobodnie podparta dla warunkow
= h = k = 0 oraz obcigzona na brzegu momentami — M. Wyznacza-
my powierzchnie w, wywolang tym obciazeniem oraz wielkosci M?’, Mfl,...
na podstawie wzoréw (1.7) przyjmujac w nich g = h = k = 0.
Ostatecznie wielko$ei statyczne wywolane bledami wykonania ptyty
swobodnie na brzegach podpartej uzyskamy z superpozycji

(1.26) w=w, + w,, M,=M{) + MY, ...

Powyzszy sposob postepowania rozszerzy¢ mozna i na przypadki,
w ktérych na brzegu s, ptyta jest zupelnie utwierdzona, a na brzegu s,
swobodnie podparta. Ugigcie skladamy z dwu czedci w,; i w,, z ktérych
pierwsza odnosi si¢ do ptyty zupelnie utwierdzonej na brzegu s;, a obcig-
zonej momentami — M, na brzegu s,. Powierzchnie ugiecia w, wyznaczyé¢
mozemy na nastepujacej drodze.

Na ugiecie w, (P) punktu P plyty wplywa moment — M, (S.) na brze-
gu s, i moment nieznany — M, (S,) = f (S;) na brzegu s,. W ten sposob

(1.27) P)ﬁ-—-fMu(Sa wy(P, S,) dsz-i-ff Ywm(P, S,)ds,.

Tutaj wy (P, S.) oznacza ugiecie punktu P wywolane dzialaniem momen-
tu skupionego M, (S.) = 1, przylozonego w punkcie S, brzegu s,; wy (P, S;)
oznacza ugiecie punktu P wywolane dzialaniem momentu skupionego
f(Sy) =1, przylozonego w punkcie S, brzegu s,. Pierwsza catke wzoru
(1.20) mozna bez trudu wyznaczy¢; oznaczamy ja przez ws, (P). Z warun-
ku 0w, (S1)/0n, =0 na brzegu s, otrzymamy

on,

Otrzymali$my réwnanie calkowe Fr e d holma pierwszego rodzaju.
Z réwnania (1.28) wyznaczymy funkeje f (S,), a z roéwnania (1.27) ugigcie
w, (P). Powyzszy spos6b rozwigzania daje sig¢ oczywiscie rozszerzyé na
piyty o brzegu skladajacym sie z funkeji przedzialami regularnych,
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przy czym brzeg jest na kilku odecinkach swobodme podparty, na pozo-
statych utwierdzony zupemie.

Jest rzecza widoczna, ze powyzsze rozwazania rozwinaé mozna i na
przypadki, w ktérych czeé¢ brzegu jest utwierdzona, cze§é swobodnie
podparta, a cze$¢ swobodna, [3] i [4].

Szczegblnie nieskomplikowane rozwigzanie otrzymamy dla preta pro-
stego oraz dla nieskonczenie dlugiego pasma plytowego [dla g = g (x)
oraz h = k = 0].

Rozwazmy pret prosty o diugoéci | na koncach podparty lub swo-
bodny.

Wykonujac catkowanie przez czesSci, otrzymamy z pierwszego wzoru
grupy (1.8)

(1.29) w(f)— —EIUg( )d“’(“’ 8!

+

+f B, L ]

Dla belki na brzegu x = 0 utwierdzonej zupelie, na brzegu x = | swo-
bodnie podpartej jest w (0,£) =0, dw(0,8)/dx=0, w(l,&=0.
Zatem '

(1.80) w(f)=—E1[ o 22l E)+f“( 55290 g ]

_ ‘—( E)dg(x)

0

W przypadku liniowej funkcji g znika catka wystepujaca w ostatnim
wzorze. Dla belki obustronnie utwierdzonej otrzymamy
1
. &
w[&}:—EIIw(x,E) dg (;c) dx.
0
W wielu przypadkach wygodnie bedzie skorzysta¢ z drugiego wzoru gru-
py (1.8).

Je$li poczatkowa posta¢ preta okreslona jest funkeja w, (x), to wst?-
wiajac g (x) =—d*wy/dx* do wzoru (1.8) otrzymamy po scatkowaniu
przez czesci

d*w (x, &) dw,(x)
(1.31) w(é) =EI H P Fe

\ +

dx®

== f‘wu(z} CK—@%'Q dm]'

‘_’wotx]dsw{r ,€)
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Catke wystepujaca w ostatnim wzorze, zwazywszy ze EI d'w/dx'=p(x),
napiszemy w postaci
(4

EI "w“(:‘:}

0

d'w(x, &)
dzt

dx=1w,(&),

poniewaz dla ugiecia w jedynym obcigzeniem jest sila skupiona przylo-
zona do punktu & Tak wiec wzor (1.31) przyjmuje postaé
J

d*w (x, &) dwn{a:}l (2, &)
0

() 20 )

(1.32.1) w(f):w(,(fl-i-EI{ 5 =

albo
(1.32.2) w(g):wo(;)_“%(m, E)dbg!.r}

{ =
= ‘wu (x) @« (x, ‘E}":}] .
0

Dla belki swobodnie podpartej, zwazywszy ze funkcje M, (x,£) oraz w,
sa na koncach belki réwne zeru, otrzymamy w () = w, (£). W tym przy-
padku oczywiscie nie wystepuja naprezenia w precie. Dla belki obu-
stronnie utwierdzonej, dla w, (0) = w, (I) = 0, mamy

(1.3 w® =@ — Mol § TG

0

Jedli ponadto jest dw,/dx=0 na koncach belki, to w (&) = w, (§); wte-
dy w belce nie powstang naprezenia.

2. Zastosujemy wyprowadzone w pierwszej czeSci pracy zwiazki do
rozwigzania kilku najprostszych przykiadéw. Ograniczymy sie przy tym
jedynie do plyt prostokatnych.

(1) Niech dana bedzie plyta prostokatna na brzegach swych swobod-
nie podparta. Odksztalcenie pierwotne ptyty niech charakteryzuja funk-
cje el =g (2,9)2, e =¢) =0,

Ugiecie plyty silag nalozonej na brzegi wyraza wzor

21) 1w, 9})-—-—N{ f (63 +v%w)d0 fI'g(:r,y)l"r_h-('x,y;cf,a;)dﬂ

2

Powierzchnia w (x,y; &, 1) jest znana i ma postaé

(2.2) Wy ) l 4 Z‘ sin a, & sin B 7 sin a, 2 sin B y

1
ﬂ W D f.m

gdzie

nm mam
2 =
Du m [CI + ﬁm . et = .

n a ﬁm = ‘b

=]
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Zalézmy, ze g (x,y) jest rowne zeru na calym obszarze plyty z wy-
jatkiem prostokata A4 x Ay, przy czym niech lim (g Ax Ay)=1. Wtedy
Ax—0
Ay

(2.3) 1w(&n)=1M.(z,y;n =
4 v [a?: + ﬁm v

2 — Sinay Esin 1y sin ag 2 sin B, y
ab nm Dn n

przedstawia powierzchnie wplywowa ugiecia plyty, wywolang dziala-
niem jednostkowego odksztalcenia plyty, przylozonego w punkcie (x,y).
Dla funkeji g (x, y) ciaglej w obszarze plyty otrzymamy
(g + v 67)
(2.4) w(&n= b- S e

— Dy,m
n.m

a b

% sin a, & sin ﬁm‘?‘}J ] g(x,y)sinapxsinfpydxdy.
00
Niech g = const. Odpowiada to poczatkowemu wygieciu plyty wedlug
walca parabolicznego (rys. 2). Wiedy

16 (a2 +82
(2.5.1) w(é, n}— 2 2 e Du = sm an &E8in By
lub tez
em, l—ya nb
(2.5.2) w(f,ag)Z%f! Z m—;"j {l-—- — la b[(l_T &9 tgh _2')y
n=13,... # (\'_.'|Sl’)L :

% cosh an

Rys. 3

Niech plyta w stanie poczatkowym bedzie tak wykonana, ze wzdluz
prostej $=Epowstaje zgiecie (rys. 3). Wtedy

(a;, + £5,7) ; ;
(2.6.1) w (&, 9= 2 4 - sin ap &, sin ay, &sin fumy.
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Przy uzyciu pojedynczych szeregdéw trygonometrycznych otrzymamy

sin fu7) sinh fu & 1=
(262) w (E 1}) = !9 b y ﬁ” b) sinh ﬁm sinh ﬁm Ei (1___,1, + .gm 5 Ctgh ﬂm E ‘!"

+ B & Ctgh ﬁm '5] = ﬁm a Ctgh fm CI'.) (‘-.| E=a).

Dla 0= &= &, nalezy we wzorze (2.6.2) zamieni¢ litere & na &.

(2) Niech teraz odksztalcenie pierwotne ptyty okre§lone bedzie dwie-
ma funkcjami ¥ =g (x,y) i sL“‘z hix,y). Wtedy w przypadku plyty na
brzegach swobodnie podpartej ugiecie w (& ) wyrazi wzor

sin Uy ‘E sin @Lm_'o‘_?_ X

4=
@0 wEn=_g Z Du,m

mn.m

[(a -|—v62)ffg(.r y)sinap xsinfnydrdy +

+ (B, + ?aﬁ)f fh(a:, Y) sin a, 2 sin ﬁmydxdy].

W przypadku szczegﬁlnym g = h = const otrzymamy

16 g (1 + 'l’) sin a, £ sin ﬂm n
(2'8'1) w (¢, 1"‘) ab 2 an fm (CI =+ ﬁ?},)
lub

1+1:)g sin aq & 1 b\
(28.2) w(&y= ll ———-cosh au |p— ) ].
2; ai COSh anzb 2

Stan g = h = const, k = 0 charakteryzuje powierzchnie poczatkowa w,

w postaci obrotowego paraboloidu. W przyjetym uktadzie wspéirzednych
powierzchnie te wyraza wzér

4f a\? b\?
wy (&)= i (5 —2“) +( —"2—)]
Tutaj f oznacza rzedng powierzchni w, w narozach brzegu (rys. 4) pod-
porowego. Ponadto

2 8f
MR T T O T d

Jesli przy uzyciu sity nalozyé brzegi powierzchni w, na kontur ABCD

piyty, tak aby wzdluz brzegéow ugiecie w bylo réwne zeru, to

—_32(4+v)f § sinané 1 (_2)]
wen== 3 I e 3]
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OtrzymaliSmy stan tym sie charakteryzujacy, ze ugiecie w (&, 5) oraz
momenty zginajagce sa ujemne. Wprowadziliémy w ten sposéb do plyty
wstepne naprezenia ujemne. Jest rzecza widoczng, ze zabieg ten pod-
wyzszy¢ moze znacznie noéno$é plyty przy poddaniu jej obcigzeniom
zewnetrznym p (x, y) skiero-
wanym prostopadle do po-
wierzchni $rodkowej plyty i
dzialajacym w kierunku osi z.

(3) Niech dana bedzie ply-
ta na swym obwodzie zupel-
nie utwierdzona. Niech od-
ksztalcenie pierwotne plyty
okre$lone bedzie funkcjami
g0 =g (), e}"’zh{y) i&l) =0.

Podamy tu jeszcze jedng
droge rozwigzania tego zada-
nia, ktére przy uzyciu podwo6jnych szeregbéw trygonometrycznych szeze-
golnie bedzie wygodne.

Ugigcie w zlozymy z ugigcia w,, wywolanego wskutek bledéow wyko-
nania w plycie swobodnie podpartej, i z ugiecia w., wywolanego dziala-
niem zginajacych momentéw brzegowych w plycie idealnie plaskiej i row-
niez na brzegach swobodnie podpartej.

Ze wzoru (2.7) mamy

Rys. 4

@9) wien = 3 It

n,m

( 2-‘_”‘32 g(:r) sn‘m:,.a:dx-{—ﬁ"z"—i-1

m iy
Q0

b

fh(y)smﬁmydy)

Powierzchnie w, okreslimy wzorem

e [Am o= ('_' " le an+ % IBH === (""l)mDuI ﬂm

@10) w6 ) =gy Z Doum a

n,m

¥ sin ap & sin fm .

Tutaj A,, B, C, i D, oznaczaja wspélezynniki rozwiniecia F o u-
T i er a momentébw brzegowych dzialajacych wzdluz brzegow & =0,
n=0, £=a i y=0>b. Zalbzmy, ze g (x) jest funkcja symetryczng wzgle-
dem prostej x =a/2, a h(y) symetryczna wzgledem prostej y = b/2.
W tym przypadku 4,, = C,,, B, = D,.
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Z warunkow utwierdzenia zupelnego

dw 0w
=) = 0,
(2-11} Id& l;_“ k) d?}ln 3

gdzie w = w,+w,, otrzymamy uklad réwnan:

= o B« 2N «
“1 @y v Dn Un v n b
A”I s Du m ﬁm ﬁ Du.m + b --‘ Dn m
ﬂ fr
. 2 Ly g2
% —H ) g(x)sinagxde+ " — " | h(y)sin Bnydy|= 0,
B g an
m ’
(212) i !
oo & 2 oa
ﬁm Am a m 2N v ﬁm V)
n = L Bu = N : =
“ ’"Z: Dy + b mS: Du.m + b ".;T“j Du.m
b
+ 9 ’ ﬂ,’, v a . '
,.l——uﬁ— [g(.r)sma,.:cda:-k o ‘ h fy}smﬁmydyl=

0
(Rim= 1,8,5y:)s

W powyzszym ukladzie réwnan jest, |5],

o ?" b b (Iﬂb
DI e e

m=1.3, ... Dn.m 8 @n 2 cosh® C_"';'_"_E_J
2
s gt a ( fma Bma )
=g (i he—— :
n =12,‘; Do Bﬁm ' 2 2 cosh® ﬁf_;a

Z rozwigzania tego ukladu rownan otrzymamy wspolezynniki A,,,....D,
i mozemy wyznaczyé powierzchnie w,. W przypadku szczegbélnym g = h =
= const mozna wykaza¢, ze uklad (2.1.2) bedzie spelniony, jesli
4N(1+,,)g g __4N@+9g

Am = f
ﬁ m pa

oraz ze w = w,tw, = 0 zgodnie ze wzorem (1.2.4), w ktérym przyjaé
nalezy g =0, w=0dw/0n=0.

(4) Mamy pasmo plytowe swobodnie podparte na brzegach é=0,
& =a oraz na odcinku ¢, brzegu y = 0; na odcinku ¢, brzegu utwierdzone
jest zupelnie (rys. 5). Niech g = const, h = k =0.

Rozwazymy najpierw system podstawowy, czyli pasmo plytowe na
wszystkich brzegach swobodnie podparte. .

Powierzchnig ugiecia tego pasma oznaczamy przez W. Skladaé sig ona
bedzie z dwu czesci, z ugiecia w, wywolanego bledem wykonania w pas-
mie na brzegach zupelnie utwierdzonych oraz z ugiecia w, wywolanego
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w pasmie na brzegach swobodnie podpartych dzialaniem momentéw brze-
gowych — M,. Poniewaz g = const oraz j*g = 0, zatem w, = 0, a M, =
=—Ng na brzegach {=0, é=a oraz My=—Nrg na brzegu 5=0.

Powierzchnia w, przyjmuje postaé a

a2 v 1 BT
(2.13) ‘wn(«f:ﬂ—a Z =

n=148,...

o
Cy

G .

Xll—(}_+ -%ann)e&““';l sin a, & + 1

2gv I | Sk é§,x
i = o 2 'sinan & =

B
—
Cy
_q .
T\I‘_
o
T
L=
|
|
|

Cz

Il
T

—

X{l“‘[1+ %-ﬂ"‘i}{l—‘l’)-

e._ “n ’4‘} AP T e

¥ sinan E=W (&,9). Rys. 5

Ugiecie pasma plytowego na odcinku c¢, dodatkowo utwierdzonego
przedstawi¢é mozemy w postaci

(2.14) w(én) =W &)+ [f@) G 0;¢ndz.
0
Tutaj f (x) jest nieznana funkcja momentu zginajgcego M, na brzegu
¢,, a G(x,0; &%) ugieciem plyty na wszystkich brzegach swobodnie pod-
partej, wywolanym dzialaniem momentu skupionego f =1 w punkcie
(x, 0), (rys. 5b):

L

"
aN

—
2

n=1.2,...

(215) G (x,0;&9) = sin a,  sina, § =

n

cosh?-n—cosgis*m)
/(3 NN - S SR
2 coshﬂa}‘l——casz:(é + x)

Poniewaz na odcinku c, jest

.
— =0,
[51..
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zatem
0 ,0 0
(2.16.1) . d(” 0)_01’!_5 )+ff 9G (£,0;2,0)
albo
a5

2 1—cos™ (§—ux)
(2.16.2) ff(x)ln g e 83:N(i+1)g 5 a--sma,,e

0 1—cos (& + ) i 7.. %

Z rozwigzania powyzszego rownania calkowego wyznaczymy funkcje
f (x), a ze zwiagzku (2.14) powierzchnie w (¢, ).

(5) Rozwazmy plyte prostokatna o powierzchni poczatkowej tym sie
charakteryzujaca, ze ¢ = h = 0 oraz k = const. Mamy tu do czynienia
z hiperbolicznym paraboloidem

gdzie

T 0Edy  ab’

We wzorach tych f jest wartoscia w, w marozach (0,0) i (a,b), za§ —f
wartoscig w, w narozach (a, 0) i (0, b).
Skorzystamy tu ze wzoru (1.6)

(2.17) Tw (& n) =2/ [kMy (2, y; & ) de dy.
Q

Dla ptyty prostokatnej o brzegu swobodnie podpartym jest

oo =
“oxoy

— 4{1_?)2 aﬂﬁﬂ'l
DN.HI

mn,m

ﬁxy=—N(l

sin a, & sin B n cos an x cos fm Y-

Ze wzoru (2.17) otrzymamy

a b
w (&) = Buabv)kzanﬁmsmamfsm@”ffsinanxsinﬁmy:0.
0

Du.m
n,m

Przez naloZenie przy uzyciu sity brzegéw hiperbolicznego paraboloidu

na brzeg podporowy zdeformowalismy te powierzchnie do ksztaltu pla—
SZCZYZNYy.
Ze wzoréw (1.7) otrzymamy

(2.18) M§=Mq=0, M§q=_N(1_v)k
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Peawowme
MOHTAMWHBIE HATIPAHEHHUA B IIJIACTHHKAX

B pabore paccmaTpuBaeTCs He WMAEaNbHO IIIOCKO M3TOTOBJEHHAA,
a cJerkKa M30THYTad IIACTUHKA,

YKIafKa KpaeB IJIACTUMHKM Ha OIOPHI, PACIIOJIOKEeHHEIe B OJHOM ILIoCc-
KocrH, Tpebyer IIpMMEHEeHMsA CHIBI, BCJIEJCTBME YEro B IJACTHHKE BO3ZHMU-
KalOT HaTIPpAKEHUS.

Pemrenne 9T0if 3amaumM OCHOBBIBAETCHA HA MHTErPAJILHOM BBIPAXKEHMM
(1.1). Ora dopmyna (npusBepeHHas aBTOPOM B ero pabore [1]) mosyuaercs
W3 ypaBHEHMS BUPTYyalbHOM paborel, npu obcyzKIAeHUM ABYX COCTOAHWIL:
COCTOAHMA BUPTYANBHO) Harpy3km P =1, pgeiicTByiolueit Ha MAEAILHO
ILJIOCKYIO TIIIACTMHKY, M COCTOAHMA NEMCTBUTENBHBIX medpopmarpit. B 3a-
puceymocty (1.1) w (£, n) obosHagaer npornd mmacTuuky, a &, sf‘?’ ﬂa}gf—
cocraBiAolMe gedopMaluy, BOIHMKIIME BO BpeMA ee (DOPMUPOBAHMUA,
HAKOHEI[ O, 0y¥ Txy 0003HAYAIOT COCTABJIAIONIME HANPAXKEHHOTO COCTOSHMA,
BBEI3BAHHOIO B TOYKE (X, Y) INIACTMHKM IECTBMEM COCPEIOTOYEHHON! CHUJIIBI
P =1, npwroxensHoi B Touxe (&,7).

Tonaras, uro ef), &) u &) apnsmores npoysBoMBEHEMI DYHKIMAMK T, Y,
HO JMHEHHBIMM TI0 OTHOLIEHMIO K Z, (1.3), mpusenem copmyay (1.1) (fiposmH-
TEerpupoBaB B npezenax ot — h/2 mo h/2) x Buzy (1.4) mum (1.6). Tlomxyuns
dysRImo w (§,1) u3 9TMX HOPMYJT, MOXKHO ONpENIENIMTL BCE CTATUYECKHe
BeNMYMHBL IIACTMHEM U3 ypasHenmit (1.7).

ITonbsysacs mpeobpasoBanveM I'pMHa Ha IJIOCKOCTH, MOXKHO Ipej-
craBurh nporub mim B Bupe (1.13), wmr-3xe B Buze (1.17). IlepBelii BuA
BLITOZIEH B ciaydae, KOrfa AaHbl (pyHkmmu ¢, h u k, Bropoit — xorja jaHa
MOBEPXHOCTHL TTePBOHAYAJNBHOM AedopMarmy mracriuky. OcobeHHO mpocTo
MOKHO TIPEJICTABUTD TIPU TIOMOI 9TMX PoPMyJ mporub 1w A NIIacTHHOK
cBoBonHOo omeprThix Ha kpaax, (1.15) u (1.20), mm 3amemyeHHsx, (1.16)
n (1.21).
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B zarmoyenye NMpUBOAMTCA CrOcoD pemeHusa 3asaydm, KOorja IJIacTHH-
Ka 9acTMYHO CBOBOIHO OIepra Mo KOHTYPY, a YACTMYHO 3alleMJIeHa, Nnpu-
yeM 3afaya CBOJMTCA K MCCJIENOBAHUIO CHCTEMbI MHTErpajibHBIX ypaB-
HEeHMI.

Bo Bropoit wacti paboThl NPUBOAUTCA HECKOJNBKO ITPOCTHIX ITPUMEPOB
OTpefeneHua CTATMYECKMX BEJMYMH B NPAMOYTOJBHBIX MJIACTHMHKAX, obia-
JIAIOLMX TIpeRBapUTeNbHOM KPUBU3HOM,

Summary
ASSEMBLAGE STRESSES IN PLATES

The author considers a plate which is not perfectly flat, having a slight
initial curvature.

1f the supports lie in the same plane the assemblage requires an exter-
nal force and the plate will be stressed.

The solution of this problem is based on the integral expression (1.1).
This expression (derived in the author’s paper [1]) is obtained from the
equation of virtual work, two states being considered: the virtual state
of the load P = 1 acting on a perfectly flat plate and that of real defor-
mation. In Eq. (1.1) w (&) denotes the deflection of the plate, &, ejf”
and & y-—the strain components of the plate originating from the process
of plate forming and o, gy and 7,y the stress components at the point (x, y),
due to a concentrated force P = 1 at the point (&, 7).

Assuming that &, &l and &{f) are functions of = and y, arbitrarily cho-
sen but linear with respect to z,(1.3), Eq. (1.1) is transformed, by inte-
gration from — h/2 to h/2, into Eq. (1.4) or (1.6).

Having found from these equations the function w (£,#), we can deter-
mine from (1.7) all quantities concerning the plate.

Using Green’s transformation on a plane we can represent the
deflection in the form (1.13) or (1.17). The first is convenient in the case
in which the functions g, h and k are given, the second — if the surface of
initial deformation is given. Using these formulae the deflection of simply
supported or rigidly fixed plates [(1.15), (1.20) and (1.16), (1.21), respecti-
vely] can be represented in a particularly simple form.

Finally a solution method for a plate simply supported on part of its
periphery and rigidly fixed at the remaining part is proposed. The problem
is reduced to the solution of a system of integral equations.

In the second part of the paper some simple examples of rectangular
plates having ‘initial curvatures are considered.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
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