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NAPRĘŻENIA CIEPLNE W POWŁOKACH WALCOWYCH (I)

W I T O L D NOWACKI (WARSZAWA)

i. Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie sił wewnętrznych w powło-
ce walcowej o przekroju kołowym, wywołanych wzrostem temperatury.
Zakładamy, że mamy do czynienia z ustalonym polem temperatury. Przyj-
mujemy, że temperatura zmienia się w sposób liniowy wzdłuż grubości
powłoki:

(1.1) T(x,y,z) = ro(x,y)+zr(x,y).

Tutaj T = 1/2(t1 — U), gęśli temperaturę występującą w odległości
z = h/2 od powierzchni środkowej powłoki oznaczymy przez t%, a tem-
peraturę dla z = — h/2 oznaczymy przez t2. Przyjęcie liniowej zmiany
temperatury w obrębie grubości płyty nie jest zgodne ze .ścisłym rozwią-
zaniem przestrzennego pola temperatur w powłoce; założenie to jednak
będzie tym bliższe rzeczywistości, im grubość powłoki będzie mniejsza
w stosunku do pozostałych jej wymiarów.

Pod wpływem pola temperatury powłoka dozna naprężeń i odkształceń.
Przemieszczenia powłoki wyznaczymy w oparciu o metodę W. M. M a j -
s i e 1 a, [1]. Składowe stanu przemieszczenia wyznacza się z wyrażeń
całkowych

(1.2) 1,. u, (i, v, t) = ja T (x, y, z) (ag) + a<!> + o®)dV (i = 1,2,3).
v

We wzorze tym w oznacza składową przemieszczenia punktu (f, % Cl wy-
wołaną polem temperatur; o*'1, trjfi i ffjf są naprężeniami normalnymi wy-
stępującymi w punkcie (x, y, z), wywołanymi działaniem siły Skupionej 1,-,
przyłożonej do punktu (f, r\, C), w ciele nie poddanym działaniu tempera-
tury, i skierowanej wzdłuż poszukiwanego przemieszczenia. Naprężenia
powyższe są funkcjami zmiennych x, y, z oraz współrzędnych f, r], f. Są
zatem funkcjami G r e e n a dja stanu ly działającego na układ znaj-
dujący się w stanie naturalnym.

W przypadku powłoki walcowej wzór (1.2) zastosujemy do wyznaczenia
przemieszczenia radialnego w. W dalszych rozważaniach oprzemy się na
technicznej teorii powłok W. Z. W ł a s o w a, [2]. Teoria ta daje wyniki
dostatecznie bliskie rzeczywistości dla powłok występujących w budów-
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nictwie i pozwala wyrazić przemieszczenia i naprężenia za pomocą jednej
tylko funkcji przemieszczenia.

Ponieważ w myśl założeń technicznej teorii powłok pomijamy naprę-
żenia ~az w stosunku do pozostałych naprężeń, a przemieszczenie w jest
niezależne od zmiennej z, napiszemy wzór (1.2) w postaci

(1.3) lw (g,r)) = j aT(x, y,z) [ax(cc, y, z; i, rj) + ~oy (x, y, z; §,??)] dV.
v

Tutaj w (f, 7J) jest radialnym przemieszczeniem punktu • (£, rj) powierzchni
środkowej powłoki, ~ax i ay naprężeniami normalnymi wywołanymi
w punkcie (x, y, z) powłoki działaniem siły skupionej P — 1, skierowanej

wzdłuż osi z, a przyłożonej w punk-
cie (f, rj). Podkreślić należy, że na-
prężenia ax i o> odnoszą się do po-
włoki znajdującej się w stanie natu-
ralnym.

' Na rysunku 1 przedstawiono po-
włokę, jej zasadnicze wymiary i przy-
jęty układ współrzędnych x, y, z
oraz kierunki dodatnie przemieszczeń
u, v, w. Naprężenia normalne wy-
wołane działaniem siły P = 1 przyj-
mują postać

x,u

(1.4)

- E ,- -
ox = -— —s- (e x + v ey),1 — v

E ,-

Rys. 1
Tu ex i ej, są odkształceniami jednost-
kowymi w kierunku osi x i y, E mo-

dułem sprężystości oraz v liczbą P o i s s o n a. Odkształcenia te zwią-
zane są z przemieszczeniami następującymi związkami liniowymi:

(1.5)

gdzie

(1.6) Ł _ | | ,

| ex = ex + vey
[ky+vkx)z,

_ d v w w
dx2

Wstawiając (1.5) do równania (1.3) otrzymujemy

(1.7) TUJ (£, i?) = r ~ - I [T0 (x, y) + z r (x, y)] [~ex +'

dy 2

_
x + ky)z]dxdydz.
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Wykonując całkowanie względem z w granicach od — h/2 do + h/2
znajdujemy

(1.8) 1 w (I IJ) - ^ - ~ J to (x,y)

Eh*(l+v)a f
12(1— ya) J

Związek (1.8) wskazuje, że odróżnić można wpływ pola temperatur r0

od wpływu pola r na stan przemieszczeń i naprężeń i że w stosunku do
tych pól obowiązuje zasada superpozycji.

W niniejszej pracy zajmiemy się jedynie wpływem pola T na stan na-
prężenia powłoki walcowej.

2. Nierównomierny wzrost temperatury. Wpływ ten określa drugi wyraz
wzoru (1.8). Wprowadzając oznaczenie N = Ehs/12(l— v2) oraz uwzględ-
niając związki (1.6) wyrazić możemy przemieszczenie w wywołane przez
pole temperatur r następującym wzorem:

(2.1) lw(^v) =

gdzie

Prawą stronę związku (2.1) przedstawiającą całkę powierzchniową
przekształcić możemy, zważywszy że p 2 T = 0, na całkę krzywoliniową

(2.2)

Ze wzoru (2.2) wyprowadzić można szereg wniosków pożytecznych
przy rozwiązywaniu powłok o konkretnych typach warunków brzegowych.
Ze wzoru tego wynika, że dla w = 0 i dw/dn = 0 znika przemieszczenie tu.
Z drugiej strony warunki w = 0 i dw/dn= 0 określają utwierdzenie zu-
pełne powłoki wzdłuż brzegu1). 'Tak więc przy utwierdzeniu powłoki
wzdłuż brzegu (brzeg może być najzupełniej dowolny) znikają przemie-
szczenia w. Załóżmy, że powłoka jest na części s1 swego brzegu swobodnie
podparta, a na części s2 zupełnie utwierdzona. Ponieważ na brzegu zupeł-

Ł) Utwierdzenie zupełne powłoki należy tu rozumieć w sposób następujący: po-
włoka na brzegu nie może wykonać obrotu, ma jednak swobodę przemieszczenia
w kierunku normalnej od brzegu.
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nie utwierdzonym jest w = 0 i d w/d n = 0, a na brzegu swobodnie pod-
partym jest w = 0, zatem

(2.3)

W przypadku powłoki wzdłuż całego brzegu swobodnie podpartej całko-
wanie we wzorze (2.3) rozciąga się na cały obwód powłoki.

Zajmijmy się szczegółowo ostatnio wy-
mienionym przypadkiem podparcia. Rozwią-
zać należy najpierw zadanie pomocnicze:
wyznaczyć funkcję w(x,y;C, r\) jiako prze-
mieszczenie radialne wywołane działaniem
siły skupionej 1 przyłożonej w punkcie (i, rj)
powłoki (rys. 2).

Punktem wyjścia będzie równanie róż-
niczkowe powierzchni ugięcia powłoki, po-
dane przez W. Z. W ł a s o w a 2)

(2.4)

W równaniu tym Z jest obciążeniem ze-
Rys. 2 wnętrznym. o wektorze skierowanym wzdłuż

osi z, a• X = Eh/R2N jest wielkością charak-
teryzują kształt powłoki. W przypadku powłoki na brzegach swobodnie
podpartej funkcja F powinna spełniać następujące warunki brzegowe:

dla x — 0 i x = a

(2.5.1) F

dla y — O i y = b

(2.5.2) F

dF _dF_dF_
dx°- dxi~dx6~

d*F d*F

Wyrażając funkcję F oraz obciążenie Z za pomocą podwójnych'szere-
gów trygonometrycznych •

(2.6)
= 2_, ^n, m sin an x sin /S,,, y,

n, m

Z = Bn, m sin a„ x sin/3m y,

n JI

a) Por. [1], s. 329.
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i wstawiając (2.6) do (2.4) wyliczymy współczynniki A„.m a funkcję F
przedstawimy w postaci ;

1 M B
(2.7) • F = — ^ ~ ± smanxsinfjmy,

Jn, mn, m

i • r-i ( 2 i o 2 \* i i *

gdzie Dn, m = (an + pm) + / an.
Dla obciążenia siłą skupioną 1 działającą w punkcie (f, ?/) jest

4
B„, m = — sin a„ I sin ;?„, 7;.

Tak więc funkcję przemieszczeniową F przedstawia wzór

, „ o i ™, » v 4 ^ sin an£sinpmi] . .
(2.8) F (x, y; f, JJ) = —rr= > =; —— sin anxsmpm y.

a o iv ć-i Dn, m

n, m

Funkcja F związana jest z przemieszczeniem w zależnością u3 = P 4 F .
Wykonując operację y2w— p 2 F i wstawiając P2 iy do wzoru (2.1) znaj-
dziemy

AM I ~.\ *»

(2.9) to(ł,}7) =

sina,, I sin ̂ M>? (q» + ^„)^ ,, ^M? ( + ^„) f
X > =; T (a;, y) sin a« x sin pm y dx dy...

W przypadku szczególnym stałej temperatury T otrzymamy

„ ( „ , ,p , 16(1 + ,)«
(2.10) „ ( f , , ) — _ _

Wracając do naszego podstawowego wyniku (2.9) zauważmy, że znajo-
mość ugięcia w (£, rj) pozwoli określić funkcję przemieszczeniową F dla
powłoki poddanej działaniu temperatury T. Otrzymamy ją ze scałkowania
związku

(2.11) ,

Tutaj prawa strona równania jest znana; przedstawia ją wzór (2.9).
Ponieważ na brzegach x — Q i x = a powinno być F = d2F/dx2 = 0, a na
brzegach y = 0 i y = b: F = d2F/dy2 = 0, to funkcję F przedstawić moż-
na podwójnym szeregiem trygonometrycznym

(2.12) . •
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Scałkowane równanie (2.11) daje

(2.13) F ^ ł j ) ^ ^ - — 0 1 X
1 OD

T (x,y) sin an x sin/?,„ ydxdy.
n, m "''" fi

Znając funkcje F(|,ł?) oraz u>(£, ij) możemy już wyznaczyć wielkości
sił wewnętrznych powłoki oraz składowe stanu przemieszczenia. Są one
określone następującymi związkami:

Pl Jłr TFh r)4 W Eh d'lF

M„= — N
dr]2

• w
•v)ar ,

d*F

dsF

d*F\
' ^ 3 1

Wzory (2.14) są znanymi związkami W ł a s o w a rozszerzonymi na
zagadnienia naprężeń termicznych.

Z podanych zależności łatwo przejść do zagadnienia naprężeń cieplnych
w płycie prostokątnej na obwodzie swobodnie podpartej. Wystarczy we
-wzorach (2.14) i (2.9) postawić R-+oo i A->0. Otrzymamy ze wzorów
(2.14) Ns — Nv = Ncn = Q oraz u = u = 0, a ze wzoru (2.9)

X Z „2 1 02

a ft

f f
t/ «/

0 0

(x, y) sin a„ x sm(9m ydxdy.
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W przypadku szczególnym r — const

16(l + v)aT ^, sin a„ i sin B ?j
(2.16) u; (£, rj) = r ^ !̂ —

Zważywszy że

sin
4 o"

cosh a n \ y -

1 — •

b\-,

a„ b

możemy wzór (2.16) przedstawić w znanej postaci, [3] i [4],

(2.17)
4(1 +v) ar y i sin an i

n=l,8.

cosha„ y —
1 —

cosh

Wróćmy teraz do przypadku powłoki na wszystkich brzegach zupełnie
utwierdzonej. W tym przypadku jest iu = 0.

Równanie (2.11) jest jednorodne i może być spełnione jedynie przy
F = 0. Ze wzorów (2.14) wynika, że w tym przypadku jedynie momenty
zginające i siły poprzeczne będą różne od zera:

(2.18) U—
• N(l+v)a T,

. dr d r

przy tym dla x = const siły poprzeczne będą
równe zeru. Powyższe stwierdzenie posłuży
do podania innej drogi rozwiązania posta-
wionego uprzednio zadania, czyli do wyzna-
czenia naprężeń cieplnych występujących
w powłoce na całym obwodzie swobodnie
podpartej. Mianowicie ugięcie powłoki w (f, rj)
złożymy z dwu części,

w (i, rj) = w, (f, rj) + w2 (I, rj), Rys. 3

przy czym wx (£, rj) niech odnosi się do powłoki poddanej działaniu tempe-
ratury, ale na brzegach zupełnie utwierdzonej (a więc wx — 0), a w2 (£,??)
niech będzie radia lnym przemieszczeniem powłoki nie poddanej działaniu
temperatury (T = 0) i n a wszystkich krawędziach swobodnie podpartej, ale
obciążonej na brzegach momentem M = N (1 + v) r (rys. 3). Momenty te
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posiadają przeciwny kierunek do tych, które występują na brzegach po-
włoki zupełnie utwierdzonej. Sumując obydwa stany otrzymamy

(2.19)

w (S, i]) = io, (f, f, i]) = m, (£, rj),

a więc wzory zgodne z odpowiednimi wzorami (2.14), zważywszy że

Wyznaczmy teraz funkcję toa(f,ł?). Przemieszczenie to wyrazić możemy
związkiem, [5]3),

(2.20) m, (£,??) =

[Am- (-D" CJ a„ + £ [B„- (-I)'" DJ /Sm

We wzorze tym wielkości Am, B n ) C m i D„ są współczynnikami rozwinięcia
na szereg F o u r i e r a momentów brzegowych A(rj),B((;),C(ri)iD($);
w naszym przypadku są to momenty o wartości M = ( l + v ) a r . Dla sta-
łej wartości x współczynniki F o u r i e r a przyjmują postać

(2.21) Ba = D„ =

(m,n = 1,3,...).

Wstawiając (2.21) do (2.20) uzyskamy

(2.22)
a b

a więc wynik zgodny z uprzednio otrzymanym (2.10).
Rozszerzmy teraz przedstawiony sposób rozwiązania na przypadek:

bardziej złożony, mianowicie na przypadek powłoki, której brzegi są na

3) W pracy tej wyprowadzono wzór ogólniejszy, bo uwzględniający wpływ sił
ściskających przyłożonych na brzegu płyty. We wzorze tym oznaczonym .(1.9) należy
przyjąć q = 0. . • ,
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przemian swobodnie podparte i utwierdzone zupełnie. Wyznaczenie po-
wierzchni ugięcia w sprowadzić możemy tu do wyznaczenia powierzch-
ni w2 ze wzoru (2.20). Załóżmy, że powłoka jest zupełnie utwierdzona
wzdłuż brzegów y = 0 iy = b, a swobodnie podparta na pozostałych brze-
gach. Wtedy współczynniki rozwinięcia F o u r i e r a Am i C,„ są znane:
są to współczynniki rozwinięcia funkcji N(l + v) ar{0,i]) i N(l-\-v)ar(a,r]).
Współczynniki B„ i Dn są wielkościami nieznanymi. Do dyspozycji ma-
my jednak dwa warunki brzegowe: d w2 (f, 0)/$?? = 0 i d w2 (f, b)jd r\ = 0.
Wykorzystanie tych warunków prowadzi do układu dwu liniowych rów-
nań niejednorodnych, z których wyznaczymy współczynniki B„ i Dn.

W przypadku szczególnym r = const mamy
4(1+*) a r .

A;« = U, = (m = 1,0,...).
Trm

Wobec symetrii powierzchni w względem osi y = b/2 jest B„ = Dn. Wzór
(2.20) przyjmie zatem postać
(2.23) i^(*,łj)=»

4(l + )Ta»JV + £ B ^ ^4
Z warunku dw2(£, O)/drj = 0, a więc z warunku zupełnego utwierdzenia

powłoki wzdłuż brzegu rj = 0, otrzymamy

£ —
.„„.. . „ 4 (1 + v) a (In T N m=1.3, P/i. »i

/n=i,8, i-*/!, m

Moment zginający utwierdzenia, występujący wzdłuż brzegów »; = 0
i i] = b, przedstawia szereg

(2.25) M,,{£, 0 ) = V B„sina„l.
K=1,3,. . .

Wstawiając Bn ze wzoru (2.24) do (2.20) otrzymamy powierzchnię ioa. Ze
wzorów (2.19) wyznaczymy wszelkie wielkości statyczne powłoki.

Wyznaczenie naprężeń cieplnych powłoki na brzegu swobodnie pod-
partej lub też na kolejnych odcinkach swobodnie podpartej i utwierdzo-
nej nastąpić może na innej jeszcze drodze .

Rozważmy powłokę walcową na całym brzegu swobodnie podpartą.
Niech na powłokę działa siła skupiona P = 1P przyłożona w punkcie
Q (I, •>]) i skierowana wzdłuż osi z (rys. 4a). Wywoła ona w dowolnym punk-
cie Q'{x,y) (przemieszczenie radialne wP(Q,Q'). Kąt nachylenia tej po-
wierzchni na brzegu s w punkcie S i w kierunku normalnej n oznaczmy
przez dwp(Q,S)/dn.



78 Witold Nowacki

a

Niech teraz na brzegu s w punkcie S działa moment skupiony M = 1M

o wektorze stycznym do brzegu. Wywoła on powierzchnię ugięcia
WM(S, Q'), a w punkcie
Q ugięcie wM (S, Q)
(rys. 4b). Z twierdzenia
J. C. M a x w e 1 1 a
wynika, że

(2.26) 1PWM{S,Q) =

dwP{Q,S)
~ M dn

Wiemy z poprzed-
nich rozważań, że po-
wierzchnię ugięcia wy-

RyS 4 znaczyć można jako po-
wierzchnię wywołaną

w powłoce nie poddanej działaniu temperatury, a poddanej działaniu mo-
mentów zginających M = N (1 + v) a % przyłożonych do jej brzegu.
Ugięcie zatem powłoki poddanej działaniu temperatury wyrazić można
wzorem

(2.27) w2 {Q)=CM(S) WM(S, Q)ds= f"

albo też
(2.28) iu2(Q) = i )

f
Zauważmy, że ostatni wzór jest identyczny ze wzorem (2.3) dla przy-

padku swobodnego podparcia płyty na całym brzegu.
Rozważmy teraz powłokę, która na części brzegu s-^ jest swobodnie

podparta, a na pozostałej s2 utwierdzona zupełnie (rys. 5). Moment M (SJ
występujący wzdłuż brzegu S! jest znany i równy N (1 + c)aT(S,); wzdłuż
brzegu s2 moment M (S2) jest funkcją na razie nieznaną. Ze wzoru (2.27)
otrzymamy

(2.29) to (Q) = N (1 + v) a fz (SJ wM {Slt Q) ds, + [M(S2) WM {St, Q) dS;i.

s, s,

Ale wzdłuż brzegu s2 powinno być dw(Q')jdn = O. Oznaczając pierwszą
całkę wzoru (2.29) przez w0 (Q) otrzymamy

(2.30) 2' -— U = -
dn JM(S2)wM(S2,S'2)ds2
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Otrzymaliśmy równanie całkowe F r e d h o l m a pierwszego rodzaju.
Rozwiązując je otrzymamy funkcję M{S2), a wstawiając tę ostatnią do
wzoru (2.29) otrzymamy przemieszczenie w.

Wróćmy jeszcze do wzoru (2.1). Otóż wystę-
pującą tam funkcją G r e e n a — N F2 w (x, y; f, rj)
można na podstawie związków

'w vd
2w\

x2 vdy*

•w

dy'z dx2

traktować jako powierzchnią wpływową sumy
momentów

M {x, y, £, rj) = M.v (x, y; f, rj) + My (x, y; f, rj),

a wzór (2.1) zapisać w postaci

( 2 . 3 1 ) w (£, rj) = afr ( x , y) M (cc, y\ f, ??) d x d y .
Rys.' 5

Postać ta może mieć poważne znaczenie dla płyt prostokątnych o roz-
maitych warunkach brzegowych, dla których opracowano już wiele po-
wierzchni wpływowych, [6].
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P e 3 IO M e

TEPMHHECKHE HAnPfl}KEHHH B IJHJIHHAPHHECKHX OBOJIO^KAX (I)

PaSoTa MMeeT n;ejiBio onpeflejiMTfc TepMMnecKHe HanpaiseHMH, Bbi3BaH-
B ujMJiMHflpMHecKOM o6ojioHKe Kpyrosoro ceneHMfl POCTOM Teainepa-

>i, M3MeHaiomeiłca jiMHeiłHO B^OJIL TOJimnHBi ruiacTHHKM, (1-1). HCXOA-
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BOłł TOHKOfr peineHHfl HBJIHeTCfl MHTerpaJIfcHafl 3aBMCMM0CTb B. M. M a M-

3 e j i a , [1], [dpopivryjia (1.2)], KOTopaa fljia cnynaa OSOJIOHKH

BHfl dpopMyjibi (1.3). B 3TOM nocJie^HeJi dpopMyjie w ecTb p

nepeMeineniie OSOJIOHKH nop; fleiłcTBHeM TeMnepaTypbi, ax M O> — Hop-

HanpajKeHwa, Bbi3BaHHŁie AeiłcTBMeM eflMHWHHoii CHJIBI, npnjio-

H B TOHKe (f, 7]) IIO HanpaBJieHHH OCH 2. OcHOBbtBaHCb Ha TeXHM-

TeopMM o6ojioneK B. 3. B j i a c o B a , MOJKHO 3aBHCMM0CTb (1.3) ^ o -

RO BHfla (1.8). 3Ta 3aBHCMM0CTb yKa3biBaeT, HTO BJiHHHMe nojia T

MOJKHO OTflejiiiTb OT BJiMHHMH nojia T 0 Ha nepeMemeHHa

B o6ojioHKe, a Tanace, HTO no oTHomeHMH K STHM nojiaM

npHHijHii cynepno3Mu;MM. B HacToameii pa6oTe nofl

CH BJiMHHHe nojia r. ITepeMeineHMe w, Bbi3BaHHoe nojiewr TeivtnepaTyp r,

MOJKHO npeflCTaBMTb dpopMyjioił (2.1) MJIH dpopMyJioft (2.2). M3 nocjieflHeił,

MOJKHO onpe,n;ejiHTb HecKOJibKO 3aBMCMM0CTeń. ^ J I H u) = 0 H ó w/d n — 0,

cjieflosaTeJibHO HJIH cjiynaa OSOJIOHKM, saiąeMJieHHOM no KOHTypy, n c n e -

3aeT nepeMemeHHe w. fljiH O6OJIOHKM cBo6oflHO noflnepToił Ha nacTM s,

ee KOHTypa, a 3airi;eMJieHHOJi Ha nacTM sa — tu onpeflejiaeTCH no dpopMyjie (2.3).

B pafioTe npHBOflWTca peineHHe 3afla îM fljia HecKOJibKMx

onupaHHa njiacTMHKM.

OSOJIOHKM, cBo6oflHO noflnepTOM no KOHTypy, pacneTti

o6pa30M. M3 ypaBHeHHH B. 3 . B JI a c o B a, (2.4),

cpyHKE(MH Fviw fljia OOOJIO^KH, noflBepraeMoii ,n;eMCTBMio

CHJibi B To îKe (f, ł?) M HanpaBJieHHoił Bflojib OCH Z, nprnvteHHa

TpnroHOMeTpnHecKMe pa^w. IIo,a;cTaBJiaa dpyHKu;HK) V2w B dpopMyjiy (2.2)

yi MHTerpMpya, nojiy^awT npornS w (f, »j), f^opMyJ19- (2-9)]- n p w noMonj;M

ypaBHeHHa (2.11) onpeflejiaioT dpyHKinno nepeMemeHMa ,n;jia OSOJIOHKM,

noflBepraeMOH fleiicTBMio nojia TeMnepaTyp r. M3 3aBMCHMOCTeii (2.14)

•onpeflejiHioT see CTaTMHecKMe BejiKrawHbi M cocTaBJiaiompie

BBi3BaHHBie B o6ojioHKe nojieM T. CjieflyeT 3aMeTHTŁ, HTO B

3ameMJieHHoń no KOHTypy, o6pa3yioTca jinnib M3rM6aiouj;Me

Tbi H nonepenHbie CMJIŁI, onpefleneHHbie dpopMyjiaMM (2.18). 3 T O

no3BOJiaeT paccMaTpMBaTb npo™6 OGOJIOHKM, icaK cyMivry

nporn6oB: nporwSa w^ O6OJIOHKM, 3aiu;eMJieHHoii no KOHTypy H nofl-

BepraeMOił flencTBHio nojrn T, a TaKJKe nporwoa w2 OSOJIOHKM, He no/jBep-

raeMoii fleiłcTBMio TeMnepaTypbi, HO HarpyaceHHOM no KOHTypy M3rw6aK)-

1HMMM MOMeHTaMM M = . N (1 + V) a X. CTaTMHeCKMe BeJIMHMHŁI, BbI3-

3THMM cocToaHHHMH, onpe,ąejiaiOT no dpopMyjiaM (2.19). IIoBepx-

w2 M02KH0 onpe^ejiMTb n p n noMOiu;n flBoiiHor

ro pafla (2.20). B 3Toii dpopMyjie BejiHHHHbi Am, Bn, Cm u Dn —

HHeHTbi pa3Ji0JKeHna B pafl $ y p i , e KpaeBLix MOMeHTOB- 3HaHeHneiw

M — N {1 + v) ar. 3TOT cnoco6 MOHCHO pacnpocTpaHMTb Ha cjiynafi 060-



Naprężenia cieplne w powłokach walcoioych (I) 81

JIOHKH c KpaaMM nonepeMemro CBo6oflHo no^nepTBiMH u 3am;eMJieHHbiMM.
B cjiynae KpaeB B^ojib y = 0 H y = b 3am;eMJieHHbix, a ocTajibHbix CBO-

no,n;nepT&ix, KoadpdpHî Meirrbi Am H C,„ n3BecTH&i, KSK KoacpcpHijHeH-
pa3Ji02ceHMfl dpyHKinw W (1 + i>) a r (0, j?) M JV (1 + v) a r (a, rj). Ko-

B„ M C„ — HeM3BecTHbie BejiHHKHbi. MOHCHO nx onpe^e-
Hcnojib3yH rpaHMHHbie ycjioBHH d w2id n = 0, Ha Kpaio y == 0

M t/ == b.

TepMMHecKMx HanpajKeHMii B OSOJIOHKC CBO6O,HHO
nepToń Ha Kpaio, MJIH na nocjieflOBaTejibHbix 0Tpe3Kax Kpan nonepeiweHHo
CBO6O^;HO noflnepToił u 3ameiwjieHH0M, MOSCHO noJiyHMTb flpyruM, 6o^ee
O6IU;MM nyTewc. M.3 paccMOTpeHwa flByx COCTOHHHM, npeflCTaBJieHHbix Ha
pnc. 4a u 4b, corjiacHo nojiojKeHMro o B3aiiMHocTM nepeMemeHHŚł, BbiTe-
KaeT 3aBMCMMocTb (2.26). TaK KaK nporM6 O6OJIOHKM W=W^ MOJKHO onpe-
flejiMTb KaK nosepxHOCTb, Bbi3BaHHyio fleiiCTBMeM M3rw6aioiHHX MOMeH-
TOB M = N (1 + »)a i , npmrojKei-iHbix Ha Kpaio O6OJIOHKM, TO 3aBMCM-
MOCTb (2.28) cnpaBeflJiMBa. RJIH O6OJIOHKH, CBOSO^HO no^nepTOM no BceM.y
KOHTypy, M (iS) HBjineica M3BecTH0M dpyHKî neH M onpe^ejieHMe noBepx-
HOCTM w2 = w He BCTpenaeTCH c 3aTpy#HeHKHMH. B cjiynae O6OJIOHKM,
CBoóoflHO noflnepToił Ha nacTM st Kpan, a 3aMemeHHow Ha ocTajibHoft na-
CTM s2 MOMeHT M (Sa), BbicTynaKmjMM wa Kpaio sa, aBJineTca HeH3Beer-
HOM dpyHKLCMeii. npornS w2 BbipaaceH 3flecb HHTerpaJibHOM dpopMyjioii
(2.29). M3 ycjiOBMfl ów(Q')jdn= 0 Ha Kpaio s2 nojiynaioT MHTerpajibHoe

(2.30), M3 KOToporo cJie^yeT onpefleJiMTb cpyHKin-iio M (S2).

S u m m a r y

THERMAL STRESSES IN CYLINDRICAL SHELLS (I)

The object of the paper is to determine the thermal stresses in a cir-
cular cylindrical shell due to temperature increase varying linearly across
the thickness of the shell, (1.1). The starting points is W. M. M a y-
s e l ' s integral relation, [1], Eq. (12), which, in the case of a shell, takes
the form of Eq. (1.3). In this equation w is the radial displacement of
the shell subjected to the action of temperature, ax and ay — normal
stresses due to the unit force acting at the point (f, rj) in the direction
of the z axis. On the basis of the engineer's theory of shells of V. Z.
V l a s o v , the relation (1.3) can be transformed into (1.8). This relation
indicates that the influence of the field T on the state of stress and dis-
placement in the shell can be separated from that of the field T0, and
that ithe law of superpiosition is valid for these fields. The influence of the
field T is investigated in this paper. The displacement w due to the tem-

Arch. Mech. Slos. — 6
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perature field can be represented by Eq. (2.1) or (2^2), From the latter
some relations can be determined. For w = 0 and dwjdn = 0, that is in;
the case cf a shell built in at the edges, fee displacement w vanishes.
For a shell simply supported on the part s, and bud-It in on the part s,
of its periphery, w is found from Eq. (2.3).

In this paper the solutions are obtained for several cases of shell support.
For a shell simply supported at the edges the procedure is as follows.

From V. Z. VJ.asov's equation (2.4), using double trigonometric series,
the functions F and w are determined for a shell loaded with a concen-
trated load at the point: (£, rj) and parallel to the z axis. Substituting
V2w in Eq. (2.2) and integrating we obtain the deflection w (f, •>]), [Eq..
(2.9)]. Using Eq. (2.11) the displacement function for a shell subjected
to the temperature field x can be found. From the relations (2.14) all sta-
tic quantities and the displacement components in the shell, due to the
temperature field x are found.

It is interesting to note that for a shell built in at the edges only ben-
ding moments and shearing forces determined by Eqs. (2.18) will appear.
This observation permits to consider the dejflection of the shell as com-
posed of two states: the deflection w^ of the she'll built in at the edges
and subjected to the action of the field r, and the deflection. w2 of the
shell not subjected t'o the action of temperature but loaded with bending
moments M = IV (1 + v) a x at the edges. The statical quantities due to
these states are found from Eqs. '(2.19). The surface wa can be determi-
ned by means of a double trigonometric series (2.20). In this equation
Am, Bn, Cm and Dn are the F o u r i e r coefficients for the bending mo-
ments M = JV(1 + v) a r at the edges. This: method can be generalized
to the case of a Shell whose edges are alternately simply supported and
built in. Considering the case when the edges y = 0 and y — b are built
in — the remaining edges being simply supported — the coefficients A,,,
and Cm are known as the coefficients of expansion of functions JV(1 + 1>)><
X a T (0, ?]) and N(l + v) a r (a, rj); the coefficients Bn and Cn are unknown.
They can be determined using the boundary conditions d wjd n — 0 at the.
edge y = 0 and y = b.

The determination at thermal stresses in a shell simply supported at
the periphery, or having alternate segments simply 'supported and built
in, can be done in another, more general way. Considering the two sta-
tes represented in Figs. 4a and 4b we find, from the theorem of recipro-
city of displacements, Eq. (2.26). Since the deflection of the shell
w = w2 can be determined as a surface due to the bending moments
M = N (1 + v) a x acting along1 the edge of the shell, we have Eq.
(2.28). For a shell simply supported at the periphery, M (S) is a known
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function and the determination of the surface w2 = w is not difficult.
In the case of a shell simply supported on the part s, of the periphery
the rest, s2, being built in, the moment M(S2) along the edge s3

is an unknown function. The deflection w2 is expressed by the integral
formula (2.29). From the condition dw(Q')/dn = 0 for s2, we obtain the in-
tegral equation (2.30) from which the function M (Ś2) can be determined.

ZAKŁAD MECHANIKI O S H O D K O W CIĄGŁYCH
IPPT PAN

Praca została złożona w Redakcji dnia 29 września 1955 r.


