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NAPREZENIA CIEPLNE W POWLOKACH WALCOWYCH (I)

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

1. Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie sit wewnetrznych w powto-
ce walcowej o przekroju kolowym, wywolanych wzrostem temperatury.
Zakladamy, ze mamy do czynienia z ustalonym polem temperatury. Przyj-
mujemy, ze temperatura zmienia si¢ w sposéb liniowy wzdluz grubosci
powloki:

(1.1) T(x,y,2)=1,(x,9) +27(x,9).

Tutaj 7= Y2(t, —1s), jeéli temperature wystepujaca w odleglosci
z = h/2 od powierzchni $rodkowej powloki oznaczymy przez t,, a tem-
perature dla z =-—h/2 oznaczymy przez t,. Przyjecie liniowej zmiany
temperatury w obrebie grubosci plyty nie jest zgodne ze $cistym rozwia-
zaniem przestrzennego pola temperatur w powloce; zalozenie to jednak
bedzie tym blizsze rzeczywistodei, im grubo$é powloki bedzie mniejsza
w stosunku do pozostalych jej wymiaréw.

Pod wplywem pola temperatury powloka dozna naprezen i odksztatcen.
Przemieszezenia powtoki wyznaezymy w oparciu o metode W. M. M a j-
siela, [1]. Skladowe stanu przemieszczenia wyznacza sie z wyrazen
catkowych 2

(1.2) 1, (&n,8)= j'a T (x,y,2) (¢! + 94 +-ol))d V (i=1,2,3).
5 Vv

We wzorze tym u; oznacza skladowa przemieszezenia punktu (£, 7, {) wy-
wotang polem temperatur; o{, ol i o!) sa naprezeniami normalnymi wy-
stepujacymi w punkcie (x, y; 2), wywolanyrm dzialaniem sity skupionej 1;,
przylozonej do punktu (£, #, £), w ciele nie poddanym dzialaniu tempera-
tury, i skierowanej wzdluz poszukiwanego przemieszczenia. Napregzenia
powyzsze sa funkcjami zmiennych x, y, z oraz wspélrzednych &n,C Sa
zatem funkcjami G r e e n a dla stanu 1; dzialajacego na uklad znaj-
dujacy sie w stanie naturalnym.

W przypadku powloki walcowej wzoér (1.2) zastosujemy do wyznaczenia
przemieszczenia radialnego w. W dalszych rozwazaniach oprzemy sig¢ na
technicznej teorii powlok W.Z. W1lasowa, [2]. Teoria ta daje wyniki
dostatecznie bliskie rzeczywistosci dla powlok wystepujacych w budow-
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nictwie i pozwala wyrazi¢ przemieszezenia i naprezenia za pomoca jednej
tylko funkcji przemieszezenia.

Poniewaz w mysl zalozen technicznej teorii powlok pomijamy napre-
zenia o, w stosunku do pozostalych naprezen, a przemieszczenie w jest
niezalezne od zmiennej z, napiszemy wzér (1.2) w postaci

(1.3) 1w(§,1])=faT(m,y,z} [0 (x, Y, 2; &) + oy (x, 4, 2; £, )] AV.
%

Tutaj w (¢, n) jest radialnym przemieszczeniem punktu (&, 1) powierzchni
$rodkowej powloki, @y i o6, naprezeniami normalnymi wywolanymi
w punkcie (x, ¥, 2) powloki dziataniem sity skupionej p=1 skierowane]
wzdluz osi z, a przylozonej w punk-
cie (& 7). Podkreéli¢ nalezy, ze na-
prezenia oy i oyodnosza sie do po-
wiloki znajdujacej sie w stanie natu-
ralnym.

" Na rysunku 1 przedstawiono po-
wloke, jej zasadnicze wymiary i przy-
jety uklad wspélrzednych x,y,2
oraz kierunki dodatnie przemieszczen
u,v, w. Naprezenia normalne wy-
wolane dzialaniem sily P = 1 przyj-
muja postaé

E _ -
Oy — 1 __'F ( ey +v Ey):

= E

Y=

Tu .1 ey sg odksztalceniami jednost-

kowymi w kierunku osi x i y, E mo-

dulem sprezystosci oraz » liczba P o i s s o n a. Odksztalcenia te zwia-
zane sg z przemieszczeniami nastepujgcymi zwigzkami liniowymi:

(1.4)

;@“ [Ey + 1"'Ex)-

Rys. 1

A5 { =6+ 18 + (ke +rk)) 2,
Ty =ty+ve.+ (ky+rky z,
gdzie
o o O _ 0v w 02w - 0w
(16) ex-—a—:é, Ey—ﬁ—l-h-, kx—-—“'-d—:?!, kyu—— ayg.

Wstawiajae (1.5) do réwnania (1.3) otrzymujemy
- E ; =
(L.7) zwte,n)=f—#%flr.. (z,9)+27(@,)] [ex+2+
'v’

+ (ke +ky) 2] dxdy dz.
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Wykonujac catkowanie wzgledem z w granicach od — h/2 do + h/2
znajdujemy

(1.8) T’UJ(E, "?):ﬁ_ (TQ (a, y)(e.\“}‘T-’-y)dQ‘i*

2

1 EI]; _(ﬁl.li":g)]a fr (x,y) (ke +ky) d Q.
g .

Zwiazek (1.8) wskazuje, ze odrézni¢ mozna wpltyw pola temperatur 7,
od wplywu pola 7 na stan przemieszczen i naprezen i ze w stosunku do
tych pél obowigzuje zasada superpozycji.

W niniejszej pracy zajmiemy sie jedynie wplywem pola T na stan na-
prezenia powloki walcowej.

2. Nieréwnomierny wzrost temperatury. Wplyw ten okrela drugi wyraz
wzoru (1.8). Wprowadzajac oznaczenie N = Eh?®/12(1—»%) oraz uwzgled-
niajac zwiazki (1.6) wyrazi¢é mozemy przemieszczenie w wywolane przez
pole temperatur r nastepujacym wzorem:

(2.1) 1wl =—N1+na [y yéndQ,
gdzie
a0 0%
=gt 0y*”

Prawa strone zwigzku (2.1) przedstawiajgcg caltke powierzchniows
przeksztalci¢ mozemy, zwazywszy ze |/® 7= 0, na calke krzywoliniowa
ow 07

(2.2) '1'w{=5,=*ﬂ=NU+*'Jﬂf("§‘ﬁ_wd_n -

5

Ze wzoru (2.2) wyprowadzié mozna szereg wnioskoéw pozytecznych
przy rozwigzywaniu powlok o konkretnych typach warunkéw brzegowych.
Ze wzoru tego wynika, ze dla w =0 i 0 w/dn = 0 znika przemieszczenie w.
Z drugiej strony warunki w=0 i dw/dn= 0 okre§laja utwierdzenie zu-
pelne powloki wzdluz brzegul). Tak wigc przy utwierdzeniu powloki
wzdluz brzegu (brzeg moze byé najzupehliej dowolny) znikajg przemie-
szezenia w. Zatézmy, ze powloka jest na czesci s; swego brzegu swobodnie
podparta, a na czesci s, zupelnie utwierdzona. Poniewaz na brzegu zupel-

1) Utwierdzenie zupelne powtoki nalezy tu rozumieé¢ w sposéb nastepujacy: po-
wioka na brzegu nie moze wykonaé obrotu, ma jednak swobode przemieszczenia
w kierunku normalnej od brzegu.
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nie utwierdzonym jest w=0 i dw/dn= 0, a na brzegu swobodnie pod-
partym jest w =0, zatem

(2.3) 1w n)=N1+) aftg%)ds, -
W przypadku powloki wzdluz calego brzegu swobodnie podpartej calko-
wanie we wzorze (2.3) rozciaga sie na caly obwdéd powloki.

Zajmijmy sie szczegélowo ostatnio wy-
mienionym przypadkiem podparcia. Rozwia-
za¢ nalezy najpierw zadanie pomocnicze:
wyznaczyé funkeje w(x,y; & ) jako prze-
mieszezenie radialne wywolane dzialaniem
sity skupionej 1 przylozonej w punkcie (£, 7)
powloki (rys. 2).

Punktem wyjécia bedzie réwnanie roz-
niczkowe powierzchni ugiecia powtoki, po-
dane przez W. Z. Wlasowa?

0F  Z
8
(2.4) PP+ Agna—rg-

W réwnaniu tym Z jest obcigzeniem ze-
Rys. 2 wnetrznym o wektorze skierowanym wzdtuz
osi 2, a A = Eh/R2N jest wielkoécig charak-
teryzu]q ksztalt powloki. W przypadku powloki na brzegach swobodnie
podpartej funkcja F powinna speinia¢ nastepujgce warunki brzegowe:
dla x=01ix=a

(2.5.1) ==
dla y=01iy=b
(2.5.2) F=

=gt oy =0 @=u=N,=M,=0)

Wyrazajac funkcje F oraz obciazenie Z za pomoca podwdjnych’szere-
géw trygonometrycznych

e 2 Ap, msin a, x sin Bmy,
26 = ( nm m n)
oa Sy ~ b

=Zﬂn,msi§10;=$sinﬁmy,
n, m

% Por. [1], s. 320.
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i wstawiajac (2.6) do (2.4) wyliczymy wspélezynniki A, a funkcje F
przedstawimy w postaci

p 1 - Brx m .
2l : F=— =t n in f,
(2.7) NHZ:D,,,,,. sin a, x sin finy,

gdZie Dﬂ_ m= (aﬁ + ﬁi{}‘t + A !I: .

Dla obciazenia sila skupiona 1 dzialajaca w punkeie (&, %) jest

Bn,m= sin an ¢ sin ﬁm‘l’}-

4
ab
Tak wiec funkcje przemieszczeniowa F przedstawia wzér

- 4 GsinasEsinfun . .
(2.8) F(x,y; &n) = = a'én.lm—ﬁ”'—” sin ay x sin fm y.

Funkcja F zwiazana jest z przemieszczeniem w zaleznoscia w = p! F.
Wykonujac operacje P*w = p* F i wstawiajac P*w do wzoru (2.1) znaj-
dziemy

4(1+a

(2.9) w(,n=" &

== sin a, £sin ﬁm N (aﬁ ot ﬁ?u]s ?
x Dow

n, m o

7 (2, y) sin ey sin fnydedy..

W przypadku szczegblnym statej temperatury 7 otrzymamy
16(1+v)at & (o +p2)sing, ésing, n
ﬂ.b el EI m {(a?l + ﬁfﬁ)‘ + 1 ﬂ.t

n, m

(2.10) w(&,n) =

Wracajac do naszego podstawowego wyniku (2.9) zauwazmy, ze znajo-
mosé ugiecia w (&, ) pozwoli okre§lié funkcje przemieszezeniowa F dla
powloki poddanej dzialaniu temperatury 7. Otrzymamy ja ze scalkowania
zwigzku '

(2.11) VAR (& n)=w(én).

Tutaj prawa strona réwnania jest znana; przedstawia ja wzor (2.9).
Poniewaz na brzegach x =0 i x =a powinno byé F=0*F/dx*=0, a na
brzegach y=0 i y=>b: F=0°F/0y*=0, to funkcje F przedstawi¢ moz-
na podwéjnym szeregiem trygonometrycznym

(2.12) : F(§,m)= ) Cunsin as&sinfur).

n,m
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Scatkowane réwnanie (2.11) daje
_4d+a
(2.13) Fln=—"3 *
- (ai + ﬁil):! Sm aﬂ E Sin ﬁ.‘ﬂ 1?

= I 7 (x,y) sin a, x sinf,, ydxdy.
mn,m

.
fn, m 0

Znajac funkeje F (& 7) oraz w (£ 7) mozemy juz wyznaczyé wielkosei
sit wewnetrznych powloki oraz skladowe stanu przemieszczenia. Sg one

okreslone nastepujacymi zwigzkami:

Me=— lf;k,w (Hv)arJ,
M,,=—N[?;w d§o+(1+v3ar],
:
Mg.,;=—N§§—g;,
(214 Q: =—Nd%[r-w+t1+v)ri,

Qq=_—'Nﬂ[V21P+(1+V)T]:

1(0F  0'F
R (‘"a Eop 08 ) !

|d1 0 F ]

V= ddqf_z*{p)den_

w=p'F
Wzory (2.14) sg znanymi zwigzkami W 1 a s o w a rozszerzonymi na
zagadnienia naprezen termicznych.

Z podanych zaleznosci tatwo przej$é do zagadnienia naprezen cieplnych
w plycie prostokatnej na obwodzie swobodnie podpartej. Wystarczy we
wzorach (2.14) i (2.9) postawi¢ R—co i A—0. Otrzymamy ze wzoréw
{214) N¢=N,=Ng=0 oraz u =v=0, a ze wzoru (2.9)

4(1-!—1!)0

{215) w(&n = =

>< 5: Sin al’l E Sin ﬁﬂl ?j

a b
7(x,y) sina, x sinf, ydx dy.
i, ﬂ‘.i + ﬁ?n Jﬁ{ { Yy ﬁn Yy Yy



Naprezenia cieplne w powlokach walcowych (I) 75

W przypadku szczegélnym 7= const

16(1+2)ar ysina, ésing, g
B e e .—-—_H L ——
18 W= A gy (Lo
Zwazywszy ze
i cosh a —
- sinf,, b 1 SR
m=1,8, ﬁm (C‘f, + if) 4 a-?‘ cosh a—;}? ,

mozemy wzoér (2.16) przedstawi¢ w znanej postaci, [3] i 4],

e

: b
414+ ar sina, & crslia, (y_-?._)
(217 w0 Ty
a n=1,3 an Un b
g cosh ——
2
Wréémy teraz do przypadku powloki na wszystkich brzegach zupelnie
utwierdzonej. W tym przypadku jest w =0.

Roéwnanie (2.11) jest jednorodne i moze byé¢ spelnione jedynie przy
F=0. Ze wzoréw (2.14) wynika, ze w tym przypadku jedynie momenty

zginajace i sily poprzeczne bedg rézne od zera:

Mi=My=—N({14+var,
(2.18)

Qg=—N(1+1J)ag—;, Qy,=—N(1+)a

przy tym dla r = const sity poprzeczne beda
rowne zeru. Powyzsze stwierdzenie postuzy
do podania innej drogi rozwigzania posta-
wionego uprzednio zadania, czyli do wyzna-
czenia naprezen cieplnych wystepujacych
w powloce na calym obwodzie swobodnie
podpartej. Mianowicie ugiecie powloki w (&, 1)
zlozymy z dwu czesci,

w(é,n)=w, (&) + w, (§,7), Rys. 3

przy czym w, (£, %) niech odnosi sie do powloki poddanej dzialaniu tempe-
ratury, ale na brzegach zupehie utwierdzonej (a wigc w; =0), a w, (&)
niech bedzie radialnym przemieszczeniem powloki nie poddane] dzial‘aniu
temperatury (r = 0) i na wszystkich krawedziach swobodnie podpartej, ale
obciazonej na brzegach momentem M= N (1+ )7 (rys. 3). Momenty te
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posiadaja przeciwny kierunek do tych, ktore wystepuja na brzegach po-
wloki zupehie utwierdzonej. Sumujac obydwa stany otrzymamy

w (&, 5)=w, (& 1) + w. (&) =w, (&),

3 d
Mi=—N(1+v)ar—N (aa;:a + ¥ d::_’g)
i2-19] M;":"—N(l_!_f} aT=— (dd w3 +1 a()?ﬂ)
0 wy
M’:”:_N(l_”affd?],

----------

a wiec wzory zgodne z odpowiednimi wzorami (2.14), zwazywszy ze
Wy = W.

Wyznaczmy teraz funkeje w, (&, 7). Przemieszczenie to wyrazi¢ mozemy
zwigzkiem, [5] %),

(2.20) w, (&)=

Dl [Am‘_.(_—l)n lear!+ [B"—(—llm Dn‘ﬁm
ZEZ-—- @ +ﬁ2)"+ila sina, §sinf,, 1.

n, m

We wzorze tym wielkoéei Ay, B, C,; i D, sg wspbélczynnikami rozwiniecia
na szereg Fourier a momentéw brzegowych A(y),B(&),C(y) iD(&);
w naszym przypadku sg to momenty o wartosei M = (1-+»)az. Dla sta-
tej wartosci v wspélezynniki Fouriera przyjmuja postaé

4(1+v}a1£ B.—D 24(1+1l)£1_1'£
—‘—*"um 3 n n 731%

(myn=1,3,..).
Wstawiajae (2.21) do (2.20) uzyskamy

(22” Am == Cm=

(2.22) wy (& n)=w(fn) =

16(1+v)azv 2, \1sin a, Esin B, 0 (a} + B;,)°
ab ", m aﬂ ﬁfﬂ' [{aﬁ + ﬁf’lil + 2 ail ;

a wiec wynik zgodny z uprzednio otrzymanym (2.10).
Rozszerzmy teraz przedstawiony sposéb rozwigzania na przypadek
bardziej zlozony, mianowicie na przypadek powloki, ktérej brzegi sa na

9) W pracy tej wyprowadzono wzér ogélniejszy, bo uwzgledniajacy wplyw sit
$ciskajacych przylozonych na brzegu ply'ty We wzorze fym oznaczonym (1.9) nalezy
przyjaé g = 0.
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przemian swobodnie podparte i utwierdzone zupelnie. Wyznaczenie po-
wierzchni ugiecia w sprowadzié¢ mozemy tu do wyznaczenia powierzch-
ni w, ze wzoru (2.20). Zaldzmy, ze powloka jest zupelnie utwierdzona
wzdtuz brzegébw y = 0 i y = b, a swobodnie podparta na pozostalych brze-
gach. Wtedy wspélezynniki rozwiniecia Fouriera 4, i C, sg znane:
sg to wspolczynniki rozwiniecia funkeji N (1 +») a7 (0,9) i N(1+»)az(a,n).
Wspétczynniki B, i D, sa wielko§ciami nieznanymi. Do dyspozycji ma-
my jednak dwa warunki brzegowe: 0w, (&,0)/dn =0 i dw, (&b)/dn=0.
Wykorzystanie tych warunkéw prowadzi do uktadu dwu liniowych row-
nan niejednorodnych, z ktérych wyznaczymy wspo6iczynniki B, i D,

W przypadku szczegblnym 7 = const mamy
Q+rar
. am
Wobec symetrii powierzchni w wzgledem osi y = b/2 jest B, = D,. Wzor
(2.20) przyjmie zatem postaé
(2.23) w,(&,n)=

Apn=Cp= ii

{m_= 0% Y I

4 ) ::N
s M = + E’ Bn.Bm
.4 wm b _ ‘
" Na @ TR gt Smendsinfun  (m=135,..).
n,m n. m A

Z warunku @ w,(&,0)/dn =0, a wiec z warunku zupelnego utwierdzenia
powloki wzdtuz brzegu = 0, otrzymamy

i 1
{2.24] 2 < 4 (1 + 1'};{ a;ﬂ m_:%ﬂ._?ng. m
.-u;.}?, 4 D!_x_m

Moment zginajacy utwierdzenia, wystepujacy wzdiuz brzegéw 5=10
i y=0>, przedstawia szereg

{2.25} Mq (‘5, 0) = v Bﬂ Si.n Uy E.

s,
n=18,...

Wstawiajac B, ze wzoru (2.24) do (2.20) otrzymamy powierzchnie w,. Ze
wzoréw (2.19) wyznaczymy wszelkie wielkosci statyczne powloki.

Wyznaczenie naprezen cieplnych powloki na brzegu swobodnie pod-
partej lub tez na kolejnych odcinkach swobodnie podpartej i utwierdzo-
nej nastapi¢ moze na innej jeszcze drodze .

Rozwazmy powloke walcowa na calym brzegu swobodnie podparta.
Niech na powloke dziala sila skupiona P = 1p przylozona w punkcie
Q (£,7) i skierowana wzdhuz osi z (rys. 4a). Wywola ona w dowolnym punk-
cie Q' (x, %) przemieszczenie radialne wp (@, @). Kat nachylenia tej po-
wierzehni na brzegu s w punkcie S i w kierunku normalnej n oznaczmy
przez 0 wp(Q, S)/dn.
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Niech teraz na brzegu s w punkcie S dziala moment skupiony M = 1x
o wektorze stycznym do brzegu. Wywola on powierzchnie ugiecia
W (S, @), a w punkcie
Q@ ugiecie wy (S, Q)
(rys. 4b). Z twierdzenia
J. C. Maxwella
wynika, ze

(2.26) 1pwm(S,Q)=

— lM d 'l'..UP{Q: S)

on ~

Wiemy =z poprzed-

nich rozwazan, ze po-

wierzchnie ugigcia wy-

Rys. 4 znaczy¢ mozna jako po-

wierzchnie wywolana

w powloce nie poddanej dziataniu temperatury, a poddanej dziataniu mo-

mentéw zginajacych M = N (1 + v) ar przylozonych do jej brzegu.

Ugiecie zatem powloki poddanej dzialaniu temperatury wyrazi¢ mozna
wzorem

(2.27) wg(Q}=fM{S) wp (S, Q) dSZJR‘M(S}Q-E%(-%S—)dS,

albo tez
(2.28) w(Q)=w(Q)=

=N(1+v)afr(8) w (S, Q)ds=N(l+v}aJ (S) @;%@ ds.

Zauwazmy, ze ostatni wzoér jest identyczny ze wzorem (2.3) dla przy-
padku swobodnego podparcia plyty na calym brzegu.

Rozwazmy teraz powloke, ktéra na czeSei brzegu s, jest swobodnie
podparta, a na pozostalej s, utwierdzona zupemhie (rys. 5). Moment M (S,)
wystepujacy wzdluz brzegu s, jest znany i réwny N (1 + ) az(S,); wzdluz
brzegu s, moment M (S,) jest funkcja na razie nieznana. Ze wzoru (2.27)
otrzymamy

(2.29) w(Q)=N(1+v)afr(S,) wy (S, Q) dsl—i—fM(S.a)wM (Ss, @) ds,.
Ale wzdluz brzegu s, powinno by¢ 0w(Q')/0n=0. Oznaczajac pierwsza
catke wzoru (2.29) przez w, (Q) otrzymamy

ow(S,) 0w, (S,)
(2.30) 611.2 =0= (;'fa 2 -}-fM(SE)wM(S?,S;}dSz.




Naprezenia cieplne w powtlokach walcowych (I) 9

Otrzymaliémy réwnanie calkowe Fredholma pierwszego rodzaju.
Rozwigzujac je otrzymamy funkcje M (S,), a wstawiajac te ostatnig do
wzoru (2.29) ofrzymamy przemieszczenie w.

Wréetmy jeszeze do wzoru (2.1). Otéz wyste-
pujaca tam funkcje Greena— N 2w (x,y; &, 1)
mozna na podstawie zwigzkow

- P”w , F*w
M"=_N(W+”B_y§)’

= 0w 0*w
My=_N(a_y§ + Va‘i;)

traktowaé jako powierzchnie wplywows sumy
momentéw

M (x, y; & 9) = M. (=, y; &, 0) + My (2, 93 €, ),

a wzor (2.1) zapisa¢ w postaci

(231) wign=a f v (2,9) M (x, y; £, ) dady.
2

Postaé ta moze mieé poﬁazne znaczenie dla plyt prostokatnych o roz-
maitych warunkach brzegowych, dla ktérych opracowano juz wiele po-
wierzchni wplywowych, [6].

Rys. 5
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Peawwme

TEPMHUYECKHUE HATIPSMKEHHA B OUIHHJAPHYECKHX OBOJIOYKAX (I)

Pabora MMeeT LIJBI0 OIpeneiuTh TEPMUYECKie HAaNpAXKEHUA, BEI3BaH-
HBIE B UMIMHAPMYECKOi 000l0YKe KPYTOBOIO CEYEHMA POCTOM TeMIIepa-
TYPEI, M3MEHAIOLENCA JIMHEHO BAOMb TONIMHbI NaacTuHky, (1.1). WUexon-
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HOJ TOYKOJ pelneHyus ABIAETCHA MHTerpanbHas 3aBucumocts B. M. M a ii-
sexns, [1], [dbopmyna (1.2)], KoTopas maa caydas 06ONOYKM NpUHMAMAET
Bup popmyasr (1.3). B oroit mocnepmeii dopmyae w ecTh pajyaNbHoe
nepemerenye 060JI0YKH IO HEHCTBMEM TEMIIEPATYpPBI, Ox M 0y — HOP-
MallbHble HATpPAMKEHWs, BbI3BAHHBIE JEHCTBMEM EIAMHMYHOM CHUIIBI, IIPUJIO-
yeHHo#i B Touke (&) mo HampaBiaemmy ocu 2. OCHOBBIBAACE HA TEXHM-
yeckoit Teopuu obosoyex B. 3. BracoBa, MoxHO 3aBucumocts (1.3) mo-
Bectn 0 Buma (1.8). Dra 3aBMCMMOCTH YKa3LIBAeT, UTO BJIMAHME IIONA T
MOIKHO OT[AENUTE OT BJIMSAHMA IIOJNA T, HA NepeMelleHMA ¥ HalpAKeHUH
B 0D0JIOYKe, a TakXKe, YTO 10 OTHOIIEHMM K 9THM IOJIAAM CHPaBeIuB
NpUHIMI cyneprnozuym. B Hactoamiei pabore noapobHO paccmaTpuBaer-
¢ BIMAHME TONA 7. IlepemelleHue W, BLI3BAHHOE ITIOJIEM TeMIepaTyp T,
MO3KHO TpesieTaBuTh dpopmydioit (2.1) mam chopmyaoin (2.2). M3 nocaenueii,
MOXKHO OIpPEJeNMTh HeCKOIbKO 3asuenmocteit, s w=0 u dw/dn=0,
CcJIefOBATeNILHO AJA ciyyasg 000JI0uKM, 3alleMJIEHHON 10 KOHTYPY, Mcue-
zaer mepeMerteHue w. A obonouky cBoOOZHO NOAIEPTON HAa YacTH S,
‘e KOHTYPAa, a 3alleMJICHHOM Ha YaCTH §, — W onpejensaeTes no ¢popmye (2.3).

B paﬁo-re NpMBOAMTCA PpelleHMe 3agauy A1g HEeCKOJBKUX CIOydaeB
OIMMPaHMuA TINACTHMHKHA.

Hnsa obomouky, cBoBogHO IOANEPTOH IO KOHTYPY, PACYeThl BEAyTCH
caepylonmm obpasom. Mz ypasuenua B. 3. BracoBa, (2.4), onpenensior
-cbynxunuf M W s 060J109KY, [IOABEPTAEMOi IEMCTBUIO COCPEOTOUEHHOM
cunbt B Touke (&, ;) M HAUpPaBJEHHO! BAOJL OCKM Z, TIPUMEHAS MBOJHBIE
TpuroHomerpuyeckue paxpl. IogcraBnasa pynkumio P w B dopmyny (2.2)
W MHTErpupys, noiyyawoT nporub w (§, u), [dbopmyna (2.9)]. Ipu momorm
ypasreHus (2.11) onpepenaoT (OYHKIMIO IepeMeLeHMA AJIA 000JOUKH,
MojiBepraeMoif MAeNCTBMIO IIOJNA TemIeparyp z. W3 saeucumocren (2.14)
ONpPEefIeNAI0T BCe CTaTHMYECKME BEJIMUMHBI M COCTABJIAOIIME IepeMeLleHMIt,
BhIZBaHHEIE B obomnouke mosem 7. Caexgyer 3amMeTMTh, 4To B obonouke,
3alleMJIEHHOJ TII0 KOHTYypy, obpasyrorca muilns uarmbaroimye MOMeH-
TRl JM TIOTIEPEYHBIE CUJBI, ompefeseHHbe dopmynamu (2.18). DBTo
YTBEpIKIEHMEe IO3BOJIAET paccMaTpuBaTh npormb oBoNouKM, KAk CyMMYy
AByx nporn6os: nporuba w; 060s0UKM, 3alEMIEHHO! 110 KOHTYPY ¥ IO~
Bepraemoli ZeCTBMIO TIONA 7, a Tak¥Ke npormba w, o60NOUKM, He IOgBEp-
TaeMoy NIeCTBUIO TeMIepaTypsl, HO HATPY3KEHHOH 110 KOHTYPY M3rubaio-
mymu momeHtTaMu M = N (1 + #) ar. Crarmyeckueé BeJMUUHBI, BBI3-
BaHHBIE S9THMM COCTOAHMAMM, ompexenaiorT mo copmynam (2.19), ITosepx-
HOCTE W, MOXKHO OIPEJENUTH NPy MOMOIM JBOMHOIO TPUTOHOMETPHIECKO-
ro paxa (2.20). B sroit copmyne Bemuamast Ay, B, Cp, u D, — ro3gpdu-
LMEHTH! pasnoxenus B pAf DPypbe KpaeBbIX MOMEHTOB. 3HAYEHUEM
M = N (1+ ) ar. Dror crocob MOKHO PACIPOCTPAHUTL HA cay4ait 060-
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JIOUKM C KpasgMM IIONIEPEMEHHO CBOOOJHO NOANEPTHIMM M 3AlIeMJIEHHBIMM.
B canyvae xpaes Buosib Yy =0 y = b 3allleMJIeHHEBIX, a OCTaJIBHBIX CBO-
OozHO noxnepThIX, Kosdpduuyentsr A,, u C,, H3BECTHBI, KaK k03chpumen-
Tl pasyoxenua pyukuu N(1+9)az (0,9 u N(1+»)ar (a,7). Ko-
scbpuumentsr B, u C, — HeusBecTHsle BeanuuHbl. MosKHO ux onpepe-
JINTB, MCTONB3Ys TIpaHMuYHBle ycaoBua 0w, dn =0, Ha kpaio y =0
uy=h.

Omnpeznenenne TepMMYECKMX HaNpsKeHuir B obosouke csobogHo moa-
TIEpTOit HA Kparo, MJIM Ha IOCJIENOBATENBEHBIX OTPe3KaxX Kpas rorepeMeHHo
cBODOJIHO TOATIEPTO M 3AIIEMJEHHOM, MOXKHO TNOJYyYUTH APYruM, Gomece
obummm myrem. Y3 pacCMOTpEHyA ABYX COCTOSHMIA, TIPEICTABIEHHBIX Ha
puc. 4a n 4b, COrmacHO IMOJIOIKEHMIO O B3aMMHOCTM ITEPEMEILeHMH, BhITe-
Kaer zaBucumocth (2.26). Tax xax nporud obonoyky wW=1w, MOXKHO ONpe-
AGJIMTH KAK IOBEPXHOCTH, BBLI3BAHHYIO JejicTBMeM H3rubarlmx MOMeH-
ToB M =N (1 + v ar, nDpuIoReHHBIX Ha Kpaw O06OJIOYKH, TO 3aBUCH-
MocTe (2.28) cnpaBepgnnBa. [nsa oboxouku, cBoGOHO [MOAEPTO 10 BCEMY
KOHTypy, M (S) sBnsAercA usBecTHOH (DYHKIMEH M ONpemeneHue INOBepX-
HOCTM W, = w He BCTpedaeTcA ¢ 3aTpypHeHuamu. B ciydae oboJsoury,
cBODOJIHO TIOAIIEPTOH HA WACTM §;, Kpas, a 3aMELLeHHOM Ha OCTAJBLHOM Ha-
cTH S, MomeHT M (S,), BBICTYymamOLmii Ha Kpaw S, ABIAETCA HEU3BECT-
Hoit oyuxumeit. IIpormb w, BbLIpaXien 37ech MHTErpanbHOM opMyJIoi
(2.20). U3 yenoBua 0w (Q’) /0n= 0 mHa kpaio S, MNOJIYYaOT MHTErpajibHOe
ypaBHenye (2.30), u3 KOTOpOro caexyer onpepennts gyHkmpio M (S.).

Summary
THERMAL STRESSES IN CYLINDRICAL SHELLS (I)

The object of the paper is to determine the thermal stresses in a cir-
cular cylindrical shell due to temperature increase varying linearly across
the thickness of the shell, (1.1). The starting points is W. M. M a y-
sel s integral relation, [1], Eq. (12), which, in the case of a shell, takes
the form of Eq. (1.3). In this equation w is the radial displacement of
the shell subjected to the action of temperature, o. and ¢y — normal
stresses due to the unit force acting at the point (& #) in the direction
of the z axis. On the basis of the engineer's theory of shells of V. Z.
Vlasov, the relation (1.3) can be transformed into (1.8). This relation
indicates that the influence of the field 7 on the state of stress and dis-
placement in the shell can be separated from that of the field 7, and
that the law of superposition is valid for these fields. The influence of the
field 7 is investigated in this paper. The displacement w due to the tem-
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perature field can be represented by Eq. (2.1) or (2.2). From the latter
some relations can be determined. For w =0 and 0w/dn = 0, that is in
the case of a shell built in at the edges, the displacement w vanishes.
For a shell simply supported on the part & and built in on the part s.
of its periphery, w is found from Eq. (2.3).

In this paper the solutions are obtained for several cases of shell support.

For a shell simply supported at the edges the procedure is as follows.
From V. Z. Vlasov's equation (2.4), using double trigonometric series,
the functions F and w are determined for a shell loaded with a concen-
trated load at the point (& 1) and parallel to the z axis. Substituting
72w in Eq. (2.2) and integrating we obtain the deflection w (&, ), [Eq.
(2.9)]. Using Eq. (2.11) the displacement function for a shell subjected
to the temperature field z can be found. From the relations (2.14) all sta-
tic quantities and the displacement components in the shell, due to the
temperature field v are found.

It is interesting to mote that for a shell built in at the edges only ben-
ding moments and shearing forces determined by Eqgs. (2.18) will appear.
This cbservation permits to consider the deflection of the shell as com-
posed of two states: the deflection w, of the shell built in at the edges
and subjected to the action of the field 7, and the deflection w, of the
shell not subjected to the action of temperature but loaded with bending
moments M =N (1 + »)ar at the edges. The statical quantities due to.
these states are found from Egs. (2.19). The surface w, can be determi-
ned by means of a double trigonometric series (2.20). In this equation
Am B, C, and D, are the Fourier coefficients for the bending mo-
ments M= N(1 + ») a7 at the edges. This method can be generalized
to the case of a shell whose edges are alternately simply supported and
built in. Considering the case when the edges y = 0 and y = b are built
in — the remaining edges being simply supported — the coefficients A,,
and C,, are known as the coefficients of expansion of functions N(1+»)>
a7 (0,n) and N(1 + ) a 7 (a, n); the coefficients B, and C» are unknown.
They can be determined using the boundary conditions d w,/d0n =0 at the
edgey = 0and y = b.

The determination of thermal stresses in a shell simply supported at
the periphery, or having alternate segments simply supported and built
in, can be done in another, more general way. Considering the two sta-
tes represented in Figs. 4a and 4b we {ind, from the theorem of recipro-
city of displacements, Eq. (2.26). Since the deflection of the shell
w = 1w, can be determined as a surface due +o the bending moments
M=N(l+ v ar acting along the edge of the shell, we have Eq.
(2.28). For a shell simply supported at the periphery, M (S) is a known
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function and the determination of the surface w, = w is not difficult.
In the case of a shell simply supported on the part s, of the periphery
the rest, s,, being built in, the moment M (S,) along the edge s,
is an unknown function. The deflection w, is expressed by the integral
formula (2.29). From the condition dw(Q’)/dn=0 for s,, we obtain the in-
tegral equation (2.30) from which the function M (Sg) can bhe determined.
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