
P O L S K A A K A D E M I A N A U K

I N S T Y T U T P O D S T A W O W Y C H P R O B L E M Ó W T E C H N I K I

ARCHIWUM
MECHANIKI
STOSOWANEJ

VII

TOM VII W A R S Z A W A 1955 ZESZYT 4
P A Ń S T W O W E W Y D A W N I C T W O N A U K O W E



O PEWNYCH ZAGADNIENIACH BRZEGOWYCH TEORII SPRĘŻYSTOŚCI

W I T O L D N O W A C K I (WARSZAWA)

Praca przedstawiona ha Konferencji Naukowej Zakładu Mechaniki Ośrodków
Ciągłych IPPT PAN w lipcu 1955 r. w Karpaczu.

1. Rozważmy dowolną bryłę sprężystą znajdującą się w stanie rów-
nowagi pod wpływem obciążenia zewnętrznego, sił masowych, wzrostu
temperatury oraz samonaprężeń. Załóżmy, że na powierzchniach 0 i Q
stanowiących część powierzchni bryły nałożono warunki brzegowe natury
kinematycznej (rys. 1). Zadanie, jakie sobie stawiamy, to wyznaczenie
stanów przemieszczenia, odkształcenia oraz napręże-
nia tego układu sprężystego.

Pod wpływem założonych obciążeń powstaną na
powierzchni Q siły powierzchniowe X(Q) o składo-
wych X, (Q), X2 (Q), X, (Q) jako funkcje położenia
punktu Q na powierzchni Q. Przyjmiemy je jako
funkcje niewiadome, nadliczbowe naszego zadania.
Traktujemy zatem bryłę sprężystą, dla której zało-
żymy Xx = X2 = Xs — 0 jako układ podstawowy,
w którym wyznaczyć można przemieszczenia wy-
wołane obciążeniem zewnętrznym, siłami masowymi,"
wzrostem temperatury, samonaprężeniami, jak rów-
nież stanami X1 = l, X2 = l, X8 = l działającymi na powierzchni Q.

Niech na tak określony układ podstawowy, geometrycznie niezmienny,
działa jedynie obciążenie zewnętrzne, siły masowe, wzrost temperatury
oraz samonaprężenia. Oznaczmy składowe stanu przemieszczenia w punk-
cie P, wywołane powyższymi działaniami, przez u,-,o (P) (i — 1, 2, 3). Niech
składowe te mają kierunek osi xi-{i = 1, 2, 3) przyjętego układu współ-
rzędnych.

Dalej niech na układ podstawowy działa stan Xt (Q) = 1. Stan ten ro-
zumiemy jako działanie jednostkowej siły skupionej przyłożonej w punk-
cie Q powierzchni Q, a posiadającej kierunek osi xt układu współrzęd-
nych. Pod wpływem tego stanu obciążeń ustali się w układzie podsta-
wowym stan przemieszczenia; punkt P dozna przemieszczenia o składo-
wych u,-,i (P,Q) (i=l,2,3) mających kierunek osi współrzędnych Xt{i=>l,2,3).

Rys. 1
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Składowe u/,i (P, Q) są funkcjami zarówno położenia punktu w obrębie
ciała sprężystego, jak i funkcjami położenia punktu Q na powierzchni Q,
Są one funkcjami G r e e n a dla stanu Xt (Q) = 1, spełniającymi
w układzie podstawowym warunki równowagi i wszelkie warunki
brzegowe.

Analogicznie przez m,% (P, Q) (i = 1, 2, 3) oznaczmy składowe prze-
mieszczenia punktu P, wywołane działaniem siły skupionej X2 (Q) = 1,
działającej w punkcie Q powierzchni Q.. Wreszcie przez u/,3 (i = 1, 2, 3)
oznaczmy składowe przemieszczenia punktu P, wywołane stanem
X* (Q) = 1 działającym w punkcie Q powierzchni Q.

Zakładamy, że funkcje it/;,o(P), u/t,i(P, Q) (fc, i = 1, 2, 3) można wy-
znaczyć w układzie podstawowym z równań różniczkowych teorii sprę-
żystości. Wróćmy do bryły sprężystej przedstawionej na rys. 1, posiada-
jącej określone warunki brzegowe kinematyczne na powierzchniach
0 i Q. Składowe przemieszczenia u,- (P) (i = 1, 2, 3) punktu P tej bryły
sprężystej wyrazić możemy w następującej postaci całkowej:

(1.1) uk(P)=uk,o(P) + Jf\ f Xi(Q)ui,k(P,Q)]dQ (k==l,2,3).
fl LfSi I

Związki te są słuszne dla ciał sprężystych jednorodnych i niejednorodnych
oraz ciał anizotropowych w ramach liniowej «klasycznej» teorii spręży-
stości. Nieznane funkcje Xi (Q) występujące w wyrażeniu całkowym (1.1)
wyznaczymy z warunków brzegowych określonych na powierzchni Q.

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, mianowicie przypadek niepodat-
nej powierzchni podporowej Q. Żądamy, aby na powierzchni Q składowe
przemieszczenia u^ (li = 1, 2, 3) były równe zeru. Warunek ten realizu-
jemy przenosząc punkt P na powierzchnię Q do punktu Q'. Z układu rów-
nań (1.1) otrzymamy

(1.2.1) u*(Q') = Uft.o(Q')4-//f2 iX/(Q)u /. f t(Q',Q)|dfl = O (Je = 1,2,3).
Q U=l I

Otrzymaliśmy układ trzech równań całkowych F r e d h o l m a pierw-
szego rodzaju. Rozwiązanie tego układu równań daje nieznane funkcje
Xi(Q). Po wstawieniu tych funkcji do wyrażenia całkowego (1.1) otrzy-
mamy składowe stanu przemieszczenia bryły sprężystej według rys. 1.

Zauważmy jeszcze, że jądra równań całkowych (1.2.1) są symetryczne,
co wynika z twierdzenia o wzajemności przemieszczeń J. C. M a x w e 11 a.

Rozpatrzyliśmy tu jedynie przypadek niepodatnej powierzchni pod-
porowej Q. Bez trudu jednak, rozszerzyć możemy nasze rozważania na
przypadki, w których składowe stanu przemieszczenia określone są
w sposób funkcyjny na powierzchni.- Wtedy
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= 3
(1.2.2) (fc-1,2,8),

U=l,
gdzie uk (Q') są funkcjami położenia punktu Q'.

Zdarzyć się może, że podpora powierzchniowa Q posiada taki kształt,
że powstać może jedynie reakcja powierzchniowa mająca kierunek nor-
malnej. Wystąpią wtedy dodatkowe związki liniowe między składowymi
X, (i = 1, 2, 3). Pozwoli to na zredukowanie ilości funkcji niewiadomych
X,: w układzie równań (1.1.4) i ograniczy układ równań (1.2.1) do jednego
równania całkowego.

Tak na przykład w przypadku płyty kolistej grubościennej dodatkowo
podpartej na powierzchni Q otrzymamy (przy założeniu braku sił tarcia
między płytą a podporą) następujące wyrażenie dla składowych stanu
przemieszczenia:

(1.3) ff X3(Q)u3k(P,Q)dQ (Jc== 1,2,3).

Jedyną niewiadomą funkcją jest tu oddziaływanie pionowe X3(Q),.wy-
stępujące między płytą a podporą w obrębie powierzchni Q. Funkcję tę
wyznaczymy wykorzystując warunek p

u„(Q') = 0.
Uzyskamy w ten sposób równa-

nie całkowe
UMfi

Q' .P

(1.4)

Rys. 2

Wróćmy do naszego ogólnego przypadku bryły sprężystej podpartej
na-powierzchniach 0 i Q. Zauważmy, że w przypadku granicznym mo-
żemy zawęzić powierzchnię Q do przestrzennej linii podporowej. Trak-
tując Xi jako składowe sił odporowych działających na linii przestrzen-
nej s otrzymamy dla składowych przemieszczenia punktu P następujące
związki:

(1.5) Ufe(P)=U*.o(P)' X/(Q)u/,*(P,Q) ds

gdzie całkowanie odbywa się wzdłuż linii s. Niewiadome funkcje Xi(Q)
otrzymamy z rozwiązania układu równań całkowych

(1.6)
' = 8 1

',Q) ds (fc = 1,2,3)
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przy założeniu, że Uk (Q') są danymi funkcjami położenia punktu Q' na
linii przestrzennej s.

Przedstawiony sposób postępowania można rozszerzyć na 'bryłę sprę-
żystą opartą na dowolnej ilości podpór powierzchniowych: O, Q, Qlr

Q2):..,Qn. Operować tutaj będziemy układem podstawowym, w którym
bryła jest podparta jedynie na powierzchni 0. Oznaczmy tak jak poprzed-
nio przez u*, o (P) (Te = 1, 2, 3) składowe przemieszczenia dowolnego
punktu P bryły sprężystej wywołane obciążeniem zewnętrznym, siła-
mi masowymi, wzrostem temperatury i samonaprężeniami w układzie
podstawowym. Oznaczmy dalej przez X[j), X\p, XiJ] składowe nieznanych
sił powierzchniowych, występujących na powierzchni Qj (j = 1, 2, ..., n),
a przez u\{\(P,Qj), uJ/^P.Qy), u{l].A{P,Qj) składowe stanu przemieszczenia
punktu P, wywołane stanem X$ = 1 (Je = 1,2,3), działającym w punk-
cie Qt na powierzchni Qj. Wtedy składowe stanu przemieszczenia
punktu P w układzie ?i-krotnie niewyznaczalnym określić możemy na-
stępującym związkiem całkowym:

(1.7) uft,(P)==uo(P)4- £ Jl\Z ZPiOduWkfaoĄMł (fc-1,2,3).
L I

Żądamy teraz, aby na powierzchniach Qj (j = 1,2, ..., n) spełnione
zostały wymagane warunki przemieszczeniowe. Otrzymamy układ 3n
równań całkowych F r e d h o l m a pierwszego rodzaju

y=«

(r = l,2,...,n), (fc-1,2,3).

Z rozwiązania tego układu równań otrzymamy 3n funkcji X{/\ które po
wstawieniu do związków (1.7) określą stan przemieszczenia punktu P.

Analogiczne rozważania przeprowadzić możemy dla bryły sprężystej
podpartej na dodatkowych podporach liniowych, jak również w przypadku,
kiedy część podpór jest powierzchniowa, część w postaci linii podporo-
wych na powierzchni bryły sprężystej.

Kilka uwag należy wreszcie poświęcić wyborowi układu podstawo-
wego. W rozważaniach przyjęliśmy jako układ podstawowy bryłę sprę-
żystą podpartą na powierzchni 0. Oczywiście nic nie stoi na przeszkodzie,
aby jako układ podstawowy, przyjąć bryłę sprężystą podpartą na. do-
wolnej powierzchni Qj. Wybrać należy taki układ jako podstawowy,
w którym wyznaczenie funkcji ii/,,o, i Ui,h natrafia na najmniejsze trudności
matematyczne. Czasem będzie wygodnie przyjąć jako układ podstawowy
bryłę podpartą na r powierzchniach, gdzie 1 < r < n.
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W rozważaniach przyjmowaliśmy jako wielkości nadliczbowe siły po-
wierzchniowe działające na powierzchniach Qj. Można jednak przyjąć
jako funkcje nadliczbowe siły wewnętrzne występujące w pewnych prze-
krojach bryły sprężystej. I tak wracając do układu przedstawionego na
rys. 1 możemy jako funkcje nadliczbowe przyjąć składowe Xi sił we-
wnętrznych występujących na powierzchni aa, którą podzielono bryłę na
dwie części. Układem podstawowym będzie tu układ brył I i II, z których
jedna podparta jest na powierzchni <P, druga na powierzchni Q. W mocy
pozostają tu równania (1.1), które wypisać należy oddzielnie dla brył
I i II w zależności od położenia punktu P. Słuszne są również równania
(1.2.1) stwierdzające, że względne przemieszczenia brył I i II na po-
wierzchni aa są równe zeru.

Oczywiście, rozważania powyższe rozszerzyć można na bryłę sprężystą
podpartą na wielu podporach powierzchniowych i liniowych przyjmując,
że siły powierzchniowe i siły wewnętrzne są funkcjami niewiadomymi.
Mamy tu pełną analogię do statyki układów prętowych «wewnętrznie»
i «zewnętrznie» statycznie niewyznaczalnych. Łatwo też podać przejście
ż układów o przestrzennym stanie naprężeń do liniowych układów prę-
towych mechaniki budowli. Funkcje sił powierzchniowych i wewnętrz-
nych sprowadzą się do sił skupionych (reakcje podporowe) oraz do skła-
dowych wypadkowej stanu naprężenia w poszczególnych przekrojach-
prętów. Układ równań (1.8) przechodzi w tzw. układ równań kanonicznych
statyki układów prętowych

j—n

(1.9) fir.O + J T X"> dr.j = Ór (r = 1, 2, .... n) .
7 = 1

Przedstawiony tu sposób .rozwiązywania przestrzennych zagadnień
teorii sprężystości okaże się przydatny przy rozwiązywaniu takich ukła-
dów, w których w układzie podstawowym w sposób łatwy dają się wy-
znaczyć przemieszczenia wywołane obciążeniem zewnętrznym oraz funkcje
G r e e n a wywołane stanami X{i) — 1. Szczególnie prosto przedstawiać
się będą rozwiązania dla układów, w których układem podstawowym jest
półprzestrzeń sprężysta lub nieskończenie długi walec, gdzie mamy do
czynienia z jedną podporą powierzchniową lub też z układem podpór
rozmieszczonych w sposób okresowy. Zwróćmy uwagę, że szczególnym
przypadkiem przedstawionego sposobu rozwiązywania jest znane i roz-
wiązane od dawna zagadnienie sztywnego stempla lub płyty sprężystej
spoczywającej na półprzestrzeni sprężystej.

Przedstawionemu powyżej sposobowi rozwiązania zagadnień brzego-
wych przeciwstawić można drugi, stanowiący analogię do «metody od-
kształceń* mechaniki budowli.
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Rozważmy ponownie układ przedstawiony na rys. 1. Tak jak po-
przednio zakładamy znajomość przemieszczeń na powierzchniach 0 i Q
oraz znajomość obciążeń zewnętrznych na pozostałej powierzchni W bryły
sprężystej.

Przyjmijmy teraz za niewiadome funkcje naszego zagadnienia —
funkcje przemieszczeń na powierzchni W. Oznaczmy je przez Ui{S)
(i = 1, 2, 3). Przy takim wyborze niewiadomych funkcji układem podsta-
wowym będzie bryła sprężysta o przemieszczeniowych warunkach brze-
gowych na powierzchniach 0 i Q oraz zerowych wartościach przemie-
szczeń na powierzchni W.

Taki układ podstawowy nazwiemy układem podstawowym «geome-
trycznie wyznaczalnym»; w układzie tym znane są wszelkie przemie-
szczenia na powierzchni bryły sprężystej.

Wyznaczmy teraz w naszym układzie podstawowym naprężenia wy-
wołane w punkcie P wzrostem temperatury i samonaprężeniami. Oznacz-
my je przez T//,O (P) (i, j — 1, 2, 3). Niech teraz w dowolnym punkcie S po-
wierzchni W powstanie w układzie podstawowym stan Uk («S) = 1 (7c = 1,
2, 3). Stan ten wywoła w punkcie P naprężenia T,y,fe(P, S) (i, j = 1, 2, 3).
Zakładamy, że zarówno wielkości T//,O, jak i nj,k dadzą się wyznaczyć
w układzie podstawowym. Dowolną składową, stanu naprężeń w punk-
cie P ciała sprężystego przedstawionego na rys. 1 możemy wyrazić
związkiem superpozycyjnym

(1.10) ry(P)=Ty.o(P) + //[^ ItZft(S)T</,*(P,S)]d!P (i, j —1,2,3).

Na powierzchni W powinny być spełnione następujące warunki brzegowe
natury statycznej:

y=s
(1.11) pt(S) g

gdzie pi są składowymi obciążenia zewnętrznego, a aj cosinusami kierun-
kowymi elementu powierzchniowego. Przesuwając teraz punkt P do
punktu 5" na powierzchni W otrzymamy ze wzoru (1.10) sześć składowych
tensora naprężeń nj{S'). Wstawiając funkcje nj[S') do równań (1.1^)
otrzymamy następujący układ trzech równań całkowych F r e d h o 1-
m a pierwszego rodzaju [w którym występują trzy nieznane funkcje
•ui (S) (i = l, 2, 3)]:

(1.12) • pi{S') = ai,0(S')+ (f\ Yuk(S)ai,k(S',S)
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gdzie

o/.oGS') = V Ty,o(S') a/, m,k (S1, S) = V T/y,ft (5', S) a;.

Rozwiązanie tego układu równań da funkcje Uk (S), które podstawione
do równań (1.10) pozwolą wyznaczyć stan naprężenia w dowolnym punk-
cie ciała sprężystego. -

. Układ podstawowy przyjąć można w odmienny sposób, mianowicie
tak, aby przemieszczenia bryły sprężystej były .równe zeru jedynie na
części Wy powierzchni W. Wszelkie rozwiązania pozostają tu bez zmian
z tym jednak zastrzeżeniem, że całkowanie we wzorach (1.10) i (1.121
odnosi się do powierzchni %. Zakładamy przy tym oczywiście, że w tym
układzie podstawowym dadzą się wyznaczyć funkcje T,y,o i rtj,k-

Również jako funkcje nadliczbowe przyjąć możemy funkcje prze-
mieszczeń występujące wewnątrz ciała sprężystego. Podzielmy w myśli
bryłę sprężystą według rys. 1 na dwie części I i II za pomocą przekroju aa.
V» ystępujące na tej powierzchni składowe przemieszczenia przyjmiemy
jako funkcje nieznane. Układem podstawowym będzie tu bryła z danymi
przemieszczeniami na powierzchni 0 i Q oraz z zerowymi wartościami
przemieszczeń na powierzchni aa. W mocy pozostaną tu związki (1.10),
które wypisać należy oddzielnie dla części I i II bryły sprężystej. Z wa-
runku ciągłości naprężeń w przekroju aa, tj. z warunku pj-1'+ pj-U| = 0,
otrzymamy analogiczny do "układu (1.12) układ trzech równań całkowych,
z których wyznaczymy nadliczbowe funkcje U/t (Je = 1, 2, 3).

W układach podstawowych metody odkształceń natrafiamy na znacznie
większe trudności przy wyznaczaniu funkcji rtj.o i funkcji G r e e n a iij.k,
niż to ma miejsce w układach podstawowych metody sił. Dlatego też
zakres zastosowania metody odkształceń w odniesieniu do przestrzennych
zagadnień teorii sprężystości będzie nader skromny. Znajdzie on jednak
obszerne zastosowanie w zagadnieniach płaskich teorii sprężystości,
zwłaszcza w odniesieniu do płyt i powłok.

2. Przejdźmy teraz do zagadnień płaskich, do tarcz i płyt. Niech dana
będzie tarcza znajdująca się w płaskim stanie naprężenia, obciążona w spo-
sób dowolny na swym brzegu i z warunkami brzegowymi u, = u 2 = 0
na dwu odcinkach brzegu l i s .

Składowe stanu przemieszczenia dowolnego punktu P tarczy otrzy-
mamy korzystając ze wzoru (1.1) i przechodząc od zagadnienia przestrzen-
nego do płaskiego:

(2.1) tta(P) = u*.o(P)+/[J£ lXi(Q)uf.*(P fQ)|ds (te—1,2).

Arch. Mech. Stos. — 5
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Z warunku zerowej wartości przemieszczeń na odcinku s otrzymamy
układ dwu równań całkowych

(2.2) f I J£
Jest rzeczą jasną, że układ równań (2.2) odnosi się również do tarczy

przedstawionej na rys. 4, a więc do tarczy, w której odcinek s mieści się
w obrębie tarczy i na którego długości znikają przemieszczenia. Do za-
gadnienia tarczy stosują się wszelkie uwagi dotyczące przestrzennego
zagadnienia teorii sprężystości, które odnoszą się do wyboru układu pod-
stawowego, wyboru nadliczbowych funkcji oraz sił zewnętrznych i we-
wnętrznych. Bez trudu również rozszerzymy nasze zagadnienie na więk-
szą od dwóch ilość podpór liniowych tarczy.

Rys. 3 Rys. 4

W metodzie odkształceń przyjmiemy jako nadliczbowe funkcje skła-
dowych stanu przemieszczenia na obwodzie m tarczy. Układem podstawo-
wym będzie tarcza na obwodzie utwierdzona zupełnie, a na brzegach s i l
posiadająca dane funkcje przemieszczeń. Naprężenia w- punkcie P tarczy
określą wzory

(2.3) rtjiP) = xij,c (S)xtj,n{P,S)\ds
J

(1, j == 1, 2).

Na brzegu m mamy następujące warunki:

/ = 2

(i = 1,2)

Tak więc układ równań całkowych, z którego wyznaczyć należy funkcje
u* (k — 1, 2), przyjmie postać
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(2.4)

gdzie

(ST) = a,-.o (S')
><=2

ds (i = 1,2),

ft.o (5') = J T T,y.o (SO ay, at.k (S1, S) a; •

Bardziej złożone jest drugie zagadnienie, mianowicie zginanie płyty
cienkiej, [1]. Rozważmy' najpierw zagadnienie najprostsze — płytę na
swym obwodzie swobodnie podpartą na odcinku I oraz zupełnie utwier-
dzoną na odcinku s. Pod wpływem obciążenia zewnętrznego powstaną na
odcinku s momenty utwierdzenia Xa (Q). Płytę można zatem traktować
jako płytę na całym swym obwodzie swobodnie podpartą i obciążoną mo-
mentami zginającymi Xa (Q) na odcinku s, z tym jednak zastrzeżeniem, że
na tym odcinku winien być spełniony dodatkowy warunek kinematyczny,
a mianowicie du3(Q')/dn = Q.

Ugięcie punktu P, wywołane działaniem momentów Xa (Q) jako siłami
zewnętrznymi oraz obciążeniem zewnętrznym, wyrazimy wzorem

(2.5) tt8.o(P)+/X0(Q)u8.fl(P,Q)ds.

Tutaj u».o(P) oznacza ugięcie punktu P płaszczy-
zny środkowej płyty, a U3,a(P,Q) ugięcie płyty
w punkcie P wywołane działaniem momentu sku-
pionego Xa(Q) = l, przyłożonego do punktu Q
brzegu s. Nieznaną funkcję momentu utwierdze-
nia Xa (Q) wyznaczamy z warunku duJdn=0 na
odcinku s. Zatem Rys. 5

(2.6)
ón

dua.o(QQ
d n j xa(Q)

Niech teraz płyta będzie utwierdzona na n odcinkach s,(r = 1,2, ..., n),
a między tymi odcinkami swobodnie podparta. Jako układ podstawowy
przyjmiemy i tu płytę na całym swym obwodzie swobodnie podpartą.
Wtedy ugięcie punktu P płyty wyraża wzór

(2.7) u 8 (P) = U3.0 (P) +
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Z warunku utwierdzenia zupełnego płyty na brzegach sr (r — 1, 2, ..., n)
otrzymamy układ równań całkowych

(2.8) L M Q L ) - i i ^ I

( r - l , 2 , . . . , n ) .

Wyznaczenie momentów utwierdzenia Xi (Qi) z tego układu równań po-
zwoli na wyznaczenie ugięcia płyty z równania (2.7). Tym samym możemy
wyznaczyć stan naprężenia płyty, naprężenia bowiem wyrażają się za
pośrednictwem pochodnych ugięcia płyty.

Rozważmy drugi typ podparcia płyty. Mianowicie niech płyta o jed-
nakowym typie warunków brzegowych na swym obwodzie będzie po-
nadto podparta na dodatkowej podporze wzdłuż linii s znajdującej się
w obrębie płyty (rys. 6). Wtedy jako funkcję inadliczbową przyjąć można
reakcję podporową działającą wzdłuż linii s.

Ugięcie punktu P płyty złożymy tu z ugięcia wywołanego obciążeniem
zewnętrznym i z ugięcia wywołanego działaniem reakcji podporowej
Xb (Q). Otrzymamy

(2.9) u.i(P) = u,,o(P)+ jXb{Q)u-A,b(P,Q)ds.

Z warunku zerowej wartości ugięcia płyty wzdłuż podpory znaj-
dujemy

(2.10) u 8 ( Q ' ) = u 8 ; o ( Q ' ) + JXb(Q)us,l)(Q',QYds = O.-
S

Z tego równania .całkowego wyznaczymy nieznaną funkcję Xb (Q).
W przypadku n podpór na odcinkach sr (r = 1, 2, ..., n) uzyskamy dla ugię-
cia płyty następujący wzór:

(2.11) u,(P) = U3.o(P) + W / X;(Q)Us,j(P, Qj) ds\,
]=l \-sj -I

a dla wyznaczenia nadliczbowych reakcji podporowych — układ rÓwnaii
całkowych

(2.12) ua (Q'r) = U8,o (Q'r) + J T [ JXj (Q) u3J(Q;, Qj) dsĄ == 0
j=i I sj J
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Nie trudno rozszerzyć nasze rozważania na przypadek płyty, w której
część obwodu jest utwierdzona zupełnie, część jest swobodnie podparta,
a ponadto w obrębie jej istnieją podpory liniowe.

Rozważmy teraz płytę, na obwodzie której występują trzy typy wa-
runków brzegowych: swobodne podparcie na części obwodu, utwierdze-
nie zupełne na dalszej części oraz brzeg swobodny na pozostałej części
obwodu (rys 7), [2]. Mamy tu następujące możliwoiści wyboru układu
podstawowego:

"(a) płyta jest na odcinku I + s t swobodnie podparta, na odcinku s3

swobodna,
(b) płyta jest na odcinku st -f- s2 swobodna, na odcinku I swobodnie

podparta.

\\

Rys. 6 Rys. 7

W pierwszym sposobie wyboru układu podstawowego jedyną funkcją
nadliczbową będzie funkcja określająca* moment podporowy Xc (Q) na
odcinku st. Ugięcie punktu P płyty wyrazi się wzorem •

(2.13) u8(P) = u3.o(P)+ (•XcUS,c(P,Q)dsl,
i ' i

a dla wyznaczenia funkcji Xc (Q) skorzystamy z równania całkowego

Przy drugim sposobie przyjęcia układu podstawowego mamy do czy-
nienia z dwiema funkcjami, Xa (Q) i Xb (Q), z których pierwsza reprezen-
tuje moment utwierdzenia, druga reakcję podporową na odcinku s,.

Oznaczmy ugięcie płyty wywołane obciążeniem zewnętrznym przez
(P), a ugięcie płyty wywołane stanami Xa (Q) = 1, Xi, (Q) = 1 przez
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U3.1, (P, Q), U3.b (P, Q). Ugięcie płyty wywołane obciążeniem zewnętrznym
oraz momentami i reakcją podporową określa wzór

(2.15) u,,(P) = U3.

Z warunków zerowej wartości ugięcia oraz pochodnej duJdn na odcinku
Sj otrzymamy układ dwu równań

(2.16.1) u3 (Q') = u8,o (Q') + f}Xa(Q)uz,a(Q',Q) + X, (Q) us,„(Q't Q)] ds, = 0,

(2.16.2) du,(Q') dutfi(Q') f\ (n) dua.a(Q',Q)—^— = ~ ^ + J |X(Q)J |X«(

Wybór układu podstawowego zależy od typu zadania. Tak np. dla
płyty przedstawionej na rys. 8 przyjmiemy drugi układ jako podstawowy,
bowiem dla takiego układu łatwo wyznaczyć można funkcje G r e e n a
dla stanów Xa = 1, Xi, = 1 i to przy użyciu pojedynczych szeregów try-
gonometrycznych, [2], W przypadku kiedy płyta składa się z układu pro-
stokątów, można przyjąć jako funkcje nadliczbowe momenty i siły tnące
w przekrojach dzielących układ na oddzielne płyty prostokątne, [2].
Układ równań całkowych zawierających nasze nieznane nadliczbowe
funkcje wyznaczymy z ciągłości powierzchni ugięcia w przyjętych prze-
krojach.

Wszelkie przedstawione tu rozważania są słuszne nie tylko dla za-
gadnień zginania płyt, słuszne są również dla zagadnienia drgań wymu-
szonych płyt oraz dla zagadnień drgań własnych i wyboczehia płyt.
W tych dwu zagadnieniach znikają w równaniach całkowych (2.6), (2.8),
(2.10), (2.12), (2.14), (2.16.1) oraz (2.16.2) wyrazy uwzględniające wpływ
obciążenia zewnętrznego, działającego prostopadle do powierzchni środ-
kowej płyty, [3].

W szeregu przypadków korzystnie będzie zastosować metodę odkształ-
ceń do rozwiązania zagadnień płytowych. Zajmijmy się płytą przedsta-
wioną na> rys. 9. Płyta ta jest na brzegu st swobodna, a na brzegu s3

utwierdzona zupełnie. Jako układ podstawowy przyjmiemy płytę na całym
swym obwodzie zupełnie utwierdzoną. Niewiadomymi funkcjami będzie
tutaj pionowe przemieszczenie u3 oraz kąt duJdn na brzegu st. Wyznaczamy
w układzie podstawowym naprężenia wywołane obciążeniem zewnętrz-
nym oraz stanami -u8 (S) = 1, dus{S)/dn— 1. ...' *
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W punkcie P otrzymamy

(2.17) nj (P) = rtj.o (P) + f\ ua (S) r,y,3 (P, S) + Ź"Z^L wj(P,S) I ds,

(i, 3 = 1,2).
•'i •

Tutaj ri/,s{P,S) oznacza składową stanu naprężenia w punkcie P, wywo-
łaną stanem u8 (S) = 1, a nj,J (P,S) składową stanu naprężenia wywołaną
stanem dua(S)/dn — l. Od naprężeń (2.17) przejść można do momentów
zginających, skręcających oraz sił poprzecznych. Przechodząc z punktem P
do punktu S' na brzegu sx otrzymamy z warunku zerowej wartości mo-
mentu zginającego i reakcji podporowej układ dwu równań całkowych,
W którym występują nieznane funkcje u3 i dujdn. Znajomość tych funkcji
pozwoli na wyznaczenie naprężeń ze wzorów (2.17).

Rys. 8 Rys. 9

Jeśli brzeg s2 jest swobodnie podparty, a brzeg st swobodny, to jako
układ podstawowy przyjąć można płytę na brzegach sL i sa swobodnie
podpartą. W układzie podstawowym znikają zatem momenty zginające
na obwodzie płyty. Jako jedyną nadliczbową funkcję zadania przyjmiemy
funkcję ugięcia u3 (S) na odcinku sv. Naprężenia w punkcie, P przyjmą
postać

(2.18) ry (P) = T,y,o (P) + / u3 (S) ttj.s (P, S) ds, (i,j = 1,2),

gdzie T,y,o (P) jest naprężeniem wywołanym obciążeniem zewnętrznym,
a T/y,3(P, S) naprężeniem wywołanym stanem us (S) = 1, działającym
w układzie podstawowym. Z dodatkowego warunku, mianowicie z ze-
rowej wartości reakcji podporowej wzdłuż brzegu Sj, otrzymamy równanie
całkowe, w którym jako funkcja niewiadoma występuje przemieszczenie
na brzegu us (S).
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Jest rzeczą widoczną, że omówione tu zastosowanie metody sił i me-
tody odkształceń do płyt rozszerzyć można na bardziej złożone układy,
na zagadnienia statyki, dynamiki i stateczności powłok.

Szczególnym przypadkiem przeprowadzonych tu rozważań nad zgi-
naniem i drganiem płyt jest przypadek zginania i drgania membran.

Niech dana będzie błona napięta na dowolnym konturze. Niech błona
ta będzie ponadto podparta wzdłuż linii s w obrębie błony (rys. 11).

Rys. 10

Jako funkcję nadliczbową przyjmiemy tu reakcję podporową Xa(Q)
wzdłuż linii s. Ugięcie membrany wyrazi wzór

(2.19) u8(P) = u3,o(P) -f f Xa(Q)u3,a{P,Q)ds,

a nieznaną funkcję Xa(Q) znajdziemy z warunku zerowej wartości ugię-
cia wzdłuż linii s:

(2.20) u, 0. = Xa(Q)ua,a(Q',Q)ds.

Zagadnienia tego typu oraz bardziej złożone, w których jako nadlicz-
bowe przyjmowano funkcje sił wewnętrznych, rozpatrywane były w jed-
nej z prac autora, [4]. Dzięki analogii P r a n d t l . a przenieść można
wyniki uzyskane w teorii membran na zagadnienie skręcania prętów
pryzmatycznych uzyskując na tej drodze nowe wyniki.

3. W naszych rozważaniach dążyliśmy do zbudowania nowej metody
. rozwiązywania złożonych zagadnień teorii sprężystości i do uogólnienia
uprzednio uzyskanych wyników w dziedzinie płyt i błon. Przedstawiony
łu sposób daje jednolitą metodę traktowania zagadnień przestrzennych
płaskich i liniowych. Idea tego sposobu tkwi w elementarnych rozważa-
niach mechaniki budowli, opiera się zatem na wyobrażeniach dobrze zna-
nych inżynierom statykom i posiada cechy poglądowości. Mimo zalety



O pewnych zagadnieniach brzegowych 497

dużej ogólności, przedstawiony sposób prowadzić będzie jedynie do celu
przy znajomości stanu naprężenia wywołanego stanami Xj(Q) — 1 w ukła-
dzie podstawowym. To wymaganie spełnione jest, jak dotąd, dla szeregu
typów płyt i membran, a w znacznie mniejszym stopniu dla tarcz oraz
dla przestrzennego* stanu naprężenia.

Drugą poważną trudność stanowi rozwiązanie układu równań F r e d -
h o l m a pierwszego rodzaju. Zadanie to nie jest już łatwe przy naj-
prostszych układach płaskich (płyty, membrany) i zmusza do uciekania
się przy jego rozwiązaniu do metod przybliżonych. Trudności te oczy-
wiście wzrosną w przypadku tarcz, i zagadnień przestrzennych.
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P e 3 K) M e

O HEKOTOPblX rPAHHHHHX 3A#AHAX TEOPHH ynpyrOCTH

ynpyroe Tejio, npoH3BOJibHO HarpyjKeHHoe H noflnepToe Ha no-
& w Q (puc 1). IIoBepxHocTHBie CHJIBI, BbiCTynaioiirMe n a no-

BepxHOCTM Q, npnHHMaeM KaK HeH3BecrH&ie cpyHKUHH npo6jieMbi. B Ka-
ocHOBHoił cwcTeMBi — BcnoMoraTejibHoii cwcTeMŁi —

, noflnepToe JIMIIIŁ Ha noBepxHocra <P. IIojiaraeM, HTO B 3TOM
M02KH0 onpe^ejiMTb nepeivremeHHfl, BBi3BaHHŁie BHemHeił HarpysKoił, po-
CTOM TeMnepaTypti u coScTseHHbiMH HanpnjKeHMHMM U/,o (P) {i = 1, 2, 3),
a TaKJKe nepeMemeHMH, BBi3BaHHbie eflMHM^HbiMM BHeiutiMMM Harpy3KaMM
Xj = 1, Xj = 1 H X, = 1, ^ewcTByiomMMH Ha noBepxHOCTM 0. Hepe3 X1 (Q),
X2 (Q) II X-i (Q) o6o3HaHaioTCH 3^;ecb cocTaBJiHioinMe Hew3BecTHbix n o -
BepxHOCTHLix CMJI Ha Q, a nepe3 Ut,k (P, Q) (Je = 1, 2, 3) — nepeMemeHMH
TOHKM P, BBI3BaHHŁie COCTOHHHeM X,' (Q) = 1, fleMCTByKMLUKM B TOHKe Q
noBepxHOCTM Q. CjieffOBaTejiŁHO, nepeMemeHMH TOHKM P ynpyroro
corjiacHo puc. 1, MOJKHO BŁipa3MTB MHTerpajibHOH dpopMyjioił (1.1). B

HKu;MM Ui,k(P>Q) HBJIHIOTCH dpyHKti;MHMM Tpi-iHa. Hen3-
cpyHKUMH Xi (Q), BBicTynaiomwe B cbopMyjie (1.1), MOJKHO onpe-

no rpaHMKHBiM ycjiOBWHM npo6jieMbi. Tpe6yeTCH, HTOSBI Ha n o -
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Q cocTaBjraiomMe nepeMemeHMM paBHHJiMCb 3ap;aHHbiM Ha
nepeMem;eHMHM. 3 T O yoioBMe ocymecTBJiHeTCH

TOHKM P M3HyTpn Tejia Ha nosepxHOCTb Q B TOHKy Q'.
o5pa3OM nojiynaeTCH cncTeivra Tpex MHTerpajibHbix ypaBHeHMH

<E>p e R r o J I B M a nepBoro pnfla fcpopMyjia (1.2.2)].
B npe/i;eJiŁHOM cJiy^iae MOJKHO cy3MTb noBepxHOCTb Q RQ npocTpaH-

•CTBeHHOM OnOpHOM JIMHHM M paCCMaTpMBaTb KHK Xl (Q)
OnOpHBIX CM.7I BflOJIB 3T0M JIMHHM. i

B KanecTse HeM3BecTHBix dpyiiKi];iiM Xt (Q)
eocTaBjiHiomHe BHyTpeHHHx CHJI, BbicTynaionjjHx B
ynpyroro Tejia. Taić, nanpMMep, B KanecTBe Hen3BecTHbix cpyHKDCMM X; (Q)
MOJKHO npMHHTb HanpHJKeHMH, ^ewcTByioiuMe Ha noBepxHOCTH aa, pa3fle-

Tejio (puc. 1) Ha ppe nacTM. OCHOBHOM cwcTeMOM 6y^yT
Tejia I M II, pa3,ąejieHHbie ceneHMeM aa. CnpaBefljiMBbiM

(1.1), KOTopoe cjie^yeT cocTaBMTb oTflejitHO HJIH Tejia I M OT-
Tejia II, B 3aBHCHM0CTw OT nojiojiceHMH TOHKM P.

TaioKe ypaBHeHMH (1.2.1), ycTaHaBJiMBaiouj;Me, HTO OTHO-
nepeMemeHMH Teji I u II Ha noBepxHOCTM aa paBHbi Hyjiio.

3^ecb cnocoS MOJKHO pacuiMpMTb Ha ynpyroe Tejio,
onnpaionj;eecH Ha npon3BOJibHOM nncjie noBepxHOCTeii <E>, Q^, Q2, ..., Qn-
IIojib3yHCb. OCHOBHOM CMCTeMoił, T. e. ynpyrwM Tejiowr, onepTbiM TOJIBKO
na noBepxHOCTM <P, MOJKHO Bbipa3HTb nepeMemeHMH TOHKM P TpeMH 3a-
BHCMMOCTHMM (1.7). TpeSyii, HTo6bi Ha noBepxHOCTHx Qj (j = 1,2,..., n)
yflOBjieTBopnjiHCb 3aflaHHbie rpaHMHHbie ycjioBMH, nojiynaeM CMCTeMy 3n
KHTerpanBHbix ypaBHeHPtił ^ p e ^ r o j i B M a nfcpBoro p o ^ a [cpopMyjia
(1.8)], M3 KOTopbix cjieflyeT onpeaejiMTb 3n Hen3BecTHbix cpyHK-
AHii X\ (i = 1/2, 3; J - 1, 2, ..., n).

OnHcaHHOMy cnoco6y peuieHMH MOJKHO npoTHBonocTaBMTb ETopoii, B KO-
TOPOM B Ka^iecTBe HeM3BecTHbix {pyHKLCHM npo6jieMbi BbicrynaiOT cocTaB-

COCTOHHMH nepeMemeHMił.

PaCCMOTpMM BTOpMHHO CMCTeMy nO pMC. 1. B KaHeCTBe HeM3BeCTHbIX
HKąMH 3aflanM npMHMMaeM cocTaBJiaioiu;ne nepeMemeHMił, fleiicTByK)-

Ha noBepxHOCTH W. O6o3HaHHM MX ̂ epe3 u-, (S) (i = 1, 2, 3). B ica-
OCHOBHOH CMCTeMBI irpHHMMaeM T6J1O C 3a,HaHHbTMH yCJIOBMnMH VJLH

nepeMcin;eHHM Ha noBepxHOCTM W. 3Ty cncTeMy Ha30BeM OCHOBHOM reo-
onpeflejiMMOii CMCTeMOM. Onpe^ejiMM B TaKofi OCHOBHOM CM-

cocTaBJiHK)Hj;ne HanpajKeHHoro COCTOHHHH B TOHKe P, Bbi3BaHHbie
pocroM TeMnepaTypbi M co6cTBeHHbiMM. HanpajKeHMHMM. 06o3HaHHM HX
Hepe3 r,y,o (P) (i, j = 1, 2, 3). IIOJIOJKMM Tenepb, HTO B OCHOBHOM cncTeMe,
B-npoM3B0JiŁHoń Tonne S noBepxHOCTM W, cymecTByeT cocTOHHMe Ufc (S) = l ;
(k = 1, 2, 3). 3T0 COCTOHHMe BbI3BeT B TOHKe P HanpJDKeHMH Ty, ft (P, S) .
npJiaraeM, HTO cpyHKri,MM T,y,o M %ij,k MOJKHO onpe,n;ejiMTb B OCHOBHOM

JlioSan cocTasjiaromaH HanpnjKeHHoro COCTOHHMH B TOHKe P
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ynpyroro Tejia, corjiacHO puc. 1, MoaceT SŁITŁ, cjie,ąoBaTejibHo, npe#CTaB-
JieHa MHTerpajibHoił cpopMyjiOH (HO).

B 3THX 3aBHCMM0CTHX BblCTynaiOT TpM HeM3B6CTHŁie ,(pyHKnHM Ufc (S),
HBJiHiouj;iiecH cocTaBHHioiu,HMM nepeivtemeHMM Ha noBepxHOCTH W.
OnpeflejiMM MX, wcnojib3yH rpaHHHHbie ycjiosna Ha noBepxHOCTM . W
[cpopiwyjia (1.11)]; 3p;ecb p,- (i = 1, 2, 3) — cocTaBJinioinafl BHenmeił Ha-
rpy3KM, a ai{i — 1, 2, 3) — HanpaBUHioinHM Kocimyc ajieMeHTa noBepx-
HOCTM d W.

c TOHKoił P K TOHKe S Ha nosepxHOCTM !P, noJiyHHM no
dpopivryjie (1.10) mecTb cocTaBJiHromnx -HanpaaceHHoro COCTOHHMH nj(S).
IToflCTaBJiflH nocJie,n;HMe dpyHKri;iiM B ypaBHeHMH (1.11), nojiy^iaeM CMCTeMy
Tpex MHTerpanbHbix ypaBHeHMM <3>pe,n;roJibMa nepBoro po^a [dpopMyjia
(1.12)]. „

Peruaa 3Ty cucTeMy ypaBHerorii, nojiynaeM dpyHKD;HM uk (S); nocjieflHMe
ace, noflCTaBJieHHbie B cpopiwyjie (1.10), no3BOJiHT onpe^ejiMTb HanpaaceH-
Hoe cocTOHHwe B JIK)6OM TOHKe paccMaTpMBaeMoro ynpyroro Tejia.

, MOJKHO B KaHeCTBe HeM3BeCTHbIX (pyHKUjHM npilHHTb COCTaBJIH-
nepeMeineHHM, fleiłcTByiomwe Ha noEepxHocTM aa. B Ka^ecTse

ocHOBHoii cMCTeMŁi BbicTynaioT 3flecb Tejia I M IJ. c 3aflaHHfciMH
yCJIOBMHMH Ha nOBepXHOCTHX 0 M Q MC HyjieBblMM yCJIO-

Ha noBepxHOCTM aa.

npaBe^JiMBbiMM ocTaHyrca 3p;ecb 3aBMCMM0CTM (1.10), KOTopbie cjie-
HanwcaTb OTflejiŁHO fljia nacTeił I H II ynpyroro Tejia. H3 ycjioBHfl

HenpepbiBHOCTH HanpHSieHMM B ce^eHMM aa, T.e. H3 ycjiOBMa p1 + p " = 0,
nojiynaeTCH aHaJioranHaa (1.12) CHCTewta MHTerpajibHbix ypaBHeHMM, M3
KOTopbix onpe^ejiaiOTca dpyHKu,MM uk (S).

OnMcaHHbie 3flecb ppa cnoco6a penieHMa rpaHMHHbix 3aflaH TeopMM
ynpyrocTM 6a3MpyiOTca Ha 3JieMeHTapHŁix paccyac,zi;eHMax MexaHMKM co-

Ofl «CMJI» M MeTOfl w^ecpopMauiMii).) M npeflCTaBjiflKiT coSoii
c6o6tu;eHMa MeTO^OB MexaHMKM coopyaceHMM Ha npoSjieMbi

HecMOTpn na BbicoKne npeHMym,ecTBa HarjiaflHOCTM,
cnocoSti BeflyT K u;ejiM JIMIHB npM ycjiOBMM 3HaHMH HanpaaceHHoro co-
CTOHHHa M nepenemeHMa B OCHOBHWX CKCTewax. PeajiM3au;Ma 3Toro HteJia-
HMH B npocTpaHCTBeHHbix npo6jieMax TeopMM ynpyrocTM BecbMa 3aTpyA-
HMTejn.Ha. npe,n;jio5KeHHBie cnocoSbi MoryT nojiyHMTb niMpoKoe npMMe-

B TeOpHM nJiaCTMHOK M flHCKOB, flJia CMCTeM C TaK Ha3. npepbIBHblMM
ycJiOBMaMM. 3TMM npo6jieMaM nocBameHa BTopaa nacTb na-

m pa6oTbi. IIpoSjieMbi npepbiBHLix rpaHMHHbix ycjiOBMM
M MeMÓpaH, npeABapHTejibHo pemeHHbie aBTopoM, o6cy»cflaK)TCH KaK
Hbie cjiy^aM 6ojiee o6mero cnoco6a penieHMa rpaHMHHbix ycjioBMŚł
ynpyrocTM.
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S u m m a r y

SOME BOUNDARY PROBLEMS OF THE THEORY OF ELASTICITY

Let us consider an elastic body loaded in an arbitrary manner and sup-
ported on the surfaces 0 and Q (Fig. 1). The surface forces on the sur-
face Q are assumed to be unknown functions of the problem. As a basic
(auxiliary) system we take the body, supported on the surface <Z> only.
We assume that it is possible to determine in this system the displacements
caused by external load, temperature increase and initial stresses [u,-,o (P)
(i = 1, 2, 3)] and the displacements due to unit external loads X, — 1,
X2 = l and X8 = l acting on the surface Q. Denote XY (Q), X._, (Q) and
X3 (Q) the components of the unknown surface forces on the surface Q
and u\,h (P, Q) (7c = 1, 2, 3) the displacements of the point P due to the
system Xx (Q) = 1 at the point Q of the surface Q. Then, the displacements
of the point P of the elastic body, Fig. 1, can be expressed by the integral
formula (1.1). In this formula u,,k (P, Q) are G r e e n' s functions. The
unknown functions Xx (Q) in Eq. (1.1) can be found from the boundary
conditions of the problem. The components of displacement on the sur-
face Q should be equal to the given values. This condition is realized by
moving the point P from the interior of the body to the point Q' of the
surface Q. Thus we obtain a system of three F r e d h o l m integral
equations of the first kind [Eq. (1.2.2)].

, In a limit case we can reduce the surface Q to a spatial support curve
and consider X,(Q) as components of supporting forces along this curve.

The components of internal forces in certain cross-sections of the
elastic body can be also assumed as unknown functions X,- (Q). Thus, the
stresses appearing on the surface aa dividing the body (Fig. 1) into two
parts can be assumed as unknown functions Xi(Q). The basic system
consists here of two bodies I and II separated by the cross-section aa-
Eq. (1.1) remains valid and it should be taken separately for each otE the
bodies I and II, depending on the position of the point P.

Eqs. (1.2.1) are also valid and express the fact that the relative displa-
cements of the bodies I and II are, on the surface aa, equal to zero.

This procedure can be generalized to an elastic body supported on any
number of surfaces 0, Qlt Q2, ..., Qn. Using the basic system consisting
of the elastic body supported on the surface <Z> only, the displacement
components of the point P can be expressed by three relations (1.7).
From the condition that the given boundary conditions be satisfied on the
surfaces Qj (j = 1, 2,..., n), we obtain a system of 3n F r e d h o l m
integral equations of the first kind, Eq. (1.8), from which 3n unknown
functions X{ (i = 1, 2, 3; j = 1, 2, ..., n) can be found.
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An alternative method can be proposed, in which the displacement
components are unknown functions.

Let us reconsider the system of Fig. 1. Let the displacement compo-
nents on the surface W >be taken as unknown functions of the, problem.
They are denoted u,- (S) (i = 1, 2, 3). As a basic system we assume the
body with the given displacement conditions on the surfaces 0 End Q
and with zero displacements on the surface W. This system will be called
a geometrically determinate basic system. In this basic system let us
determine the stress components at the point P, provoked by an in-
crease of temperature and the initial stresses. They are denoted T,y,o (P)
(i, j = . 1, 2, 3). Now, let us suppose that the state of displacement Uk (S) = 1
(7c = 1, 2, 3) exists at an arbitrarily chosen point S of the surface W of the
basic system. This state will provoke the appearance of the stresses rtj.k
(P, S) at the point P. We assume that it is possible to determine the func-
tions Ty,o and Tij.k in our basic system. Then, any stress component at the
point P of the elastic body, according to Fig. 1, can be represented by the
integral formula (1.10). Three unknown functions u^ (S) representing the
displacement components on1 the surface If .appear in these relations.
Let us determine these functions using the boundary conditions for the
surface W, Eq. (1.1). Here p ; (i = 1, 2, 3) is the component of external load
and ai (i = 1, 2, 3) the direction cosine of the surface element d W, Moving
the point P to the point S of the surface W we obtain from Eq. (1.10) the
six stress components T; /(S) . Substituting these functions in Eqs. (1.11),
we obtain a system of three F r e d h o l m integral equations of the
first kind, Eq. (1.12). The solution of this system yields the functions
Uk (S) which, substituted in Eqs. (1.10), permit to determine the state of
stress at any point of the considered elastic body. The displacement com-
ponents on the surface aa can be assumed as unknown functions. The basic
system will be constituted here by the bodies I and II with the given boun-
dary conditions for the surfaces 0 and Q and zero conditions for the
surface aa.

Eqs. (1.10) remain valid and should be taken for the parts I and II of
the elastic body separately. From the condition of continuity of stress in
the cross-section aa, i.e. from the condition p1 + p" = 0, we obtain a sys-
tem of integral equations, analogous to (1.12), from which the additional
functions Uu (S) can be found.

The two solution methods of boundary problems of the theory of
elasticity, represented here, are based on some elementary considerations
of structural analysis (the method of «forces» and the method of «de-
formations») and are an effort to generalize the methods of structural
.analysis to the problems of the theory of elasticity.
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The methods described have the great advantage of clearness. However,
they can be used if the states of stress and deformation in the basic systems
are known.

This condition is difficult to satisfy in three-dimensional problems
of the theory of elasticity. The methods presented here will find wide
application in the theory of plates, for systems with discontinuous boun-
dary conditions. The second part of the paper is devoted to those problems.
The problems of discontinuous boundary conditions of plates and mem-
branes, previously solved by the author, are considered as particular cases
of a more general method of solution of boundary problems of the theory
of elasticity.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
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