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Cigglych IPPT PAN w lipcu 1955 r. w Karpaczu.

1. Rozwazmy dowolng bryle sprezysta znajdujacg sie w stanie réw-
nowagi pod wplywem obciazenia zewnetrznego, sit masowych, wzrostu
temperatury oraz samonaprezen. Zalézmy, ze na powierzchniach @i Q
stanowigeych czeéé powierzchni bryly natozono warunki brzegowe natury
kinematycznej (rys. 1). Zadanie, jakie sobie stawiamy, to wyznaczenie
stanéw przemieszezenia, odksztalcenia oraz napreze-
nia tego ukladu sprezystego.

Pod wplywem zalozonych obcigzen powstana na
powierzchni Q sily powierzchniowe X (@) o sklado-
wych X, (@), X,(Q), X;(®) jako funkcje polozenia
punktu @ na powierzchni Q. Przyjmiemy je jako
funkcje niewiademe, nadliczbowe naszego zadania.
Traktujemy zatem bryle sprezysts, dla ktérej zalo-
zymy X, = X, = X; = 0 jako uklad - podstawowy,
w ktorym wyznaczyé mozna przemieszezenia wy-
wolane obcigzeniem zewnelrznym, silami masowymi,
wzrostem temperatury, samonaprezeniami, jak row-
niez stanami X, =1, X,=1, X,=1 dzialajacymi na powierzchni £.

Niech na tak okre§lony uklad podstawowy, geometrycznie niezmienny,
dziala jedynie obciazenie zewnetrzne, sily masowe, wzrost temperatury
oraz samonaprezenia. Oznaczmy skladowe stanu przemieszczenia w punk-
cie P, wywolane powyzszymi dzialaniami, przez uio (P) (¢ = 1, 2, 3). Niech
skladowe te maja kierunek osi x;(i =1, 2, 3) prayjetego ukladu wspol-
rzednych.

Dalej niech na uktad podstawowy dziala stan X; (@) = 1. Stan ten ro-
zumiemy jako dzialanie jednostkowej sity skupionej przylozonej w punk-
cie @ powierzchni £, a posiadajacej kierunek osi x; ukladu wspéirzed-
nych. Pod wplywem tego stanu obcigzen ustali si¢ w ukladzie podsta-
wowym stan przemieszczenia; punkt P dozna przemieszczenia o skiado-
wych u; 1 (P, Q) (i=1, 2, 3) majacych kierunek osi wspolrzednych x:(i=1,2, 3).

Rys. 1
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Sktadowe us 1 (P, @) sa funkcjami zaréwno potozenia punktu w obrebie
ciala sprezystego, jak i funkcjami polozenia punktu @ na powierzchni Q.
Sa one funkcjami G r e e n a dla stanu X, (Q) = 1, speliajgcymi
w ukladzie podstawowym warunki réwnowagi i wszelkie warunki
brzegowe.

Analogicznie przez u;2 (P, Q) (i=1,2,3) oznaczmy skladowe prze-
mieszczenia punktu P, wywolane dziataniem sily skupionej X, (Q) =1,
dzialajgcej w punkcie @ powierzchni Q. Wreszcie przez uiz (1 = 1,2, 3)
oznaczmy skladowe przemieszczenia punktu P, wywolane stanem
X, (@) =1 dzialajacym w punkcie @ powierzchni Q.

Zakladamy, ze funkcje wuro(P), uw:(P, @) (k,i=1,2,3) mozna wy-
znaczy¢ w ukladzie podstawowym z réwnan rézniczkowych teorii spre-
zystosci. Wr6émy do bryly sprezystej przedstawionej na rys. 1, posiada-
jacej okre$lone warunki brzegowe kinematyczne na powierzchniach
@ i Q. Skladowe przemieszezenia u; (P) (i = 1, 2,3) punktu P tej bryly
sprezystej wyrazié mozemy w nastepujgcej postaci catkowej:

- =3 ¥
(L) wiP)=ua®)+ [[| 3 x(@ua(p@)ae =12,
2 !

=1

Zwigzki te sg stuszne dla cial sprezystych jednorodnych i niejednorodnych
oraz cial anizotropowych w ramach liniowej «klasycznej» teorii sprezy-
stodci. Nieznane funkcje X;(Q) wystepujace w wyrazeniu catkowym (1.1)
wyznaczymy z warunkéw brzegowych okreslonych na powierzchni Q.

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, mianowicie przypadek niepodat-
nej powierzchni podporowej Q. Zadamy, aby na powierzchni Q skiadowe
przemieszczenia ui (k = 1,2, 3) byly rowne zeru. Warunek ten realizu-
jemy przenoszac punkt P na powierzchnie 2 do punktu @'. Z uktadu réw-
nat (1.1) otrzymamy

=38
(121)  w(@)=uro(@)+ [ J'[Z XiQua@,Qde=0 (=1,23).
] i=1

Otrzymali$my uklad trzech réwnan catkowych Fredholm a pierw-
szego rodzaju. Rozwigzanie tego ukladu r6wnaid daje nieznane funkcje
Xi(Q). Po wstawieniu tych funkcji do wyrazenia calkowego (1.1) otrzy-
mamy skladowe stanu przemieszczenia bryly sprezystej wedilug rys. 1.

Zauwazmy jeszcze, ze jadra réwnan catkowych (1.2.1) sg symetryczne,
co wynika z twierdzenia o wzajemnosci pr:zemieszézeﬁ J.CCMaxwella.

RozpatrzyliSmy tu jedynie przypadek niepodatnej powierzchni pod-
porowej Q. Bez trudu jednak rozszerzy¢ mozemy nasze rozwazania na
przypadki, w ktérych skladowe stanu przemieszczenia okre$lone sa
w sposéb funkeyjny na powierzchni: Wtedy
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(1.22) uk(Ql)=uk.ﬂ{Q’)+ fflz: X! u: k Q Q)ldp (k:1!213)!
2

i=1

gdzie ux (@) sa funkcjami polozenia punktu @'.

Zdarzy¢ sie moze, ze podpora powierzchniowa £ posiada taki ksztalt,
ze powsta¢ moze jedynie reakcja powierzchniowa majgca kierunek nor-
malnej. Wysigpiag wiedy dodatkowe zwiagzki liniowe miedzy skladowymi
X; (i=1,2,3). Pozwoli to na zredukowanie ilosci funkcji niewiadomych
X:; w ukladzie réwnan (1.1.4) i ograniczy ukiad réwnan (1.2.1) do jednego
réwnania catkowego.

Tak na przyklad w przypadku piyty kolistej grubosciennej dodatkowo
podpartej na powierzchni Q otrzymamy (przy zalozeniu braku sil tarcia
miedzy plyta a podporg) nastepujace wyrazenie dla skitadowych stanu
przemieszczenia:

(1.3) we (P)=un.o (P)+ [ [ X3 (Q)uy,, (P, Q)AL (lo=1,2,3).
Q

Jedyna niewiadoma funkcja jest tu oddzialywanie pionowe X, (Q), wy-
stepujace miedzy plyta a podporg w obrebie powierzchni . Funkcje te
wyznaczymy wykorzystujae warunek

p
Uy {QJ) =0. ‘
Uzyskamy w ten sposéb réwna- L 1
nie calkowe ¢ aq P
’ ¢ ’5;/, m’ &
(1.4) %, (@)=0=1us0(Q)+ Q
+ [ %, (Qus(@,Q)d 0.
2. Rys. 2

Wréémy do naszego ogbélnego przypadku bryly sprezystej podpartej
na-powierzchniach @ i Q. Zauwazmy, ze w przypadku granicznym mo-
zemy zawezié powierzchnie £ do przestrzennej linii podporowej. Trak-
tujac X, jako skladowe sil odporowych dzialajacych na linii przestrzen-
nej s otrzymamy dla skladowych przemieszczenia punktu P nastgpujace
zwigzki:

(1.5) tr (P) = uk.0(P) + [[Z Xi(Q)wix (P, Q) (k=1,2,3),

s Li=1

gdzie catkowanie odbywa sie wzdluz linii s. Niewiadome funkcje X:(Q)
otrzymamy z rozwigzania ukladu réwnan catkowych

.

(1.6) 1y (Q') = ur,0 (@) + '

Z‘ (@ uik(Q .Q)]ds (o=1,2,3)

ot |
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przy zalozeniu, ze wui (@) sa danymi funkcjami polozenia punktu @’ na
linii przestrzennej s.

Przedstawiony sposob postepowania mozZna rozszerzyé na bryle spre-
zystg oparta na dowolnej ilosci podpor powierzchniowych: @, @, Q,,
Q,,...,0,. Operowaé tutaj bedziemy ukladem podstawowym, w ktérym
bryta jest podparta jedynie na powierzchni @. Oznaczmy tak jak poprzed-
nio przez wgo (P) (k= 1,2,3) skladowe przemieszczenia dowolnego
punktu P bryly sprezystej wywolane obciazeniem zewnetrznym, sila-
mi masowymi, wzrostem temperatury i samonaprezeniami w ukladzie
podstawowym. Oznaczmy dalej przez XV, X, X sktadowe nieznanych
sil powierzchniowych, wystepujacych na powierzchni £; (j = 1,2, ..., n),
a przez u, (P,Q)), ufl,(P,Q)), u}),(P,Q,) skladowe stanu przemieszczenia
punktu P, wywolane stanem XV =1 (k = 1,2,3), dzialajagcym w punk-
cie @; na powierzchni ;. Wtedy skladowe stanu przemieszczenia
punktu P w ukladzie n-krotnie niewyznaczalnym okreslié mozemy na-
stepujacym zwigzkiem calkowym:

(L7)  un(P)=uro(P) f‘ ”lz X9 (Q) u), (P, Q,)]d!?,a (k=1,2,3).

fe= 1 ‘Ej =1

Zadamy teraz, aby na powierzchniach & (j = 1,2,..,7n) spelnione
zostaly wymagane warunki przemieszczeniowe. Otrzymarny uktad 3n
réownan calkowych Fredholma pierwszego rodzaju

J=n

(1.8) ur (@) = ug,0(Q,) + )“f
j=1

2 XY (@) w), {Q,,Q;}]dfé;

(rgllél"'ln}) (k:_ 1’2’3}'

Z rozwigzania tego ukladu réwnan otrzymamy 3n funkcji XV), ktére po
wstawieniu do zwiazkéw (1.7) okreflg stan przemieszezenia punktu P.

Analogiczne rozwazania przeprowadzi¢ mozemy dla bryly sprezystej
podpartej na dodatkowych podporach liniowych, jak rowniez w przypadku,
kiedy cze$é podpdr jest powierzchniowa, cze§é w postaci linii podporo-
wych na powierzchni bryly sprezystej.

Kilka uwag nalezy wreszcie poswieci¢é wyborowi ukladu podstawo-
wego. W rozwazaniach przyjeliSmy jako uklad podstawowy bryle spre-
zysta podparta na powierzchni ®. Oczywiécie nic nie stoi na przeszkodzie,
aby jako uklad podstawowy. przyja¢ bryle sprezysta podparta na do-
wolnej powierzchni ;. Wybraé nalezy taki uklad jako podstawowy,
w ktérym wyznaczenie funkeji wg,o, 1 %/, natrafia na najmniejsze trudnosei
matematyczne, Czasem bedzie wygodnie przyja¢ jako uklad podstawowy
bryte podpartg na » powierzehniach, gdzie 1 <r <<n.
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W rozwazaniach przyjmowaliSmy jako wielko$ei nadliczbowe sity po-
wierzchniowe dzialajace na powierzchniach ;. Mozna jednak przyjaé
jako funkecje nadliczbowe sily wewnetrzne wystepujace w pewnych prze-
krojach bryly sprezystej. I tak wracajac do ukladu przedstawionego na
rys. 1 mozemy jako funkcje nadliczbowe przyjaé¢ skladowe X; sit we-
wnetrznych wystepujacych na powierzchni aa, ktérg podzielono bryle na
dwie czesci. Ukladem podstawowym bedzie tu uklad bryl Ii1II, z kiérych
jedna podparta jest na powierzchni @, druga na powierzchni Q. W mocy
pozostaja tu réwnania (1.1), kitére wypisa¢ nalezy oddzielnie dla bryl
I i II w zhleznoéci od polozenia punktu P. Sluszne sg réwniez rdéwnania
(1.2.1) stwierdzajace, ze wzgledne przemieszczenia bryl I i II na po-
wierzchni aa sg réwne zeru.

Oczywidcie, rozwazania powyzsze rozszerzy¢ mozna na bryle sprezysta
podparta na wielu podporach powierzchniowych i liniowych przyjmujac,
ze sily powierzchniowe i sily wewnetrzne sg funkcjami niewiadomymi.
Mamy tu pelng analogie do statyki ukladéw pretowych «wewngtrznie»
i «zewnetrznie» statycznie niewyznaczalnych. f.atwo tez podaé przejscie
z ukladéw o przestrzennym stanie naprezen do liniowych ukladéw pre-
towych mechaniki budowli. Funkeje sil powierzchniowych i wewnetrz-
nych sprowadzg sie do sil skupionych (reakcje podporowe) oraz do skla-
dowych wypadkowe]j stanu naprezenia w poszczegdlnych przekrojach
pretow. Uklad roéwnan (1.8) przechodzi w tzw. uklad réwnan kanonicznych
statyki ukladéw pretowych

=

(1.9) r0 + 2 X, =6, (r=1,2,..,n).
j:‘l

Przedstawiony tu spos6b rozwiazywania przestrzennych zagadnien
teorii sprezystosci okaze sie przydatny przy rozwigzywaniu takich ukla-
déw, w ktérych w ukladzie podstawowym w sposéb latwy daja sie wy-
znaczy¢é przemieszezenia wywolane obeigzeniem zewnetrznym oraz funkeje
Greena wywolane stanami X! = 1, Szczegélnie prosto przedstawiaé¢
sie beda rozwigzania dla uktadéw, w ktérych ukladem podstawowym jest
péiprzestrzen sprezysta lub mieskonczenie diugi walec, gdzie mamy do
czynienia z jedng podpora powierzchniowsg lub tez z ukladem podpér
rozmieszczonych w sposéb okresowy. Zwroémy uwage, ze szczegblnym
przypadkiem przedstawionego sposobu rozwigzywania jest znane i roz-
wigzane od dawna zagadnienie sztywnego stempla lub plyty sprezystej
spoczywajgcej na polprzestrzeni sprezystej.

Przedstawionemu powyzej sposobowi rozwigzania zagadnien brzego-
wych przeciwstawié mozna drugi, stanowigcy analogie do «metody od-
ksztalcenn» mechaniki budowli.
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Rozwazmy ponownie uklad przedstawiony na rys. 1. Tak jak po-
przednio zakladamy znajomo$¢ przemieszezen na powierzchniach @ i Q
oraz znajomo$¢ obcigzen zewnetrznych na pozostalej powierzehni ¥ bryty
sprezystej. :

Przyjmijmy teraz za niewiadome funkecje naszego zagadnienia —
funkcje przemieszczen na powierzchni ¥. Oznaczmy je przez w;(S)
(1=1,2,3). Przy takim wyborze niewiadomych funkcji ukladem podsta-
wowym bedzie bryla sprezysta o przemieszczeniowych warunkach brze-
gowych na powierzchniach ¢ i 2 oraz zerowych wartosciach przemie-
szczen na powierzchni 7.

Taki uklad podstawowy nazwiemy ukladem podstawowym «geome-
trycznie wyznaczalnym»; w ukladzie tym znane sg wszelkie przemie-
szczenia na powierzchni bryly sprezystej.

Wyznaczmy teraz w naszym ukladzie podstawowym naprezenia wy-
wolane w punkcie P wzrostem temperatury i samonaprezeniami. Oznacz-
my je przez zy,0 (P) (3, j = 1, 2, 3). Niech teraz w dowolnym punkcie S po-
wierzchni ¥ powslanie w ukladzie podstawowym stan uy (S) = 1 (k = 1,
2,3). Stan ten wywola w punkcie P naprezenia i« (P, S) (i,j = 1, 2, 3).
Zakladamy, Ze zaréwno wielkoSci 7,0, jak i 7y,r dadzg sie wyznaczyé
w ukladzie podstawowym. Dowolng skladowsq. stanu naprezen w punk-
cie P ciala sprezystego przedstawionego na rys. 1 mozemy wyrazié
zwigzkiem superpozycyjnym

k=38
110 @ =@+ [f| S u®us@o|av 65=1,23.
v fi

k=1

Na powierzchni ¥ powinny by¢ spelnione nastepujace warunki brzegowe
natury statycznej:

=8
(1.11) pi(S)= D' oy7(S’) (i=1,23),

=1

gdzie p; s skladowymi obcigzenia zewnetrznego, a a; cosinusami kierun-
kowymi elementu powierzchniowego. Przesuwajac teraz punkt P do
punktu S’ na powierzchni ¥ otrzymamy ze wzoru (1.10) sze§é sktadowych
tensora naprezen w;(S’). Wstawiajac funkcje zy4(S") do réwnan (1.14)
otrzymamy nastepujacy uklad trzech réwnan calkowych Fredh o l-
m a pierwszego rodzaju [w ktérym wystepuja trzy nieznane funkcje.
u (S) (i=1, 2,3)]

(1.12) - p;(S)—a;n(S)'i“ff{Zuk(S)ark(S s)|aw,

k=1



O pewnych zagednieniach brzegowych 489

gdzie
ai,0(S") = 2 tij,0(S) s, a, (S, S) = 71,6 (S, S) a; .

Jj=1 j=1

Rozwigzanie tego ukladu réwnan da funkcje ui (S), ktére podstawione
do réwnan (1.10) pozwola wyznaczy¢ stan naprezenia w dowolnym punk-
cie ciala sprezystego.-

. Uklad podstawowy przyjaé mozna w odmienny sposob, mianowicie
tak, aby przemieszczenia bryly sprezystej byly réwne zeru jedynie na
czefel ¥, powierzchni Y. Wszelkie rozwigzania pozostaja tu bez zmian
z tym jednak zastrzezeniem, Zze calkowanie we wzorach (1.10) i (1.12)
odnosi sie do powierzchni ¥,. Zakladamy przy tym oczywiScie, ze w tym
ukladzie podstawowym dadzg sie wyznaczy¢ funkeje zi,o0 i 7ij k.

Roéwniez jako funkcje nadliczbowe przyjaé mozemy funkcje prze-
mieszczen wystepujace wewngtrz ciala sprezystego. Podzielmy w mysli
bryle sprezysta wedlug rys. 1 na dwie czesci Ii IT za pomocg przekroju aa.
V. ystepujace na tej powierzchni skladowe przemieszczenia przyjmiemy
jako funkecje nieznane, Ukladem podstawowym bedzie tu bryla z danymi
przemieszczeniami na powierzchni @ i Q oraz z zerowymi wartos$ciami
przemieszezen na powierzchni ae. W mocy pozostang tu zwigzki (1.10),
ktére wypisaé nalezy oddzielnie dla czeéci I i II bryly sprezystej. Z wa-
runku cigglosci naprezen w przekroju aa, tj. z warunku pfV 4 p{h =0,
otrzymamy analogiczny do ukladu (1.12) uklad trzech réwnan catkowych,
z ktérych wyznaczymy nadliczbowe funkeje ug (k = 1,2, 3).

W ukladach podstawowych metody odksztalcen natrafiamy na znacznie
wigksze trudnosci przy wyznaczaniu funkeji 77,01 funkeji Gr e e n a 7y,
niz to ma miejsce w ukladach podstawowych metody sil. Dlatego tez
zakres zastosowania metody odksztalcen w odniesieniu do przesirzennych
zagadnien teorii sprezystosci bedzie nader skromny. Znajdzie on jednak
obszerne zastosowanie w zagadnieniach plaskich teorii sprezystosci,
zwlaszcza w odniesieniu do plyt i powlok.

2. Przejdzmy teraz do zagadnien plaskich, do tarcz i plyt. Niech dana
bedzie tarcza znajdujaca sie w plaskim stanie naprezenia, obcigzona w spo-
s6b dowolny na swym brzegu i z warunkami brzegowymi u,= uy=10
na dwu odcinkach brzegu 11i s,

~Skladowe stanu przemieszczenia dowolnego punktu P tarczy otrzy-
mamy Kkorzystajgc ze wzoru (1.1) i przechodzac od zagadnienia przestrzen-
nego do plaskiego:

=2
(2.1) uk(P)=u;=.n(P)+f[2 X (@ uik(P,Q) |ds (k==1,2).
5 =1

Areh. Mech. Stos, — &
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7 warunku zerowej wartosci przemieszczen na odcinku g otrzymamy
uktad dwu réwnan calkowych

=2

22) u;.(Q)-—wfn(Q)—l-J[ZX:(Q)W«(Q Qfas=0  (=12).

Jest rzecza jasna, ze uklad réwnan (2.2) odnosi sie réwniez do tarczy-
przedstawionej na rys. 4, a wigc do tarczy, w ktérej odcinek s mieseci sie
w obrebie tarczy i na ktérego dlugo$ci znikaja przemieszezenia. Do za-
gadnienia tarczy stosujg sie wszelkie uwagi dotyczace przestrzennego
zagadnienia teorii sprezystosci, ktore odnosza sie do wyboru uktadu pod-
stawowego, wyboru nadliczbowych funkeji oraz sil zewnqtrznyhh i we-
wnetrznych. Bez trudu réwniez rozszerzymy nasze zagadnienie na wiek-
sza od dwoch ilo$¢ podpor liniowych tarczy. :

Rys. 3 Rys. 4

W metodzie odksztalcen przyjmiemy jako nadliczbowe funkcje skia-
dowych stanu przemieszczenia na obwodzie m tarczy. Uktadem podstawo-
wym bedzie farcza na obwodzie utwierdzona zupelnie, a na brzegach s il
posiadajaca dane funkcje przemieszezen. Naprezenia w. punkcie P tarczy
okre$la wzory

(2.3) iy (P) = 7,0 (P) + f [ 2 u (S) iy, % (P, S)]ds (1,i=1,2).
' a m L=1
Na brzegu m mamy nastepujgce warunki:
: a j=?
pi(S") = Z aj 7y (S') (i=1,2)
U=

T e

Tak wiec ukiad réwnan calkowych, z ktorego wyznaczy¢ nalezy funkcje *
ug (k = 1, 2), przyjmie postaé
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(2.4) p;(S)—aru(S')+J [Zuk(S)au(S S)lds G=1,2);
mn k=1
gd\zie
Jj=2 Jj=2
o)=Y 08V,  @wax(S,8) = Y ..(5,8)q
J=1 =1

Bardziej zlozone jest drugie zagadnienie, mianowicie zginanie plyty
cienkiej, [1]. Rozwazmy najpierw zagadnienie najprostsze — plyte na
swyvm obwodzie swobodnie podparta na odcinku ! oraz zupelnie utwier-
- dzona na odcinku s. Pod wplywem obcigzenia zewnegirznego powstang na
odcinku s momenty utwierdzenia X, (@). Plyle mozna zatem traktowaé
jako plyte na calym swym obwodzie swobodnie podpartg i obciazong mo-
mentami zginajacymi X, (@) na odcinku s, z tym jednak zastrzezeniem, ze
na tym odcinku winien by¢ speliony dodatkowy warunek kinematyczny,
a mianowicie Jdu, (Q)/dn=0. '

Ugiecie punktu P, wywolane dzialaniem momentéw X, (Q) jako sitami
zewnetrznymi oraz obeigZzeniem zewnetrznym, wyrazimy wzorem

(25)  uy(P)=us0(P) + [Xa(@us.a(P,@Q)ds.

Tutaj uso(P) oznacza ugiecie punk'tu P plaszezy-
zny Srodkowej plyty, a us.(P,®) ugiecie plyty
w punkcie P. wywolane dzialaniem momentu sku-
pionego X.(Q) =1, przylozonego do punktu @
brzegu s. Nieznang funkcje momentu utwierdze-
nia X, (Q) wyznaczamy z warunku du,/0n=0 na
odeinku s, Zatem

0u, (Q) auz:.u(Q')
(2.6) e ]XatQ)

N

Rys. 5

du‘iﬂ{Q Q) d —

Niech teraz piyta bedzie utwierdzona na n odcinkach s, (r = 1,2, ..., n),
a miedzy tymi odcinkami swobodnie podparta. Jako ukiad podstawowy
przyjmiemy i tu plyte na calym swym obwodzie swobodnie podparta.
Wtedy ugiecie punktu P plyty wyraza wzor

i=n

27 w B =uso(®) + 3'| [ Xi(@)usi(P, Q) s

=1 $i
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Z warunku utwierdzenia zupelnego plyty na brzegach s.(r =1, 2, ..., n)
otrzymamy uklad réwnan ca}kowych

(28] au (Qr)-_ au’]aﬂ?EQ) [ fX(Q)du%x(QnQ)dsl 0

(r=1,2;::0)s

Wyznaczenie momentéw utwierdzenia X;(Q/) z tego ukladu réwnan po-
zwoli na wyznaczenie ugiecia plyty z réwnania (2.7). Tym samym mozemy
wyznaczy¢é stan naprezenia plyty, naprezenia bowiem wyrazajg sie za
posrednictwem pochodnych ugiecia ptyty.

Rozwazmy drugi typ podparcia plyty. Mianowicie niech plyta o jed- '
nakowym typie warunkow brzegowych na swym obwodzie bedzie po-
nadto podparta na dodatkowej podporze wzdluz linii s znajdujacej sig
w obrebie plyty (rys. 6). Wtedy jako funkcje nadliczbows przyjaé mozna
reakcje podporowa dzialajgca wzdluz linii s.

Ugiecie punktu P plyty ztozymy tu z ugiecia wywolanego obcigzeniem
zewnetrznym i z ugiecia wywolanego dzialaniem reakeji podporowej
X (Q). Otrzymamy

(2.9) 4y (P) =uno(P) + [ X,{Q)us,s (P, Q)ds.

Z warunku zerowej warto$ei ugiecia plyty wzdluz podpory znaj- -
dujemy

(2.10) uy (@) =uso (@) + [ X0(@us1(Q,Qds=0.,

Z tego réwnania .calkowego wyznaczymy nieznang funkeje X, (@).
W przypadku n podpdér na odeinkach s, (r = 1, 2, ..., n) uzyskamy dla ugie-
cia plyty nastepujacy wzor:

(2.11) uy (P) = ugo (P) + Z leJ(Q us,; (P, Qf}dS]
f=1 sf

a dla wyznaczenia nadliczbowych reakeji podporowych — uklad réwnaii
ealkowych

J=n
(212) ua{Qr)—uao{Qr)+2[JXI(Q)us,;(Qr, ps) =0

(r=1,2, , n).
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Nie trudno rozszerzy¢ nasze rozwazania na przypadek plyty, w ktérej
cze$é obwodu jest utwierdzona zupelnie, czeéé jest swobodnie podparta,
a ponadto w obrebie jej istnieja podpory liniowe.

Rozwazmy teraz plyte, na obwodzie ktérej wystepuja trzy typy wa-
runkéw brzegowych: swobodne podparcie na czeSci obwodu, utwierdze-
nie zupelne na dalszej czeSci oraz brzeg swobodny na pozostalej czesci
obwodu (rys 7), [2]. Mamy tu nastepujace mozliwosei wyboru ukiadu
. podstawowego:

‘(a) plyta jest na odcinku 1 + s, swobodnie podparta, na odecinku s,
swobodna,

(b) plyta jest na odcinku s, -+ s, swobodna, na odecinku 1 swobodnie
podparta.

Rys. 6 Rys. 7

W pierwszym sposobie wyboru ukladu podstawowego jedyna funkeja
nadliczbowa bedzie funkcja okreslajaca moment podporowy X, (@) na
odeinku s,. Ugigeie punktu P plyty wyrazi si¢ wzorem -

(2.13) Uy (P)=us0(P) + [Xcus.c(P,Q)ds,,

L]

a dla wyznaczenia funkeji X, (®) skorzystamy z réwnania catkowego

(2.14) g%_%@l — QE';"JQ,)_. o f X.(Q) 0 ’“f"”:z)(f.z.@_. ds, =0.

Rl

Przy drugim sposobie przyjecia ukladu podstawowego marrfy do czy-
nienia z dwiema funkcjami, X, (Q) i X, (Q), z ktorych pierwsza reprezen-
tuje moment utwierdzenia, druga reakcje podporowsa na odcinku s,.

Oznaczmy ugiecie plyty wywolane obcigzeniem zewnetrznym przez
ugo (P), a ugiecie plyty wywolane stanami X, (Q) = 1, X, (Q) =1 przez
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us,a (P, Q), uss (P, ). Ugiecie plyty wywolane obcigzeniem zewnetrznym
oraz momentami i reakcja podporowa okresla wzér

(2.15) u,(P)="uso(P) + len(Q)ita.n(P, Q) + X»(Q) us,» (P, Q)] ds, .

¥

Z warunkéw zerowej wartoéei ugiecia oraz pochodnej du,/dn na odeinku
.8, otrzymamy uklad dwu réwnan

(2.16.1) %, (Q)="s0(@) + [ [Xa(Q)us,a(Q',Q)+ X0 (Q)us,5(Q’, Q)] ds, =0,

&y

(2.16.2) ‘)i;;igl:ﬁﬂ%ﬂi@_}_ % [ [XR[Q) Gus.r_ad(??)_@m +

X (Q) 0¥ (@, @) ““":)(f 3 }dsl =0.

Wybbr ukladu podstawowego zalezy od typu zadania. Tak np. dla
plyty przedstawionej na rys. 8 przyjmiemy drugi uklad jako podstawowy,
howiem dla takiego ukiadu latwo wyznaczy¢ mozna funkcje Green a
dla stanéw X,= 1, X, = 1 i to przy uzyciu pojedynczych szeregoéw try-
gonometrycznych, [2]. W przypadku kiedy plyta skiada sie z ukladu pro-
stokatéw, mozna przyjaé¢ jako funkcje nadliczbowe momenty i sity tnace
w przekrojach dzielgcych uklad na oddzielne plyty prostokatne, [2].
Uklad réwnan calkowych zawierajgcych nasze nieznane nadliczbowe
funkcje wyznaczymy z ciggloéci powierzchni ugigeia w przyjetych prze-
krojach. '

Wszelkie przedstawione tu rozwazania sg stuszne nie tylko dla za-
gadnien zginania plyt, sluszne sa réwniez dla zagadnienia drgan wymu-
szonych plyt oraz dla zagadnien drgan wlasnych i wyboczehia piyt.
W tych dwu zagadnieniach znikaja w roéwnaniach calkowych (2.6), (2.8),
(2.10), (2.12), (2.14), (2.16.1) oraz-(2.16.2) wyrazy uwzgledniajace wplyw
obcigzenia zewnetrznego, dzialajacego prostopadle do powierzchni Srod-
kowej plyty, [3]. ' ,

W szeregu przypadkoéw korzystnie bedzie zastosowaé metode odksztal-
ceni do rozwiazania zagadnien plytowych. Zajmijmy sie plyta przedsta-
wiong na rys. 9. Plyta ta jest na brzegu s, swobodna, a na brzegu s,
utwierdzona zupeinie, Jako uktad po'dstawowy przyjmiemy plyte na calym
swym obwodzie zupelnie utwierdzong. Niewiadomymi funkcjami bedzie
tutaj pionowe przemieszczenie u, oraz kat du,/0n na brzegu s,. Wyznaczamy
w ukladzie podstawowym naprezenia wywolane obcigzeniem zewnetrz-
nym oraz stanami a, (S) = 1, du,(S)/dn=1. . '
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W punkeie P otrzymamy

Uy (S) 7ij,3(P, S) + 9.%! (S)

7i,3(P,S) | ds,

(2.17) 7 (P)=7ij,0(P) + j on

(3,7=1,2).

Tutaj zi,a(P,S) oznacza skladowsg stanu naprezenia w punkeie P, wywo-
lang stanem wuy (S)=1,a 74,3 (P,S) skiladowg stanu naprezenia wywolang
stanem Ou,(S)/0n =1. Od naprezen (2.17) przej$¢ mozna do momentéw
zginajacych, skrecajacych oraz sit poprzecznych. Przechodzac z punktem P
do punktu S’ na brzegu s, otrzymamy z warunku zerowej wartosci mo-
mentu zginajacego i reakeji podporowej uklad dwu réwnan catkowych,
w ktorym wystepuja nieznane funkcje u; i duy/dn. Znajomosé tych funkeji
pozwoli na wyznaczenie naprezen ze wzorow (2.17).

Rys. 8 Rys. 9

L1

Jesli brzeg s, jest swobodnie podparty, a brzeg s, swobodny, to jako
uklad podstawowy przyja¢ mozna plyte na brzegach s, i s, swobodnie
podparta. W ukladzie podstawowym znikaja zatem momenty zginajgce
na obwodzie plyty. Jako jedyna nadliczbowa funkcje zadania przyjmiemy
funkeje ugiecia u, (S) na odecinku s,. Naprezenia w punkcie, P przyjma
postac

(2.18) 7 (P)=11,0(P) + [ ty(S) wij.a (P, ) ds, (Li=1,2),

gdzie 7ij,0 (P) jest naprezeniem wywolanym obcigzeniem zewnetrznym,
a 7,3 (P,S) naprezeniem wywolanym stanem wuy (S) = 1, dzialajgcym
'w ukladzie podstawowym. Z dodatkowego warunku, mianowicie z ze-
rowej warto$ci reakeji podporowej wzdluz brzegu s;, otrzymamy réwnanie
catkowe, w ktérym jako funkcja niewiadoma wystepuje przemieszczenie
na brzegu u; (S). :
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Jest rzecza widoczna, ze omodwione tu zastosowanie metody sit i me-
tody odksztalcen do plyt rozszerzyé mozna na bardziej zlozone uklady,
na zagadnienia statyki, dynamiki i stateczno$ci powlok.

Szezegblnym przypadkiem przeprowadzonych tu rozwazan nad zgi-
naniem i drganiem ptyt jest przypadek zginania i drgania membran.

Niech dana bedzie blona napieta na dowolnym konturze. Niech blona
ta bedzie ponadto podparta wzdluz linii s w obrebie blony (rys. 11).

Ya

Rys. 10 Rys. 11

Jako funkcje nadliczbows przyjmiemy tu reakcje podporowa X.(@Q)
wzdiuz linii s. Ugiecie membrany wyrazi wzér

(2.19) ty (P)=uso(P)+ [ Xa(Q)us.a(P,Q)ds,

a nieznana funkcje X, (Q) znajdziemy z warunku zerowej wartosci ugie-
cia wzdtuz linii s: '

(2.20) Uy (Q7) =0 =1us0(Q) + j Xa(Q) us,0(Q, Q) ds.

5

Zagadnienia tego typu oraz bardziej zlozone, w ktérych jako nadlicz-
bowe przyjfowano funkcje sit wewnetrznych, rozpatrywane byly w jed-
nej z prac autora, [4]. Dzieki analogii Prandt1la przenies¢é mozna
wyniki uzyskane w teorii membran na zagadnienie skrecania pretéw
pryzmatycznych uzyskujac na tej drodze nowe wyniki.

3. W naszych rozwazaniach dazyliémy do zbudowania nowej metody
. rozwigzywania zlozonych zagadnien teorii sprezystosci i do uogélnienia
uprzednio uzyskanych wynikéw w dziedzinie plyt i blon. Przedstawiony
tu sposob daje jednolita metode trakiowania zagadnien przestrzennych
plaskich i liniowych. Idea tego sposobu tkwi w elementarnych rozwaza-
niach mechaniki budowli, opiera si¢ zatem na wyobrazeniach dobrze zna-
nych inzynierom statykom i posiada cechy pogladowodci. Mimo zalety
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duzej ogoélnosci, przedstawiony sposéb prowadzi¢ bedzie jedynie do celu
przy znajomog$ei stanu naprezenia wywolanego stanami X;(Q) = 1 w ukla-
dzie podstawowym. To wymaganie spelnione jest, jak dotad, dla szeregu
typow plyt i membran, a w znacznie mniejszym stopmu dla tarcz oraz
dla przestrzennego-stanu naprezenia.

Druga powazng trudnosé stanowi rozwiazanie ukladu réwnan Fred-
holma pierwszego rodzaju. Zadanie to nie jest juz latwe przy naj-
prostszych ukladach plaskich (plyty, membrany) i zmusza do uciekania
sie przy jego rozwigzaniu do metod przyblizonych. Trudnosci te oczy-
wiscie wzrosng w przypadku tarcz i zagadnien przestrzennych.
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Peswome

0O HEHOTOPLIX 'PAHHYHBIX 3AJJAYAX TEOPHH YIIPYTOCTH

Jlano ympyroe TeJso, IPOM3BOJLHO HAPYKEHHOE ¥ MOANIEPTOE Ha I0-
vepxHoeTaAx @ u Q (puc 1). IloBepXHOCTHRIE CHJIBI, BBICTYHAIOIIME HA I10-
BepxHOCTH {2, IPMHMMAEM KAK HeM3BeCcTHBIEe (byHKUMM npobaemel. B ka-
4ecTse OCHOBHOM CHCTEMBI — BCIIOMOTaTEJbHOM CUCTEMBI — MPHMHUMAETCHA
TEJIo, NOAIIepToe JMILb Ha rnosepxHoct . Ilosaraem, 4ro B 9T0it cucreme
MOIKHO ONpPENeNUThL IIepeMelleHHA, BbISBAHHEIE BHEIUHE) Harpy3Koil, po-
CTOM TeMIepaTypsl 1 cobCTBeHHBIMM Hampsxkermamu U0 (P) (i=1, 2, 3),
a Tak’Ke MepeMeleHnsl, BbIZBAHHbIE eAMHUYHBIMM BHELUHMMU HATPy3KaMu
X,=1X,=1wuX, =1, geitcrByromumyu Ha nosepxuoctu @. Yepes X, (@),
X, (@) n X, (Q) ofo3Ha4aOTCA 31€Ch COCTABJIAIONIME HEU3BECTHLIX IIO-
BEPXHOCTHBIX cuJ Ha 2, a ueped u;x (P, Q) (k =1, 2, 3) — nepemeresns
Toukyu P, BhIZBaHHBIE cocTosHmeM X((Q) = 1, meicTByiommMM B TOuYKe &
nosepxHocT Q. CiezoBaTesbHO, NEPEMELERUa Touku P ympyroro Tena,
coraacHo puc. 1, MOIKHO BBIpasUTh MHTErpaabHoi dopmydoir (1.1). B 9Toi
tbepmyae bysrumy  uix (P, Q) asamorea pysxumavu I'puua. Hens-
BecrHble (hyHkumu X/ (Q), BeicTynaromue B ¢opmyaie (1.1), MoKHO onpe-
AENUTH 10 TPAHWYHBIM ycJoBuaM rnpobmemer. TpebGyercs, 4rober Ha TO-
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BepxHOCTH (2 COCTaBJAIONME IIEPEMEINeHMiI PaBHAJMCEL 3afaHHBIM Ha
9TOJM [OBEPXHOCTH IIepeMelIeHMAM. ITO YCJIOBME OCYLIECTBIACTCS
IepeHeceHueM TOYKM P M3HYyTpM Teja Ha IOBEPXHOCTh £ B TOuky @
Tagum o00pazoM IOJyYaerTcsa CUCTEMa TPEX MHTEeTrpalbHBIX ypaBHeHmr
PpenroabMa IEPBOTO PAAA [bopmyna (1.2.2)].

B IpefesNbHOM ClIydae MOXKHO CYy3MTh IOBEPXHOCTH 70 IPOCTPaH-
CTEEHHO OIIOPHOM JMMHMM ¥M paccMarpusarTh kak X; (Q) cocrasigiorue
OTIOPHBIX CHUJI BJIOJIL 9TON JIMHWMI,

B rauecrBe HemspecTHbIX (QyHKImI X (@) MOKHO Takke INIPUHATH
COCTABJIAIOIIME BHYTPEHHMX CUJ, BLICTYNAIOIIMX B HEKOTOPBIX CEUEHMAK
yrnpyroro tesa. Tax, Hanpumep, B KadecTse HeussecTHLIX yHrimit X; (Q)
MOKHO IPHMHATL HANPSAXKEHMsA, Jelereyolne Ha NOBEPXHOCTH ag, pasfe-
aaromzit reno (pme. 1) Ha pBe wacrtm. OcHOBHOM cucrTemoir OymyT 3pmech
aea tema I u 1I, pasnmenennnie cevyenuem ao. CrnpaBepsuBeIM ocTaeTcs
ypaesenue (1.1), Kxoropoe ciaejgyeT COCTABUTE OTAECNLHO nada Tena I u or-
JensHo Teqna II, B 3aBMCHMMOCTHM OT MOJIOYKeHMA TOURM P.

Cnpaeepmpbl Takzxke ypasHeHusa (1.2.1), yeraHaBamMBarolye, 9TO OTHO-
eutensHse epemenierua ren I u Il Ha MoBepXHOCTM aq PaBHBLI HYJIIO.

IpepuoxeHHbLi 3€Ch Cr0co6 MOMKHO DaCUIMPUTBL HA YIPYroe TeJo,
onmpaonieeca Ha NPOM3BOJMLHOM dKCIe nbaepxuoc'reﬁ D, Oy, 2y, oy Qu.
ITone3ysCH OCHOBHON CHCTEMOM, T. €. YIPYTMM TEJOM, ONEPTHIM TONLKO
Ha IOBEPXHOCTM P, MOKHO BBIPA3WUThL IIEPEMELIEHMA TOYKM P Tpema za-
eucumoctamu (1.7). Tpebys, urobsr ma nopepxmocrax £ (j=1,2,.., n)
YZOBIETEOPANNCE 3afaHHbIE TPAHMYHBIC YCIOBMA, NMOJYYAEM CHUCTEMY 3N
MHTETpanbHBIX ypaBHeHMit DPpexparoabma Iepsoro poxa [dopmyna
(1.8)], u3 KOTOPBIX CJIEAYeT OIPEICIUTHL 3N HEUZBECTHBIX (DYHK-
u,rle,(a——123j =1, 2, n).

OnucanrOMy criocoby pemeH;{ﬂ MOXKHO [TPOTUBOIIOCTABUTE BTOPOM, B KO-
TOPOM B KadyecrBe HEM3BECTHBIX (PYHKIpI npobiaeMbl BBICTYIAIOT COCTAB-
JIAIOILME COCTOSHMSA IepPeMeleHMit.

PacemoTpum BTOPMYHO cucremy 1o puc. 1. B kauecrBe HeM3BECTHBIX
hyHrMil 3aaun IPMHMMAEM COCTABJISIONME IIEPEMEIeHN, AEHCTBYIO-
mye Ha noeepxHocTn Y. OBGozmaumm mx uwepez u; (S) (2 = 1, 2, 3). B xa-
YeCTBe OCHOBMOM CHMCTEMBI IPMHUMAEM TEJO C 3aJaHHBIMU YCJIOBUAMM LA
mepcMsINeHM Ha noBepxHoetn Y. DTy cucremy HA30BEM OCHOBHONM TeO-
METPUYECKN Onpeenmmoi cucremoir. Onpepenum B TAKOM OCHOBHOM CU-
cTeMe COCTaBJIAIIMEe HaIIpH}KEHHOPO COCTOAHMA B TOYKe P, ‘BI:IBBaHHbIE
pocToMm TeMmmeparyphl ¥ cobcTEeHHBIMM HanpsaxeHuAMM. O6o3HaumMm ux
uepe3 zi,0 (P) (4,4 =1, 2, 3). Ilosmoxkum rTeneppb, YT0 B OCHOBHOM CUCTEME,
B TIPOM3BOMLHOI Touke S moBepxHocTn ¥, cywiecrsyer cocroanue uy (S)=1;
(k = 1, 2, 3). DTo cocToauMe BLIZBET B Touke P manpsskeuusa .ziy,e (P, S).
ITonaraem, uro (hyHRUMM Tiy0 M T,k MOIKHO OINPEAENUTE B OCHOBHOMA
cucreme.  JlioGas COCTABAAIOIAA HANPSAMKEHHOTO COCTOAHMA B TOYke P
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YTPYyTOro Teja, COrJacHo puc. 1, Mozker OBITH, CIEAOBATENBHO, NPEACTAB-
JIeHa MHTerpanbHoi hopmyroin (1.10).

B arux 3aBMCMMOCTAX BBICTYIAIOT TPYU Heu3BecTHble GyHKIMn uk (S),
ABJIAIONYECS  COCTABIAIOIUMMM IIePEMelUeHmis Ha  1osepxHocty P
Omnpegenum ¥x, MCIIONB3YA TPaHMUHBIE YCIOBMA Ha IOBEpXHOCTH . ¥

[bopmyna (1.11)]; 3pece p: (i =1, 2, 3) — cocraBagOmad BHEMIHeH Ha-
Tpy3kH, a a;(i =1, 2, 3) — HampaBAMOIIMIT KOCHMHYC 9JIEMEHTA IOBEPX-
HoctH d V.

Ilcpaxoma ¢ Toukoit P k Toure S Ha momepxHocry ¥, moaydum 0
dopmyme (1.10) mrecTs COCTABIANLIMX HANPAXKEHHOTO cocroauna i (S).
TMoncrasnas nocnexaune dyukumy B ypassesus (1.11), monygaem cucremy
Tpex MHTEerpalbHbIX ypaBHEHMII @ p e 1T 01 b M a nepsoro poxa [dopmysra
(1.12)].

Pewas oty cucremy ypaBHeHw, noxydaem yHKIMn Uy (S); nocaename
Ke, noycraBieHHsle B dopmyne (1.10), 103BOJAT ONPeRENUTL HANPIKEH-
Hoe cocToaHye B Jo6oit TOUKe paccMaTPMBAEMOIO yIPYroro Tena.

OpnHaxo, MOXKHO B Ka4eCTBE HEM3BECTHBIX (DYHKUMI NPUHATL COCTABJIA-
JOLIIE TIEPCMEINIeHM, [eleTBYIOIMe Ha TIOEEPXHOCTM ad. B KayecTse
OCHOBHOJ cucTeMbl BRICTynaweT 3xech Tenma I u II, ¢ sagaHHBEIMK
TPaHMYHBIMM YCJOBUAMM Ha IOBEPXHOCTAX @ u £ ¥ c HyJIEBLHIMM YCIIO-
BMAMM Ha ITOBEPXHOCTH ad.

CnpaBegiMBBIMM OCTaHyTCA 37aech 3aBuemmoctH (1.10), xoTopkle cie-
JAyeT HanmucaTh OTANLHO maa vacteid I u I ynpyroro rema. 143 yciaoBmud
HeNpepsIBHOCTY HANPSAIKEHUI B CEYeHUN aa, T.e. u3 yemosus p'+ p!l =0,
nonyuaercsa aHamormusaa (1.12) cucrema nmerﬁam;nmx ypaBHEeHMIt, U3
KOTOPBIX ompemenaroTea yHRImA Uy (S). -

OmnmcanHble 37€Ch ABA Crnocoba peIieHnA TIPaHMYHBIX 3a/4ad TEOPUM
yrpyroctu HasmupyloTca Ha 9JMEeMEHTApPHBIX PACCYIKJEHMAX MEXaHMKM CO-
Opy:KEHMIA (METOZ «CHJ» ¥ MeTOx «xedopMaLysiy) U NPEACTABIAOT coBOM
IornbITKY COOBIEeHNA METOIOB MEXAHMKY COOPYIKeHNi1 Ha MpobaeMel Teopuu
ynnvroc*rn.

HecmoTpa Ha BLICOKWME NPEMMYLECTBA HATVIAAHOCTH, IpPEeJCTaBJeHHBIE.
crrocofBl BEIyT K LieJM JIMIIL IIPM YCJIOBMM 3HAHMA HANPANEHHOr0 CO-
CTOSHMSA M NEpEeMEIeHs B OCHOBHBIX CycTeMax. Peamnzauua aToro kesa-
HMA B NPOCTPAHCTBEHHBIX IpobiieMax Teopuy ynpyrocTu BechMa 3aTpyn-
HMTEeNBHA. 1IpeJIoMeHHBIE CII0coDBI MOTyT IIONYyYUTH IIMPOKOE IpUMe-
HEeHME B TEOPUM IIACTMHOK M AMCKOB, JJIA CHCTEM C TaK Ha3. IPePLIBHBIMA
IPaHMYHBIMM YCIOBMAMM. DTUM Ipobiemam [IOCBAILIEHA BTOpasd HacTh Ha-
cTosmest paborst, IIpobireMsl IPEPEIBHBIX I'PAHMYHBIX YCJOBMI MJIACTHHOK
¥ MeMOpaH, MpeABapUTEILHO PEIIeHHbIE aBTOPOM, 00CYKAAIOTCA KaK HacT-
Hble cayuau Gosree oburero criocoba pelteHNA TPAHMYHBIX YCJIOBMIL TEOPMM
YIPYTOCTH. : '
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Summary

SOME BOUNDARY PROBLEMS OF THE THEORY OF ELASTICITY

Letus consider an elastic body loaded in an arbitrary manner and sup-
ported on the surfaces @ and @ (Fig. 1). The surface forces on the sur-
face 2 are assumed to be unknown functions of the problem. As a basic
(auxiliary) system we take the body, supported on the surface @ only.
We assume that it is possible to determine in this system the displacements
caused by external load, temperature increase and initial stresses [ui,o (P)
(:=1,2,3)] and the displacements due to unit external loads X, == 1,
"X,=1 and X,=1 acting on the surface 2. Denote X, (@), X, (Q) and
X, (@) the components of the unknown surface forces on the surface
and w1k (P, Q) (k= 1,2,3) the displacements of the point P due to the
system X, (@) = 1 at the point @ of the surface Q. Then, the displacements
of the point P of the elastic body, Fig. 1, can be expressed by the integral
formula (1.1). In this formula u,. (P, @) are G r e e n’s functions. The
unknown functions X, (@) in Eq. (1.1) can be found from the boundary
conditions of the problem. The components of displacement on the sur-
face Q should be equal to the given values. This condition is realized by
moving the point P from the interior of the body to the point @ of the
surface . Thus we obtain a system of three Fred hol m integral
equations of the first kind [Eq. (1.2.2)].

In a limit case we can reduce the surface £ to a spatial support curve
and consider X;(Q) as components of supporting forces along this curve.

The components of internal forces in certain cross-sections of the
elastic body can be also assumed as unknown functions X; (@). Thus, the
stresses appearing on the surface aa dividing the body (Fig. 1) into two
parts can be assumed as unknown functions X;(@). The basic system
consists here of two bodies I and II separated by the cross-section aa.
Eq. (1.1) remains valid and it should be taken separately for each of the
bodies I and II, depending on the position of the point P.

Egs. (1.2.1) are also valid and express the fact that the relative displa-
cements of the bodies I and II are, on the surface aa, equal to zero.

This procedure can be generalized to an elastic body supported on any
number of surfaces @, Q,, Q,, ..., ;. Using the basic system consisting
of the elastic body supported on the surface @ only, the displacement
components of the point P can be expressed by three relations (1.7).
From the condition that the given boundary conditions be satisfied on the
surfaces @; (j = 1, 2,...,n), we obtain a system of 3n Fred holm
integral equations of the first kind, Eq. (1.8), from which 3n unknown
" functions X/ (1=1,2,8; j = 1,2, .., n) can be found.
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An alternative method can be proposed, in which the displacement
components are unknown functions.

Let us reconsider the system of Fig. 1. Let the displacement compo-
nents on the surface ¥ be taken as unknown functions of the problem.
They are denoted u;(S) (i = 1,2,3). As a basic system we assume the
body with the given displacement conditions on the surfaces @ :nd 2
and with zero displacements on the surface ¥. This system will be called
a geomelrically determinate basic system. In this basic system let us
determine the siress components at the point P, provoked by an in-
crease of temperature and the initial stresses. They are denoted 7.0 (P)
(i,7 = 1, 2, 3). Now, let us suppose that the state of displacement uy (S) = 1
(k = 1, 2, 3) exists at an arbitrarily chosen point S of the surface ¥ of the
basic system. This state will provoke the appearance of the stresses i/
(P, S) at the point P. We assume that it is possible to determine the func-
tions 7i5,0 and 7i.x in our basic system. Then, any stress component at the
point P of the elastic body, according to Fig. 1, can be represented by the
integral formula (1.10). Three unknown functions u (S) representing the
displacement components on'the surface ¥ .appear in these relations.
Let us determine these functions using the boundary conditions for the
surface ¥, Eq. (1.1). Here p; (i = 1, 2, 3) is the component of external load
and a; (i = 1, 2, 3) the direction cosine of the surface element d%. Moving
the point P to the point S of the surface ¥ we obtain from Eq. (1.10) the
six stress components 7 (S). Substituting these functions in Egs. (1.11),
we obtain a system of three ¥ r ed h ol m integral equations of the
first kind, Eq. (1.12). The solution of this system yields the functions
u, (S) which, substituted in Eqgs. (1.10), permit to determine the state of
stress at any point of the considered elastic body. The displacement com-
ponents on the surface aa can be assumed as unknown functions. The basic
system will be constituted here by the bodies I and II with the given boun-
dary conditions for the surfaces @ and 2 and zero conditions for the
surface aa.

Egs. (1.10)- remain valid and should be taken for the parts I and II of
the elastic body separately. From the condition of continuity of stress in

the cross-section aa, i.e. from the condition p'+ p'! = 0, we obtain a sys-
tem of integral equations, analogous to (1.12), from which the additional
functions u; (S) can be found. .

The two solution methods of boundary problems of the theory of
elasticity, represented here, are based on some elementary considerations
of structural analysis (the method of «forces» and the method of «de-
formations») and are an effort to generalize the methods of structural
analysis to the problems of the theory of elasticity,
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The methods described have the great advantage of clearness. However,
they can be used if the states of stress and deformation in the basic systems
are known.

This condition is difficult to satisfy in three-dimensional problems
of the theory of elasticity. The methods presented here will find wide
application in the theory of plates, for systems with discontinuous boun-
dary conditions. The second part of the paper is devoted to those problems.
The problems of discontinuous boundary conditions of plates and mem-
branes, previously solved by the author, are considered as particular cases
of a more general method of solution of boundary problems of the theory
of elasticity.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
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