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ZAGADNIENJIA DYNAMIKI 1 STATECZNOSCI PEYTY PROSTOKATNE]
O NIECIAGEYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)
1. Rozwazmy zagadnienie plyty prostokatnej, $ciskanej obcigzeniem g

w kierunku osi « (rys. 1) i poddanej dzialaniu obcigzenia okresowo-zmien-
nego. Réwnanie rozniczkowe tego zagadnienia ma postac¢

'S =
g Fw(x,y,t
EEEIEED (1.1) Np*pP*wlx,y,t)+q- %'—')'Jr
T - Fw(x,y t)
g +u—wg—xtf—)=ma:,y,t).
S| ZA(&o)  psinwt .
) 9 Tutaj w(x, y,t) jest rzedna ugiecia plyty,
o liy) p(x, y,t) obcigzeniem ptyty, N sztywnoscia
[ { plyty na zginanie, wreszcie u jest masg plyty
b W przypadajaca na jednostke pola jej plaszczyzny
. srodkowej. Zakladajge, ze piyta wykonuje
IED:%}:B] drgania harmoniczne, a wiec przyjmujac
X —— ;
A, 1 w (a, y, 1) =w(x, y) eor,
plx,y,t)=plx,y) e,
otrzymamy
0w (x, g
(1.2) Ny* 7wz, y) +q a—;—s—y—}*p o*w(x, y)=p(x,y).

Gdy czestotliwo$¢ drgan wilasnych jest réwna zeru (w = 0), réwnanie

2
(1.3) Nl?gl?”w(x,y}+qa—ts(;’y}=10(ﬂf,y)

. opisuje ugiecie: plyty w przypadku jej jednoczesnego zginania i $ciskania.
Przy braku obcigzenia zewnetrznego réwnanie

(1.4) NFgl?Ew(:c,y)—{—qta—ztg-gcé’—i}——pw’w(w,y):(]
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okresla ugiecie (a. wlasciwie amplitude ugiecia drgan swobodnych) plyty
Sciskanej silami q. Wreszcie, stawiajgc w ostatnim réwnaniu o =0, otrzy-
mamy rownanie rézniczkowe wyboczenia plyty

2w (

Zajmowac¢ sie bedziemy przypadkiem najogélniejszym, mianowicie drga-
niami wymuszonymi przy udziale sil §ciskajacych [réwnania (1.1) i (1.2)].
Z tego ogdlnego rozwigzania uzyskamy rozwiazania dalszych trzech waz-
nych zagadnien: jednoczesnego zginania i $ciskania plyty, swobodnego
drgania plyty oraz jej wyboczenia.

Rozwazaé bedziemy zagadnienie plyty prostokainej o niecigglych warun-
kach brzegowych. Przez warunki nieciggle rozumiemy warunki nastepujace.
Podzielmy brzeg plyty prostokatnej na t odcinkéw i kazdemu odcinkowi
przypiszmy dwa warunki brzegowe, przy czym w sasiadujgcych ze soba
odcinkach krawedzi pary tych warunkéw brzegowych sg rézne. Taki zesptt
warunkoéw nazywamy «nieciggtymi warunkami brzegowymi». Jako przyklad
postuzyé moze brzeg plyty, ktéry na pierwszym odcinku jest swobodnie
podparty, na drugim swobodny, na frzecim utwierdzony zupeie itd.
«Ciagtymi warunkami brzegowymi» nazywamy pare warunkéw brzegowych,
ktora sie zmienia wzdluz krawedzi w sposob ciggly. Zarowno nieciggle jak
i ciggle warunki brzegowe naleza do zmiennych warunkéw brzegowych.
W przeciwienstwie do nich moga wystepowaé stale warunki brzegowe nie-
zmienne wzdluz poszczegélnych krawedzi.

W rozwazaniach naszych bierzemy pod uwage zaréwno warunki brze-
gowe geometryczne, jak i statyczne; ograniczamy sie jednak do warunkéw
brzegowych okreslonych liniowymi operatorami roézniczkowymi. Wreszcie
okreSleniem plyt prostokatnych o niecigglych warunkach brzegowych obej-
miemy réwniez plyty ze szczelinami, ktére podzieli¢é mozna na kilka typéw
plyt o nieciagltych warunkach brzegowych na niektérych krawedziach; okres-
lenie to rozszerzymy rowniez na plyty skladajace sie z kilku prostokatow
oraz na piyty prostokatne dodatkowo podparte na podporach liniowych
w ich obrebie.

W pracy niniejszej rozpatrzymy najprostsze przypadki ptyty prostokat-
nej o nieciggtych warunkach brzegowych. Rozwigzanie doprowadzamy do
rownan catkowych Fredholma pierwszego rodzaju. Wzory uzyskane za
pomoca tej metody podane zostaly w pracy autora [1| w odniesieniu do
plyt podpartych wzdluz odcinkéw w obrebie plyty. W roku ubiegiym
problem statecznosci i drgan wiasnych plyt o niecigglych warunkach brze-
gowych podjat S. Kaliski, [2] i [3], doprowadzajac rozwiazanie do row-
nania calkowego Fredholma drugiego rodzaju.
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2, Rozpatrzmy plyte prostokatng, ktoéra na trzech brzegach posiada
ciggle warunki brzegowe, a mianowicie jest swobodnie podparta, a na
czwartym brzegu (y = 0) posiada rézne warunki brzegowe na odcinkach
¢, i e,: na odcinku ¢, niech plyta bedzie zupelnie utwierdzona, na od-
cinku ¢, swobodnie podparta.

Na plyte dziala obcigzenie okresowo zmienne psinwt, gdzie p= const.
Wzdluz odcinka ¢, powstang okresowo zmienne momenty zginajace, mo-
menty utwierdzenia m, (x, 0,t) == M (x) sin ot. Funkcja M (x), czyli ampli-
tuda momentu utwierdzenia plyty, jest funkecja nieznang; wyznaczenie jej
pozwoli na rozwigzanie postawionego zagadnienia.

g g
RETTEREIEN EXTTIRTRTI NN
DN T e i

[ [} i | i y
panct tsinatf&?
l o o
| *(xy) | “(x,y)
= = | S g =

b DR BT

Y 3 : E

Rys. 2 Rys. 3

Rozwazmy teraz tak zwany «uklad podstawowy», w ktérym wszystkie
krawedzie plyty posiada¢ beda ciagle warunki brzegowe. Takim ukladem
bedzie w naszym przypadku plyta na wszystkich krawedziach swobodnie
podparta. Rozpatrzmy dla tego ukladu podstawowego dwa pomocnicze za-
dania. Wyznaczmy ugiecie plyty w = w,(x, y) sin ot wywolane obciazeniem
zewnetrznym psin ot (rys. 2). Nastepnie wyznaczmy powierzchnie ugiecia
uktadu podstawowego, obcigzonego momentem skupionym jednostkowym
1-sin wt dzialajacym w punkcie (&,0) brzegu y =10 (rys. 3). Oznaczmy te
powierzchnie przez G (x,y; &, 0)sinwt. Traktowaé ja mozna jako funkcje
Greena.

Stosujac zasade superpozycji traktowa¢ mozemy ugiecie plyty o nieciag-
tych warunkach brzegowych na brzegu y=0 jako sume ugieé¢ dla dwu obcig-
zen, obcigzenia psin wt dzialajgcego na uklad podstawowy oraz momentow
M (x)sin wt roztozonych na odcinku ¢, ukladu podstawowego. Zatem

(2.1)  w(x,y)sinwt=w,(x,y)sinwt+} ] M) Glx,y; & 0)sinwtdé,
0
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albo

ry

(2.2) w(x,y) =w, (x,y) + | M(&) G (x,y; £ 0)d&.
0

Zakladamy, ze funkcje w,(x,y) i G(x,y; &0) dadza sie wyznaczyé
w ukladzie podstawowym, ktory odznacza si¢ prostotg warunkéw brzegowych.
Tak wiec zadanie nasze byloby rozwigzane, gdyby znana byla funkcja M (£).
Wyznaczymy ja wprowadzajgc dotychezas jeszcze niewykorzystany warunek
brzegowy 0w (x,0)/0y =0, jaki spelni¢ winna plyta na odcinku c.

Z réwnania (2.2) otrzymamy

(2.3)

dwlx,ﬂ]_d ,,:10 (M dG{.’L‘OEO} ghoig

dy

Otrzymalismy tu réwnanie calkowe Fredholma pierwszego rodzaju.
Rozwigzanie tego réwnania da funkecje M (&), Wstawiajage te funkeje do
rownania (2.2) wyznaczymy amplitude ugiecia plyty w (x, y).

Zauwazyé nalezy, ze.w funkcjach w, (x,y) i G (x,y; &, 0) wystepujg para-
metry « i q. Przy ustalonym w i g rozwiazanie réwnania catkowego (2.3)
daje zatem amplitude ugiecia plyty wykonujacej drgania wzbudzone.
W przypadku o =0, réwnanie (2.2) okre$la rzedng ugiecia plyty jedno-
czeénie zginanej i $ciskanej. Parametr w nie moze by¢ jednak dowolny,
powinien on hy¢ rézny od czestotliwosci drgan wlasnych plyty. Czestotli-
wosé te okreslimy z réwnania (2.3) przyjmujac w,=0. W tym bowiem
przypadku punktem wyjscia jest réwnanie roézniczkowe (1.4), ktére pro-
wadzi do réwnania catkowego

Y 0G(x,0;¢,0)
(2.4) f M (&) —59—-&5
o

Parametr o powinien byé tak dobrany, aby spelnial réwnanie (2.4).
A prlzypadku wyboczenia ukladu nalezy w réwnaniu (2.4) przyjaé o =0.
Parametr g powinien byé tak dobrany, aby spelnial réwnanie (2.4) przy
w=10. Wracajac do zagadnienia drgan wymuszonych wyznaczamy dla
naszego konkretnego zadania funkcje G(x,y; §,0) i w,(x, y).

Funkeja G (x,y; & 0) powinna spelniaé réwnanie rozniczkowe

‘ G
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oraz nastepujgce warunki brzegowe:

I

G(0,y;£0 =0, p*G(0,y;&0)

0]
Gla,y; £0)=0, ["*Gla,y & 0)=0,

0*G(x,0;§,0) _ 2
= 0y* T oa &

n==1

26) )G, 0 &0 =0, sin a, & sin a, @,

G(x,b; £ 0) =0, d—fg-(g;—}’j—f—’—’zo,
gdzie a, =mnm/a.

Szereg ._

i ‘_S sin a, & sin a, x

przedstawia tutaj moment jednostkowy M=1 dzialajgcy na osi x w punk-
cie (&, 0), moment o wektorze skierowanym wzdluz osi x.

Przyjmijmy rozwigzanie réwnania (2.5) w postaci

(2.7) . Gxy60= S’ Gn(y; &) sinan .

n=1

Wstawiajac (2.7) do réwnania (2.5) otrzymamy uklad réwnan roznicz-
kowych zwyczajnych

d'G 511G 5 a
(2.8) _E-y;—l —'26!?, ({d—‘;}g + (d.rl;_k“ ai'—(}”] Gn=10 (n=1,2,..,00),
gdzie
LR T -
k N c=p-

Rozwigzaniem réwnania (2.8) jest

(2.9)  Gul(y;&) = Ausinh 2,y + By cosh 4, y + Cusinh e,y + Dy cosh en 9,
gdzie

(2‘91) ;-.f.l y &g = l/{l_?} i I; 'Eg_ E?ij—cﬁ 3

Zauwazmy, ze rozwigzanie (2;7) spelnia pierwsze cztery warunki brze-
gowe (2.6); dalsze cztery przedstawié mozemy dzieki podstawieniu (2.7)
w postaci

(210)  Gu(0;€)=0, —NG,(0;§) = %sin ané, Ga(b;€)=0, G.(b; &) =0.
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[
7 warunkéw brzegowych (2.10) wyznaczamy stale calkowania

2 sina, 5

B}l=—DH=‘_‘_ =T Y
Na 22 —¢g2’

C,q = B_y; Ctgh En b y A” s B_u Cigh }._u b.
Tak wiec

o

(2.11) G(x,y; £0) = s

'_'.l\/_}s

ﬁz-— (ctgh 4, bsinh 4, y — cosh 4y y —

= s

— ctgh &, b sinh £, y + cosh &, y) sin a, & sin a, .
Wyliczamy dalej

0G(®,0;6,0) 2 An & sin @, & sin 4, 2
(212) d‘y F; (tghllu t_gh!"ﬂf) i Aﬁ_gi -

Zwazywszy, ze A2—e2=2] k®a®+ ¢*, a nastepnie wprowadzajac
oznaczenia

g .. 8¢ gL p00

E=xa ¥ ="§="
doprowadzamy zwiazek (2.12) do postaci

JG(x,0,£0) - N
2.13) "__'a‘il"'_“_‘ = Kt:‘(ﬁ: é) = ’é‘ Qu (ﬁ; d) sin a, € sin a, x,
gdzie
_ 2 22| s8

(214)  Qu(Bo)= : '"'+'“‘8+5

z R [ Ay

_m— e
tgh?f Vnt— V/n?p2+0?

Funkcja w, (x,y) powinna speiaé réwnanie roézniczkowe

62
(2.15) NP2 72wy +q o

ot HOTW=P

oraz warunki brzegowe

Wy (0, y}=0: szn(oi y):O, wy (aay)=0r livgwu(a! y):{}!

(2.16) { )
wy(x,0)=0, P w,(x,0)=0, w,(x,b)=0, F*wy(x,b)=0.
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Rozwigzanie rownania (2.15) przedstawimy w postaci pojedynczego
szeregu -trygonometrycznego

(217 w, (T, yY) = oy E e s nﬁ“ 55 1+ Ausinh 2,y +
n=1.8.5,

~+ Bycosh 2,y + Cysinh g, y + D, cosh e, y) sina, .

Rozwiazanie (2.17) spelnia cztery pierwsze warunki brzegowe (2.16);

z nastepnych czterech wyznaczymy stale A,,...,D,. Ostatecznie otrzymamy
dpa' | 1 ;
(2.18) w,'z, Y= N ) ;:6 n(nt ___n}" ﬁa_ﬁ)‘l_ﬂT—ﬁ?ﬁ(mSh EnY —
— tgh E"zb sinh eq y) Ee e pram i (cosh Iny tgh b sinh 2, y” sin a, 2.
Stad
Q%M S’ Fy (8, 0)sin ayx = F.(8,9),
Y n=T.8.5,
s 1
oo 21§ij n)ni—ntfF—a J/n? ﬂ"’+5ﬂ'[]' o
er ab o r

X tgh ) /n? — YR8 — ) e — | n-'ﬁ2+a2tgh il |rn Iy I

Wracarny do réwnania catkowego (2.3). Zapisa¢ je mozemy w postaci

£

(2.19) S‘ Fiu(8, 8) sin an x - ['M(s} (Z‘ Qu (8, 8) sin ay & sin u,,.—c)dé:o.

ulﬂﬁ ﬁ _n"1

Rozwigzanie Sciste tego réwnania calkowego napotyka na duze trudnoéci.
Posluzymy sie tutaj metoda przyblizons, zastepujac calke wystepujaca
w réwnaniu (2.19) suma. Dzielimy krawedz plyty na s jednakowych od-
cinkéw, odcinek ¢, na r odcinkéw Ax:

a=s-Adzx, . co=r+dzx.
f

Rownanie (2.19) doprowadzamy do ukladu réwnan liniowych

(2.20) Fi(p,8)+ D' M; Kij(p,0)=0 F=12,u07)
=1
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przy czym

.r"!T.

Fi(,0)= E Fu(p,d)sin

P

n=1,3.5

ai naj
L sin—s’ﬂ dla i

Kij (B, 0) = _\: Q. (p, 0) sin

n=1,8,b,

. 25 v 1 .,n:rj
Kji(B,0)= = ” ;;n Qu (B, 0) sin -? sin® =
Przy ustalonych parametrach g i § wyliczamy wielkoéei F;, K; i roz-
wigzujemy uklad réwnan (2.20) wzgledem M;.
Rozwazmy przypadek szczegblny, kiedy ¢, =a. W tym przypadku
rozwiazaé mozemy réwnanie (2.19) w sposéb $cisly. Przedstawmy M (&)
w postaci szeregu trygonometrycznego

(2.21) M (&) = Z M, sin ™
Wstawiajac powyzszy szereg do rownania (2.19) i wykonujae przepisane
calkowanie otrzymamy

i_ Fn (ﬁ! 6) + Mn Qﬂ {ﬁi 6)30

stad
- — Fn {ﬂ: )
{2-22) o (E) a Qn (ﬁs d)

W przypadku drgan wlasqych piyty o niecigglych warunkach brzego-
wych réownanie catkowe (2.19) uprosci sie do postaci

sin ay, t,: .

(2.23) J M) ( Y @u(6,d)sinanésinanz |d&=0.
s ' n=1
0
Rozwiazanie przyblizone tego zagadnienia prowadzi do ukiadu roéwnan
jednorodnych

P — i=1,2,.. 7\
(2.24) EM;Kf;(ﬁ,oi 0 (i=1,2,..7
/

Przyrownanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (2.24) daje poszu-
kiwane réwnanie warunkowe, z ktérego wyznaczyé mozna czestotliwose
drgan witasnych. Warunek ten ma postat

(2.25) Kij(B,0)| =0 (Hi=1,2,.,1).
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Wyznaczmy podstawows czestotliwosé drgan wiasnych plyty kwadra-
towej, utwierdzonej zupelnie na odeinku ¢, =a/2, a na odcinku c, oraz
pozostatych krawedziach swobodnie podpartej. Podzielmy krawedz y =0
na sze$é czeSci (s =6). Zaldézmy dalej, ze q=0 (f=0).

Wyznacznik (2.25) przyjmie postaé

: - L .onmi ., naj .
[K(0,6)] =| ;:S_; D;; Q,(0, ¢) sin g S ! =) 4. 7=1,2,3; a=8),
gdzie 1 dla i+ j,
D;" =
12 i YT g =i
nw 28

Droga prob uzyskano i = 2,41, stad wmin = (2,41 7%/a®) | N/

Dla utwierdzenia zupelego na odcinku ¢, =a/3 otrzymano z wyznacz-
nika nastepujacy zwigzek:
,;;Z; Di; Qn(0, 8) sin s Sin =

Tak wiec przy podziale odcinka ¢, na dwie czeSci 4 x mamy

=0 (i,j=1,2; s=6).

6;m’n = 2;35 ) Wtin — 2,35 ﬂ; _V—I}T L
a t

Wreszcie dla utwierdzenia zupelnego na odcinku ¢, = a/6 ofrzymano

5 S
(5;::!::22,13, Win = 2:133% ‘l/g' s
a I

Site krytyczng wyboczenia plyty znajdziemy z warunku
|Kij($,0)| =0 (i,j=1,2,..,7)

Postepujac podobnie jak w przypadku wyznaczenia czestotliwosei drgan
wilasnych otrzymano dla

2
c,=a/2, Pmin= 2,40, qrr= 5,76 %:_I_’
ei=0f3,  Pmin=238, g = 5,43 iaf__
Gy == CI./G, ﬁmin =2,12, Qrr = 4,49 “L.ifgi 2

Uzyskane wyniki liczbowe sa zgodne z wynikami, ktére otrzymat
S. Kaliski rozwigzujac to samo zadanie odmienng metoda, polegajaca
na sprowadzeniu zagadnienia drgan i wyboczenia plyty o nieciggtych
warunkach brzegowych do réwnania catkowego Fredholma drugiego
rodzaju, [2], [3].
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3. Wezmy pod uwage plyte prostokatna, ktéra na odecinku c, jest
utwierdzona zupeinie, na odcinku c, swobodna, na pozostatych krawedziach
swobodnie podparta. Niech na plyte dziala -
obcigzenie psinwt, gdzie p= const. m:[m:[m

Obcigzenie to wywola na odeinku ¢, nie-
znany moment

<=1

my (x,0)sinwt =M (§)sin wt

. pesin wt
oraz reakcje podporowa

gy (x, 0)sin wt = R (&) sin mt.

Przyjmijmy jako ukiad podstawowy plyte na b

brzegu y=0 swobodng, a na pozostalych .

brzegach swobodnie podparts. :ﬂm
Oznaczmy przez w,(x,y) amplitude ugiecia 1 g

wywolang obcigzeniem zewnetrznym, przez Rys. 4

G, (x,y; &,0) i Go(x, y; &, 0) odpowiednie funkcje

Greena dla obcigzen R=1 i M =1 dzialajacych w punkcie (&, 0)

(rys. 5a i 5b). Amplitude ugiecia plyty o niecigglych warunkach brzego-

wych znajdziemy ze zwigzku superpozycyjnego

(31) wy) =wlx,y) + | RE G, ([@.y; &0 d&+ [ M) Galx,y; & 0)dé.
0 0

X X
(&0) /
M=1
/
‘Y g
_J
/ I\i
y
Rys. &

Nieznane funkcje R (€ i M (§) wyznaczymy wykorzystujac warunki brze-
gowe, wystepujace na odcinku ¢,

dw(x,0)

e

(3.2) w(x,0) =0,
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Uzyskamy w ten sposéb ukiad dwu réwnan calkowych

(33.1) w,(@ 0 + | RIEG, (@ 0§0dé+ | ME Galx,0;&0)d&==0,

0 (1]

. ’ R dG[[?ﬁ; E’O--}df-i- {M{E}UG {xaj,no)df:o_

t?

d w,(z, 0)

(3.3.2) oy

Z rozwiazania tego ukladu réwnan otrzymamy funkcje R (&) i M (&).
Po wstawieniu ich do réwnania (3.1) znajdziemy amplitude ugiecia plyty
o niecigglych warunkach brzegowych.

Rozwazy¢ nalezy jeszcze wypadki szczegolne. Mianowicie w przypadku
swobodnego podparcia ptyty wzdiuz odcinka ¢, moment utwierdzenia bedzie
réwny zeru. Z ukladu réwnan (3.3.1) i (3.3.2) pozostaje réwnanie

&y

4 :
EFRINYEEND (3.4) wy(x,0) + | R($)G,(x,0;,00d6=0
0
—— T 0=x=c).
o B W przypadku gdy wzdluz odcinka c, jest
| o R=0, ale M (&) + 0, otrzymamy
! @) Sl
o Y
b
mq M(E dGS(’g’;’ V=0 b=ase)
X :'1 )
Rys. 6

Szezegblowie] omoéwimy dwa proste przypadki.

(1) Dana jest plyta prostokaitna na odcinku ¢, swobodnie podparta,
na odcinku ¢, swobodna, na pozostalych krawedziach swobodnie podparta.
Wyznaczy¢é nalezy czestotliwosé drgan wlasnych plyty.

Wyznaczymy ja z réwnania

(3.6) | R&) G, (x,0; £,0)dE=0 O=z=<c,).
» 0
Funkcja G, (x,; €,0) powinna spetnié réwnanie rézniczkowe

9

(3.7) ; NP2 G, + q%—xcf—l— pw? G=10
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oraz warunki brzegowe
G (0,4 £,0=0, 1”G(0,4;4£00=0, G, (a,1y¢0 =0,

VEG (a,y; & 0)=0,
0°Gy (2,0;£,0)  0*G,(2,0;§,0)

(3.8) dy » 'J'_E' — =0, G, (x,b; &0)=0,
72 G, (x,b; & 0)=0,
1 |.
== d G {(j:yo % m“f"fz" JO (5;( dO i ,0) -i—l'f':t N sina, €sinagx=0.

n==1

Rozwigzanie réwnania (3.7) podamy w postaci pojedynczego szeregu
trygonometrycznego

(3.9) G, (x,y; & 0) = E Y (y; &) sin a, 2.

=1

Szereg ten speinia cztery pierwsze warunki brzegowe grupy (3.8) i spro-
wadza rownanie rozniczkowe czastkowe (3.7) do ukladu réwnan rozniczko-
wych zwyczajnych

A .
d Y" 2,1‘-' d 17‘;1 + q H;—: ‘l'l";:

dy' T, dy* N Y.=0,

(3.10)

rozwigzaniem ktorego jest

(3-1 1) Y,.= An sinh 2, Y + By cosh An y + C, sinh &, Y + D, cosh &, y
(ni=1,2,...;/60).

Wielkosei 4, oraz e, okreSlone s wzorem (2.9.1). Stale catkowania A,,..., Dy

wyznaczamy z czterech dalszych warunkéw brzegowych grupy (3.8), ktére
ze wzgledu na (3.9) przyjmuja postaé

Y00 E)— a2 Yu(0;6) =0, Yau(b;8=0, Y,d&=0,

(3.12) 2
—N[Y, (0;8)—(2—»)a; Y, (0;8)] +1-—sina &=0.

Ostatecznie po prostych przeliczeniach otrzymamy

: 5 =
U =V ) i =t ns n
(313) G,(x,y;¢,0) 2, Y (y; €) sinan x al = \' [sin a, & sinay x>

n=1

7 |(&% — a2 v) tgh e, b (tgh Ax b cosh 2,y —sinh Zu y) +

+ (22— &2 ») tgh 2, b (sinh &, y — tgh e, beosh ea y)]|:
(22 —a2)|ed —(2—n e, | tgh /i, b—(2—adv) |23 —(2—2) o} 2, | tgh e, D).
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Wystepujgea w réwnaniu (3.6) funkcje G, (x,0; & 0) okresla wzor

G, (x,0: &0 =K.: (5,0)= ¥ Qu(p,d)sina,Esina, x,
=1

gdzie

_ 40 oAby emas L WD oy
Q"(ﬁ,é)—N*ﬂ;qlnﬁJrﬁtgha|n+|nﬁ+btgha1n [l =

Ay 2B — (1 —w) 2|2 ) ni ) nﬁfja+aﬂtgh”ab; n*— | nE Pt 0t —

— [T (L — )t ) w0 tgh "t e
a

Stosujgc przyblizony sposob rozwigzania réwnania (3.6) zmienimv wy-
stepujaca w nim catke na sume
(3.14) S R;Kij(8,0) =0 (=1, 257).

J=1

W przypadku ¢, = /2, przy =0, je§li podzielimy odcinek ¢, na 3 czesci
Ax (r=3), otrzymamy droga préb z wyznacznika |K;;(0,6)[ =0 (i,j=1,2, 3):

g . ‘I\T
EIRRTRTTARRRERY n=150,  omn=150% /Y.

P T v Jezeli w ukladzie réwnan (3.14) przyjac
| & w=0(8=0), to przy podziale odcinka ¢, na 3
| I t v T o| czesci Az otrzymamy
| 3
i o ] ﬁmin = 1,96, qrr = 3,84 iv% .
1 BN SR Sl |__¥ ¢
5 o2 (2) Dana jest plyta prostokatna o bokach

EEEERNEREERIED ai2bz wycieciem o dlugoéei ¢, na osi symetrii

[ plyty. Wyznaczymy najmniejszgq czestotliwosé

. drgan swobodnych oraz site krytyczng wybo-

Rys. 7 czenia plyty. Postaé ugiecia plyty bedzie

w obu przypadkach symetryczna wzgledem

osi x; wzdluz tej osi znikng sily tnace. Wzdluz prostej y =0, ktéra roz-

dzielila plyte na obszary I i II, mamy do czynienia z nieciggtymi warun-

kami brzegowymi. Ukladem podstawowym bedzie ptyta I swobodnie podparta

wzdtuz krawedzi x=0, x=a, y=0>, a swobodna wzdhiz krawedzi y=0.

Nieznang funkcja w naszym zadaniu bedzie funkcja M (§) wystepujaca na
odcinku c;.

X
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Ugiecia plyty I i II przedstawiaja wzory

Iw[ (2, 9) = | M(8) Ga.1(x, y; £, 0)dé,
0
(3.15)

Ly

l'w“(m, y'):f M(&) Goulx, y'; & 0)déE.

0

-dw[ll dw[ll
e + k- =0
dy Jy=0 I dy J_v'— 0

ofrzymamy rownanie catkowe

7 warunku

'"' 0 Gai(, 0; ,0) | 0Ga,u(@,0;& 0)
3. —
(3.16) [ Mm( Rl LOCE ) E=0
0
albo
(3.17) 2]114(5)992-{”5’;"—&.:15:0

Funkcja G,(x,y; £,0) przedstawia tu ugiecie plyty wywolane dzialaniem
momentu skupionego M =1 w punkcie (&,0) (rys. 5b). Wyznaczymy ja
z rownania rézniczkowego

3

o G, ]
(3.18) NP2 72 Gyt q it — 0t Gy =0
o warunkach brzegowych

G2(01 y; 5)0)":0) !?2 G?(O: y; ‘i:’ 0):03 GE{G'J y; E: 0}:0:
V2 G‘.!(a‘: y; ‘E:: 0) = 0}
02Gs(x,0; £,0) | 0°Gso(x,0;&,0) O : -
(319) —N 55)—2——— + T) -|-1 a 2 sin auf Sin (X = 0,

n=1

G.(z,b; €,0) =0, 17 Gyl b; £, 0) =0

0® Gy(z, 0; €, 0) 0% Gy(x, 0; €, 0)
oy TN TG00

=0.

Rozwigzanie roéwnania (3.18) rézni sie od rozwigzania réwnania (3.7)
jedynie warunkami brzegowymi wzdluz prostej y=0. Rozwigzanie row-
nania (3.18) ma postaé
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' & _ 2 Ol :
(3.20) Gu(x,y;§,0) = ‘}1 Yaul(y, & sina,x = 2{511& ay & sinay x:
n= n=

(22— v)|ed—(2—r) el e, | tgh A, b—(e —aiv) |4} —(2—)a} ,,Itghe”b}}>

noon
* {|ed — (2—v) a2 ¢,| (tgh A, b cosh 4, y — sinh 4, y) +
+ |48 —(2—9)a? 2| (sinh &,y — tgh e, b cosh &, y)] .

non
Stad

dG,(x,0; & 0) . ,
- = =K.s(p, 0) = 5’ Qu(p, 0) sin ay £sin ay x,

rl‘—l

gdzie

(321) Qu(f,0)= 5V n' — P —0%) n? R4 0%

Ay nt 48 — (1— ) n2|? nt 4 n2pitattgh " > |'n“—j_’ﬁ_'3ﬁﬂ+_c$2~

— [y n2 46 + (1— ) n?|*) n*-—| n-ﬁ For tgh | n® + ¥ fj3+a .
Przyblizone rozwigzanie réwnania catkowego, napiszemy w postaci

(3.22) > MiKi(p,8)=0 (1,3=1,2,...,7).
1=1
Podamy dwa przyklady liczbowe. Niech b=a,2, ¢, =a 2. Podzielmy
odcinek ¢; na trzy czesci (c,=rAdx, r=23), a bok a na 6 czeéci (a=sdx,
s=6). Wtedy

a3
(3.23) M, Kij(p, 8)=0 (1,i=1,2,3).

Najnizsza czestotliwos$¢ drgan plyty niesciskanej znajdziemy drogg prob
z wyznacznika ukladu réwnan (3.23):
(3.24) 'Kij(0,0)|=0 (i,7=1,2,3).
Otrzymamy . -r N
a.‘l‘ifﬂ — 1,64, Mmin — 1 64 o
2
Site krytyczng plyty znajdziemy jako najmniejszy pierwiastek wyznacznika

(3.25) |Ki;(B,0)| =0 (4,ji=1,2,3).
Otrzymamy 2
ﬁm:’n =1391, Qikr = 3,65 I\;j’f .

Podaliémy tu rozwigzanie najprostszych i najbardziej typowych przy-
kladéw plyt o nieciagltych warunkach brzegowych. Oczywiscie, przedsta-
wiony sposob rozwigzania da sie rozszerzy¢ na dalsze, bardziej zlozone
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przypadki. Na rysunku 8a, 8b i 8¢ podajemy trzy charakterystyczne przy-
klady takich ukladow.

W przypadku ptyty cigglej dwuprzestowej (rys. 8a) nieznana funkcja
jest moment zginajacy M(§), wystepujacy na podporze liniowej a-a. Row-
nanie calkowe zagadnienia otrzymamy wykorzystujge warunek ciaglosci
plyty nad podpora a-a.

W przypadku plyty przedstawionej na rys. 8b najwygodniej bedzie
podzieli¢ plyte przekrojem p-f na dwie plyty prostokatne. Wzdiuz pro-
stej p-p wystapia dwie nieznane funkecje: moment zginajacy M (¢) i sila
tngca T (£). Dla ulozenia ukladu dwu réwnan calkowych skorzystamy tu
z dwu warunkéw ciagloSci (w;=wy, 0w, /0y, = 0wy /0yy) w przekroju p-p.

o

a b — = N e
— _erﬂ Yn I | ‘
u P 1| i d I
| L | I <
| b
| r [l ____E___ ] ]_ _]
Rys. 8

Wreszcie w przypadku plyty prostokatnej z podpora liniowa w jej
obrebie mozna jako niewiadoma funkcje przyja¢ reakcje podporowa R (£),
wystepujaca wzdluz odcinka c,.

Z warunku zerowej wartodci ugiecia wzdluz odcinka ¢, ofrzymamy
réwnanie calkowe zadania, [1]. ’

Dalsza mozliwosé rozszerzenia zagadnienia otrzymuje sie przez uwzgled-
nienie sil podiuznych w obu kierunkach osi wspélrzednych. Réwnanie (1.1)
wzbogaci sie o sktadnik g, 0% w/d y*. ,

W przyktadach naszych ograniczyliSmy sie do nieciaglych warunkéw
brzegowych w obrebie jednej krawedzi, nic jednak nie stoi na prze-
szkodzie, aby rozszerzyé zagadnienie na nieciggle warunki brzegowe na
kilku brzegach, analogicznie jak to uczyniono w pracach [4] i [5] autora,
dotyczacych statyki plyt.

Literatura eytowana w tekscie
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[2] S. Kaliski, Drganic plyt podpartych w przesle i o mieciqgluch warunkach
brzegowych, Biul. Wojsk. Ak. Techn. 2A (1954).

[3] 8. Kaliski, Stateczno$é¢ plyt o niecigglych warunkach brzegowych, Biul. Wojsk.
Ak. Techn. 10 (1954).

[4] W. Nowacki, Plyty prostokqtne o mieszanych warunkach brzegowych (I),
Arch. Mech, Stos. 3-4 (1951).

[5] W. Nowacki, Plyty prostokatne o mieszanych warunkach brzegowych (1),
Arch. Mech. Stos. 2 (1953).
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Peawme

[MPOBJEMBI JJUHAMHKH H YCTOMYHUBOCTH IPAMOYTOJLHONM
MITACTHHEH C PA3SJIUYHBIMH HOHTYPHBIMH YCJIOBHUAMH

IIpofsiemMa BBIHYZKACHHBIX KoJebaHMII TPy HAJIMYMMA IOCTOAHHBIX CXKM-
MAaoIMX CuJI BhIpaxeHa JudpepenipansubiM ypasHenuem (1.1). Orto
ypaBHeHue cofiepxuT paz ocoberx cayyaes, Jua o = 0 umeem mpobiemy
OIIHOBPEMEHHOr0 M3ruba ¥ caTua muacTuHky, Opsopornoe auddepen-
nuassroe ypassenye (1.1) (p = 0) npexcrasasaer coboii csobonubie xKoseba-
HMA MJIACTMHKY, a B caydae @ = 0 — mpobnemy yCTOMYMBOCTH ILJIACTUHEMN.
B pabore paccManpuBaiOTCs IIpocTeilyMe cay4au xKosebaHmit u ycroiuy-
BOCTM TIPAMOYTOJIEHOM [JIACTMHKY ¢ PA3JIMYHBIMM KOHTYPHBIMM YCJIOBMAMM.

Bo BTOpoM nNyHKTEe PACCMOTPEHB! BLIHYXKJEHHBIe KoJjebaHuMaA IpaMO-
YTOJIBHO TIACTMHKY € PasJMYHBIMKM KOHTYPHBIMM YCJIOBMAMM Ha OHHOI
CTOpPOHe IIACTMHKM. B Tak Ha3. OCHOBHOII CuCTEéMe — IIJIACTHMHKe C He-
NPEePBEIBHBIMY TPAHUYHBIMM YCIOBUMAMM — PEIIAIOTCS CIIepBa JBe BCIIOMO-
raTenbHblEe 3afauM: ONpPEeNeNdeTcs NOBEPXHOCTb mipormba w, (x, y)sin ot
I Harpysky Psin et, a 3aTeMm onpegessercs npormnd G(x,y; & 0)sinwt
(byuruus 'puHa) MIACTUHKY, TOLBEPraeMoil NelCTBUIO COCPEROTOYEH-
HOTO MOMEHTa, npuiozxKenHoro B Touxe (&,0) KOHTYpa ILIaCTHMHKN.

O6oznavas uepes M (£)sin wt MOMEHT 3aflelKM IUTACTMHKM HA OTPE3Ke
¢,, TIoNyyaeMm A nporuba MIACTMHKM C PASJIMYHBIMM KOHTYPHBIMM yCJO-
BUAMM MHTerpassHy dopmymny (2.1). HeusBecrnyio yHKUMIO MOMEHTA
3aleMJIeHUA MOXKHO onpegesmrs mo yeaosmio OJw(x,0)/d y =0 na or-
peske c;. OT0 ycjOBME TPUBOAUT K MHTETPANEHOMY ypaBHeHMIO (2.3)
©peproaema mepeoro poja. B ciaydae cBoBopHBIX KoJsieDaHMt Mim
IIOTEPM YCTOMYMBOCTM IIJIACTMHKM, ypaBHeHue (2.3) ynpocturea Ao BMAA
(2.4). Oro ypaBHeHyue pelIaeTcsa MPUBIMIKEHHBLIM CcriocoboM, 3aMeHAs WHTEe-
Tpajyi cymMMoli ¥ rnpeobpa3oBaHMA MHTErPANBHOE YPABHEHME B CUCTEMY JIH-
HeHBIX ypaBHeHwmii. Eciu mpupaBHUTE K HYJIO AETePMUHAHT 9TOM CHCTEMBI
OXHOPOJHBIX YPaBHEHUIT, TO TONYIACTCA YPABHEHNE MM COGCTBEHHBIX KO-
nebaHuit MM yCTOMYIMBOCTH MIACTMHKY, KODHM STOT0 ypaBHEHUs onpeje-
JIAIOTCA TIPY MOMOLUM TMPOOHBIX BhIWMCHeHMM. JIJiA KBajpaTHON IIIACTUHKY,
3allleMJICHHO}l Ha OTpeske ¢, = a/2, a/3, a/6, mnonygarorcs ‘cieayroume
gacToTEI Konebarmit (mpu q=0): w,=2,41 7%/a® ) N/y, w,=2,352%/a®}/ N/,
wy=2,137%/a* ' N/u.

AJia KPUTHUECKO HArpys3Kyu mnosydaerca aHanormudo (mpu o =0)
Qer =5,76; 5,43; 4,19 N */a’.

B Tpereem nynkTe paboTel paccMaTpMBAaeTCs IIACTMHKA, 3allleMJICHHAN
Ha OTpeske ¢; u cBODOAHAH Ha OTpe3Ke C:; HA OCTAJBHBIX YKe CTOPOHAX
coboxso omepras. Ilporsb miuacTMHKM ONMpPENENeH MHTErpaJbHON 3aBUCH-
mocteio (3.1), B koropoit M (§) oBozmauaer mMoment zamengu u R(£) —
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peaKUMIO OIOPHI HAa OTPE3Ke C,. B OCHOBHOI cucreMe — cBOBOAHAA mJIa-
CTHMHKA, Ha CTOpPOHe Yy = 0, Ha OCTANbHBIX CTOPOHAX CBODOMHO IIOANEpPTad —
OIPeJIesIAIOTCA IIOC/IeN0BATeNEHO TTIpoTHb W, (X, ), 06yCIOBIEHHBLIT HArpys3-
xoit p, sarem mporuber G, (x, y; & 0) u G, (x,vy; & 0), obycnosieHnsie
cocrogEMAMKU R=1 n M=1, peitcryroimmmu B Touke (£, 0) cropousr y=0.
Vi3 KOHTYPHBIX YCJNOBMII Ha OTPE3KE C, TIONYYAETCsH CHMCTeMa WHTErpalb-
HbIX ypasHeHui (3.3.1) n (3.3.2). TlogpobHO paccMaTpMBAIOTCA ABA CJydasd:
ILJIACTMHKM €BODOJHO IIOAIIEPTOif Ha OTpe3Ke ¢, ¥ CBODOAHO} Ha OTPE3KE
Cy, & TaK¥Ke CJIy4dai TIIACTMHKM CO UIEJIBIO HA OCH CHMMETPUMN.

IIpencraBieHHBNT C€r10COD PEINeHMA MOIKHO PacIpoCTpaHuThL Ha Gosee
CIIOKHBIE CHMCTEMBb], 3 KOTOPBIX TPM — B Ka4ecTBe NpuUMepa — MpejcTaB-
JeHb! Ha puc. 8a - 8c.

Summary

SOME PROBLEMS OF DYNAMICS AND STABILITY OF A RECTANGULAR PLATE
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

The problem of forced vibrations of a plate subjected to constant com-
pressive forces is described by the differential equation (1.1). This equation
comprises a series of particular cases. For w = 0 it represents simul-
taneous bending and compression of the plate. The homogeneous diffe-
rential equation (1.1) (p = 0) expresses the problem of free vibrations
of the plate and, for @ = 0, that of buckling of the plate.

In this paper the most simple cases of vibration and stability of a rec-
tangular plate with discontinuous boundary conditions are considered.

In Sec. 2 forced vibrations of a rectangular plate with discontinuous
boundary conditions on one edge are considered. Two auxiliary problems
are first solved in the so called basic system consisting of a plate with
continuous boundary conditions. These are: the surface of deflection
w,(x,y)sinwt for the load psinwt and the deflection G(x, y; & 0)sinwt
(G reen’s function) of the plate subjected to a concentrated moment
at the point (& 0) of the edge.

Denoting by M (&)sinwt the moment at the built-in edge segment ¢,,
an integral formula is obtained for the deflection of a plate with discon-
tinuous boundary conditions. The unknown function of the moment at
the built-in edge segment can be found from the condition dw(x,0)/0y=0
for the segment c,. This condition leads to Fredh olm’s integral
equation of the first kind, (2.3). In the case of free vibrations or buckling
of the plate this equation is reduced to the form (2.4). This equation is
solved in an approximate manner by replacing the integral by a sum, thus
obtaining a system of linear equations instead of one integral equation.
Taking the determinant of this system of homogeneous equations as being
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equal to zero, we obtain conditions for free vibrations or buckling. The
roots of this equation are determined by the trial and error method. For
a square plate with clamped edge segment ¢, = a/2, a/3, a/6 the following
frequencies of free vibrations (for g = 0) are obtained w, = 2,41 z*/a* VN/p;
we = 2,35 7%/a® Y Njp; 0= 2,132%/a*)/Nfu. For the buckling of the plate
we have in a similar manner (for ®=0), qir=25,76; 5,43; 4,19 N =°/a®.

In Seec. 3 a plate with clamped edge segment ¢, is considered: the edge
segment ¢, remains free, the rest of the periphery being simply supported.
The deflection of the plate is determined by the integral relation (3.1),
where M (¢) denotes the moment and R (¢§) the reaction at the edge seg-
ment c,. ;

In the basic system, in other words for a plate with the edge y =0
remaining free, the other edges being simply supported, the following
quantities are found: the deflection w, (x, y) caused by the load p, the
deflections G, (x, y; ¢, 0) and G, (x, y; &, 0) caused by the states R =1,
M =1 at the point (§,0) of the edge y = 0. From the boundary conditions
for the edge segment ¢, a system of integral equations (3.3.1) and (3.3.2)
is obtained. Two cases are discussed in detail. The first is that of a plate
simply supported along the edge segment ¢, and free along the edge
segment c,, the second concerns a plate with a slit coinciding with the
axis of symmetry.

The method of solution described above can be generalized to more
complex systems, three examples of which are represented in Figs.
8a-8c.

ZAREAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
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