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ZAGADNIENIA DYNAMIKI I STATECZNOŚCI PŁYTY PROSTOKĄTNEJ
O NIECIĄGŁYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH

WITOLD N O W A C K I (WARSZAWA)

1. Rozważmy zagadnienie płyty prostokątnej, ściskanej obciążeniem q
w kierunku osi x (rys. 1) i poddanej działaniu obciążenia okresowo-zmien-
nego. Równanie różniczkowe tego zagadnienia ma postać

Iw (C,o) psin ut

'fay)

a

y

(1.1)

3/
Rys. 1

otrzymamy

(1.2)

d'2w(x,y,t)f =P(x,y,t).

Tutaj w (x, y, t) jest rzędną ugięcia płyty,
p(x, y, t) obciążeniem płyty, N sztywnością
płyty na zginanie, wreszcie /i jest masą płyty
przypadającą na jednostkę pola jej płaszczyzny
środkowej. Zakładając, że płyta wykonuje
drgania harmoniczne, a więc przyjmując

w(x, y,t) = w(x,y)elat,

p(x, y, t) = p(x, y)eill>t,

Gdy częstotliwość drgań własnych jest równa zeru (co = 0), równanie

opisuje ugięcie^ płyty w przypadku jej jednoczesnego zginania i ściskania.
Przy braku obciążenia zewnętrznego równanie

(1.4) N &
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określa ugięcie (a- właściwie amplitudę ugięcia drgań swobodnych) płyty
ściskanej siłami q. Wreszcie, stawiając w ostatnim równaniu m = 0, otrzy-
mamy równanie różniczkowe wyboczenia płyty

(1.5) N V* V1 w (x, y) + q — ^ ' ^ = 0 .

Zajmować się będziemy przypadkiem najogólniejszym, mianowicie drga-
niami wymuszonymi przy udziale sił ściskających [równania (1.1) i (1.2)].
Z tego ogólnego rozwiązania uzyskamy rozwiązania dalszych trzech waż-
nych zagadnień: jednoczesnego zginania i ściskania płyty, swobodnego
drgania płyty oraz jej wyboczenia.

Rozważać będziemy zagadnienie płyty prostokątnej o nieciągłych warun-
kach brzegowych. Przez warunki nieciągłe rozumiemy warunki następujące.
Podzielmy brzeg płyty prostokątnej na t odcinków i każdemu odcinkowi
przypiszmy dwa warunki brzegowe, przy czym w sąsiadujących ze sobą
odcinkach krawędzi pary tych warunków brzegowych są różne. Taki zespół
warunków nazywamy «nieciągłymi warunkami brzegowymi». Jako przykład
posłużyć może brzeg płyty, który na pierwszym odcinku jest swobodnie
podparty, na drugim swobodny, na trzecim utwierdzony zupełnie itd.
"Ciągłymi warunkami brzegowymi" nazywamy parę warunków brzegowych,
która się zmienia wzdłuż krawędzi w sposób ciągły. Zarówno nieciągłe jak
i ciągłe warunki brzegowe należą do zmiennych warunków brzegowych.
W przeciwieństwie do nich mogą występować stałe warunki brzegowe nie-
zmienne wzdłuż poszczególnych krawędzi.

W rozważaniach naszych bierzemy pod uwagę zarówno warunki brze-
gowe geometryczne, jak i statyczne; ograniczamy się jednak do warunków
brzegowych określonych liniowymi operatorami różniczkowymi. Wreszcie
określeniem płyt prostokątnych o nieciągłych warunkach brzegowych obej-
miemy również płyty ze szczelinami, które podzielić można na kilka typów
płyt o nieciągłych warunkach brzegowych na niektórych krawędziach; okreś-
lenie to rozszerzymy również na płyty składające się z kilku prostokątów
oraz na płyty prostokątne dodatkowo podparte na podporach liniowych
w ich obrębie.

W pracy niniejszej rozpatrzymy najprostsze przypadki płyty prostokąt-
nej o nieciągłych warunkach brzegowych. Rozwiązanie doprowadzamy do
równań całkowych F r e d h o l m a pierwszego rodzaju. Wzory uzyskane za
pomocą tej metody podane zostały w pracy autora [1] w odniesieniu do
płyt podpartych wzdłuż odcinków w obrębie płyty. W roku ubiegłym
problem stateczności i drgań własnych płyt o nieciągłych warunkach brze-
gowych podjął S. K a l i s k i , |2] i [3], doprowadzając rozwiązanie do rów-
nania całkowego F r e d h o l m a drugiego rodzaju.
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2. Rozpatrzmy płytę prostokątną, która na trzech brzegach posiada
ciągłe warunki brzegowe, a mianowicie jest swobodnie podparta, a na
czwartym brzegu [y = 0) posiada różne warunki brzegowe na odcinkach
c, i c 2 : na odcinku c, niech płyta będzie zupełnie utwierdzona, na od-
cinku c2 swobodnie podparta.

Na płytę działa obciążenie okresowo zmienne psin w i, gdzie p = const.
"Wzdłuż odcinka c, powstaną okresowo zmienne momenty zginające, mo-
menty utwierdzenia my (x, 0,t) — M(x) sin cot. Funkcja M(x), czyli ampli-
tuda momentu utwierdzenia płyty, jest funkcją nieznaną; wyznaczenie jej
pozwoli na rozwiązanie postawionego zagadnienia.

mnw

1-sin d)t

Rys. 2 Rys. 3

Rozważmy teraz tak zwany «układ podstawowy*, w którym wszystkie
krawędzie płyty posiadać będą ciągłe warunki brzegowe. Takim układem
będzie w naszym przypadku płyta na wszystkich krawędziach swobodnie
podparta. Rozpatrzmy dla tego układu podstawowego dwa pomocnicze za-
dania. Wyznaczmy ugięcie płyty w = w0 (x, y) sin a> t wywołane obciążeniem
zewnętrznym p sin cut (rys. 2). Następnie wyznaczmy powierzchnię ugięcia
układu podstawowego, obciążonego momentem skupionym jednostkowym
1-sin cut działającym w punkcie (f, 0) brzegu y = 0 (rys. 3). Oznaczmy tę
powierzchnię przez G(x,y; £,0) sin cot. Traktować ją można jako funkcję
Gr eena .

Stosując zasadę superpozycji traktować możemy ugięcie płyty o nieciąg-
łych warunkach brzegowych na brzegu y = 0 jako sumę ugięć dla dwu obcią-
żeń, obciążenia psin cot działającego na układ podstawowy oraz momentów
M(x)sincyt rozłożonych na odcinku c3 układu podstawowego. Zatem

(2.1) w(x,y)smo.>t=w0{x>y)sino)t+ J M(i)G{x,y; | , 0)sin rot df,
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albo
i'

(2.2) w(x,y)=wa(x,y) + f M(i) G(x,y; f, 0) d£ .
o

Zakładamy, że funkcje wo(x, y) i G{x, y; £, 0) dadzą się wyznaczyć
w układzie podstawowym, który odznacza się prostotą warunków brzegowych.
Tak więc zadanie nasze byłoby rozwiązane, gdyby znana była funkcja M (£).
Wyznaczymy ją wprowadzając dotychczas jeszcze niewykorzystany warunek
brzegowy dw(x,0)/dy = 0, jaki spełnić winna płyta na odcinku ct.

Z równania (2.2) otrzymamy

(2.3) • d y ) = ^ , 0 ) + ? m dG(*,0;ft0)df

dy dy J dy

Otrzymaliśmy tu równanie całkowe F r e d h o l m a pierwszego rodzaju.
Rozwiązanie tego równania da funkcję M(f). Wstawiając tę funkcję do
równania (2.2) wyznaczymy amplitudę ugięcia płyty w (x, y).

Zauważyć należy, że*w funkcjach w0 (x, y) i G (x, y; S, 0) występują para-
metry w i q. Przy ustalonym co i q rozwiązanie równania całkowego (2.3)
daje zatem amplitudę ugięcia płyty wykonującej drgania wzbudzone.
W przypadku w = 0, równanie (2.2) określa rzędną ugięcia płyty jedno-
cześnie zginanej i ściskanej. Parametr a> nie może być jednak dowolny,
powinien on być różny od częstotliwości drgań własnych płyty. Częstotli-
wość tę określimy z równania (2.3) przyjmując wu = 0. W tym bowiem
przypadku punktem wyjścia jest równanie różniczkowe (1.4), które pro-
wadzi do równania całkowego

,2.4)

Parametr OJ powinien być tak dobrany, aby spełniał równanie (2.4).
W przypadku wyboczenia układu należy w równaniu (2.4) przyjąć cu = 0.
Parametr q powinien być tak dobrany, aby spełniał równanie (2.4) przy
(a = o. Wracając do zagadnienia drgań wymuszonych wyznaczamy dla
naszego konkretnego zadania funkcje G(x,y\C,Q) i wo[x,y).

Funkcja G (x, y; f, 0) powinna spełniać równanie różniczkowe

d2 G(2.5) i JVp 2 F 2 G + q d ^ - M « 2 G = 0
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oraz następujące warunki brzegowe:

G(0,y;f,0) = 0, V" G (0, y; f, 0) = 0,

G (a, y; £, 0) = 0, V2 G (a, y; £, 0) = 0,

(2.6) G(a:,O;f,O) = O, — J sin a„ x,

gdzie an =nnja.
Szereg

a J—
V sin an i sin a,(

przedstawia tutaj moment jednostkowy M = 1 działający na osi x w punk-
cie (£, 0), moment o wektorze skierowanym wzdłuż osi x.

Przyjmijmy rozwiązanie równania (2.5) w postaci

(2.7) G (x, y; f, 0) = ^ Gn (y, i) sin an x.
n = l

Wstawiając (2.7) do równania (2.5) otrzymamy układ równań różnicz-
kowych zwyczajnych

(2-8) . ^ | " - 2 a ? , ^ + ( a * - k X , - c 3 ) G „ = = 0 ( n - 1 , 2 , ...,00),

gdzie
, 3 q „ _ co 2

¥' C ~^ N'

Rozwiązaniem równania (2.8) jest

(2.9) G„ (y; $) = A„ sinh Xn y + Bn cosh Xn y + C„ sinh e„ y + D„ cosh s« y,
gdzie

Zauważmy, że rozwiązanie (2.7) spełnia pierwsze cztery warunki brze-
gowe (2.6); dalsze cztery przedstawić możemy dzięki podstawieniu (2.7)
w postaci

(2.10) G„(0;£) = 0, - W G ; ' ( 0 ; f ) = - |
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Z warunków brzegowych (2.10) wyznaczamy stałe całkowania

B„ = — Dn = — £- T " " ! , C„ = B n ctgh e „b, A„ = — B„ctgh;.„b.

Tak więc

2 ~ 1
(2.11) G (x, y; £, 0) = — J? %_ a (ctgh A„ b sinh A„ y — cosh A„ y —

n—\ " "

— ctgh Ł/i b sinh en y + cosh £„ y) sin a/, I sin an x.
Wyliczamy dalej

/„ «2) dG{x,0; 1,0) _ _2_ ^ / A„ £,, _ \ sin q„ f sin aa x
dy ~ Na 2i [tgh XHb tghe„bj A?, — e2

n

Zważywszy, że Â  — e'j; = 2 | k2 a* + c2 , a następnie wprowadzając
oznaczenia

P Nn2' Ó = IVJt* '

doprowadzamy związek (2.12) do postaci

2.13) d G ( x , 0 ; l , 0 ) = ^ ^ ( ^ d) = £ Qn ^ d) s i n flfl | s i n a / ; x >

gdzie

(2.14)
N n y fx2152 - tgh

|/n

a

;s + ł/na

\ n — y n f}"-\-d
brrtgh— yn — ywB--\-t

a

Funkcja wa (x, y) powinna spełniać równanie różniczkowe

oraz warunki brzegowe
(2.16)

l ( ) 3 ( 0 ) 0 ;o (a, b) = 0, F 2 w o ( ; r , b ) = 0.
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Rozwiązanie równania (2.15) przedstawimy w postaci pojedynczego
szeregu • trygonometrycznego ,

(2.17) wa(x,y)=A^~ j ; njnT^TWZ^)(
1+A''sinhl»y +

M=1,8,S, \ r J

+ B„ cosh In y + Cn sinh e„ y + D„ cosh sn y) sin an X .

Rozwiązanie (2.17) spełnia cztery pierwsze warunki brzegowe (2.16);
z następnych czterech wyznaczymy stałe An,..., D„. Ostatecznie otrzymamy

(2.18)

— tgh " sinh e„ y + - r ^ - 3 cosh A„ t / — tgh -" - sinh A„ y sin a,, a;.

Stąd

Fn {§, 6) sin «,«x = Fx (/§, <5),
n=l,3,5,

= 2 P "" — -— 7 = []/n2
n {(i, d) = 2 P " — - — 7 _ = []/n

JV jr'1 n |/ n " — n 2 ,S2—<32 l/n 2 (S2 + <52 [

X tgh YaYn*- yn2p2+d2— I n 2 — 1 n 2 / ? 2 + ^ t g h - ^ |/n 3 + |/n2/Sa+<52

Wracamy do równania całkowego (2.3). Zapisać ję możemy w postaci

^ 1 C I ^ T \

(2.19) V F„(/3, (5)sin a„x + M(|) V Q„ (/S, <5) sin a„£sina,,x d f = 0 .
n =1,8,5, -; n = l '

Rozwiązanie ścisłe tego równania całkowego napotyka na duże trudności.
Posłużymy się tutaj' metodą przybliżoną, zastępując całkę występującą
w równaniu (2.19) sumą. Dzielimy krawędź płyty na s jednakowych od-
cinków, odcinek c, na r odcinków Ax:

(X — S • /\ OC) . C ^ — T * ZA 3C .

Równanie (2.19) doprowadzamy do układu równań liniowych

r

(2.20) Fi(P,ó)+ £ MjKij(P,d) = 0 ( i = 1,2, ...,?•),
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M/3, <5)= 2 F ' ' (M)s in n f^
H=t,3,5,

• IO st\ \ ^ r \ i o a \ - n 7 l ^ - n n J -n • / -

.,j{p,d)= > Q„(p, o)sm sin dla 17^ j
2s

} Q„(/3, <5)sin — sin8 ^.
«= 1.3,5,

Przy ustalonych parametrach /3 i ó wyliczamy wielkości F,, Ky i roz-
wiązujemy układ równań (2.20) względem Mj.

Rozważmy przypadek szczególny, kiedy Cf=a. W tym przypadku
rozwiązać możemy równanie (2.19) w sposób ścisły. Przedstawmy M(f)
w postaci szeregu trygonometrycznego

(2.21) M(£)= V Mm^nr^^-.
ć-i a

Wstawiając powyższy szereg do równania (2.19) i wykonując przepisane
całkowanie otrzymamy

stąd

(2.22)

W przypadku drgań własnych płyty o nieciągłych warunkach brzego-
wych równanie całkowe (2.19) uprości się do postaci

(2.23) I M(£)i y Qn (0, ó) sin a„ I sin a„ x \ d £ = 0.
J \ n =i

Rozwiązanie przybliżone tego zagadnienia prowadzi do układu równań
jednorodnych

(2.24)

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (2.24) daje poszu-
kiwane równanie warunkowe, z którego wyznaczyć można częstotliwość
drgań własnych. Warunek ten ma postać

(2.25) I Ku (/S,(3)l = 0 (M = l,2,...,r).
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Wyznaczmy podstawową częstotliwość drgań własnych płyty kwadra-
towej, utwierdzonej zupełnie na odcinku ct = a/2, a na odcinku c2 oraz
pozostałych krawędziach swobodnie podpartej. Podzielmy krawędź y = 0
na sześć części (s = 6). Załóżmy dalej, że q = 0 (j8=0).

Wyznacznik (2.25) przyjmie postać

| K y (0,(5)1 = = 0 ( U = 1,2,3; s = 6),

gdzie
Da =

1 dla i ^= j ,

2s . nn
— sin — dla i = i.nn 2s

Drogą prób uzyskano dmin — 2,41, stąd «,«/;; = (2,41 7ta/a3) ['N/fi.
Dla utwierdzenia zupełnego na odcinku c, = a/3 otrzymano z wyznacz-

nika następujący związek:

= 0 (i, j = 1,2; s = 6).^ p sin
Tak więc przy podziale odcinka c, na dwie części A x mamy

dmin — 2,35 , iOmin = 2,35 —r. 1 / •

Wreszcie dla utwierdzenia zupełnego na odcinku ct = a/6 otrzymano

<5mm = 2,13, comln = 2,13 —g 1/ — .

Siłę krytyczną wyboczenia płyty znajdziemy z warunku

|Ky(/9, 0)| = 0 (ż,i=l,2,. . . ,r).

Postępując podobnie jak w przypadku wyznaczenia częstotliwości drgań
własnych otrzymano dla

c i —

£„„-„=2,40,

fimtn == 2,33 , *r=5,43 -•a '

= a/6, „,„ = 2,12, q f t , = 4,49

Uzyskane wyniki liczbowe są zgodne z wynikami, które otrzymał
S. K a l i s k i rozwiązując to samo zadanie odmienną metodą, polegającą
na sprowadzeniu zagadnienia drgań i wyboczenia płyty o nieciągłych
warunkach brzegowych do równania całkowego F r e d h o l m a drugiego
rodzaju, [2], [3].
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•>. Weźmy pod uwagę płytą prostokątną, która na odcinku c, jest
utwierdzona zupełnie, na odcinku c, swobodna, na pozostałych krawędziach
swobodnie podparta. Niech na płytę działa c 1
obciążenie psin wt, gdzie p — const. N i l FTN I I I I

Obciążenie to wywoła na odcinku c, nie-
znany moment

my (x, 0) sin mt = M (£) sin w t

oraz reakcję podporową

qy (x, 0) sin OJ t = R (£) sin co t.

Przyjmijmy jako układ podstawowy płytę na
brzegu y = 0 swobodną, a na pozostałych
brzegach swobodnie podpartą.

Oznaczmy przez wo(x, y) amplitudę ugięcia
wywołaną obciążeniem zewnętrznym, przez RySi 4
Gr(x, y; i, 0) i G2(x, y; i, 0) odpowiednie funkcje
G r e e n a dla obciążeń R = 1 i M = 1 działających w punkcie (S, 0)
{rys. 5 a i 5b). Amplitudę ugięcia płyty o nieciągłych warunkach brzego-
wych znajdziemy ze związku superpozycyjnego

(3.1) w (x, y) = u>„ (x, y) + / R (*) G, (cc, y; f, 0) d I + / M(f) G2(x, y; I, 0) di.

ZZZZZZZZZ7

Nieznane funkcje R (f) i M (I) wyznaczymy wykorzystując warunki brze-
gowe, występujące na odcinku cx

dio(x,0)
(3.2) -u;(x,0) = 0I

= 0 .
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Uzyskamy w ten sposób układ dwu równań całkowych

(3.3.1) wtt Cc, 0) + | R (£) G, (x, 0; se, 0) d M (I) G, (ar, 0; I, 0) d £ = 0,

(3.3.2) ^ '(£) dG»(s,O;£,0)

Z rozwiązania tego układu równań otrzymamy funkcje R(f) i M(£).
Po wstawieniu ich do równania (3.1) znajdziemy amplitudę ugięcia płyty
o nieciągłych warunkach brzegowych.

Rozważyć należy jeszcze wypadki szczególne. Mianowicie w przypadku
swobodnego podparcia płyty wzdłuż odcinka c, moment utwierdzenia będzie
równy zeru. Z układu równań (3.3.1) i (3.3.2) pozostaje równanie

(3.4) wu (x, 0) + j R (£) Gi (x, 0; i, 0) d | = 0
o

W przypadku gdy wzdłuż odcinka c, jest.
= 0, ale M(f)-?^0, otrzymamy

(3.5) A-o(
oy

dy
ó

Rys. 6
Szczegółowiej omówimy dwa proste przypadki.
(1) Dana jest płyta prostokątna na odcinku cL swobodnie podparta,

na odcinku c3 swobodna, na pozostałych krawędziach swobodnie podparta.
Wyznaczyć należy częstotliwość drgań własnych płyty.

Wyznaczymy ją z równania

(3.6) (0 ;§ x <ś

Funkcja G, (x, y; f, 0) powinna spełnić równanie różniczkowe

(3.7) —
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oraz warunki brzegowe

G,(0,y;£,0)-0,

<3.8) ' * d'v*'" ~~ +

,y;£,0) = 0, G, (a,y; I, 0) = 0,

F a Gi (a, j/; £, 0) = 0,

,d»G,(x,0;f,0) 2 £,

n^-i

Rozwiązanie równania (3.7) podamy w postaci pojedynczego szeregu
trygonometrycznego

(3.9) G, (x, y; i, 0) = £ Yn (y; i) sin u„x.
n-1

Szereg ten spełnia cztery pierwsze warunki brzegowe grupy (3.8) i spro-
wadza równanie różniczkowe cząstkowe (3.7) do układu równań różniczko-
wych zwyczajnych

rozwiązaniem którego' jest

(3.11) Y,i = A„ sinh ?.„ y + B„ cosh /.„ y 4- C„ sinh en y + D« cosh e„ y

Wielkości ln oraz e« określone są wzorem (2.9.1). Stałe całkowania A„,...,D„
wyznaczamy z czterech dalszych warunków brzegowych grupy (3.8), które
ze względu na (3.9) przyjmują postać

(3.12)
- JV | Y;;; (0; f) — (2 — v) a* T„ (0; £)] + 1 • — sin a„ I = 0.

Ostatecznie po prostych przeliczeniach otrzymamy

2
(3.13) G, (x, y; f, 0) = V Y„(y; I) sin «„ a: = —r̂  V [sin a„ 4 sin a„ x X

X [(Ą — a;, v) tgh e„ b (tgh A« b cosh A„ y — sinh AB y) +

+ (A;, — a^ r) tgh ln b (sinh e„ y — tgh s„ b cosh e„ y)]}:
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Występującą w równaniu (3.6) funkcję G, (x, 0; £, 0) określa wzór

G, (x, 0; £, 0) = Kxi (/?, <5) = V Q„ Q3, <5) sin a ; ! f sin «„ x,

gdzie
4 a2

32 — ( 1

~~ 7i b / —- -
5 a t g h - - | / n a — | - n 2 /

U

iz— |/na/9a+<5a

<52 +.(1 —»-) n 2 j 3 | n 2 — ]/# | /n 2P t g h - - |/n 2

Stosując przybliżony sposób rozwiązania równania (3.6) zmienimy wy-
stępującą w nim całkę na sumę

r

W przypadku c]==a/2, przy /3 = 0, jeśli podzielimy odcinek c, na 3 części
Ja:(r=3), otrzymamy drogą prób z wyznacznika |K,y(0, <5)| = 0 (i, j = l, 2, 3):

i,5o, . „ „ , = i , 5 0 1

I

b

f ł t t ł ł

61

_ J

6

M ł ł ł M
i /

Jeżeli w układzie równań (3.14) przyjąć
co = O (<5 = 0), to przy podziale odcinka c, na 3
części Ax otrzymamy

R • = 1 Qfi n ; — ^ fi4 ^

(2) Dana jest płyta prostokątna o bokach
a i 2b z wycięciem o długości c2 na osi symetrii
płyty. Wyznaczymy najmniejszą częstotliwość
drgań swobodnych oraz siłę krytyczną wybo-

Rys. 7 czenia płyty. Postać ugięcia płyty będzie
w obu przypadkach symetryczna względem

osi x; wzdłuż tej osi znikną siły tnące. Wzdłuż prostej y = O, która roz-
dzieliła płytę na obszary I i II, mamy do czynienia z nieciągłymi warun-
kami brzegowymi. Układem podstawowym będzie płyta I swobodnie podparta
wzdłuż krawędzi o; = 0, x = a, y = b, a swobodna wzdłuż krawędzi y — O.
Nieznaną funkcją w naszym zadaniu będzie funkcja M(£) występująca na
odcinku c,.
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Ugięcia płyty I i II przedstawiają wzory

(3.15)

Z warunku

rx'
dWi

dy

j.ufo y'; f, 0) df.

\dvOg] _ „

W U " 0
_y=0

otrzymamy równanie całkowe

(3.16)

albo

(3.17)

[ M tf) ( ^ ^ y M l + ̂ JjG^O))d i==

Funkcja G2(cc,y; f, 0) przedstawia tu ugięcie płyty wywołane działaniem
momentu skupionego M = l w punkcie (?, 0) (rys. 5b). Wyznaczymy ją
z równania różniczkowego

(3.18) N |72 F2 G2 + q < ' — p or G2 = 0

o warunkach brzegowych

(3.19)
d3Ga(a,0;g,0)\ , , 2

G,(x, b; (, 0) = 0, :G2(x,b;f,0) = 0 )

Rozwiązanie równania (3.18) różni się od rozwiązania równania (3.7)
jedynie warunkami brzegowymi wzdłuż prostej y = 0. Rozwiązanie rów-
nania (3.18) ma postać
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(3.20) Ga (z, y; 1,0) = J P Y„ (y, £) sin a„ x = — - ^ {sin a„ I sin a„ x :
,1=1 H~l

x {[ej — (2 — v) a?n en | (tgh A„ b cosh A„ y — sinh A„

+ [A* — (2 — r) al A„] (sinh e„ y — tgh e„ b cosh e„ y)} .
Stąd

d G . l i . 0; f, 0) Tr .„ c,
-ŁW:; V/J, LM s ' l\Pt O) Sin Cir,

gdzie

(3.21) Qn(fi,&) =

|/n9 + | / n 3 ^ + g ]/'n9 l/

— | |/nVa+<5a + (1—^)n2j2 j-n2 — yrPp+Ó* t g h ^ | 'n a + i / n ^ + ó

Przybliżone rozwiązanie równania całkowego, napiszemy w postaci

(3.22)
y = l

Podamy dwa przykłady liczbowe. Niech b = a/2, c 1 = a / 2 . Podzielmy
odcinek c, na trzy części (c,==r/lx, r==3), a bok a na 6 części {a = sAx,
s = 6). Wtedy

3

(3.23)

Najniższą częstotliwość drgań płyty nieściskanej znajdziemy drogą prób
z wyznacznika układu równań (3.23):

(3.24) | Ky (0,<3)| = 0 (i, j —1,2,3).

Otrzymamy . ^ r~~
dmin = 1,64, CO,,un = 1,64 ~2 i / .

Siłę krytyczną płyty znajdziemy jako najmniejszy pierwiastek wyznacznika

(3.25) \Ktj(fi, 0)j = 0 (i,j = l,2,3).
Otrzymamy w 2

Pmin = 1,91, q/{,==,31D5—^ •

Podaliśmy tu rozwiązanie najprostszych i najbardziej typowych przy-
kładów płyt o nieciągłych warunkach brzegowych. Oczywiście, przedsta-
wiony sposób rozwiązania da się rozszerzyć na dalsze, bardziej złożone
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przypadki. Na rysunku 8 a, 8b i 8c podajemy trzy charakterystyczne przy-
kłady takich układów.

W przypadku płyty ciągłej dwuprzęsłowej (rys. 8 a) nieznaną funkcją
jest moment zginający M(£), występujący na podporze liniowej a-a. Rów-
nanie całkowe zagadnienia otrzymamy wykorzystując warunek ciągłości
płyty nad podporą a-a.

W przypadku płyty przedstawionej na rys. 8b najwygodniej będzie
podzielić płytę przekrojem /3-/S na dwie płyty prostokątne. Wzdłuż pro-
stej /S-/3 wystąpią dwie nieznane funkcje: moment zginający M(£) i siła
tnąca T (£). Dla ułożenia układu dwu równań całkowych skorzystamy tu
z dwu warunków ciągłości {wl — wn, dwjdyl = dwll/dyu) w przekroju /S-/3.

1u
1—

I
/ I

i »•

Rys. 8

Wreszcie w przypadku płyty prostokątnej z podporą liniową w jej
obrębie można jako niewiadomą funkcję przyjąć reakcję podporową R(l),
występującą wzdłuż odcinka c v

Z warunku zerowej wartości ugięcia wzdłuż odcinka c, otrzymamy
równanie całkowe zadania, [1],

Dalszą możliwość rozszerzenia zagadnienia otrzymuje się przez uwzględ-
nienie sił podłużnych w obu kierunkach osi współrzędnych. Równanie (1.1)
wzbogaci się o składnik q2 d

2 w/d y2.
W przykładach naszych ograniczyliśmy się do nieciągłych warunków

brzegowych w obrębie jednej krawędzi, nic jednak nie stoi na prze-
szkodzie, aby rozszerzyć zagadnienie na nieciągłe warunki brzegowe na
kilku brzegach, analogicznie jak to uczyniono w pracach [4] i [5] autora,
dotyczących statyki płyt.

Literatura cytowana w tekście

11] W. N o w a c k i , Drgania własne i wybaczenie płyt prostokątnych podpartych
swobodnie na obwodzie i punktowo w obrębie płyty, Arch. Mech. Stos. 3 (1953).

[2] S. K a l i s k i , Drgania płyt podpartych w przęśle i o nieciągłych warunkach
brzegowych, Biul. Wojsk. Ak. Techn. 2 A (1954).

[3] S. K a l i s k i , Stateczność płyt o nieciągłych warunkach brzegowych, Biul. Wojsk.
Ak. Techn. 10 (1954).

[4] W. N o w a c k i , Płyty prostokątne o mieszanych warunkach brzegowych (I),
Arch. Mech. Stos. 3-4 (1951).

[5] W. N o w a c k i , Płyty prostokątne e mieszanych warunkach brzegowych (U),
Arch. Mech. Stos. 2 (1953).
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P e 3 io M e

nPOBJIBMH flHHAMHKH H YCTOHHHBOCTH ITPflMOyrOJIbHOH
nJIACTHHKH C PA3JIHHHHMH KOHTyPHblMH yCJIOBHHMH

BBIHy2KfleHHBIX KOJieGaHHM npM BaJIHHHM: IIOCTOJIHHBIX C3KM-
CMJI BBrpaaieHa fljtcptpepeHijMajiBHBiM ypasneroieM (1.1). 3 T O

coflepjKJiT pa/j OOO6BIX cjiy^aeB. ^ J I H W I •» 0 jflvreeM npoÓJieMy
W3rn6a M cssaTKH njiacTHHKM. OflHopoflHoe #H(pcpepeH-

ypaBHeHHe (1.1) fp = 0) npeflCTaB,7iaeT co6oił CBo6o,n;HBie KOJie6a-
HMH HJiacTMHKM, a B cj iynae <a = 0 — npo6jieMy ycroiłHMBOCTii
B p a d o r e paccMaTpMBaioTCfl rrpocTewuiMe cjiynaw KOJieGanwił M
BOCTM npHMOyrOJIBHOM nJiaCTKHKM C pa3JIMHHBIMH KOHTypHBIMM yCJIOBMHMM.

Bo BTopoM nyHKTe paocMOTpeHBi BBmyaKflejiHBie KOJie6a:HMH
yrOJIBHOM nJiaCTMHKM C pa3JIMHHBIMH KOHTypHBIMM yCJIOBHHMM Ha
CTOpOHe miaCTMHKM. B TaK Ha3. OCH0BH0M CMCTeMe OJiaCTMHKe C He-

rpaHMHHBiMM ycjioBMHMM — peuiaiOTCH onepBa flBe BcnoMO-
-p^w. onpe^ejiHeTCH noBepxHOCTB n p o r n S a wa{x\y)s'ui cal

Harpy3KM p s i n cot, a 3aTeM onpeflejiaeTCH nporw6 G(x, y) £, 0 ) s i n at
F p M H a) njiacTMHKH, noflBepraeMOM fleiłcTBMio oocpe#0T0HeH-

Horo MOMeirra, npmioaceHHoro B TOHice (f, 0) KOHTypa njracTMHKM.
O6o3Haiafl nepe3 M (i) sin co t MOMenr 3aff,ejiKa njiacTMHKM n a oTpeaKe

Cj, nojiynaeM p,na n p o r n 6 a njiacTHHKM c pa3JiMHHBiMM KOHTypHBiMH ycjio-
BMHMM HHTerpajiBHyio d>opMyjiy (2.1). HeM3»ecTHyio dpyHKiiMio MOMema
sameMJieuMfl MOSCHO onpeflejiHTB n o ycjioBMio dw(x, 0)/ć y — 0 Ha OT-
pe3Ke cv 3 T O ycjioBne npuBOflwr K MHTeppajibiHOMy ypaBHeHMio (2.3)
$ p e f l r o j i Ł M a nepBOro po^a. B cj iynae CBOISO^HBIX KOJieOaHKM MJIM
norepH ycToiiHMBocTM njiacTMHKM, ypaBHeHHe '(2.3) ynpocTMTCH
(2.4). 3 T O ypaBHeiHMe pemaeTCH rrpiiGjiMSKeHHBiM cnoco&oM, saMei-i
rpaji cyMMoił H npeo6pa3OBaHMH HHTerpajiBHoe ypaBneni ie B CMCTeMy JIM-
HeMHBIX ypaBHeHHM. ECJIM npHpaBHMTB K HyjIIO /I,eTepMMHaHT 3TOM CMCTeMBI

ypaBHeHMw, TO noJiynaeTCH ypaBHeroie fljia CO6CTB6HHBIX K O -
HJIK ycTOM îHBOCTM njiacTMHKM. KopHM 3Toro ypaBHeHMH onpe,n;e-

n p n noMomw: npo6HBix BbiHMCjieHMM. J\JIH KBaflpaTHoił njiacTMHKM,
3ameMJieHHoił n a OTpe3Ke c t = a/2, a/3, a/6, nojiynaiOTca 'cJiefly»Dii];iie

n p w q = 0): coj = 2,41 TE2/

narpy3KH noj iynaercH aHajiorMHiHo (npw <a = 0)
qAr = 5,76; 5,43; 4,19 N n2/a2.

B TpeTBeM nyHKTe paÓOTBi paccMaTpMBaercH nnacTKHKa, 3atu;eMjieHHaH
Ha OTpe3Ke c3 M CBoSo^jHaa Ha OTpesKe c2, n a oCTajiBHBix see cT-opoHax
CBoSoflHo onepTan. njponn6 njiacTKHKK onpeflejieH MHTerpajibHoił 3aBMCM-
MOCTbK) (3.1), B KOTOpOM M (i) o6o3HaHaeT MOMeHT SaflejIKM H R(i)
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peaKijMłb o n o p t i na 0Tpe3Ke c v B OCHOBHOM CHCTeme — CBoSoflHaa njia-
. Ha cTopoHe y = 0, Ha ocTaji&Hbix CTopoHax CBO6O^HO nof lnepTaa—

ocjieflOBaTejiHHo nporwS wa (x\ y), oSycjioBjieHHbrił narpy3-
KOM p, 3aT&M uporwSbi G x (x, y ; £, 0) w G2 (X, y ; £, 0), <o6ycjioBJieHHbie
COCTOHHHHMM R = l H M = l , fleilCTByiOiUMMH B TOHKe (f, 0) CTOpOHbl y = 0.
Ms KOHTypHbix ycjioBMM na OTpesKe C] nojiyHaeTCH CMCTeMa mrrerpajib-

ypasHeHMM (3.3.1) M (3.3.2). no,n;po6HO paccMaTpMBaioTca flBa cjiynaa:
CBoSoflHo noftnepTOM na OTpeaKe c x u cBoSoflHoii na 0Tpe3Ke

c2, a TaKJKe cjiynaił miacTKHKM co mejibio Ha OCH cwMMeTpiDi.
HbiM onoooS peinetma MiOJKHO paonpocTpanMTb na Sojiee

CMCTeMbi, H3 KOTOpbix Tpw — B' KanecTBe npMMepa — npeflCTaB-
Ha puc. 8a - 8c.

S u m m a r y

SOME PROBLEMS OF DYNAMICS AND STABILITY OF A RECTANGULAR PLATE
WITH DISCONTINUOUS BOUNDARY CONDITIONS

The problem of forced vibrations of a plate subjected to constant com-
pressive forces is described by the differential equation (1.1). This equation
comprises a series of particular cases. For to = 0 it represents simul-
taneous bending and compression of the plate. The homogeneous diffe-
rential equation (1.1) (p = 0) expresses the problem of free vibrations
of the plate and, for w = 0, that of buckling of the plate.

In this paper the most simple -cases of vibration and stability of a rec-
tangular plate with discontinuous boundary conditions are considered.

In Sec. 2 forced vibrations of a rectangular plate with discontinuous
boundary conditions on one edge are considered. Two auxiliary problems
are first solved in the so called basic system consisting of a plate with
continuous boundary conditions. These are: the surface of deflection
w0 (x, y) sin w t for the load p sin w t and the deflection G (x, y; | , 0) sin a> t
(G r e e n' s function) of the plate subjected to a concentrated moment
at the point (f, 0) of the edge.

Denoting by M (f) sin m t the moment at the built- in edge segment cu

an integral formula is obtained for the deflection of a plate with discon-
tinuous boundary conditions. The unknown function of the moment at
the built-in edge segment can be found from the condition dw(x, O)/dy = O
for the segment Cj. This condition leads to F r e d h o l m ' s integral
equation of the first kind, (2.3). In the case of free vibrations or buckling
of the plate this equation is reduced to the form (2.4). This equation is
solved in an approximate manner by replacing the integral by a sum, thus
obtaining a system of linear equations instead of one integral equation.
Taking the determinant of this system of homogeneous equations as being
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equal 'to zero, we obtain conditions fo<r free vibrations or buckling. The
roots of this equation are determined by the trial and error method. For
a square plate with clamped edge segment d = a/2, a/3, a/6 the following
frequencies of free vibrations (for q — 0) are obtained oo: = 2,417ia/a? ]/N//I ;
cos = 2,35 Ji7a2 j/N/V; coa = 2,13 Ji~fd2 ^N/fi. For the buckling of the plate
we have in a similar manner (for to = 0), qftr = 5,76; 5,43; 4,19NTC'2/^.

In Sec. 3 a plate with clamped edge segment ct is considered: the edge
segment c2 remains free, the rest of the periphery being simply supported.
The deflection of the plate is determined by the integral relation (3.1),
where M (£) denotes the moment and R (£) the reaction at the edge seg-
ment Ci.

In the basic system, in other words for a plate with the edge y = 0
remaining free, the other edges being simply supported, the following
quantities are found: the deflection w0 (x, y) caused by the load p, the
deflections Gt (x, y; £, 0) and G2 (x, y; £, 0) caused toy the states R = 1,
M— 1 at the point (f, 0) of the edge y = 0. From the 'boundary conditions
for the edge segment c, a system of integral equations (3.3.1) and (3.3.2)
is obtained. Two cases are discussed in detail. The first is that of a plate
simply supported along the edge segment Cj and free along the- edge
segment c2, the second concerns a plate with a slit coinciding with the
axis of symmetry.

The method of solution described above can be generalized to more
complex systems, three examples' of which are represented in Figs.
8a-8c.
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