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WYBOCZENIE I DRGANIA WEASNE POWLOKI WALCOWE]

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na Zebraniu Naukowym Zakladu Mechaniki
Oérodkéw Ciaglych IPPT PAN w dniu 8 listopada 1954 r.

{. Dana jest powloka walcowa o przekroju kotowym, na krawedziach
swych podparta w sposéb przegubowo przesuwny, Sciskana wzdluz brzegow
x =0, x=a obcigzeniem $ciskajgcym o stalej intensywnosci g (rys. 1).

Rys. 1

Niech ponadto na powloke dziala obcigzenie radialne na pasmie o szero-
koSci 4¢ (rys. 2). Punktem wyjScia dalszych rozwazan jest réwnanie

rézniczkowe powierzchni ugiecia powloki
jednoczesnie zginanej i éciskanej, podane
przez W. Z. Wtasowa, [1],

]

W
d x?

(1.1.1) 0,

Fle—

R
Ed

a2

1 0% § 0w
(1..1.2) B o + N | ‘w—i—qw-—p.

=

¥

I ) P P

" Rys. 2

We wzorach tych w oznacza radialne ugiecie powloki, R jest promieniem
kola, N=EF 6°/12 (1 —+*) sztywnoscia zginania powloki, » odwrotnoScig
liczby Poissona, E modulem sprezystosci, d grubosciy powloki Przy
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zalozeniu przegubowo przesuwnego podparcia powloki (dla y=0 lub y==b:
w=0, u=0, Ny=0, M, =0; dla x=0 lub x =a: w=0, v=0, N,=0,
M,=0) funkcje ¢ i w przedstawi¢ mozna w postaci podwdjnego szeregu
trygonometrycznego

(1.2) g = Z E Qn.mSinap xsin fny,

n=1 m=1

(1.3) w= 2 Z bs, m sin (I:;SCSinﬁmys

n=1 m=1

m

' P’m T b

n
Uy = ——
n a

‘Rowniez obcigzenie p wyrazimy szeregiem Fouriera

sinne\? . ;
(1.4) :*2 Z pmsma,; ( e ) sinuyxsinfiny .

n=1 m=1

Wstawiajge (1.2), (1.3) i (1.4) do réwnan (1.1.1) i (1.1.2) po wyeliminowaniu .
wspotezynnikéw au,,» 1 wyznaczeniu wartosci by.n uzyskamy nastepu;ace
wyrazenia dla ugiecia powloki:

sinne
9 o oa Pm sinan & (_n—e_)
(1.5) w = — 2 2 R — sinap 2 sin B y,
n=1 m=1 n,m
gdzie
Es 4,

= R e € GG Lot | SRRt
Dn.m_' N {aﬂ +8m) R? (ni_l_ﬁ?n)z qa,.

Dla &¢->0, a wiec dla obciazenia p dzialajagcego wzdluz linii x =¢,
ofrzymamy

_2-v pm sinay &
" S —~—sina, x sin
o 4 n;: =1 Du m . it bmy.

Korzystajac ze wzoru (1.6) latwo jest poda¢ ugiecie powloki, wywolane
dzialaniem momentu M rozlozonego wzdiluz linii x=¢. Roézniczkujae w
wzgledem & i zastepujac ps przez M, (gdzie M, jest wspdlczynnikiem
rozwinigcia Fouriera momentu M) uzyskamy

o 2 s Mmancosanf r .
(1.7 W= Z' 2 . sina@sin Bmy
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Przesuwamy teraz momenty M do lewego brzegu plyty (6==0). Otrzy-
mamy

2 5 : 5
(1.8) W = Z‘ Z D, Sinanisin Bmy.

a

n=1 m=1

Niech teraz na brzegach x=0, y =0, x=a i y =01 dzialajg dodatnie
momenty, ktére oznaczaé bedziemy odpowiednio przez A(y), B(x), C(y),
D(x), a ich wspdlczynniki rozwiniecia Fouriera przez Au, B, Cu
i D,. Powierzchnia ugiecia powloki poddanej dzialaniu sit Sciskajagcych g
oraz dzialaniu momentéw brzegowych przyjmie postaé

sina,xsinfiny
D-‘LHI '

=1 m=1

9 oo oo
(1.9) w EEZ 2 {Ct.q lAm"‘ {_1_‘-'HCmI = QﬁmIBu‘ (“"’1)mDrxl I

gdzie ¢ =a/b. :

Powyzsze rozwigzanie jest punktem wyjécia do okreélenia warunkow
wyboczenia powloki o brzegach w dowolnej kolejnosci przegubowo prze-.
suwnie podpartych lub przesuwnie zupelnie utwierdzonych.

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, tj. powloke mna krawedzi x =0
zupelnie utwierdzong, a na pozostalych brzegach podparta w sposob prze-
gubowo przesuwny. W tym przypadku przyjmujemy we wzorze (1.9)
Cn=01 B,=D;=0.

7 warunku utwierdzenia zupelnego powloki na krawedzi x =0, {j.
z warunku

(1.10) g—‘;’] =1,
=0
otrzymamy '
2 ST
Pl Do
n=1,2,...

Poniewaz w przypadku wyboczenia jest An 5 0, zatem warunkiem wybo-
czenia jest

(1.11) | Z ==,
n=1.20

Wprowadzajace oznaczenia

a qa’ _ Eéad* 12{17;-“)_{0. AT
b’ N#*’ " RENA ot (

y:
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otrzymamy warunek wyboczenia (1.11) w postaci

-~ n:!

(1.12) \' i =0
= ...v.- 2 2 2\2 ) T T T E
1=12... (n* + o®m?) I}nﬂ-i—ggme}"’ 81k

Najmniejszy pierwiastek s powyzszego wyrazenia daje najmniejsza
warto$é sily krytyeznej. Zauwazmy, ze dla R-co (zatem dla y - 0) prze-
chodzimy z zagadnienia wyboczenia powloki do zagadnienia wyboczenia
plyty prostokatnej, [2].

Niech teraz brzegi powloki x =0 i x=a bedg utwierdzone zupelnie;
na brzegach y=10 i y="> niech powloka bedzie podparta w sposéb prze-
gubowo przesuwny. Wstawiajac do réwnania (1.9) B, = D, =0 oraz
Ay =Cp otrzymamy z warunku [dw/dz],.,=0

@ [1—(— 1]

(1.13.1) __5.45; =0
albo
,
(1.13.2) A % = — =0,

n=1,3,..(n? + p? me)? - y ?‘RT—F—QBm—z)E —gnt

Warunek ten jest sluszny dla postaci wyboczenia symetrycznej wzgledem

osi. Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia, przyjmujac Am =-—C,,
otrzymamy
(1.14) e S — )l

n=2.4.... (n% 4+ m? 93}2 e s nt

(1‘12— +—éé' mﬂ'}z T

Analogicznie dla przypadku zupelego utwierdzenia brzegéw y=01iy=>b
oraz postaci- wyboczenia symetrycznej wzgledem osi y = b/2 warunkiem
wyboczenia jest

o 2
1.15.1 et
( ) y Dﬁ.-‘ﬁ 0
m=1,8, ...

albo

ke 2
(1.15.2) Z‘ i = 1

R P e s
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Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia® otrzymamy

2

16.1 S T
(1.16.1) _;; 0
albo
(1.16.2) Z _m - —0.
=2.4,... (n* + p* m?)* +y[n3——-——~+ m ._;)3—5-;3,2

Rozwazmy przypadek wyboczenia powloki wzdluz wszystkich krawedzi
przesuwnie catkowicie utwierdzonej. Ograniczamy sie na razie do postaci
wyboczenia symetrycznej wzgledem obu osi symetrii powtloki (A = Cu ,
B,=D,). Z warunkéw uiwierdzenia plyty wzdluz prostych =0 i y=10

0w ow
— :D, z‘}
a:r".t':ﬂ [ay ‘JJ:”

otrzymamy uklad réwnan

(1.17)

2

\ a - an B
1.18.1 An ' - " == = !
( ) d __24 n,m T e —ZI Dn m
n=13.. n=1.8,.
(1.18.2) W Y AS' LI 0 Z
. mi=1,8, ... Mot m=1,8,. o

Eliminujge z powyﬁszégo ukladu réwnan B, otrzymamy

(1.19) : An— ¥ AiKni=0,
r'—.-;._.:-‘;..,.
gdzie )
ﬁm fjf i
Km.- A S

G:u r- 1_:: Dr. m Dr.:’ H.r .
WprowadziliSmy tutaj oznaczenia
== 2 2
uu ﬁ k

Du.m ' Dr..i-' )

n=1,8:... k=1,8,..

Gm ==

Przyrownanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (1.18) daje rownanie
| 1—ky — Ik, — Ky

(1.20) ll — kay 1 —kay —kyy . . . | =0,
‘ — ky, — ks 1— ks,

|
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ktére jest poszukiwanym warunkiem wyboczenia. Najmniejszy pierwia-
stek rownania (1.20) okre$la najmniejsza sile krytyczna powloki qnr=
= (N #%/a®) Smin. Dla celéw praktycznych wystarczy ograniczy¢ sie do wy-
znacznika czwartego stopnia. Dla y = 0 przechodzimy do zagadnienia plyly
zupelnie utwierdzonej wzdluz wszystkich krawedzi, [3].

Dla postaci wyboczenia antysymetrycznej wzgledem linii @ =a/2 nalezy
w wyjéciowym zwigzku (1.9) wstawi¢ A, =-—-C, 1 Bi=D, (m=2,4,6, ...,
n==1,3,5,..). Mamy w tym przypadku zagadnienie wyboczenia plyty
utwierdzonej wzdluz trzech przyleglych krawedzi, a wzdluz czwartej swo-
bodnie podparte;j. _

Warunki Au=Cpn i Ba=—D, (m=1,3,.., n==2,4,...) prowadza do
zagadnienia wyboczenia powloki zupelnie utwierdzonej wzdluz brzegow
x=0, x=0a i y=">b, a wzdluz brzegu y=">b;2 swobodnie podparte;j.

Wreszcie gdy Ap =—Cy i By=—D, (m,n=2,4,...), mamy przypadek
wyboczenia powloki zupelnie utwierdzonej wzdiluz brzegow x =01 y=0,
a wzdluz brzegow x=a/2 i y=0>02 swobodnie podpartej.

Wymienione trzy przypadki wyboczenia powloki prowadza deo ukladu
dwu réwnan, analogicznego do ukladu (1.18).

Przy uzyciu podwojnych szeregéw trygonometrycznych rozwigzaé mo-
zemy dalsze, bardziej zlozone zagadnienia statecznosei powloki walcowe;.

Niech bedzie dana powloka

L S e (rys. 3) na obwodzie pod-
y ,..,_. .
3 /)(’ x T //:/m > L parta w sposéb przegubowo
/ I // v.;.\\ ~7 qu przesuwny, a ponadto po-
7 / / siadajaca niepodatng linio-
- adajaca niepodatng linio
E_a wa podpore wzdluz prostej
Rys. 8 y=0. Podpora ta dzieli

powloke na dwie czeéei:
na czgsé 1 i czese II. Jako niewiadoma funkeje w naszym zadaniu przyij-
miemy B(x) przedstawiajaca wielko$¢ momentu podporowego wzdiuz pro-
stej ¥,=0, ki6éry powstaje wskutek wygiecia powloki dla g = qr.
Réwnanie ugiecia powloki wywolanej momentem B(x) przyjmie naste-
pujaca postaé:

dla obszaru 1

2y Buﬁm 1511'1(1 xsmp’ 1 Y
(1.21.1) W in up & SiN fim,
I 5‘ Drt m, | ’

dla obszaru II

(1.21.2) w, _bi By 11 Smg,..r Sin B 1 y,,
n.m, 1l

=1 m-—1
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We wzorach powyzszych przyjeto oznaczenia

Bm, 1= T)Tﬂ’ Bm, 1 :mb_:r’
D, .= N (a2 + ,}:+Ef"-‘-i"l‘~—-.gmqaﬂ.
e A sy RA (el s 1A
D, = Ny @ + 85, ) 1"'}&'-' _“;_ G %
_ i & R [ +85F &1
gdzie B8,

N, , = 12(1:';é'}‘
Z warunku ciaglodei plyty wzdtuz prostej y1=0, to jest z warunku

0wy
ad Y

0wy

(1.22) =0,

=0 'd'yu_yn=u

otrzymamy poszukiwany warunek wyboczenia plyty

= B B
(1.23) Bl 7% L. )=0.
] mL—_l"S,;,___ ( Du.m.f Dn, m, I

W przypadku szczegélnym, gdy qi == qn==q, Ni= Ny=N, bi=by = b/2
i 8= dn=24, otrzymamy

i124] —Z‘ ﬁm - 0’
m=1.2.... 'Dﬂ'.m

gdzie pu =—=2mab.

Warunek ten odnosi sie do postaci wyboczenia powloki symetrycznej
wzgledem osi x, a zatem do powloki utwierdzonej zupeinie wzdiuz osi ,
a wzdluz pozostatych bokéw podpartej w sposéb przesuwnie przegubowy.
Dla postaci wyboczenia antysymetryczihej wzgledem osi x znikaja momenty
B(x) i mamy do czynienia z najprostszym przypadkiem wyboczenia powloki
swobodnie podpartej wzdtuz osi x i brzegéw x=0, x=a i yi= b/2.

Site krytyczng otrzymamy ze wzoru

; — 1_ 2y g2 E_'.() ____i?'___ l
(1.25) q= “;21 lN{aﬂ =hE e R @ +fff,.)"' I
Analogicznie dla powloki dwuprzestowej (rys. 4) warunek wyboczenia przyj-
muje postat

(1.26) S‘
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gdzie 4
D =N, . (2, , +p5)7+ E§, L1 —qa?
om0 111 1.1 m RT [az . +ﬁ2 )-2 I
n, 1, m
namw E &3
= . N = L
e TR =

W przypadku szezegblnym Ni= Ny= N, aj=an =a/2 i 6, =0dn=10 otrzy-
mamy uproszczona postaé warunku wyboczenia (1.26)

a‘£

(1.27) Z —— =,

n=1,2,... n,m

gdzie an =2nx/a. Ostatni wa-
runek odnosi sie do postaci wy-
boczenia symetrycznej wzgle-
dem linii y==0; wzdiuz linii y
powloka jest utwierdzona zupelnie. Dla postaci wyboczenia antysyme-
trycznej wzgledem linii y wyznaczymy sile krytyczng ze wzoru '

1 - Eé al
e + fn — s .
('1.28) q= azl (ap iy (a‘i+ e

Przedstawiony powyzej sposéb wyznaczenia sity krytycznej dla powloki
dwuprzestowej rozszerzyé mozna na powloki z niepodatnymi podporami
oraz podzielone na wiecej niz na dwa przesta, Dla » przesel otrzymamy
uklad (r— 1) réwnan tréjezlonowych jednorodnych, analogicznych do réw-
nan trzech momentéw. Przyréwnanie wyznacznika tego ukitadu réwnan do
zera jest poszukiwanym warunkiem wyboczenia ukladu.

W przypadku ¢r= qu =q i 6= 6y = ¢ podaé mozna dla rozpatrywanych
powlok dwu i wieloprzestowych warunki wyboczenia w postaci sum
odznaczajacych sie znacznie

lepsza zbieznodcia. /cf:;r' / £7 ///" e
Rozpatrzmy powloke wal- ¢ _7"" %Y 2

cowg (rys. 5). Powloka ta é 7 // / ";7)\7

jest na swym cbwodzie pod- = ___T =

parta w sposob przegubo- x =

Wwo przesuwny, a ponadto Rys. 5

wzdluz prostej y =% pod-
parta zebrem sprezystym o sztywnoéci zginania EJ'). Dla q>> qu uklad
zlozony z plyty i zebra dozna odksztalcenia; wzdluz prostej y=7 powstang

!) Por. [4].
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reakcje radialne p(x) miedzy plyta a zebrem. Wygiecie zebra wyrazimy
wzorem
(1.29) W () =— D B

EJal

a wygiecie ptyty wzdluz prostej y =n wzorem

(1.30) w[w,n}zg—z Zanaﬂx
b n=1 m=1 _ﬂ'm
Z warunku wspdélnego ugiecia ptyty i Zebra
w(z, ) =w (x) ’

otrzymamy warunek wyboczenia ukiadu

2\ sin?fmy 1 .
(1.31) FZ =l =0,

m=1 n,m "

Po wykonaniu w powyzszym zwigzku przejécia granicznego EJ-—»oco otrzy-
mamy warunek wyboczenia dwuprzestowej powloki walcowej

- ind .
(uszy Y Sﬂlﬁﬁm_w:{,,
m=1,2,... 1, m

4 X
Jest rzecza widoczng, ze waru- =i e
nek wyboczenia (1.32) przed- E‘-__a

stawia szereg szybciej zbiezny Rys. 6
od szeregu ze wzoru (1.23).

Analogicznie dla powloki z niepodatna podpora wzdluz prostej x=¢
(rys. 6) warunek wyboczenia przyjmie posta¢

e

il
(1.33) L% M:{}_

i
=12, ... Dp,m

Dla n=">/2 i § =a/2 otrzymamy warunki wyboczenia

]

(1.34) ¥ o, S 1

m=1,8,... D"'"' n= D” m

ktére stanowig analogon do warunkéw (1.24) i (1.27).
Podany powyzej sposéb mozna oczywiécie przenie$¢ na dowolng ilosé
niepodatnych podpér o kierunkach osi @ lub.y.
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Wreszeie dla powloki swobodnie podpartej na obwodzie i dodatkowo .
- podpartej w sposéb niepodatny wzdiuz linii x =& i y =7 uzyskamy uklad
réwnan

' sin’ 3ty sina,é
sm-a . 7 i
T Z __JE 4 o sin fin 1 Z e = =0, .
=18, D"'m n==1,2. ... mm
(1.35)
: . T SID P 1) sin® P 1) -
e 3 IR S S,
m=1,2, .. g m=1,2.... m
L g

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukiadu réwnan prowadzi do warunku
wyboczenia powloki.

2. Do uzyskanych w pierwszej czesci pracy wynikéw dojéé mozna .
rowniez stosujac pojedyncze szeregi frygonometryczne. Metoda pojedynczych
szeregdw trygonometrycznych pozwoli na wyznaczenie sum szeregow
wystepujaeych w rownaniach (1.18) (szeregi okreélajace G, i H,), a takze
. w réwnaniach odnoszacych sie do tych przypadkéw, w ktérych dwa lub
trzy sasiednie brzegi plyty sa utwierdzone. W ten sposéb unikniemy wy-
znaczania sum wolnozbieznych szeregéw przy wyliczeniu sit krytyeznych
z ukladu réwnan typu (1.18).

Rozwigzemy dwa podstawowe zadania: (a) wyznaczenie powierzchni
ugiecia powloki Sciskanej obciazeniem g i obcigzonej momentami

B(x) = Zaninanx

n=1

na brzegu y =10 oraz momentami
]
D (x)= 2 D, sin a, x
=1

wzdluz brzegu y=b; (b) wyznaczenie powierzchni ugiecia powloki w przy-
padku, gdy wzdluz brzegu x =0 dziala moment

P

Aly) = A Si-nﬁm Y,
: 1

m=
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a wzdluz brzegu x==a moment
= 2 Cn Sinﬂm .
m=1

W obu przypadkach mamy do czynienia z jednorodnym ukladem réwnan
rézniczkowych (1.1).
Przyjmujae w=p*F oraz

Eb0*F
(2.1) = pe gat’
gdzie
(2.2) F(x,y)= 2 Fy(y)sin a, x,

n=1

spelniamy réwnanie (1.1.1) tozsamosciowo, a réwnanie (1.1.2) sprowadzamy
do ukiadu réwnan zwyczajnych

(2.3) (“B L

S DO, Sy W
= i n)—}-y'n 9n(2dy ) Fn=0.

Jak tatwo sprawdzié, zatozenie (2.2) spelia warunki przegubowo przesuw-
nego podparcia na brzegach =01 z=a.
Réwnanie charakterystyczne réwnania (2.3)

(2.4) (Er-——n“) + pn'— sn® (i—ir“-—nz)zz{}

a

daje osiem pierwiastkow

_ e o e
(2.5) v 1,2....,s=ii]/n“i ]/5—;’— (1+ 1/1——4yfs~1
Rozwigzaniem rownania rézniczkowego (2.3) jest funkcja

(2.6) Fuly) =C coshk,y + C, cosh k,y+ C,coshk,y + C,coshk,y -

+ C,sinhk,y + CE smh kyy + C,sinhk,y -+ C, sinh k, v,
gdzie

kq,5= —‘|/n~ l/—(1-+-| 1:'4ys'}

i 4
S 1411 —4 q-’]
ks al/n I 2 T 7/
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Zajmijmy sie przypadkiem, w ktorym B,= Dy, to jest, kiedy na brzegach
y=0 i y=> dzialaja jednakowe momenty. Bedziemy tutaj mieli do czy-
nienia z postacia ugiecia powloki symetryczng wzgledem osi y=b/2.
W ukladzie wspohrzednych, obranym jak to przedstawiono na rys. 8, przyj-
miemy

4
(2.7) Fu(y)= ), Cicoshiy.
il

=

Stale calkowania znajdziemy z nastepujgcych warunkow brzegowych dla

i s ba"rz: Blx)

A e N o )

OF_0'F _ AN
F=0y "0y ™ ! Vg
.&.. Bfx) 2
=) 4 / A NaWaNaWaWa) /
—NaiF-—B(:t':} G T ki i e sy (e
a'y“__ ’ L a
albo Rys. 8
_dan_d*Fn_ dﬁFn_
(2.8) FR—E"yT—— dy“ —0- _‘N"d_y"“——BH.

Powyzsze warunki brzegowe prowadza do nastepujacego ukladu réwnan:

Ki+K,+K;+K,=0,
KK, + KK, + KK, + K K,=0,

2.9 A\
(2.9) K, + kK, + kK, + kK, =0,
KSK, + kS K, + kK, + k8 K, =— B,/N,
gdzie K;:Cfcosh%12 (i=1,2,3,4).
Stale C; wyznaczamy ze wzoru
(2.10) c B, LT
: F= 102 —— Te2) (1o — Te2Y . (12 T.2) !
Ncosh%g (I — 1) (ki —K2) ... (K2 — K2)

gdzie w mianowniku opuszczamy czynnik (k? — k2)|.
Ugiecie powloki wyznaczymy ze zwiazku

oo

(2.11) w=p'F= D (FY—2a2F, +dF,)sina,z.

n=.n
n=1,2,..,
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Zatem

(2.12)

Mx

sina, ,

-

o |

4
l wC (k}—a’)* coshk, y
==

ow kb |
(2.13) la y . = —“h\j l ZC k, (k?—a?)* sinh é jsm , X,

Zauwazmy, ze przy uzyciu podwéjnych szeregbw trygonometrycznych |por.
wzér (1.9) przy Ba=D, i y=0] wzbr (2.12) przedstawia si¢ naste¢pujaco:

— b2

[

(2.14) BS B gin an x8in Bmy
__! m=1,8, ... n.om
Zatem q
ﬁfn b 9 PIv klb
(2.15) B, 2 5 =3 g C, ¥, (k—a2)* sinh —— .

Po prostych przeksztaleeniach znajdziemy

— ﬁ:"n al [ kb klb kab kab
{2.16) ,,,..%‘m_ "—-—D ——-———'Ban-S" P__,( o tgh -‘2—*——2— tghT)+

n,m

Ic4 kb kzb k,b
| PR, (5 teh g — e )l
gdzie S :
G s'nz( /___4)» e sm? / '
Pn‘— |/"‘2'_ 1+] 1‘__32]: R”_]"/_E—(I_—l 1——'-:'
8(x) a -
S R W s % ;_L_, o g g E _gl.’.
\:."1'1- LT Vet e = 9 g2
7 f
g /L . q : .
g\e s B(x) / LL/ W drugim przypadku obeig-
IANANANANS] e soni ; :
LS zenia powloki momentami

B(x) (rys. 9) powierzch-
nia ugiecia powloki bedzie
antysymeitryczna wzgledem
osi x. 7 rozwiazania (2.6) przyjmujemy jedynie funkcje nieparzyste

a
Rys. 9

(2.17) Fa(y) =), Cisinhk:y.
. i=t
7. warunkow brzegowych wyznaczymy state catkowania
B L
(2.18) i~ kb kb (k2— k2] klj (i=1,2,3,4).

N sinh —E-
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Ugigeie powloki otrzymamy ze wzoru

\' sm @, .
rd
=12

(2.19) w =

_‘: & (k!—a2)* sinhk, y
=1

Z przyréwnania pochodnej [dw/dy|,_ ,, 1 odpowiedniej pochodnej ze

wzoru (1.9) (przy B,= — D,) otrzymamy
= & a (e, b k,b kyb k b
m = — e : =1 b \
(2.20) % e BN:-TES,,IP” 5 ctgh ctgh )"r‘.
k, b k,b ksb k,b
et )|

Rozwazmy dalej przypadek, w ktorym na powloke S$ciskanag silami ¢
dzialaja momenty podporowe A(y) wzdluz prestych x =0 i r=ua.

Przyjmujgc
. E6 0°F
w=p'F, - ¢="p3 35
gdzie
[221) B {1‘: y) Z Fy {I) sin ﬁm Y,

ni=1

spelnimy tozsamoSciowo réwnanie (2.1), a réwnanie (2.2) doprowadzimy
do ukladu zwyczajnych réwnan roézniczkowych

8 g2 4 g4 . 2 g3  pE g2 2
(2.22) {(f" T ) Tt it s (f? a%é—mz) lF =0
gdzie
_ Eob! 5 qb*
"TNAR T aNa

Rownanie charakterystyczne réwnania (2.22)

'b3 - 2 2
(2.23) (—— ¥ ——m“\ —b—y - 'r' + 2§ b—r’ (P—T 1-”—m*) =0
T 'T Iﬂ"’

daje osiem pierwiastkow
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Rozwigzanie réwnania rozniczkowego (2.22) przyjmie postaé
(2.24) Fum(x)=C,cosk,x -+ Cycos kyx + C,cosk,x -+ C,cosk, x +
- C,sink, x + Cysink,x + Cysink,x + C, sin k, z,

=55 Y= l/éi-lf"?t;}'—'w4m3).

= 5% oL A S ey o -E;;h'f_. il i
kg 4 2b(]/6 | s ¥+ st+7 s y—4m )

Rozwazmy przypadek symetrycznej postaci odksztalcenia powloki, gdy
na brzegach x=0ix =a dzialaja jednakowe momenty A (y) (rys. 10). Dla
przyjetego ukladu wsp6l-
rzednych przyjmiemy

gdzie

Foulx)= 2 Cicosk;x.
=1

7, warunkéw brzegowych Rys. 10
dla x=-+a/2
d@*F d' Fy, d'F
F;: E d ‘rm == Ei—x_,: = 0. — N ‘a"_]':‘gr = A

wyznaczymy stale calkowania

O ___Am 1
©(2.25) " oK (RI—KD (e —3)
2

W mianowniku ostatniego wzoru opuscié nalezy czynnik (ki— k7). Ugiecie
powloki okresla wzor

1226} w:"“F_—_ Z IFLI\—J ﬂ! Fm+ﬁ4rFm]Sinﬁ-'"y
' m=T%:u
Tak wiec

p 4 ’
(2.27) w= [2 C, (k2— p2)* cos k,z |sin B, y.
N m=1,3, .., L:i=1

Przyréwnujac do siebie wyrazenie

sinf y

o w) S : g - k;a_
{2.28] [ﬁ‘lx —a? B m--:%‘l.‘ I Z Ci ki {kﬁ_ f;l)- = _-é_

wli=1"
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oraz odpowiednia pochodng wzoru (1.9) na lewym brzegu powloki otrzy-
mamy zwiagzek

o I
\' “" = (i \! 242l ‘I_C,La
(2.29) A Y o= D) Cyle; (It — 2! sin ==

n=14.. ", m =i

W przypadku obciazenia powloki momentami antysymetrycznie dziala-
jacymi na brzegach x=a/2 (rys. 11) ofrzymamy odksztalcenie powloki
antysymetryczne wzgledem x=0.

9
Przyjmiemy
4
(2.30) Fplz)= Z C;sink; x.
i=1
Z warunkow brzegowych dla x = a/2
A?Fp  d'Fm d*Fp
Fm=—Fa —dw 0 NGy =4
uzyskamy stale catkowania
2 2 o i—=1,2,3,4)
(2.31) T T i (R — kD). (k2 — ) f=rladhSpdl:
N sin 9
Tak wiec
e 4
2 2 kia
LI ) ‘___ij,. C, (k2 — B2 cos g |sin f,, y.

Poréwnujge ostatnie wyrazenie do odpowiedniej pochodnej wzoru (1.9)

(przy Am =—Cn, By=D,=0) otrzymamy
- 2 .
(2.33) A : G- ki
m "__-gf; D” o :2! (k ﬁ,"] C OS

Za pomocy uzyskanych wzoréw zamknietych wyrazi¢ mozna warunki wybo-
czenia (1.13.1), (1.14), (1.15) i (1.16) w postaci réwnan przestepnych. Sa
one jednak tak zlozone, ze poleci¢ nalezy stosowanie warunkéw wyboczenia
w postaci sum zawierajacych nieznany parametr s. Natomiast poleca sie
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wyrazenie wzorami zamknietymi sum G, i H, wystepujacych w ukladzie
rownan (1.18). W tym ukladzie réwnan szeregi Gm i H, odznaczaja sie
bardzo matg zbieznoscia w poréwnaniu z dwoma pozostalymi szeregami.
Droga postepowania przy rozwigzywaniu tego uktadu réwnan jest nastepu-
jaca. Dla przyjetego s wyznaczamy z wyrazen zamknietych wielkoSei
Gn i H, dla kolejnych wartoéci m,r =1,3,.... Ograniczajac sie do irzech,
a najwyzej do czterech wyrazéw szerégow

=1y o

$ wBu S fn An
5 P

H—T?; 5 Dﬂ."r : DH’.HI‘ d

obliczamy warto$¢ wyznacznika ukladu rownan. Droga prob wyznaczamy
dwie wartoéci wyznacznika (jedna dodatnig, druga ujemna) bliskie zeru.
Dalej ze wzoru interpolacyjnego Lagrange’a wyznaczamy warto$¢ Sir.

Dla tych przypadkéw, w ktérych jedna z krawedzi lub dwie sgsiadujgce
krawedzie sa utwierdzone, a pozostale swobodnie podparte, najwygodnie]
bedzie korzysta¢ z warunkéw wyboczenia (1.34) i (1.35) (z ostatniego dla
§=a/2, n="0/2).

Zauwazmy dalej, ze stosowanie pojedynczych szeregow trygonometrycz-
nych stanowi jedyng droge rozwigzania zagadnienia wyboczenia powloki
dla przypadkéw, w ktérych warunki brzegowe odbiegaja od tych, ktére
rozwaza sie w niniejszej pracy. Szczegélnie czestym (zwiaszcza w konstruk-
cjach budowlanych) jest przypadek nieprzesuwnego podparcia przegubowego
lub nieprzesuwnego utwierdzenia zupelnego brzegéw y=0 i y=b. W pierw-
szym przypadku mamy na tym brzegu w=0, u=0, v=01i M,=0,
w drugim w=0, u=0, v=0 i dw/0y =0. Warunki te mozna spehni¢,
zwazywszy ze funkcja F,(y) zawiera osiem stalych catkowania, co od-
powiada oémiu warunkom brzegowym, po cztery na kazdym z brzegbw.
Znaczne uproszezenie uzyskamy dla warunkéw brzegowych symetrycznych
wzdiluz brzegow y =01 y=> i przy wykorzystaniu symetrycznej i anty-
symetrycznej postaci wyboczenia powloki. Uzyskamy tu uklad czterech
réwnan jednorodnych tak dla symetrycznej, jak i antysymetrycznej postaci
wyboczenia. Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu daje warunek
wyboczenia. Otrzymujemy réwnanie przestepne o bardzo zawikianej budo-
wie. Trudno$ci jednak rachunkowe wystepujace przy wyznaczaniu najmniej-
szego pierwiastka réwnania przestepnego sa tak znaczne, ze nalezy szuka¢
innej drogi rozwigzania zagadnienia, na przyklad stosowania metod energe-
tycznych lub ortogonalizacyjnych.

3. Przedstawiony w pierwszej czeéci pracy sposob rozwigzywania zagad-
nien statecznoéci powloki walcowej kolowej rozszerzy¢é mozna na bardzie]
ztozone przypadki wyboczenia ukladu. Przede wszystkim na przypadek
powloki poddanej obciazeniu radialnemu p o jednostajnej intensywnosei
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na powierzchni powloki i obeigzeniu g, dzialajgcemu w kierunku osi .
Obcigzenie p wywoluje reakcje wzdluz krawedzi y=0 i y=0>b o wartosci
¢. =pR. Jak dlugo obcigzenie p jest mniejsze od pewnej wartoSci gra-
nicznej, mamy do czynienia ze stanem blonowym naprezen. Istnieje jednalk
taka warto$é obcigzenia zewnetrznego, przy ktérej nastepuje utrata statecz-
noSci. Zmiane stanu naprezen i odksztalcen, majaca miejsce przy utracie
statecznodci, opisuja nastepujgce rownania rézniczkowe W. Z. Wiasowa, [1],

R a, d* w
(3.1) ET;'T _;}T‘_O’
(3.2 L0 it T 4 g
.2) R ozt | Cha ‘hdyg— :

Latwo spostrzec, ze dla tego ogélniejszego przypadku wyboczenia stuszne
pozostajs wszelkie rozwiazania zawarle w pierwszej czeSci pracy, jezeli
zamiast wystepujacego tam wyrazenia Dy m przyjmlemy wyrazenle Bhiemy
gdzie
Eo o
Dnm_N{az-"“ﬁz]"i- 0+" ) “qlai_QB fn
H m

W analogiczny sposéb jak dla zagadnien stateczno$ci rozwigzaé mozna
zagadnienia drgen wlasnych powloki przy utwierdzeniu jej krawedzi w do-
wolnej kolejnoéci. Odpowiednie réwnania rézniczkowe drgan wymuszonych,
bedace podstawg zasadniczego zwiazku (1.9), maja tu postaé, [1],

0% w
et 7 2 e o oo [P
e T 9=
(3.3)
1 0% i .
3t + Nptw + #-5“" -—psmwt.

Tutaj p jest masa odniesiong do jednostki powierzchni érodkowej powloki,
a o czestotliwodcig drgan. Nie powtarzajac postepowania zmierzajacego do
uzyskania wzoru (1.9) podamy ugiecie powloki, wywolane dziataniem mo-
mentéw brzegowych w sposéb okresowo zmienny:

s
(3.4) W:ESIH w i 2 Z “Am—‘{_l Cn ]a-u

n=1 m= !
i ]B” —(— 1)m Dn]ﬁm Q} w@"_y

gdzie Drl.m
N 4 nt y uwa

Dﬂ.m _‘_ - - _—_"—_T— f=
[n +mfe*)2 +y W gy Al, N
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Z warunkéw zerowej wartosci pochodnej dw/dn na brzegach utwierdzonych
otrzymuje si¢ warunki drgefi swobodnych powloki. W mocy pozostaja
wzory (1.11), (1.13), (1.15), (1.16), (1.18), (1.22), (1.26), (1.32), (1.33) i (1.35),
jesli w mianowniku sum zastgpié Du,m przez Dn,nm .

Sumy

2 s )
JL m

’ » !
n==1,8.... D"'m m=2,4, ... Dn,m

dadza sie obliczy¢. Skorzysta¢ tu mozna ze wzoréw (2.18) i (2.20) wsta-
wiajac zamiast Iey,2, ka4, Pu, Ry 1 Sp wartofci

Y Y YT,
(3.5) P= 2(1+]_/1 o )
ey X R T
n—l/"z'-(l—l;;l 7 ),

Wreszcie uog6lnié mozna zagadnienie drgan swobodnych powloki na
przypadek drgan przy udziale sit osiowych. Drugie z réwnan (3.3) uzupelni¢
nalezy wyrazem q, 0°w/d x* 4 q, 0> w/0 y* Stuszne tutaj pozostang wszelkie
rozwazania pierwszej czeSci pracy z tym, Ze zamiast D, » wstawié nalezy
Dy m, gdzie

4

i Nﬂd W W e n
(3.6) Din = ~=i (n* 4+ m* o) + ?m 5 ﬂg_szmagg_l] ’

przy czym . X
9 E-‘ 8y = q2 a: .
N =%’ ° Nat

g —
Patwo zauwazyé, ze ze wzrostem g, i g, czestotliwosé drgani maleje i dla
q - qur (przy ustalonym stosunku q,/q,) czestotliwosé drgan dazy do zera.
Ze wzrostem sit rozciggajacych q czestotliwo$é drgan swobodnych powloki
wzrasta.
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Pealome

NPOJOJILHLIH 1I3THB M COBCTBEHHBLIE KOJIEBAHHA
HUIHHAPHYECKOHW OBOJIOYHH

B paboTe npuBojMTeA TOYHOE Pelienne npobieMbl IIPoJOaLHOTo Marnba
u komebanmit KpyroBoil IMIMHAPIMICCKOM 0DOJIOYKHM ¢ Pa3IMIHO ONEePTBIMM
Kpasmu. VICXOZHBIM IIYHKTOM sABjAfgerca maucdepeHnnanbHoe ypaBHEHUE
npojoapHoro u3ruba, mim-:ke CcoOCTBEHHBIX KOJeDaHMil, COTJIACHO TeXHA-
4eckoit Teopun obosovexk B. 3. Bracosa.

B mepsoit wactu paborh! NPUBOAMUTCA PEILEHME BOIPOCA YCTOMUMBOCTH
obonoyKu IyTeM NPUMEHCHIA ABDﬁHbIX TPUTOHOMETPMHECKMX PANOB,

Brlpaxas mnoBepxHOCTHM Hporuba 060JOYKH, 1I0ABEPIHYTON MEHCTBUIO
TIPOJOJIBHBIXI CKMMAIOUMX CUJ M KPaeBbIX MOMEHTOB [yparuernme (1.9)],
NpM TIOMOIM JBOMHBEIX paXoB @y P b e, MOMYHAOT U3 KPAEBBIX YCIOBUIL
COOTBETCTBYIOLEE KOJIMYECTBO ycuoBuii. Paccmarpusaioresa cay4am oboJo-
Y€K, OAMH, ABa MAM YETBIpe Kpasg KOTOPBIX 3amieMJeHs! [ypasHerua (1.12),
(1.13.2), (1.14), (1.15), (1.18.1) m (1.18.2)]. Tem ke METOAOM pelaercs BO-
MpoC IMPOXOJBHOr0 M3ruba 060JOYKYM C MPOAONBHBIMMU pebpaMy 3KECTKOCTH
Y, HAKOHEL, CJIyJai NMpomoJbHOr0 M3rnba CritomHoin 0600k,

Bo Bropoit wactu paGoThl, MPUMEHAA METOH eAMHMYHBIX TPUTOHOME-
TPHUIECKUX PANOB, CYMMMPYETCA 4acTh PAAOB, BBICTYIAIOIMX B PELIEHMAX,
MOJIYYEHHBIX, IIPK TIOMOLM TPUTOHOMETPHYECKUX PALOB.

B Ttperseit yacTy paboTE IPUBOAATCH JOTIONHEHNMS, Kacaloupecs Mpo-
JonbHOTO u3imba oBOJNOYKM, CKUMAEMON B JBYX IJABHBLIX HANPABJIEHMSX.
Haxonen, npusogures pemenyue npobmems! coberBeHHBIX KoJsebaHwii 06o-
JIOYKHM, CIKUMAEMOJ B IBYX INIABHBIX HANPABJIEHMUAX, TIPU PA3JIMUHBIX Kpae-
BBIX YCJOBMAX. YCTAHOBJEHO, YTO, 110 MEpPe POCTA CIKMMAIOLINX CMUI, Ya-
croTa coberBeHHbIX KoneBanuit crpeMmTes K Hymo. [lo Mepe pocra pacTs-
TUBAIOINY, €I, > (g, YaCTOTa coBCTBEHHBIX xosebanmii oBomoURM yBE-
MMYMBASTCA.
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Summary

BUCKLING AND FREE VIBRATIONS OF A CYLINDRICAL SHELL

An exact solution of the problem of buckling and free vibrations of
a circular cylindrical shell for different ways of supporting the edges is
given. The starting point is the differential equation of buckling and free
vibrations of the engineer’s theory of shells developed by V. Z. Vlasov.

The first section brings a solution of the problem of stability of a shell
by means of double trigonometric series.

Expressing the deflection surfaces of a shell subjected to longitudinal
compressive forces and edge moments (Eq. 1.9) by means of double F o u-
rier series the necessary number of conditions is obtained. The cases
of shells with one, two or four edges built in [Egs. (1.12), (1.13.2), (1.14),
(1.15), (1.18.1) and (1.18.2) are discussed. The same method is used to solve
the problem of a shell reinforced with longitudinal ribs and the case of
buckling of a continuous shell.

In the second section part of the series appearing in the solution obtai-
ned by means of the trigonometric series is summed up using the method
of single trigonometric series.

The third section contains some additional remarks on the problem of
buckling of a shell subjected to compression in two principal directions.
Finaly, the solution of the problem of free vibrations of a shell subjected
to compression in two principal directions for different ways of supporting
the edges is given. _

It is found that with increasing compressive forces the frequency of
free vibrations decreases and for g->q.r the frequency of free vibrations
tends to zero. It increases with increasing tensile forces.

ZARKEAD MECHANIKI OSRODROW CIAGEYCH
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