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WYBOCZENIE I DRGANIA WŁASNE POWŁOKI WALCOWEJ

W I T O L D NOWACKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na Zebraniu Naukowym Zakładu Mechaniki
Ośrodków Ciągłych IPPT PAN w dniu 8 listopada 1954 r.

1. Dana jest powłoka walcowa o przekroju kołowym, na krawędziach
swych podparta w sposób przegubowo przesuwny, ściskana wzdłuż brzegów
x = 0, x = a obciążeniem ściskającym o stałej intensywności q (rys. 1).

Rys. 1

Niech ponadto na powłoką działa obciążenie radialne na paśmie o szero-
kości 4 e (rys. 2). Punktem wyjścia dalszych rozważań jest równanie
różniczkowe powierzchni ugiącia powłoki
jednocześnie zginanej i ściskanej, podane
przez W. Z. W ł a s o w a , [ l | ,

(1.1.1) _ _ _

We wzorach tych w oznacza radialne ugięcie powłoki, R jest promieniem
koła, N = E <5S/12 (1 — v2) sztywnością zginania powłoki, v odwrotnością
liczby P o i s s o n a , ,E modułem sprężystości, d grubością powłoki. Przy
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założeniu przegubowo przesuwnego podparcia powłoki (dla y=0 lub y=b:
w = o, u = 0, Ny = 0, My = 0; dla a: = 0 lub x = a: w = 0, u = 0, N * = 0 ,
Mx = 0) funkcje cp i w przedstawić można w postaci podwójnego szeregu
trygonometrycznego

(1.2) (p— y JT1 an.,„sin anxsinpmy,
n—l m—1

(1.3) w = V V b„, ,
t l

sin «„ x sin /

Również obciążenie p wyrazimy szeregiem F o u r i e r a

,i AS 2. xV YHI ./sinn£\ 2 . .
(1.4) p = — ) A pmSina,,^ sm o„ x sin /im y.

«=i m=i \ '

Wstawiając (1.2), (1.3) i (1.4) do równań (1.1.1) i (1.1.2) po wyeliminowaniu
współczynników an,m i wyznaczeniu wartości bn,„, uzyskamy następujące
wyrażenia dla ugięcia powłoki: '

smne\2. smne\2

« p m sm afl f
2 V1 V \ n e

(1.5) io = — ^ 2J "̂n -smanxsia.pmy,
" n=l m=i • U " - m

gdzie

Dla e->0, a więc dla obciążenia p działającego wzdłuż linii x = S,
otrzymamy

•6) w = - 2 2 r> s m a " ^ s i n ^ " ' y '

Korzystając ze wzoru (1.6) łatwo jest podać ugięcie powłoki, wywołane
działaniem momentu M rozłożonego wzdłuż linii x = £. Różniczkując to
względem £ i zastępując p« przez Mra (gdzie Mm jest współczynnikiem
rozwinięcia F o u r i e r a momentu M) uzyskamy

(i.7) to-JL y ^ M - a «
n = l OT=1
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Przesuwamy teraz momenty M do lewego brzegu płyty (1=0). Otrzy-
mamy

(1.8) W ~- \ } — sm a„ x sin f)m y •
a ć—l Ji—l Un.m

n = i m— 1

Niech teraz na brzegach x — Q, y = 0, x — a i y = b działają dodatnie
momenty, które oznaczać będziemy odpowiednio przez A(y), B(x), C(y),
D{x), a ich współczynniki rozwinięcia F o u r i e r a przez Am, Bn, C,«
i Dn. Powierzchnia ugięcia powłoki poddanej działaniu sił ściskających q
oraz działaniu momentów brzegowych przyjmie postać

Cii CO , . ,

(1.9) i u = = — > > {affl|Am—(—l)"C,n|+e/Sm[B„--(—lrDnll =; -•-,
a ^—/ 4—1 Un.m

n=l m—l

gdzie Q = a/b.
Powyższe rozwiązanie jest punktem wyjścia do określenia warunków

wyboczenia powłoki o brzegach w dowolnej kolejności przegubowo prze-
suwnie podpartych lub przesuwnie zupełnie utwierdzonych.

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, tj. powłokę na krawędzi x — 0
zupełnie utwierdzoną, a na pozostałych brzegach podpartą w sposób prze-
gubowo przesuwny. W tym przypadku przyjmujemy we wzorze (1.9)
C f f l = 0 i B„=D„ = 0.

Z warunku utwierdzenia zupełnego powłoki na krawędzi x = 0, tj.
z warunku

(1.10)

otrzymamy

= 0

2~A,„ y i - o .a Ąi Dn.m
„=1.2....

Ponieważ w przypadku wyboczenia jest Am ^ 0, zatem warunkiem wybo-
czenia jest

n=i.2,„.

Wprowadzając oznaczenia •

a qa 2 Eóa1 _ 12(1 — v2) /o
R
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otrzymamy warunek wyboczenia (1.11) w postaci

(1.12) j j " ^ r — — - o -
„=,.2.... (n" + ff«m«)> + y ^ 8 + , | | ) , - 8 n '

Najmniejszy pierwiastek s powyższego wyrażenia daje najmniejszą
wartość siły krytycznej. Zauważmy, że dla E->-oo (zatem dla y->0) prze-
chodzimy z zagadnienia wyboczenia powłoki do zagadnienia wyboczenia
płyty prostokątnej, [2].

Niech teraz brzegi powłoki x = 0 i x = a będą utwierdzone zupełnie;
na brzegach y = 0 i y = b niech powłoka będzie podparta w sposób prze-
gubowo przesuwny. Wstawiając do równania (1.9) B« = D„ = 0 oraz
Am~Cm otrzymamy z warunku [dw/dx]x_-_0 = 0

albo

Warunek ten jest słuszny dla postaci wyboczenia symetrycznej względem
osi. Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia, przyjmując Am = — C m ,
otrzymamy

(1.14)
«=2,4.... (n 2

Analogicznie dla przypadku zupełnego utwierdzenia brzegów y = 0 i y = b
oraz postaci wyboczenia symetrycznej względem osi y = b/2 warunkiem
wyboczenia jest

(1.15.D y ~=o

albo

(1.15.2) J T
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Dla antysymetrycznej postaci wyboczenia' otrzymamy

(1.16.1)

albo

(1.16.2)

44 D".m
111=2,i, ...

=

y TM"

n*
— n

Rozważmy przypadek wyboczenia powłoki wzdłuż wszystkich krawędzi
przesuwnie całkowicie utwierdzonej. Ograniczamy się na razie do postaci
wyboczenia symetrycznej względem obu osi symetrii powłoki {Am = Cm ,
B„ — Dn)- Z warunków utwierdzenia płyty wzdłuż prostych x = 0 iy — Q

(1.17)
dw
dx = 0,

A"=0

= 0

otrzymamy układ równań

(1.18.1)

(1.18.2)

A,„ y -=r-

~ ^ + BnQ = 0.
m—l,d,.,. ni=l,łl,...

Eliminując z powyższego układu równań B„ otrzymamy

(1.19) • Am— JT1 A,Kmi=0,

gdzie M ,
_ (jm (i,- y J ^

Gm r-^~% Di.mU.r.i Hr

Wprowadziliśmy tutaj oznaczenia

Q — Y1 a" H = V
-f̂  D „ . m ' ' ^ Dr.fc '

H = 1 . 3 . ... ft=1.3, ...

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (1.18) daje równanie

Kij K|(j rCi=,

(1.20) 1 " K^j>

/Cr.

" - S S • • •

1 — fc.. . . .

= 0 ,
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które jest poszukiwanym warunkiem wyboczenia. Najmniejszy pierwia-
stek równania (1.20) określa najmniejszą siłę krytyczną powłoki qkr =
= (Nnz/as)smi„. Dla celów praktycznych wystarczy ograniczyć się do wy-
znacznika czwartego stopnia. Dla y = 0 przechodzimy do zagadnienia płyty
zupełnie utwierdzonej wzdłuż wszystkich krawędzi, [3].

Dla postaci wyboczenia antysymetrycznej względem linii x = a/2 należy
w wyjściowym związku (1.9) wstawić Am = — C,„ i Bn = Dn (m = 2,4, 6,...,
n = 1,3, 5,...). Mamy w tym przypadku zagadnienie wyboczenia płyty
utwierdzonej wzdłuż trzech przyległych krawędzi, a wzdłuż czwartej swo-
bodnie podpartej.

Warunki Am = Cm i B„ — —Dn (m--= 1, 3, ..., n =-2, 4,...) prowadzą do
zagadnienia wyboczenia powłoki zupełnie utwierdzonej wzdłuż brzegów
.T —0, x = a i y==o, a wzdłuż brzegu y — b/2 swobodnie podpartej.

Wreszcie gdy Am = — Cm i Bu = — Dn (m,n = 2,4,...), mamy przypadek
wyboczenia powłoki zupełnie utwierdzonej wzdłuż brzegów .r = 0 i y = Q,
a wzdłuż brzegów x == a/2 i y—b,2 swobodnie podpartej.

Wymienione trzy przypadki wyboczenia powłoki prowadzą do układu
dwu równań, analogicznego do układu (1.18).

Przy użyciu podwójnych szeregów trygonometrycznych rozwiązać mo-
żemy dalsze, bardziej złożone zagadnienia stateczności powłoki walcowej.

Niech będzie dana powłoka
9 / ^ p ^ r - T T T V ^ ^ — ^ ^ . , (ryS_ 3) n a obwodzie pod-

/r x J^^S/^y^-1 parta w sposób przegubowo
przesuwny, a ponadto po-
siadająca niepodatną linio-
wą podporę wzdłuż prostej
yi = 0. Podpora ta dzieli
powłokę na dwie części:

na część I i część II. Jako niewiadomą funkcję w naszym zadaniu przyj-
miemy B(x) przedstawiającą wielkość momentu podporowego wzdłuż pro-
stej 2/i — 0, który powstaje wskutek wygięcia powłoki dla q > qhr.

Równanie ugięcia powłoki wywołanej momentem B (x) przyjmie nastę-
pującą postać:

dla obszaru I

Rys. 3

(1 211) w = —

dla obszaru II

(1.21.2) ton —;
ii—l m - 1

. i sin an x sin fSm, i y\

3« (im, ii sin a„ x sin /j,„, a yf;
Dn.m.I!
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We wzorach powyższych przyjęto oznaczenia

R - 1L? a -
Pni, I — , j pm, II — r j

E6V a*
\2 " 3l V

ro, I '

E<5, a*
n Va„ T P,„, n ; i " R a 7~r"7 02 ' ^

•"• yan l~ Pm, II '

W u ! ~ 12(1—v 8)"

Z warunku ciągłości płyty wzdłuż prostej y\ — 0, to jest z warunku

(1.22)

otrzymamy poszukiwany warunek wyboczenia płyty

(1.23) V
m=1.2,... "-™-1 n-m-

W przypadku szczególnym, gdy qi = qn = q, Nj = Nn == N, bi = bn == b/2
i c5i = on = (5, otrzymamy

(1-24) j£ ^t^0'
gdzie 0„, ~ 2mjr/b.

Warunek ten odnosi się do postaci wyboczenia powłoki symetrycznej
względem osi x, a zatem do powłoki utwierdzonej zupełnie wzdłuż osi x,
a wzdłuż pozostałych boków podpartej w sposób przesuwnie przegubowy.
Dla postaci wyboczenia antysymetryczhej względem osi x znikają momenty
B(x) i mamy do czynienia z najprostszym przypadkiem wyboczenia powłoki
swobodnie podpartej wzdłuż osi x i brzegów x = 0, x — a i y\ — b/2.

Siłę krytyczną otrzymamy ze wzoru

(1.26)

Analogicznie dla powłoki dwuprzęsłowej (rys. 4) warunek wyboczenia przyj-
muje postać

^̂~> \ Un.mA Un.m.nJ
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gdzie
D

4
xn. I, II

ri,m,l, V I . H

a«, i. u : nn
12(1 — /

W przypadku szczególnym Nj — Nn = N, ai = an = a/2 i di = <5n ='<5 otrzy-
mamy uproszczoną postać warunku wyboczenia (1.26)

(1.27) z, DH = 1 , 2 . . . . H,m

= 0,

gdzie an==2nn/a. Ostatni wa-
runek odnosi się do postaci wy-

Rys. 4 boczenia symetrycznej wzglę-
dem linii y=0; wzdłuż linii y

powłoka jest utwierdzona zupełnie. Dla postaci wyboczenia antysyme-
trycznej względem linii y wyznaczymy siłę krytyczną ze wzoru

(1.28) <? = ^
i E Ó

Przedstawiony powyżej sposób wyznaczenia siły krytycznej dla powłoki
dwuprzęsłowej rozszerzyć można na powłoki z niepodatnymi podporami
oraz podzielone na więcej niż na dwa przęsła. Dla r przęseł otrzymamy
układ (r — 1) równań trójczłonowych jednorodnych, analogicznych do rów-
nań trzech momentów. Przyrównanie wyznacznika tego układu równań do
zera jest poszukiwanym warunkiem wyboczenia układu.

W przypadku qi = qn = q i <5i = <5n = <5 podać można dla rozpatrywanych
powłok dwu i wieloprzęsłowych warunki wyboczenia w postaci sum
odznaczających się znacznie
lepszą zbieżnością.

Rozpatrzmy powłokę wal-
cową (rys. 5). Powłoka ta
jest na swym obwodzie pod-
parta w sposób przegubo-
wo przesuwny, a ponadto Rys. 5
wzdłuż prostej y = rj pod-
parta żebrem sprężystym o sztywności zginania EJ l ) . Dla q> ąkr układ
złożony z płyty i żebra dozna odkształcenia; wzdłuż prostej y=rj powstaną

') Por. [4].
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reakcje radialne p{x) między płytą a żebrem. Wygięcie żebra wyrazimy
wzorem

(1.29) « ( * ) - - VPnsmanx

a wygięcie płyty wzdłuż prostej y = i\ wzorem

(1.30)
n=\ m=l

Z warunku wspólnego ugięcia płyty i żebra

otrzymamy warunek wyboczenia układu

2
(1.31)

Po wykonaniu w powyższym związku przejścia granicznego EJ^-oo otrzy-
mamy warunek wyboczenia dwuprzęsłowej powłoki walcowej

( l f 8 2 ) V

Rys. 6

Jest rzeczą widoczną, że waru-
nek wyboczenia (1.32) przed-
stawia szereg szybciej zbieżny
od szeregu ze wzoru (1.23).

Analogicznie dla powłoki z niepodatną podporą wzdłuż prostej aj==!
(rys. 6) warunek wyboczenia przyjmie postać

U.88)

Dla r\ = b/2 i i = a/2 otrzymamy warunki wyboczenia

(i.34) J; jf—o, J; ^--=o,
m=.l,8,... U n - m n=l,3„..-U«-' n

które stanowią analogon do warunków (1.24) i (1.27).
Podany powyżej sposób można oczywiście przenieść na dowolną ilość

niepodatnych podpór o kierunkach osi a: lub.y.
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Wreszcie dla powłoki swobodnie podpartej na obwodzie i dodatkowo
podpartej w sposób niepodatny wzdłuż linii X == | i y = y uzyskamy układ
równań

(1.35)

rm

sin «„ £
sin
On,

(? 1

•

(1=1

" m W

ii
.2. .

y

tn

si

s in
i-)n,

D«

m

In,
, 7 1 !

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań prowadzi do warunku
wy boczenia powłoki.

Eys. 7

2. Do uzyskanych w pierwszej części pracy wyników dojść można
również stosując pojedyncze szeregi trygonometryczne. Metoda pojedynczych
szeregów trygonometrycznych pozwoli na wyznaczenie sum szeregów
występujących w równaniach (1.18) (szeregi określające Gm i Hr), a także
w równaniach odnoszących się do tych przypadków, w których dwa lub
trzy sąsiednie brzegi płyty są utwierdzone. W ten sposób unikniemy wy-
znaczania sum wolnozbieżnych szeregów przy wyliczeniu sił krytycznych
z układu równań typu (1.18).

Rozwiążemy dwa podstawowe zadania: (a) wyznaczenie powierzchni
ugięcia powłoki ściskanej obciążeniem q i obciążonej momentami

B (x) = J^ tin sin a,,,

na brzegu y = 0 oraz momentami

= / , Dn sin an x
n—l

wzdłuż brzegu y = b; (b) wyznaczenie powierzchni ugięcia powłoki w przy-
padku, gdy wzdłuż brzegu x = 0 działa moment

A(y)= y,
m—i
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a wzdłuż brzegu x = a moment

C(y) — 2J Cm sin fim y.
m=1

W obu przypadkach mamy do czynienia z jednorodnym układem równań
różniczkowych (1.1).

Przyjmując w = p"1 F oraz

- E 6 ~ F

gdzie

(2.2) F (x, y)= ]? Fn (y) sin a„ x,

spełniamy równanie (1.1.1) tożsamościowo, a równanie (1.1.2) sprowadzamy
do układu równań zwyczajnych

(2.3)

Jak łatwo sprawdzić, założenie (2.2) spełnia warunki przegubowo przesuw-
nego podparcia na brzegach x = 0 i a; = a.

Równanie charakterystyczne równania (2.3)

(2.4)

daje osiem pierwiastków

(2.5) r u 8 = ±

Rozwiązaniem równania różniczkowego (2.3) jest funkcja

(2.6) F„ (y) = C, cosh k, y + C, cosh fca y + C8 cosh fca y + C4 cosh k4 y +

+ C, sinh kxy + C2 sinh k2 y + C8 sinh k8 y + C4 sinh k.t y,
gdzie

± ,/ i - 4



122 Witold Nowacki

Zajmijmy się przypadkiem, w którym B„ = D„, to jest, kiedy na brzegach
y = o i y — b działają jednakowe momenty. Będziemy tutaj mieli do czy-
nienia z postacią ugięcia powłoki symetryczną względem osi y = b/2.
W układzie współrzędnych, obranym jak to przedstawiono na rys. 8, przyj-
miemy

(2.7) Fn(y)=
t=\

Stałe całkowania znajdziemy z następujących warunków brzegowych dla
»-±b/2: m

&2F d'lF „

albo

(2.8)

Rys. 8

_dFn_d*Fn_ R
Bn-

Powyższe warunki brzegowe prowadzą do następującego układu równań:

(2.9)

fc» K, + łc| K2 + ks K3 + k| K4 = - BB/N,

gdzie

Stałe C/ wyznaczamy ze wzoru

1 = d cosh -—- ( 2 = 1 , 2 , 3 , 4 ) .

(2.10) Q __ __
B„

gdzie w mianowniku opuszczamy czynnik (fc? — fc?)|.
Ugięcie powłoki wyznaczymy ze związku

(2.11)
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Zatem

(2.12)

(2.13)
dw
óy

w — 2J \ JE CI W ~ a ^ 2 c o s h ki y s i n anx>
i*n=1 L'-l J

= - S\ Zc.k^-a^sinh k ' b sina„x
y = - 6/2 ,S L '=1 J

Zauważmy, że przy użyciu podwójnych szeregów trygonometrycznych [por.
wzór (1.9) przy Bn = Dn i y — Q] wzór (2.12) przedstawia sią następująco:

(2.14)

Zatem

w
4 Vi

an x sin pm y.

B„

Po prostych przekształceniach znajdziemy

(2.16)

gdzie

k.b

k.b k„b /c„b

+ Rn

k. b

+

Rys. 9

Sn- —y i- g 2 .

W drugim przypadku obcią-
żenia powłoki momentami
B{x) (rys. 9) powierzch-
nia ugięcia powłoki będzie
antysymetryczna względem

osi x: Z rozwiązania (2.6) przyjmujemy jedynie funkcje nieparzyste

(2.17) Fn(y) =

Z warunków brzegowych wyznaczymy stałe całkowania

(2.18) (i-1,2,3,4).
W sinh ——
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Ugięcie powłoki otrzymamy ze wzoru

(2.i9) w= y
«=1,2....

sin a„

Z przyrównania pochodnej [dwjdy\ys=__lri i odpowiedniej pochodnej ze
wzoru (1.9) (przy B„ — — D„) otrzymamy

fct b Je, b /c3 b fcflb— c t g h - - - t h
"\ 2 2 c t g h ^

b ,, , kĄbC<ghf /c„ b

Rozważmy dalej przypadek, w którym na powłokę ściskaną siłami q
działają momenty podporowe A (y) wzdłuż prostych i = 0 i x = «,

Przyjmując
ES d*F

gdzie

(2.21) m (x) sin /?m y,
m—l

spełnimy tożsamościowo równanie (2.1), a równanie (2.2) doprowadzimy
do układu zwyczajnych równań różniczkowych

,2.22) l e ^ -

Izie
Edb1

dx1

Równanie charakterystyczne równania (2.22)

(2.23)

daje osiem pierwiastków

=(/
—;.• -|- "I / S± ] S3 — }• —"I
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Rozwiązanie równania różniczkowego (2.22) przyjmie postać

(2.24) Fm (x) = Ci cos kx x -|- C2 cos ?c2 x -\~ C3 cos Je, x + C4 cos kĄ x +

h C| sin Je, x + Ć3 sin Jc3 X + C s sin fcs x + C4 sin Jc4 x,
gdzie

]/ **'""̂  + "1/ "

s + )•'' 4m8

Rozważmy przypadek symetrycznej postaci odkształcenia powłoki, gdy
na brzegach x = 0 i x = a działają jednakowe momenty Ą {y) (rys. 10). Dla
przyjętego układu współ-
rzędnych przyjmiemy

F,„ (x) = 2J C/ COS fc,- x.
/ î

Z warunków brzegowych
dla x = + a/2

wyznaczymy stałe całkowania

a—4

, R

1

(2.25) 7c,a (Je?—fc^)...(k?-
2

W mianowniku ostatniego wzoru opuścić należy czynnik (Icf—kf). Ugięcie
powłoki określa wzór

(2.26) 1 0 = l ' 4 ^

Tak wiąc

(2.27) w =

Przyrównując do siebie wyrażenie

(2.28)
dw\

1 = 1 •
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oraz odpowiednią pochodną wzoru (1.9) na lewym brzegu powłoki otrzy-
mamy związek

(2.29) y
=1,3....

2 •

W przypadku obciążenia powłoki momentami antysymetrycznie działa-
jącymi na brzegach x = a/2 (rys. 11) otrzymamy odkształcenie powłoki
antysymetryczne wzglądem x = 0.

Przyjmiemy

(2.30) F,„ (w) =
- ' • s i n k i x -

Z warunków brzegowych dla x == a/2

uzyskamy stałe całkowania

2
(2.31)

Tak więc

dw
\jx x- — ai

d.xfi

(1=1,2,3,4).

Porównując ostatnie wyrażenie do odpowiedniej pochodnej wzoru (1.9)
(przy Am = — Cm, Bn = D„ = 0) otrzymamy

(2.33) ...cos

Za pomocą uzyskanych wzorów zamkniętych wyv&zit można warunki wybo-
czenia (1.13.1), (1.14), (1.15) i (1.16) w postaci równań przestępnych. Są
one jednak tak złożone, że polecić należy stosowanie warunków wyboczenia
w postaci sum zawierających nieznany parametr s. Natomiast poleca się
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wyrażenie wzorami zamkniętymi sum G,„ i Hr występujących w układzie
równań (1.18). W tym układzie równań szeregi G,„ i Hr odznaczają się
bardzo małą zbieżnością w porównaniu z dwoma pozostałymi szeregami.
Droga postępowania przy rozwiązywaniu tego układu równań jest następu-
jąca. Dla przyjętego s wyznaczamy z wyrażeń zamkniętych wielkości
Gm i Hr dla kolejnych wartości m,r = l,3,.... Ograniczając się do trzech,,
a najwyżej do. czterech wyrazów szeregów

§mAm
»=1,8..„ un.m w -1,3,... u".'"

obliczamy wartość wyznacznika układu równań. Drogą prób wyznaczamy
dwie wartości wyznacznika (jedną dodatnią, drugą ujemną) bliskie zeru.
Dalej ze wzoru interpolacyjnego L a g r a n g e ' a wyznaczamy wartość s/ir.

Dla tych przypadków, w których jedna z krawędzi lub dwie sąsiadujące
krawędzie są utwierdzone, a pozostałe swobodnie podparte, najwygodniej
będzie korzystać z warunków wyboczenia (1.34) i (1.35) (z ostatniego dla
S = a/2, 77 = b/2).

Zauważmy dalej, że stosowanie pojedynczych szeregów trygonometrycz-
nych stanowi jedyną drogę rozwiązania zagadnienia wyboczenia powłoki
dla przypadków, w których warunki brzegowe odbiegają od tych, które
rozważa się w niniejszej pracy. Szczególnie częstym (zwłaszcza w konstruk-
cjach budowlanych) jest przypadek nieprzesuwnego podparcia przegubowego
lub nieprzesuwnego utwierdzenia zupełnego brzegów y = 0 i y==b. W pierw-
szym przypadku mamy na tym brzegu w = 0, u = 0, v = 0 i My = 0,
w drugim to = 0, u = 0, u = 0 i dw/dy = 0. Warunki te można spełnić,
zważywszy że funkcja Fn(y) zawiera osiem stałych całkowania, co od-
powiada ośmiu warunkom brzegowym, po cztery na każdym z brzegów.
Znaczne uproszczenie uzyskamy dla warunków brzegowych symetrycznych
wzdłuż brzegów y = 0 i y = b i przy wykorzystaniu symetrycznej i anty-
symetryczriej postaci wyboczenia powłoki. Uzyskamy tu układ czterech
równań jednorodnych tak dla symetrycznej, jak i antysymetrycznej postaci
wyboczenia. Przyrównanie do zera wyznacznika układu daje warunek
wyboczenia. Otrzymujemy równanie przestępne o bardzo zawikłanej budo-
wie. Trudności jednak rachunkowe występujące przy wyznaczaniu najmniej-
szego pierwiastka równania przestępnego są tak znaczne, że należy szukać
innej drogi rozwiązania zagadnienia, na przykład stosowania metod energe-
tycznych lub ortogonalizacyjnych.

3. Przedstawiony w pierwszej części pracy sposób rozwiązywania zagad-
nień stateczności powłoki walcowej kołowej rozszerzyć można na bardziej
złożone przypadki wyboczenia układu. Przede wszystkim na przypadek
powłoki poddanej obciążeniu radialnemu p o jednostajnej intensywności
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na powierzchni powłoki i obciążeniu qL działającemu w kierunku osi x.
Obciążenie p wywołuje reakcje wzdłuż krawędzi y = 0 i y = b o wartości
q 2 = p R . Jak długo obciążenie p jest mniejsze od pewnej wartości gra-
nicznej, mamy do czynienia ze stanem błonowym naprężeń. Istnieje jednak
taka wartość obciążenia zewnętrznego, przy której następuje utrata statecz-
ności. Zmianę stanu naprężeń i odkształceń, mającą miejsce przy utracie
stateczności, opisują następujące równania różniczkowe W. Z. Własowa, [1],

(3.1.

* »

Łatwo spostrzec, że dla tego ogólniejszego przypadku wyboczenia słuszne
pozostają wszelkie rozwiązania zawarte w pierwsze-j części pracy, jeżeli
zamiast występującego tam wyrażenia Dn.m przyjmiemy wyrażenie Dń,m,
gdzie ' - . '

Eó <ń

W analogiczny sposób jak dla zagadnień stateczności rozwiązać można
zagadnienia drgsń własnych powłoki przy utwierdzeniu jej krawędzi w do-
wolnej kolejności. Odpowiednie równania różniczkowe drgań wymuszonych,
będące podstawą zasadniczego związku (1.9), mają tu postać, fl],

(3.3)

R d2w

Tutaj fi jest masą odniesioną do jednostki powierzchni środkowej powłoki,
a co częstotliwością drgań. Nie powtarzając postępowania zmierzającego do
uzyskania wzoru (1.9) podamy ugięcie powłoki, wywołane działaniem mo-
mentów brzegowych w sposób okresowo zmienny:

(3.4)

gdzie

> = ~ sin tu t

Nn*

V \ [Am •l)"Cm\an

Dn.r

n'1
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Z warunków zerowej wartości pochodnej dw/dn na brzegach utwierdzonych
otrzymuje się warunki drgeń swobodnych powłoki. W mocy pozostają
wzory (1.11), (1.13), (1.15), (1.16), (1.18), (1.22), (1.26), (1.32), (1.33) i (1.35),
jeśli w mianowniku sum zastąpić D«.m przez Dń,m.

Sumy

v ft v ft
_2/ "D'~> _2J ~£^m

dadzą się obliczyć. Skorzystać tu można ze wzorów (2.18) i (2.20) wsta-
wiając zamiast fci,2, Jcs. i, Pn, Rn i Sn wartości

(3.5) i + i / i —

Wreszcie uogólnić można zagadnienie drgań swobodnych powłoki na
przypadek drgań przy udziale sił osiowych. Drugie z równań (3.3) uzupełnić
należy wyrazem q t d

2w/d x2 + q2 d
2 wid y2. Słuszne tutaj pozostaną wszelkie

rozważania pierwszej części pracy z tym, że zamiast D'n, m wstawić należy
D'ń, m,. gdzie

(3.6) D,7.m" =

przy czym

(n2 + m2o2f+y- Tl*

s2 —
q a a-

Łatwo zauważyć, że ze wzrostem qt i q2 częstotliwość drgań maleje i dla
q->-qftr (przy ustalonym stosunku qj/qs) częstotliwość drgań dąży do zera.
Ze wzrostem sił rozciągających q częstotliwość drgań swobodnych powłoki
wzrasta.
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P e 3 IO M e

nPO/JOJIbHblH H3r i iB I-I COBCTBEHHHE KOJ1EBAHI-IH
OBOJIOHKH

B paGoTe npHBoflHTca TOHHoe pemeroie npoSjieMbi npo,zi;ojibHoro M3rn6a
M K0Jie6aHHM KpyroBOM nlvuwmp[pw.HecKoii OSOJIOHKM C pa3JiHHH0 onepibiMH

McxoflHbiM nyHKTOM HBjiaeTc^ /i;iKp(pepeHu;MajibHoe ypaBHeroie
H3rn6a, MJin-JKe coBcTBeHHBix KOjieSaroiM, corjiacHO

TeopMjł ofioJioneK B. 3 . B j i a c o B a .
B nepBOM nacTH pa6oTBi npwsoflHTCH p e m e t r a e Bonpoca

O6OJIOHKM nyTeM npHMeHeima flBoiiHLix TpwroHOMeTpMHecKHX

noBepxnoc™ nporwSa O6OJIOHKM, noflBeprHyTow
CHCMMaioinMX CHJI K KpaeBbix MOM6HTOB [ypaBHeHHe (1.9)],

n p n noMomM #BoiiHbix paflOB ^ y p t e , nojiy^aiOT M3 KpaeBbix ycjiOBHił
KOJiMHecTBo ycjiosioł. PaccMaTpHBaiOTCH cj iynaii 060J10-

H J I M neTbipe Kpan KOToptix 3ameMjieHbi [ypaBHeHMH (1.12),
(1.13.2), (1.14), (1.15), (1.18.1) u (1.18.2)]. TeM me MeTOflOM pemaeTCH BO-
npoc npoflOJibHoro W3m6a OSOJTOHKM C npofloJibHŁiMM peSpaMu SKecTKOCTw
M, HaKOHe^ cjiy^aii npoflOJibHoro M3rw6a cnjioniHOM OSOJIOHKM.

Bo BTOpOM HaCTM paSOTbl, npMMeHflH MeTOfl eflHHMHHblX TpHTOHOMe-
TpMHecKKx pnflOB, cyMMHpyeTCH nacTb paflOB, BbiCTynaiomMx B peiueHMHx,
nojiyHeHHbca wpn noMoumw TpwroHOMeTpMHecKHX paflOB.

B TpeTbeń nacTM pa6oTbi npMBOflHTca flonojiHeHMH, KacawurMecH n p o -
H3r'M6a OSOJIOHKM, cacHMaeMoii B flByx rjiaBHbix HanpaBjieHMHx.
npHBOflMTCH peiueni ie npo6jieMbi co6cTB6HHŁrx KOJieSaraMM 060-

, cjKHMaeMOM B flByx rjiaBHbix HanpaBJieHMHX, npM pa3JimHbix Kpae-
ycjiOBMax. YcTaHosjieHo, HTO, n o Mepe pocTa cjKHMaioiu;Mx CMJI. Ma-

co6cTBenHwx KOJieSaHMM CTpeMMTCH K Hyjno. IIo Mepe pocTa pacTH-
, CMJI, q -> qkn nacTOTa coScTBeHHbix KOJieSaiiroi OSOJIOHKH
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S u m m a r y

BUCKLING AND FREE VIBRATIONS OF A CYLINDRICAL SHELL

An exact solution of the problem of buckling and free vibrations of
a circular cylindrical shell for different ways of supporting the edges is
given. The starting point is the differential equation of buckling and free
vibrations of the engineer's theory of shells developed by V. Z. VI a s o v.

The first section brings a solution of the problem of stability of a shell
by means of double trigonometric series.

Expressing the deflection surfaces of a shell subjected to longitudinal
compressive forces and edge moments (Eq. 1.9.) by means of double F o u -
r i e r series the necessary number of conditions is obtained. The cases
of shells with one, two or four edges built in [Eqs. (1.12), (1.13.2), (1.14),
(1.15), (1.18.1) and (1.18.2) are discussed. The same method is used to solve
the proiblem of a shell reinforced with longitudinal ribs and the case of
buckling of a continuous sljell.

In the second section part of the series appearing in the solution obtai-
ned by means of the trigonometric series is summed up using the method
of single trigonometric series.

The third section contains some additional remarks on the problem of
buckling of a shell subjected to compression in two principal directions.
Finały, the solution of the problem of free vibrations of a shell subjected
to compression in two principal directions for different ways of supporting
the edges is given.

It is_ found that with increasing compressive forces the frequency of
free vibrations decreases and forq->qCrthe frequency of free vibrations
tends to zero. It increases with increasing tensile forces.

ZAKŁAD MECHANIKI OŚRODKÓW CIĄGŁYCH
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