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DRGANIA WŁASNE I WYBOCZENIE PŁYTY PROSTOKĄTNEJ
NA OBWODZIE CAŁKOWICIE UTWIERDZONEJ

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Zagadnienie drgań własnych i wyboczenia płyty prostokątnej na
obwodzie całkowicie utwierdzonej zostało rozwiązane w sposób ścisły
dopiero w ubiegłym dwudziestoleciu. Wymienić tu należy prace
S. T o m o t i k a, [1], i S. I g u -
c h i e g o , [2], dotyczące drgań
własnych płyty, oraz rozwiązania
E. T r e f f tza, [3], G. J. T a y -
l o r a , [4], O. H. F a x e n a , [5],
i S. I g u c h i e g o , [6], odnoszące'
się do zagadnienia stateczności
płyt w sposób zupełny utwier-
dzonych na obwodzie.

W niniejszym komunikacie zo-
stanie podany odmienny sposób
rozwiązania tych złożonych za-
gadnień niż u wymienionych au- ?«/
torów, przy czym rozwiązanie do- Rys. i
tyczyć będzie przypadku ogólniej-
szego, mianowicie drgań własnych płyty przy udziale stałych sił ściska-
jących lub rozciągających, działających w płaszczyźnie środkowej płyty.

Rozważmy najpierw płytę prostokątną na brzegach swobodnie
podpartą, poddaną działaniu sił ściskających q, i q2j oraz obciążenia
periodycznego p sin ai t, działającego prostopadle do płaszczyzny płyty
wzdłuż prostej x = £.

Rozwiązanie równania różniczkowego drgań poprzecznych płyty

(1) N F a Vi w j - q, wXx + q2 wyy + fi u>tt = p (x, y) sin w t

przyjmuje tu postać
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gdzie nn

oraz

We wzorze (1) io oznacza ugięcie płyty, N sztywność zginania płyty,
to częstotliwość drgań, (j, masę odniesioną do jednostki powierzchni
środkowej oraz t czas. Ze wzoru (2) można przejść, różniczkując go
względem | , do przypadku obciążenia płyty momentami M, rozłożo-
nymi w sposób ciągły wzdłuż prostej x=£. Otrzymamy dla tego
przypadku

,O\ 2 t v< Vi Amancosan£ . . ,,
(3) w — — sin w ty \ — sin a„ x sin pm y.

Tutaj Am jest współczynnikiem rozwinięcia F o u r i e r a momentu M
wzdłuż prostej x = i. Dla 1 = 0 otrzymamy przypadek obciążenia
płyty momentami M wzdłuż osi y.

Stosując powyższe postępowanie dla przypadku, gdy wzdłuż brze-
gów £ = 0, y = 0, x = a i y = b działają momenty, których roz-
winięcie F o u r i e r a posiada współczynniki oznaczone kolejno przez
Am,Bn,Cm i Dn, uzyskamy dla ugięcia płyty następujący wzór:

« [Am-(-l)nCn]an+%-[B„-(-~l)mDn]pm
(4) ^ - ^ - s i n o . t V V — —5 x

Z warunków zupełnego utwierdzenia płyty na jej brzegach,

d w]
0, d w\

= 0,

otrzymamy układ czterech równań jednorodnych. Układ ten uprości
się do dwóch równań ze względu na symetrię warunków brzego-
wych i obciążenia.

Zauważmy, że zależności

(5) A„, = Cm, B„ = Dn (771,71=1,3,5,...)

odnoszą się do postaci drgań symetrycznej względem obu osi sy-
metrii płyty.
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Zależności

(6) Am = C,„, Bn = — Dn (m = l,3,5,...; n = 2,4, 6,...)

odpowiadają liniom węzłowym wzdłuż prostej y — b/2. Mamy tu po-
stać drgań symetryczną względem osi , x = a/2 i antysymetryczną
względem y = b/2.

Odwrotnie, zależności

(7) Am = — Cm) B„==D„ (Tn,==2,4,6,...; n = 1,3,5,...)

odnoszą się do przypadku linii węzłowych wzdłuż osi symetrii x = a/2.
Wreszcie zależności

(8) Am = — Cm, Bn = — D„ (m, n = 2,4,6,...)

odpowiadają liniom węzłowym wzdłuż prostych x = a/2 i y = b/2.
Ograniczymy się do rozważenia symetrycznej (względem obu osi)

postaci drgań własnych płyty.
Z warunków

[wx]x^0 = 0, [wy\ _ 0 = 0

otrzymamy układ dwu równań

(Q 9"> n V / i " ""' J_ rlrl" V K m — o

Eliminując z powyższego układu równań B„ uzyskamy

(10) Am-
1=1,3, ...

gdzie

*=i

oraz
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(11)

Z przyrównania do zera wyznacznika układu równań (10)

— G l h — G 1 H , —G-15, . . .

— G 8 1 , 1 G 3 3 , G 3 5 , . . .

~ G 5 1 , — G 5 3 , 1 — G 5 5 l . . . ==0

otrzymuje się nieskończoną ilość pierwiastków, z których najmniejszy
daje podstawową częstotliwość drgań własnych płyty.

Dla płyty kwadratowej oraz przy qt = q2 = q otrzymamy znaczne
uproszczenie układu równań. Występująca w równaniu (10) wartość
Gmi przyjmuje tu postać

(12)

Po wprowadzeniu oznaczeń

im at
Em Dm, i

^ = = i

mamy

(13) Gmt = - mi

(n 2 -f-m 2 ) 2 —s )—*.

Występującą w wyrażeniu (13) sumę można przedstawić następu-
jącym wzorem zamkniętym:

Z (n2
1

tn>
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Uwzględniając jedynie cztery pierwsze wyrazy układu równań (5)
i przyrównując wyznacznik czwartego rzędu do zera, otrzymujemy
częstotliwości drgań własnych podane w tablicy 1.

Tablica 1

S

nŁ | / N '"

o

4,57

— 1

3,98

0

3,65

1

3,28

3

2,40

Jest rzeczą widoczną, że ze wzrostem sił ściskających maleje czę-
stotliwość drgań własnych. Dla ą-^ąkr zdąża ona do zera. Ze wzro-
stem sił rozciągających częstotliwość drgań własnych wzrasta. Dla
s = 0, a więc dla przypadku drgań własnych bez udziału siły osiowej,
jak i dla przypadku a> = 0, a więc dla zagadnienia stateczności płyty,
układ równań (10) jest identyczny z układem równań, uzyskanych
przez S. I g u c h i e g o na innej drodze.

Zauważmy, że zależności (6)-(8) pozwalają na wyznaczenie sił
krytycznych dla płyt zupełnie utwierdzonych wzdłuż trzech i dwóch
ze sobą sąsiadujących krawędzi.

Szczególnie prosto przedstawiają się równania warunkowe drgań
własnych (a przy co = 0 równania warunkowe wyboczenia płyty) dla
przypadku utwierdzenia zupełnego płyty wzdłuż jednego lub dwu
przeciwległych boków. Na przykład, dla płyty wzdłuż krawędzi x = 0
zupełnie utwierdzonej, a na pozostałych bokach swobodnie podpartej,
równanie warunkowe przyjmuje (przy Cm = 0, D„ = B„ = 0) szczegól-
nie prostą postać

(14) Z
1

D„.„
= = 0 .

Powyższe rozważania dają się uogólnić na płyty ortotropowe. Należy nie
zmieniając toku postępowania wprowadzić zamiast Dn,m wartość An,m-

Zważywszy, że równanie różniczkowe drgań poprzecznych płyty
ortotropowej ma postać (7).

(15) Bl wxxxx+ 2 H wxxyy + B2 Wyyyy + qt wxx + q2 Wyy +juwtt=p sin co t,

otrzymamy

Tutaj Br i B2 oznaczają sztywność zginania płyty w kierunkach osi
x i y, 2H = Bjm2+B2/m,+i±C, gdzie m t i m2 są liczbami P o i s s o n a
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dla tych kierunków, C=(h;i/12) GQ, gdzie Go jest stałą materiałową, od-
powiednikiem modułu odkształcenia postaciowego ciała izotropowego,
oraz h grubością płyty. Wreszcie # jest masą odniesioną do jednostki
powierzchni płyty or to tropowej.
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P e 3 K> M e

COBCTBEHHŁIE KOJIEBAHHfl H yCTOHHHBOCTb llPHMOYrOJIbHOM

IIJIACTHHKH, 3AIHEMJIEHHOH n o KOHTYPy

Bonpoc coScTBeHHbix KOjie6aHMH M Bonpoc ycToił^MBocTM
njiacTMHKM, sameMJieHHOił n o KOHTypy, GŁIJIH TOHHO p e -

HecKOJibKMMM aBTOpaMH (C. T o M O T H K a , C. M , T y r u M ,
F. T e i i j i o p , E. TpedpiTU, O. $ a K c e H ) B 1933-1937
B HacToameM oooSirceHHn upMBOflMTca paaji'MHHBiii, Hem y
TBDi aiBTOpOB, cnoco'6 peiueHMH 3Toro Bonpoca. KpoMe TOTO, peuieHHe
Kacaerca 6ojiee v6m,eń iipo6jieMBi, a MMenHO BHyrpeHHMx .KOJieSąHJoł

rrpw yiacTHH cacuMaiomns MJIM pacTHrnBaiomMx CHJI.
nymcTOM HBJiaerca BŁipajKeBMe flJia noBepxHocTM M3-

rn6a njiacTHHKH, HarpyaceHHoił nepHO^MHecKM nepeMenHBiivm u
B;ąojifc KpaeB njiacTMHKH, M3rn6aiomMMM MOMeirraMM.

nojmoro 3am;e>MJieHMfl ruiacTimicM no KOHiypy M
cMMMerpnio MJIM aHTKMeTpnio dpopM KOJieSaHirii, a Taicxi

ił narpy3OK Qx M q2j nojiynaeTCfl CMcreoMa «ByXi ypaBHeHirił.
STOM CMCTeMBi, npMpaBHeHHBOi K Hyjiio, npeflCTaBJineT

CBOÓO/THbDC KOJieSaHldł flJiaCTMHKM.
cHMMeTpirHHOM, n o OTHorneHMK) K o6enM OCHJT

coGcTBeHHBix KojieSaHMił njiacTMHKH, nojryna-
cHCTeavra ypaBHeHMii (9.1) H (9.2).
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a TaKsce cnpji qi = q3 = q, onpe-
ocHOBuaa nacTOTa coScTBenHbix KOJieSaHnn B 3aBncMM0CTM

OT napaMerpa q. BBiinew3.nojKeHHbiji cnocoG perueHMH npMMeHHM
K miacTJiHKaM, o/cEia, ĵBe MJMI TpM cropoubi KOTOPBIX 3amenvrjieHbir

ocTajibHbie see rto^nepTw OBo6o/nro.
3 T O T CIXOCO6 MOJKHO TipMMeHMTb 6e3 3aTpyflHeHMM K

S u m m a r y

FREE VIBRATIONS AND BUCKLING OF A RECTANGULAR PLATE
WITH ALL EDGES BUILT IN

The problem of free vibrations and buckling of a rectangular
plate with all edges built in has been solved by several authors
(S. T 0 m o t i k a, S. I g u c h i, G. I. T a y 1 0 r, E. T r e f f t z,
O. H. F a x e n) during the years 1933 to 1937. In the present
paper a different method of solving this problems is discussed. The
solution shown is of a somewhat more general character and con-
cerns free vibrations of a plate subjected to compression or tension.

The starting point of the discussion is the expression of the de-
flection surface of the plate loaded at the edges by bending mo-
ments of periodic variability. Assuming that the plate is built in
at all edges and considering the symmetrical (or antisymmetrical)
form of vibrations, as well as the symmetry of loads qr and q2, we
obtain a system of two equations. Its determinant, equalled to zero,
constitutes the criterion of free vibrations of the plate. Limiting
our considerations to vibrations symmetrical with respect to both
axes of the plate we obtain the system of equations (9.1) and (9.2).
For a square plate with q1 = q2 — q, the fundamental frequency
of free vibrations is determined in funcion of the parameter q. This
method can be applied to plates with one, two or three edges built
in, the other being simply supported. The procedure can easily be
modified for orthotropic plates.
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