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DRGANIA WEASNE [ WYBOCZENIE PLYTY PROSTOKATNE]
NA OBWODZIE CALKOWICIE UTWIERDZONE]

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Zagadnienie drgan wlasnych i wyboczenia plyty prostokatnej na
obwodzie calkowicie utwierdzonej zostalo rozwigzane w sposéb scisty
dopiero w ubieglym dwudziestoleciu. Wymienié tu nalezy prace
S. Tomotika, [1], i S. Igu-
chiego, [2], dotyczace drgan a
wlasnych pltyty, oraz rozwigzania Lereeveryeevey)

E. Trefftza, [3], G.J. Tay-

lora, [4], O. H. Faxena, [5],
iS. Iguchiego, [6], odnoszace
sie do zagadnienia statecznosci %t 2
plyt w sposéb zupelny utwier- Ay psinwt
dzonych na obwodzie.

W niniejszym komunikacie zo- x
stanie podany odmienny sposdb P ,
rozwigzania tych zlozonych za- EIIEIXINIXRIIRY
gadnien niz u wymienionych au- %/
toréw, przy czym rozwigzanie do- ) Rys. 1

tyczy¢ bedzie przypadku ogblniej~
szego, mianowicie drgan wlasnych plyty przy udziale statych sit sciska-
jac'ych lub rozciagajacych, dziatajacych w plaszezyZnie §rodkowej plyty.
Rozwazmy najpierw piyte prostokatng na brzegach swobodnie
podparts, poddana dzialaniu sit éciskajacych g, i g, oraz obcigzenia
periodycznego p sin w t, dzialajgcego prostopadle do plaszezyzny plvty
wzdluz prostej x==E¢.
Rozwigzanie réwnania rézniczkowego drgan poprzecznych plyty

(1) N 22w + g Wee + Qe Wyy + pwu=p(x,y)sinot

przyjmuje tu postaé

&

2 . sin ¢ . :
(2) w=-—sinwt Z Prm 811 @n & sin ap  Sin fu Y,
a Dn.m '

n=1 m=1
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1 na m
gdZIE fhy — '-aﬂ, ﬁm == ’Bﬂ
oraz
‘Dn mo =N ({Ii + 3?1- - (q1 FJ'.;)", _E‘ qﬂ ﬁr‘:i} —H (”:3'

We wzorze (1) w oznacza ugiecie plyty, N sztywno$¢ zginania plyty,
w czestotliwosé drgan, p mase odniesiong do jednostki powierzchni
Srodkowej oraz t czas. Ze wzoru (2) mozna przejé¢, rézniczkujac go
wzgledem ¢, do przypadku obcigzenia plyty momentami M, rozlozo-
nymi w sposéb ciagly wzdluz prostej &= £. Otrzymamy dla tego
przypadku

2 . \ Anapcosapé . 5
(3) w=_sine t"g; 2, = sin a, x sin fm y.
Tutaj An jest wspoélczynnikiem rozwiniecia Fouriera momentu M
wzdluz prostej x=2§& Dla £§=0 otrzymamy przypadek obcigzenia
plyty momentami M wzdluz osi y.

Stosujgc powyzsze postepowanie dla przypadku, gdy wzdluz brze-
gow =0, y=0, x=a i y=>b dzialaja momenty, ktérych roz-
winigcie Fouriera posiada wspolczynniki oznaczone kolejno przez
Am, Bn,Cm i Dpn, uzyskamy dla ugiecia plyty nastepujgcy wzér:

oo lAm—(—l)"C;nlﬂrx b [Bn_( I]m Dnlﬁm

@ w=2snwt ¥ =P i il

=1 m-—=1

~ sin a, 2 sin B y.
Z warunkéw zupelnego utwierdzenia plyty na jej brzegach,

0w
dm]x—ﬂ _0’

X=n =a

otrzymamy ukiad czterech réwnan jednorodnych. Uklad ten uprosci
si¢ do dwoch réwnan ze wzgledu na symetrie warunkéw brzego-
wych i obecigzenia.

Zauwazmy, ze zaleznosci

(5) Apn=Cp, B, = D (m,n==1,3,5,..)

odnosza si¢ do postaci drgan symetrycznej wzgledem obu osi sy-
metrii ptyty.
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Zaleznosci

(6) Ap=Cy, B,=—D, m=1,3,5,..; n=2,4,6,...)

odpowiadajg liniom wezlowym wzdluz prostej y =>b/2. Mamy tu po-
sta¢ drgan symetryczng wzgledem osi x—a/2 i antysymetryczng
wzgledem y=1b/2.

Odwrotnie, zaleznosci

(7) Ap=—Cun, B, =D, (m=2,4,6,...; n=1,3,5,..)

odnosza sie do przypadku linii weztowych wzdiuz osi symetrii @ =a/2.
Wreszcie zalezno$ci

(8) Am:"""'cm, By =— Dy {m,nzz, 46,...)

odpowiadajg liniom wezlowym wzdluz prostych x=a/2 i y=b/2.
Ograniczymy sie do rozwazenia symetrycznej (wzgledem obu osi)
postaci drgan wiasnych plyty.
7, warunkéw
[wx]le) i D’ lwy}ysﬂ = 0

otrzymamy uklad dwu réwnan

- aza aBm « Bran
(9.1) Am - +_'_" ___':01
s B. - B
(9.2) n Z ﬁ%”‘ + Eb_" D,,m,; =0.

m=1.3, ... m=18, ..,
Eliminujgc z powyzszego ukladu réwnan B, uzyskamy

(10) Ap— 2 Ai Gmi=0,

=18, ...

gdzie

2
ﬂm ﬁf A
Gm 2 Fk Dk i Dk m

oraz

"L;U.s.

En= ) B, = 2 ]

=18,
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Z przyrbwnania do zera wyznacznika ukladu réwnan (10)

!1—‘G1|: '_'Glss _G15: f
__G:n: I_G:ms —Gnsr ’
(11) I_GSI! Gﬁu, 1_‘655,- ‘=0

otrzymuje sie nieskonczong iloéé pierwiastkéw, z ktérych najmniejszy
daje podstawowsg czestotliwoéé drgan wilasnych piyty.

Dla plyty kwadratowe]j oraz przy q,=q,=q otrzymamy znaczne
uproszezenie ukladu réwnan. Wystepujaca w réwnaniu (10) wartosé
Gmi przyjmuje tu postaé

e ﬁm o
(12) Gmf Yo Em Dm_i v

Po wprowadzeniu oznaczen

s aa _ 2
N?Ia’ '__nuNnd.
mamy
(13} Gmf =T s ‘nE— - nt
2 0N 2 L -
|(1' +m?) 5(‘ ~+m?) Z]Z {na +m2)2__3m2+m2)_;[

n=1,8,.

Wystepujacg w wyrazeniu (13) sume mozna przedstawié nastepu-
jacym wzorem zamknietym:

Z“ n? - 1
ey m24 m?P—sn®+m?)—1

~

4 12+—
/s, ;“—'_s_ﬂ:
( ——+ it S m S
SRl
EPERT . S A r e |
4 2 L) g AT g—mY.
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Uwzgledniajac jedynie cztery pierwsze wyrazy ukladu réwnan (5)
i przyréwnujac wyznacznik czwartego rzedu do zera, otrzymujemy
czestotliwosei drgan wlasnych podane w tablicy 1.

Tablica 1
s —3 i ] 0 1 3
a* ;
= ‘Em 4,57 _ 3,98 3,65 3,28 2,40

Jest rzeczg widoczng, Ze ze wzrostem sil Sciskajgcych maleje cze-
stotliwoéé drgann wilasnych. Dla g qz zdaza ona do zera. Ze wzro-
stem sil rozciggajacych czestotliwosé drgan wilasnych wazrasta. Dla
s =0, a wiec dla przypadku drgan wlasnych bez udzialu sily osiowej,
jak i dla przypadku o =0, a wiec dla zagadnienia statecznosci plyty,
uklad réwnani (10) jest identyczny z ukladem réwnan, uzyskanych
przez S. Iguchiego na innej drodze.

Zauwazmy, Ze zaleznoSci (6)-(8) pozwalajg na wyznaczenie sit
krytycznych dla plyt zupelnie utwierdzonych wzdluz trzech i dwéch
ze sobg sgsiadujgcych krawedzi.

Szczeg6lnie prosto przedstawiajg sie rownania warunkowe drgan
wlasnych (a przy =0 réwnania warunkowe wyboczenia piyty) dla
przypadku utwierdzenia zupeinego plyty wzdluz jednego lub dwu
przeciwleglych bokéw. Na przyklad, dla ptyty wzdluz krawedzi x=0
zupelnie utwierdzonej, a na pozostatych bokach swobodnie podpartej,
rébwnanie warunkowe przyjmuje (przy Cm =20, Dy = B, = 0) szczegol-
nie prosta postaé

s " ai 0
L 2 Bun "
=180

Powyzsze rozwazania dajg sie uog6lnié na plyty ortotropowe. Nalezy nie
zmieniajac toku postepowania wprowadzié zamiast Dp,m wartoS¢ An,m.

Zwazywszy, ze robwnanie rozniczkowe drgan poprzecznych plyty
ortotropowej ma postaé (7).
(15) Bl wx,‘xx'i' 2H wn-yy—i— Bg Wyyyy+q1 Wix + g Wyy —]"}_1 WHy=7p sin w t,
otrzymamy

Au.m = (Bl ai + 2H aﬁﬁ?ﬂ + Bzﬁﬁl)_"((haﬁ + q?. Eu) '-“,t—t £U2.

Tutaj B, i B, oznaczaja sztywno$¢ zginania plyty w kierunkach osi
x iy, 2H=B,/my+B,/m,+4C, gdzie m, i m, sa liczbami Poissona
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dla tych kierunkow, C=(k*/12) G,, gdzie G, jest stalg materialows, od-
powiednikiem modulu odksztalcenia postaciowego ciala izotropowego,
oraz h grubocig plyty. Wreszcie p jest masa odniesiong do jednostki
powierzchni plyty ortotropowej.
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Peswowme

COBCTBEHHDBIE KOJIEBAHUS U YVCTOMYHUBOCTE HPAMOVI'ONBHOM
TUIACTUHKHY, BAIIEMJIEHHOH IO KOHTYPY

Bompoc coberBeHHBIX KOJIe0aHMIA M BOIIPOC yCTOMYMBOCTH IIDSMO-
YIOJIBHOM TIMACTHMHKM, 3allleMJIeHHON II0 KOHTYpPY, ObImiM TOYHO pe-
menel HeckoubkuMy aBropamu (C. Tomoruxka, C. Mirymmn,
I' Teirnop, E. Tpedru, O. Paxcen) B 1933-1937 ropax.
B HacroAmeM coobIIeHMM TPUBOAMTCH PA3JIMHHEBIN, YeM § YIIOMIHY-
TRIX aBTOPOB, crocod pernenus sroro sompoca. Kpome roro, penteHne
racaercs Gosee 061eit 1pobieMbl, & UMEHHO BHYTPEHHUX KOJIeGAHMIA
TIIACTMHKM ITPY YYACTHUM CHMMAIOLUMY MM PaCTATCMBAIOILIMX CHUIL

ViexopHBIM TyHKTOM fABJSETCA BBIpAzKeHMe AJIA MOBEPXHOCTH M3-
ruba naacTMHKY, HAarPyIKEeHHOM HepuofMJecKy IIePeMeHHbIMU ¥ Aeii-
CTBYIOIIMMM BZOJb KPAER IIACTHMHKY, M3rubarolymy moMesTami. 13
YCIIOBUIA IIOJTHOMO 3aIEeMJIEHUA MUIACTYHKM TI0 KOHTYPY M y4YUThIBas
CYMMETPMIO WJM aHTUMeTPUIo (bopM KoJieDaHuil, a Tak¥ke CUMMETPHIO
ASVCTBUA HATPY30K ¢y M (s, TIOJNYHYAETCHA CHCTEMa ABYX YpaBHEHWL.
Jerepmmuar 5T0ji CuCTeMBl, MPMPABHEHHBII K HYJIO, TIPEACTABJIAST
KpUTepnii CBOOOAHBIX KOJMeGariii MIacTAHKA,

OrpanyuuBasch CHMMETPMYHON, TIO OTHOIISHMIO K OOEMM OCAM

- IIACTUHKY, (OpMOit COBCTBEHHBIX KonmebGaHwmii IIACTHMHKY, MONyya-
erca cucrema ypasHenumit (9.1) u (9.2).
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JJis KBanpaTHOH TIIACTMHKM, a TakiKe MpU ¢, = ¢, = ¢, ompe-
[essgeTcsa OCHOBHAS 4acToTa COOCTBeHHBIX KoyebaHmii B 3aBUCHMOCTH
oT mapaMerpa (. DBeIensiozKeHHBIM C€rocob peleHus IpPUMEHMM
K TINACTVMHKAM, Of[Ha, J[Be MJM TPM CTOPOHBI KOTOPBIX 3aILEMJIEHBI,
ocTalbHBIE 3Ke TIOANepPTHI CBODOAHO.

Oror crrocod MOIKHO pyuMeHUTh 6e3 3aTPyIHEeHUT K OPTOTPOITHLIM
TLIACTUHKAM.

Summary

FREE VIBRATIONS AND BUCKLING OF A RECTANGULAR PLATE
WITH ALL EDGES BUILT IN

The problem of free vibrations and buckling of a rectangular
plate with all edges built in has been solved by several authors
(S. Tomotika, S.Iguchi G. L Taylor, E. Trefftz,
O. H. F axen) during the years 1933 to 1937. In the present
paper a different method of solving this problems is discussed. The
solution shown is of a somewhat more general character and con-
cerns free vibrations of a plate subjected to compression or tension.

The starting point of the discussion is the expression of the de-
flection surface of the plate loaded at the edges by bending mo-
ments of periodic variability. Assuming that the plate is built in
at all edges and considering the symmetrical (or antisymmetrical)
form of vibrations, as well as the symmetry of loads g, and q,, we
obtain a system of two equations. Its determinant, equalled to zero,
constitutes the criterion of free vibrations of the plate. Limiting
our considerations to vibrations symmetrical with respect to both
axes of the plate we obtain the system of equations (9.1) and (9.2).
For a square plate with ¢, = q. = g, the fundamental frequency
of free vibrations is determined in funcion of the parameter g. This
method can be applied to plates with one, two or three edges built
in, the other being simply supported. The procedure can easily be
modified for orthotropic plates.
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