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ZAGADNIENIA STATYKI I DYNAMIKI PLYT WZMOCNIONYCH ZEBRAMI

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

W publikacji niniejszej autor uogélnia metode przedstawiong w pracy
Stateczno$é plyt prostokatnych wzmocnionych zebrami, [1], na zagad-
nienia statyki i dynamiki plyt wzmocnionych Zebrami. Opracowane
zostaly tu trzy typy zagadnien, mianowicie zginanie, jednoczesne
zginanie i $ciskanie wzglednie rozcigganie, wreszcie drgania wymuszone
plyt wzmocnionych zebrami. Przy sposobno$ci opracowania teorii
jednoczesnego zginania i &ciskania plyty podano rozszerzone kryteria
statecznoéei plyt, uwzgledniajace sztywnosé skrecania zeber; w zwiazku
z drganiami wymuszonymi podano réwnanie warunkowe dla zagad-
nienia drgan - swobodnych ptyty. Zagadnienia potraktowano moz-
liwie ogblnie zaréwno-co do typu obcigzen dzialajacych na plyte,
jak i konfiguracji zeber, tak Ze rozwigzania zawieraja liczne technicz-
nie wazne przypadki szczegdlne.

Rozwigzania nasze dotycza plyt cienkich wzmocnionych Zebrami,
symetrycznie polozonymi wzgledem plaszczyzny $rodkowej plyty. Za-
kladamy zatem, ze plyta i zebro posiadajg wspdlng o$ zginania. Dalej
zakladamy, Ze miedzy plyta a zebrami brak naprezen tnacych przy
wspblnym ich zginaniu. Zalozenie to, powszechnie stosowane w teorii
stateczno$ci ptyt uzbrojonych zebrami, |2], [7], daje w zagadnieniach
statecznosci nieco nizsze sity krytyczne, a wiec stanowi dolne przy-
blizenie rzeczywistego zjawiska. Natomiast uwzgledniono obok sztyw-
nodci zginania zebra réwniez jego sztywnos¢ na skrecanie, czego do
tej pory nie uwzgledniano w pracach poSwieconych zagadnieniom
statecznoSci plyt wzmocnionych zebrami.

Dalej zakladamy, ze oddzialywania miedzy zebrem a plyta odbywaja
sie wzdluz linii prostych; w ten sposéb kontakt zebra z plyta odby-
wajacy sie na prostokacie o szerokosci rownej szerokosci zebrai diu-
goSci rownej diugosci zebra sprowadzamy do kontaktu wzdiuz linii
prostej. Wreszcie ograniczamy wazno$¢ naszych rozwigzan do obszaru
odksztalcen sprezystych.
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Wszelkie rozwigzania podano w dwu alternatywach: po pierwsze,
przy uzyciu podwéjnych szeregéw frygonometrycznych wygodnych
w uzyciu, ale ograniczajacych zastosowenie do plyt na wszysikich
brzegech swobodnie podpartych, po drugie, przy uzyciu pojedynczych
szeregow trygonometrycznych, gdzie swobodne podparcie plyty ogra-
nicza sie jedynie do dwu przeciwleglych brzegéw plyty.

{. Zginanie plyty wzmocnionej zebrami

Niech bedzie dzna plyta prostokatna na brzegach swobodnie pod-
parta. Na plyte dziala obcigzenie p (x,y), skierowane prostopadle do
———— plaszezyzny $rodkowej plyty. Niech ply-
| ta bedzie stezona p Zebrami, ulozonymi
rownolegle do osi y. Oznaczamy przez
El; (i=1,2,...,p) sztywnoéé na zginanie
5 i poszezegblnych zeber, a przez GC; (i=
e =1,2,..,p) ich sztywno$¢ na skrecanie.
ety Pod wplywem obcigzenia zewnetrz-
Rys. 1 nego p(x,y) ptyta dozna ugiecia, a wzdiuz

prostych x=§&; (i=1, 2, ...,p) powstang
sily wzajemnego oddzialywania miedzy zebrami a plyta. Skiladajy
si¢ one z dwu czeéei, z oddziatywan pionowych ¥ (y) oraz momentéw
m(y). Sa one funkcjemi zmiennej y.

g
=

l
|
| <
|
I
|

i

Podamy najpierw rozwiazania kilku zadafi pomocniczych.

(a) Niech na plyte prostokatng nie stezong Zebrami dziala obcia-
zenie pionowe r(y) wzdluz prostej x=E¢&. Obcigzenie to mozna przed-
stawi¢ za pomoca podwodjnego szeregu trygoncmetrycznego w postaci

2 O ¢ ; . :
(1.1) = 2 2 T SN ap & Sin ap x sin fin y,
n=1 =1
nm
Un = "E 3 ﬁm = ‘b

Réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty, wywolanego tym obcigzeniem,
ma postaé

(1.2) N ptptip=

Tutaj w oznacza rzedna ugiecia piyty, a N jest jej sztywnoscia na
zginanie.



Zagadnienia statyki i dynamiki 803

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (1.2) bedzie funkeja

et

{1.3) w(x,y) == 2 2 Wi, m SIN 0p 2 SIN B Y.

n=1 m=1

Wstawiajge (1.1) oraz (1.3) do réwnania (1.2) uzyskamy

2 rmsin ap &

A4 :
U« ) an.m a N(aa _|_ﬁ" }‘J
Tak wiec
2 m
(1.5) w(x, y)= o 2 2 r_s%}_’_ff sin ap x sin fm Y,
gdzie

ﬂ .ﬂ'! N (aa |— ﬁfﬂ}z

(b) Niech na plyte nie stezong Zebrami dziala moment m(y) roz-
lozony w spos6b ciggly wzdluz prostej x=£ Ten typ obcigzenia
przedstawimy sobie jako pare sit

lim f(y) 4 é=m(y),
Ag=0

gdzie f(y) jest pionowym obciazeniem liniowym, dzialajacym ze zna-
kiem dodatnim wzdluz prostej * =&+ 4, a ze znakiem ujemnym
w prostej x ==& Ta para sit wywola ugiecie piyty '

m S A& —sin
{1.6) w(x,y)=-§— Zf Istnan(€ -];n j inané] sin a, x sin fin y-

n=1 m=1

Przyjmujac dla matych wartosci A€, ze cosan A&~ 1 oraz sina, 48~
~a, A& otrzymamy

2 — - My Un COSG,;E ; d &
(1.7) w(x,y) = = 2 2' D sin ap x sin fm Y.

n=1 m=1

(c) Niech na plyte dziala obciazenie p(x,y). Ugiecie plyty wyraza
znana funkcja

oo

(1.8) w(x,y) = Z Z‘ g” " sin an & Sin fm Y,

n=1 m=1 %

gdzie pn,» 53 wspblezynnikami rozwiniecia Fouriera funkeji p(x,y)
w podwoéjny szereg trygonometryczny.
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Wracajac do plyty uzbrojonej zebrami, na ktéra obok obcigzenia
p(x,y) dzialajg reakcje 9 (y) i mi(y), wypiszemy réwnanie powierz-
chni jej ugiecia korzystajac ze wzordw (1.5), (1.7) i (1.8) w sposéb
nastepujacy:

o sina xsing,y

(1-9) W(x!y)= Z 2 "-BT-_"|pn,m i

n=1 m=1 m.m

n-j

-l--—Z(Tm sina, §; + mJ a,cosa E} ;

Reakcje m(y) i r(y) dzialaja na zebra ze znakiem przeciwnym;
zebra doznajg pod ich wplywem zginania i skrecania. Zginanie Zzebra
wyrazone jest nastepujgcym réwnaniem rézniczkowym:

4 a5,
(1.10) Elgd—g—éq(ﬂ—)=~—r“’ (¥) (i=1,2, ... p).

Kat skrecania zebra opisuje réwnanie rézniczkowe ')

(1.11) GC; d-d%(-@ﬂ — mli(y) (i=1,2,..,p).
We wzorach tych w; jest rzedng ugiecia, a ¢; katem skrecania i-tego
Zebra.

Przy zalozeniu swobodnego podparcia koncéw zeber najwygod-
niej bedzie przedstawi¢ rozwigzanie réwnan rézniczkowych (1.10)
oraz (1.11) przy uzyciu szeregbw trygonometrycznych

112 wi@= Y wlsing,y, @)=Y ¢@sing,y.
m=1 m=1

Wyrazajac funkcje r(y), m@(y) za pomoca szeregbw trygono-
metrycznych

(1.13)  H(y)= Z ™ sing,y, mii(y) = Z m@sinf, y,

m=1 m=

) Wartodei C; podane sa w pracy [8]. W przypadku zeber z profili cienko-
sciennych nalezy zamiast (1.11) przyjaé odpowiednie réwnanie W. Z. Wilaso-
wa (patrz [9]).
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otrzymamy rozwigzanie réwnan (1.10) i (1.11) w postaci

5
{1.14} wry (y) = Z "EIﬁL‘] Sin ﬁ’"y ?

m=1
(1=1,2,..,p)
(f)

. = mm "
(1.15) pi(y) =— 2 ‘“G'Eﬁg sin fimy,

m=1 iif

We wzorach (1.9), (1.14) i (1.15) wystepuja nieznane wspoélczynniki
rozwiniecia Fouriera funkcji rd(y) i m(y). Otrzymamy je z 2p
~warunkow wyrazajacych wspolnosé ugiecia oraz kata obrotu plyty
i zebra na prostych x=¢;.

Sa to warunki

d i -—
ey —Gi)

(1.16)  w(&,y)=wi(y), (i=1,2,..,p)

Wstawiajac do powyzszych zwiazkéw w(é:,y) ze wzoru (1.9) oraz
w; i @; ze wzoréw (1.14) i (1.15) uzyskamy uklad réwnan

3 i 2 ¥ ) S ¢
(1.17.1) Z%I:I”&_}_?ZTQZ Slnagnsnllnan P4

n=1

.
I
A
=
Il
o

) N\ _GnCOS an &;sin an i 1%

2
T ? mm Du, EI: ﬂ_m -

J=i n=1

0 L]

L= p ==
(1.17.2) 2\ pn,mrg cos ay &; -f-% 2: ) Z an COS an & Sin an & .
n.m

n=1 j=1 n=1

= o cosaécosaf ~ml)

9 P
(/) i 4 S
7 2™ teep="

j=1 n=1

(i=1,2,..,p, m=1,2,..,00).

Rozwigzanie ukladu réwnan (1.17.1) i (1.17.2) daje wielkosei ') i ml),
ktére wstawione do wzordow (1.9), (1.14) i (1.15) pozwalaja wyznaczyé
powierzchnie ugiecia plyty oraz ugiecia i skrecenia zebra. Znajomos¢
funkeji w, w; i ¢; pozwala juz na wyznaczenie dowolnej wielkosci
statycznej.
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W przypadku gdy polaczenie zeber z piytg jest tego typu, ze nie
dopuszeza do skrecania zeber, odpada z ukladu réwnan réwnanie
(1.17.2), a w réwnaniu (1.17.1) nalezy przyja¢ m,=0. Mamy {u

sina, & 9 -, sina, & sina g, i)

i 3Tl 3 gy 51RO =0

s n.m = e n.m m
(=1,2,....0, M=1,2.,00).

Jedli w réwnaniu (1.18) przyjmiemy El;=oco (i=1,2,..,p), to re-
alizujemy ugiecie plyty ciaglej o niepodatnych podporach wzdluz
prostych = §;. Jezeli w ukladzie réwnan (1.17.1) i (1.17.2) przyjmie-
my El;=co oraz GC;=rco0, to realizujemy przypadek utwierdzenia
zupelnego na i-tej niepodainej podporze.

Zajmijmy sie przypadkiem szczegélnie prostym, mianowicie plytg
kwadratowq stezona jednym tylko zebrem lezgcym na osi symetrii
ukladu. Niech na plyte dziala obcigzenie p jednostajnie rozlozone
na calym jej obszarze. Ze wzgledu na symetrie ukladu i obcigzenia
zebro nie dozna skrecania. Wystarczy zatem 0gramczyc sie do row-
nania (1.18) przy i=1, tj.

1 sin®
(1.19) Z g""’ sin a,, & +rm( ﬁ;JriZ Da 5‘)

n—1 n,m e

Zwazywszy, ze dla obcigzenia stalego pu,m = 16p/nma* (n=1,3,...,x;
m=1,3,..,00), a dalej, ze przy & =a/2 jest sin a, &, = (—1)*-12,
otrzymamy z réwnania (1.19)

n—1

6pa « (—1)2% 0 1 - 1
1. — —_— = - — —
T wm n:%‘.,_,“(na‘Fmﬂia T yim! ) 2;.«.—1 3 (n¥ )t "

gdzie y, = EI,/Na.

Wielkos¢ p, jest tu parametrem; w miare jego wzrostu zmniejsza
sie ugiecie w i w;. Dla y = oo otrzymujemy przypadek niepodatnej
podpory na linii Zebra, wzdtuz ktérej

dw
: d:r ]x:aﬁ:[}'
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Z réwnania (1.20) wyznaczono wielkosei 7))  (m=1,83,5...) i wsta-
wiono do wzoru (1.9) przy zalozeniu x =1y =a/2:

n—1

a a N o 1 2 e

w(—-- __]Z N\ . H(—1) 2 |.

919 ) ‘149" J% Do Pn.m+ a 7'{",{ 1) ]
=178 st

Na rysunku 2 przedstawiono wykres w =w(y).

Nw

pa*

000501

a0010}0,00406
.

00050 =

0001995

g
4&?&'
D00986

[ q/
| /
e 0,000786
0,000654

sl
|

0 Zr o 4 §
Rys. 2

Znaczne uproszczenie ukladu réwnen (1.17.1) i (1.17.2) daje sy-
metria ukladu i obcigzernh wzgledem prostych x=a/2 i y=Db/2.
W tym przypadku otrzymamy przy zalozeniu p Zeber

=2, =Y. v w
)= —ml), ml = —mg,
Jesli p jest liczba nieparzysts, to dla zebra leigcego wzdiuz
prostej & =a/2 mamy

(3) e
r,? ' #0, m,? =0.

Przedstawiony tu sposéb rozwiazywania zagadnienia zginania piyty
wzmocnionej zebrami posiada pewne niedogodnosci, mianowicie
w réwnaniach warunkowych (1.17.1) i (1.17.2) wystepuja szeregi nie-
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skofczone. Niedogodno$é te ominiemy przez wyrazenie wielkoseli w
[wzér (1.9)] w postaci pojedynczego szeregu trygonometrycznego.
Wprowadzamy tu jednak pewne ograniczenie
=1 1 dotyczace obcigzenia p; zakladamy mianowi-
cie, ze jest ono niezalezne od zmiennej x.

Rozwiazanie zadania pomocniczego (a) wy-
y Y4 znaczenia ugiecia wywolanego w plycie pro-
stokatnej nie stezonej zebrami obcigzeniem
o ¢ | r(y) jest znane?). Przy przyjetych ukladach
PN wspblrzednych i oznaczeniach jak na rys. 3
e ] powierzchnie ugiecia wywolang obciazeniem
Rys. 3 oo
r(y) = Tm Sin fm y

1

m=

-

wyrazimy nastepujacymi wzorami:

1 . .
wy (2, y) = 2 2 (Amsinh B & -+ B fm a cosh fm ) sin fm y

(1.21) = (0<x<é),
r - 1 ¥ = ’ r ’ r -
wy (3-'1 y} = Z R (Am sinh ﬁm x' + Bn ﬁm x’ cosh .Bm x )sm ﬂm Y
el S (0<<a' < ¢&).
Tutaj
Tm Y s " sinh B &
Am = go7———7—|Pmcosh fn &' +sinh i &' — fna - ——)
2 N fn sinh B, ( i m]”
(1.22) fmsinh fma sinh fna
B T sinh B, &
" 2Npfnsinh fna’

Zamieniajagc we wzorach (1.22) £ na & i odwrotnie, uzyskamy wiel-
koSci Ay i Bp.

Dla wyznaczenia powierzchni ugiecia wywotlanej liniowo roztozo-
nymi momentami

m(yJ — mmsmﬁmy
1

m=

wzdiuz prostej x =¢ wychodzimy z réwnan (1.21). Stale calkowania
An, Bm, A i Bn wyznaczymy z nastepujgcych warunkéw brzegowych
wzdluz prostej x=¢&:

%) Por. |3].
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’ d ‘UJ3 a w2
Wy = W2 1 - =
dx oz’
(1.23) - ‘ 5
2 wa '2 d‘; w: d“ w2
N((}:c dan)= ™. FEF =0,
Otrzymamy stad
My p'm a cosh ﬁm 3
Am m n A
~ 2Nsinhfna (ﬁ ¢sinh fm € sinh fna )’
B _ My C?E}}_ﬁm
A 2 N Slnh ﬁm

Zmieniajac we wzorach (1.24) & na & otrzymamy wielkoéei Ay, i Bp.
Do tych samych wynikéw dojdziemy rowniez na innej drodze. Z defi-
nicji momentu m (y) oraz przejécia do grenic [wzor (1.6)] tatwo zauwa-
zyeé, ze (1.7) otrzymujemy przez rézniczkowanie wzgledem & wzoru
(1.5) i zastapienie r, przez mu,. Tak wiec wielkoéci Ay 1 Bn dla przy-
padku obciazenia momentem m(y) otrzymamy przez rézniczkowanie
wzgledem & wielko$ei A,y i By ze wzorow (1 22).

Dla obcigzenia p (y) mozna podaé rozwigzanie w postaci pojedyn-
czego szeregu trygonometrycznego, [3],

V3R s )

(1.25)  w,(z,y)=
N 2 cosh &’25'-'

m=1

% cosh fm (:c— %) —fBm|x—

)smhﬁm r— “smﬁmy,
gdzie
p(¥)= > pusinfny.

m=1

Zatem ugiecie plyty, na ktéra obok obcigzenia p(y) dziataja obcigze-
nia ™ (y) i m¥(y), wyrazimy wzorem stanowigcym analogie do
wzoru (1.9):

(126) w (331 y) o 2 {wm 0 {I) =+ Zp: -‘r)‘l—wm 9 (-T: I} sin ﬁm y.
Jj=1

m=1

7 warunkéw (1.16) otrzymamy uklad réwnan, w ktérym nie wyste-
puja juz sumy.
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Z poréwnania tego ukladu rownan z ukladem (1.17.1) i (1.17.2)
uzyskamy

2 sin Un Ej sin (2773 E;‘ o 1 3 i i ‘
(1.27) a ”-‘—_S: Do =g N fmsinh fua l(ﬁr:! &jcosh f,, & +
+ sinh fu & — fma %) Sinh B & — sinh B & B & cosh fu 5.:]
(<)),
2\ @nCOS an &y Sinan é; 1
{1.:28) a J&Y-; Dy, m zNSIHh ﬁm ﬂ'.
; ’ 3 ’ I h . |
4 lcosh ﬂm Ejﬁm ff cosh ,b.m E:’ — (ﬁm Ej Slnh ﬂm Ej "i' g‘ : 21;(})—:‘)—5;{?"_51‘) lnhﬁmel'-l
(1' = 3):
2 i n m
(1.29) . 2 (n COS a;): ::US an & = 5% sihﬁ 5 lcosh B &} (cosh Bmé:i +
n=1
+ B &isinh Pm &) — (ﬁm &;sinh fn & + fn :1:1?13—;‘%&) cosh fin &tfl
(i<<9),

2 Dn, m SiN ap & Pm { 1 [(
= —— = 1— 2+
¢ = D, m NG, 2cosh ,Bma

L e

(1.30)

2 O DPn, m Gn COS an &;
185 2 NV Seamdn i dase
( ) a Dum

n=1

= — ____Eﬂ_____ _Ema ﬁma) . a
2+ h hfm(éi——|—
2N coshﬁ”’a[( B g R (; 2)

— Bm (Ef— %) cosh fin (‘E.«-—-—- g—) +- cosh (E;— ;;) :

3 Dla i>j nalezy we wzorach (1.27)-(1.29) przestawié¢ & z & oraz
z &.
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Zauwazmy, ze podany tu sposéb rozwigzywania zagadnienia ugiecia
ptyty stezonej zebrami przy uzyciu pojedynczych szeregéw trygono-
metrycznych jest bardziej ogélny; pozwala bowiem na uwzglednienie
innych warunkéw brzegowych niz swobodne podparcie na krawedziach
=0, x=a.

Przy rozwigzywaniu zadan pomocniczych zamiast wzoru (1.21)
nalezy przyja¢

— 1
w = 2 g (Amsinh .Sm x -+ Bm ,Bm x cosh ﬂm T+
m=1

m

} -4 Cm cosh ﬂm-’r + D, ﬁm x sinh ﬁm $) sin ﬁm Yy {0 TR ik ::).
(1.32

m

- - _1_ I ’ ’ ’ '
w H,g 7 (A% sinh B 2" + B fm x’ cosh fa x’ -+

+ Cincosh fmx’ +Dim ' sinh fm ) sinfny (0 <z’ <<&).

Do czterech warunkéw brzegowych w przekroju x=¢£ dolaczyé nalezy
cztery dalsze, po dwa na brzegach * =0 i 2'=0,

Rozwazmy wreszcie przypadek ptyty stezonej zebrami podiuznymi
i poprzecznymi.

Niech bedzie r zeber réwnoleglych do osi x o sztywnosciach na
zginanie EI4, i sztywnoéciach na skrecanie G Cyr (k=1,2,...,,7) oraz p
zeber roéwnoleglych do osi y o sztywnos$ciach na zginanie Ely,; i sztyw-
noéciach na skrecanie GCs,; (i =1, 2,..,p). Rozwigzanie nasze ogra-
niczymy do plyty na wszystkich krawedziach swobodnie podpartej.
Zastosujemy tu metode podwéjnych szeregéw trygonomeirycznych.
Oznaczmy, jak dotychezas, oddzialywania i-tego Zebra poprzecznego
na plyte przez 1) (y) oraz m\) (y). Oddzialywania k-tego Zebra ozna-
czymy przez t* (y) i h¥ y).

Sumujgc ugiecia ptyty wywolane obcigzeniem zewnetrznym oraz
oddzialywaniami zeber podiuznych i poprzecznych otrzymamy

=

: o1 Sin fm i 5 2 & .
(1.33) w(;c,y)=2 _): Sinfay sinide e [p,.,,,.+~a— V' (rYsina, & +

n,m = 1

n=1 m=1

: 2 < ; :
T mﬁ) a, COos &, EJ') + "b— Z (q‘i‘} sin -Bm i + hi:l} a, cos ﬁm ﬂ-’f} |

h=1

Tutaj 5, oznacza odlegloéé h-tego zebra podtuznego od prostej y=0.
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Catkujac réwnania rézniczkowe ugiecia i skrecania zeber podiuz-
nych i poprzecznych, a wigc réwnania

dd __;
: E 12 i d. .
(1.34) v (i=1,2,..p),

GCoi g ;." — m (y),
oraz
4 ==
Eli dd:]lk = — ¥ (x),
(1.35) ) (k=1,2,..,7),
2
otrzymamy
= pll) gin ﬁ Yy - ms':l sin ﬁm Y
(1.36) w;(y)= 227 :
Y =1 EIE.I’ m ,; GC‘S.:’ ﬁ?ﬂ
“ 5 = thena & - & h¥sing,x
03 Be==3 ra PE== XY Gg a
.Z warunkéw jednakowych ugieé zeﬁer i plyty,
(1'38) w(Eh y) = E!'J—i (y) ¥ w (xi nk} = wk (m,
(i=112:---:P» k=1:23'"sr)!
oraz z warunku jednakowego obrotu plyty i zebrajy
dw(ény)  — ow(x,m) =
0 =i(y), ﬂy—__ k()

(i=1,2,.,p, k=1,2,..,7),

otrzymamy nastepujacy uklad nieskonczonej iloéci réwnan:

]

oo i y P F ;
(L3o) Y Prmsondiy 2§y g Sabisinand |
=1 mn.m J’"_l =1 n.m

= tsina, &,

I me “L‘Ff’?ﬁgﬁill’_%ff 2 Z‘smﬁmmz 5
n.m Kot

r—i n=1 h=1
= kM a,sina, § i)
coS B Nn L : -+ = =0
,_Z 2" D ‘EILLE

(i=1,2,.,p),
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S n, m Sin By, L4 = i/ i
(1.39.2) Z“P”JT'MJF%EW‘%{?Z n S0y
n, m

m=1 " =1 m=1 D“' 7

2 ¢ o1 M B,y Sin B "?k sin fim
St e P _m m m ) m 7?& Sln ﬁm 'm,
+ a}g e ‘Ej 2 Da'i m b Z t{ Z +

m=1 m=1 Du,m

g T = Bmcos fm N SIN B M )
e him = T =
b 2 a 2: Dn. m + E Ik,i a: 0

P o= .
(1.39.3) Z Prm@nCOSani | 2 2‘ 7l Z Gn SI an £ COS an & g

e Dn,m a = (e o Du,rn
% & = alcosa, & cosa,f, 9 = tMa, cosa,é,
+2 Y mW L2 2 ‘—[——Zsm 7
a ,(; m,q: : Dn,m = ﬁm MZ Du, m
= hi"2cosa,é; ml)
ECOSﬁmT}kZ = ~ + GCm =0
h._i n,m 2,iFm
(1=1,2; ...0)

oo

= Pu,m [Pm COS P I . L cos
iy STEAERTRIR LR S gy Y TR T
nom 4 T

m=1 j=1 m=1

P == g} 82 cos r o= .
e s NIRRT
1

% = m=1 Dn " b fi=1 m=1 Ds.m
22 2 % cospB,, 1, cos B, 1, h{®
o h(m I 0 n “rwet 0
b Z 2 Dﬂ.m + GCL&‘ {].?J

m=1

(E=1;2,00 n=12.;00, m=1,2;..00).

Rozwigzanie tego nieskonczonego ukladu réwnan nastapi¢ moze jedy-
nie w sposéb przyblizony. Pietrzace sie trudnosci rachunkowe ogra-
niczaja zasieg stosowania przedstawionej tu metody do najprostszych
przypadkéw plyty stezonej zebremi — do plyt o nielicznych zebrach,
przy wykorzystaniu symetrii ukiadu i obcigzenia.
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Zauwazmy jeszcze, ze cze$¢ sum wystepujacych w réwnaniach
(1.39.1)-(1.39.4) przedstawi¢ mozna w postaci zamknietej, postugujac
sie wzorami (1.27)-(1.31) i analogicznymi wyprowadzonymi dla kie-
runku x ®).

Dla przykladu zajmijmy sie przypadkiem najprostszym, ptyta kwa-
dratowsa, stezong dwoma wzajemnie prostopadtymi zebrami lezacymi
w osiach symetrii plyty.

Niech obciazenie p bedzie stale i rozlozone na calym obszarze
plyty. Niech zebra posiadaja jednakowe wlasSciwoéci geometryczne
i sprezyste. Ze wzgledu na symetrie ukladu i obciazen jest m(y)=0
oraz h(x)=0; przebieg funkcji r(y) i t(x) jest jednakowy. Wy-
starczy zatem skorzystaé z pierwszego réwnania uktadu réwnan (1.39).

Uzyskamy tu

n—1

16pa « (—1)?
e s Zq (e tmip T

n=1,4,.

-
ym!

+2

[ T e

1
n—1

m—1 S Tal— 1)_2"_ |
+2(—1) 2 nmg ——{ns TmiE 0.

gdzie y=EFEI/Na.

Ustawiamy powyzsze réwnanie dla m=1, 3,5 ograniczajac sie do
trzech czlonéw ostatniej sumy zwiazku (1.40).

Zakladajge, ze y =10, otrzymamy
1,12435r, —0,020007, - 0,002958 7, + 0,24692 A =0,
__0,020(}0 r, + 0,036423r, —0,001730 r, + 0,003037 A=0,
0,002958 », — 0,001730r, -+ 0,007231 r, + 0,000250 A =0.
Pierwiastkami tego ukladu réwnan (dla y = 10) sa
o=t —=—022329 4, 7,=1t,—=—0205624, r,— t,— 0,007540 A.

Wstawiajac te wartosci do wzoru (1.33) znajdziemy dla $rodka plyty
w=0,000363 pa!/N, a wiec wartos¢ bez mala dwa razy mniejszg niz
w przypadku plyty kwadratowej stezonej jednym tylko zebrem.

!) We wzorach (1.27)-(1.31) nalezy zamienié¢ &, &, a, m, p,,. i, j na 5. 7, b.
n, p, k, h
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2, Jednoczesne zginanie i Sciskanie (lub rozciaganie)
plyty wzmocnionej zebrami

(A) Niech dana bedzie plyta prostokatna wzmocniona zebrami
poprzecznymi (rys. 4), obcigzona prostopadle do swej plaszczyzny $rod-
kowej obciazeniem p(x,y). Niech wzdluz kra- :
wedzi y=0 i y=>0 dzialajg stale obcigzenia r T
podiuzne o intensywnosci g. RRTEARIALL

Réwnanie rozniczkowe powierzchni ugiecia
ma tu postaé

(2.1) N 172 3w+q-g—y =n. 1

Tutaj n(x,y) jest sumg obcigzen, na ktoére skla- |

daja sie obcigzenia p(x,y), oraz oddzialywan Tl

seber 1 (y) i mO(y). Znak plus przy q we wzo- 2%, |

rze (2.1) odnosi sie do obcigzen $ciskajgcych, mt%ﬂ

znak ujemny do obcigzen rozciagajacych. -
Zadanie nasze wyznaczenia powierzchni ugie- Rys. 4

cia plyty, zginania i skrecania zeber, rozwigzu-

jemy w analogiczny sposéb jak w poprzednim ustepie. Sumumc

ugiecia plyty, wywolane obcigzeniem p(x,y) oraz oddzialywaniami

0 (y) i mi (y), otrzymamy

f =

o

""S]n & sin
(2.2) Wiz, y):: X ) Iy ﬁmy

n=1 m- I An.m

pn m+ 2 {rU’sin a, '{:j -+

i i mm] a, Cos a,, fj )I s

Aﬂ,lﬂ: N(ai + ﬂ?ﬂ)a:'—_ qﬁ?ﬂ

Wzér (2.2) rozni sie od analogicznego wzoru (1.9) obecnoscig para-
metru ¢ w mianowniku wyrazenia wystepujacego pod znakiem sumy.

Réwnanie rozniczkowe ugiecia zeber przyjmuje teraz odmienng
postaé

d* w; &%
dyt 14y

(2.3) El= L= —rli (y),

Dochodzi tu wplyw Sciskania zeber, przy czym sita podiuzna wyste-
pujaca w zebrze jest proporcjonalna do jego przekroju A;. Réwna-
nie rézniczkowe kata skrecania preta przyjmujemy bez zmian wedtug
wzoru (1.11).
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Przyjmujgc rozwigzanie réwnan (2.3) i (1.11) w postaci szeregoéw
trygonometrycznych mamy

&

- T sin g, y

w = — ,
. I(y] h; ‘EI 54 + A2 i Qﬂm
(2.4)

. M Sin Y

fl’f(y)—‘"‘mZ:,: GC ﬁg

Z warunku jednakowych ugie¢ i obrotow na prostych x=2§&, to jest
z warunkéw (1.16), otrzymamy uklad réwnan

F o

sin a, -E, sin a, &5 sin a &;
25.1 'Pn it AL ) ——
( ) = /In m a }-221: L "2_; An.m
2 Em .
cos an &j8in a, & )
Jo Z‘ mm “i_L_f'_ E Tm —0,
a ': " = 'dﬂ"’" EI ﬁ”' + qA ﬁ"l
) ra o
(2.5.2) Dn, m adn cos an & 42 2 2 o 2 _an COS a; €isin an &; v
=1 n.m @ = = " m
9 -, a’cosa, & cosa,§, m{)
+ m LA, S _I_ GC m s )
a =1 =] t’1n m ﬁm

(i=1,2,..,p, m=1,2,..,00).
p

Z ukladu réwnan (2.5.1) i (2.5.2) wyznaczyé mozna wielko§ei rt)
i m{), a ze wzoru (2.2) ugiecie plyty; ugiecie i skrecenie zebra wy-
znaczymy ze wzorow (2.4).

W przypadku S$ciskania piyty ukiad réwnan (2.5) moze nie mieé
rozwigzania. Nastapi to wowczas, gdy g przyjmie wartosé krytyczng.
Kryterium wyboczenia ukladu otrzymujemy, jak wynika z rozwazan
nad statecznoécig plyt wzmocenionych zebrami, [1], z przyrownania do
zera wyznacznika ukiadu rownan (2.5). !

Tak wiec przystepujac do rozwigzania ukladu réwnan (2.5) nalezy
okreéli¢ najmniejszy pierwiastek qir, (z warunku, ze wyznacznik
ukladu powinien by¢ réwny zeru), nastepnie najnizsza wartoéé sity
krytycznej i sprawdzié, czy q jest mniejsze od qe. Dodaé nalezy,
ze przyréwnanie wyznacznika ukltadu réwnan (2.5) do zera daje og6l-
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niejszy warunek wyboczenia, niz odpowiedni warunek podany w pracy
autora [1]; uwzglednia on wplyw sztywnoéci na skrecanie zeber.

Wykazemy, ze wszystkie sumy wystepujgce w ukladzie réwnan
(2.5) dadza sie zsumowaé.”

g
Rozwazmy, jak uprzednio, dwa pomocnicze rn—mi
zadania. o

(a) Niech ptyta prostokatna Sciskana sitami g lt K

w kierunku osi y bedzie obcigzona oddzialywa- | i ;

niem zeber r(y) wzdluz prostej x=¢ (rys. 5). | w o |

Réwnanie roézniczkowe powierzchni ugiecia %\u ] S

ma postaé I !

1 I

2 X ] L A

N 22w + q%—Jf:O dla 0 -<x<<¥§, "‘é' “'g',___:

(2.6) < a—=
iy O ol
NVSV'!TD“}_Q dysz{} dla 0 <x'<?¢.

Rys. 5

Rozwigzania ukladu réwnan (2.6) poszukujemy
w postaci pojedynczych szeregéw trygonometrycznych ')

W= Z (Amsinh imx + Businymx)sinfny  dla 0<z <&,

mi=1

(2.7)
w'= 2 (Al sinh A &'+ By sinyma’)sinfny dla 0<<a'<&".
m—1
Tutaj o -
A= ﬁm "{I]/I Pm 41 5 Ym = ﬁm |/]/ Pm _‘1;
gdzie
qb*
= Natmd

7 warunkéw brzegowych wzdiuz prostej x=¢,

i ow_ 0w
W=W, Gz ox’
(2.8) ?
02w *w' #Bw  Puw
aw=gan (gt =0)

Y) Por. [4].
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i przy zalozeniu, ze r(y) = Zi 'msin fny, wyznaczymy stale calkowa-
nia: :

B T Sinh A & . 4 Sinh2ué
(2.9) AT NGE + ) b, sinhZ,00 An = A ginh 4 &
B B Gk Bin=By 5097

Ny + )y, siny,a’ sinymé&”

Dla momentu m(y) dzialajgcego wzdluz prostej x=¢& ugiecie plyty
. okre§lg réwnznia (2.7); stale calkowania uzyskamy ze zrézniczkowa-
nia wzgledem & wyrazen (2.9) i przez zastapienie r, przez mp:

_ M cUSh Am I_E' P d Cosh J.m (5:
= (y%, +A)sinhA,a ' doni = e A
(2.10) :
B e M COS WPy & B s CES_ Wm &
i N (42, +22)siny,a’ " " cosym&'”

W rozwigzaniu (2.7) zakladaliSmy, ze gm = qb*/Na’m® jest wieksze
od jednoéci. Zdarzyé sie jednak moze, ze w ktéryms$ z czlonow sze-
regu (2.7) bedzie gn= 1.
Dla @m<<1 poszukujemy rozwigzania w postaci
\ Wy = (Am Sinh An x + By sinh &y, ) sin fm y dla 0-7 < &,
(2.11
Wi = (Am sinh A '+ By sinh e 2”) sin fim y dla-0 =< &,

dzie e
g &m = fim 1/1_— l/ Pm -

7 warunkéw brzegowych (2.8) otrzymamy

Tm sinh Am E’ sinh Am 5
A e i e —— :r e TR T
o " TNL(R—el) sinhAna’ " AMGnh A g
G T sinh g & B - g Sinhemé
" Ne, (2 —¢,) sinheqa "M sinh g &

Dla obciazenia momentem m (y) wzdluz prostej x = & stale z réwna-
nia (2.11) przyjmuja postaé

Tm cosh A & cosh 4, &

[ 5 7 A;" = —Am = —_—
N (22— &%) sinh A

(i A :
m @ cosh J.m E

(213)
'l"nm130511&'.':&.'&r
B; S i o sy '".= _—
"= T N(—e!)sinhs a’ D

1

cosh em &
Bun cosh g &
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Dla ¢m =1 poszukujemy rozwigzania w postaci

i l Wi = (Am om X + Bnsinh gnx) sin fmy dla 0 <<z <<§,
{2' .r .r ’
Wi = (A Om x’-+ B sinh Om ) sin Bfmy dla 0 <ax'<C C.?’,
gdZIE Om = ﬁm I/ﬁ
Dla obcigzenia r(y) znajdziemy
_Tm 5’. 7o _{_

Am'— Na Q‘?ﬂ ] Am T Aﬂ‘l IE' y
(2.15) ) -

B — TmSinh pm < B, — sinh pp &

Ng3 sinhg,a’ " P sinh gy &

Dla obcigzenia m (y) mamy
M

(2.16) [ 4"~ " Nagy pee= e
) ' My cosh pp E cosh ppm &
Bn=% 0% sinh g, a Ba=—Ban i omé”

Zaldézmy, ze obcigzenie p jest funkcjg y i daje sie rozlozyé¢ w sze-
reg p= ) pmSinfny.

m=1
Caltke réwnania rozniczkowego ugigeia plyty
2

0% w
NV2V2w+qW=P

napiszemy w postaci

DPm_
2.17 YY) = T 1 + Amsinh Ay Bpcosh A x
@1 wew= 2 w5 1=y, Bt

+ Cusin ym X + D COS pm ) Sin fim Y.

Po wyznaczeniu statych calkowsnia z warunkéw brzegowych w=0 i
0®w/0 x> =0 wzdluz prostych *x=0 i x=a i wstawieniu ich do
wzoru (2.17) znajdziemy

% pm v’m ( Im@ .
2. = ———o il t h—— mh}lm —
( 18) v ﬂgi q)ﬂf) + -"H + Az g #

. 12 .
—cosh An x) + ) ( tg M‘-— sinym x + cosym a:)] sin fm y.
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Zalozylismy tu @, > 1. JeSli w ktoryms$ z czlonéw szeregu (2.18)
bedzie gm<<1, to zamiast p, nalezy wstawi¢ ien (i= '|/:_1}. Wsta-
wiajac w tym wyrazeniu en =0 1 An = om = fim |/§ znajdziemy odpo-
wiedni wzér dla gm=1.

Sumujac teraz ugiqcia plyty, wywolane obciazeniem p(y) oraz
oddzialywaniami 1 (y) i m(y), i korzystajac z warunkéw (1.16) otrzy-
mamy, uklad réwnan, ktéry jest identyczny z ukladem (2.5). Z poréw-
nania obu ukladow wynika, ze

2 O sinaséisina.; 1 sinh An & .
(219} a ng; An,m N ['lj’ﬁ‘ ‘I"’Am ( Am Sihh lm = sinh j.mé;‘ P—
Sln w;u Ej ; : —
it sin pm E:) dla j=>i oraz ¢m=>1,
2 < ancosa,é&jsina,é; 1 cosh A &}
2.20 e = Lt msi =
( ) a ﬂg; An.m N('I,Ufn‘}‘ Ifn ( sinh llm a sinh A 5
__cos ym &} e )
v sin ypm E;) dla j=>i oraz ¢m=>1,
2 & akcosa, é cosa, & 1 Amcosh 2, &
221) — = L
( ) a g An. m N(',UE” "l" 113") ( sinh Am a cosh Am El
__ yYmcosymé) o= -
o COS P E:) dla j=i oraz @m=>1,
2 Y pn n Sin an Ef Pm .
222) — - e 1
( ) al’l=1 Aﬂ.m Nﬁ?ﬂ[l_q’,m) l +
Y Im@
+ = 2 = 2 tgh sinh Am &i —- cosh Am E!’) -
!'H' mn

2
Y @
— 'Pm‘i‘lﬁ,(tg 2l sin Wm &i - cos Wm EI)] ’

2 Pu,mGn COSan i

2.23) 2 b
P vi A, A0
=% Al — ) L’*ﬁ; TR (tgh 5 cosh A, &;— sinh Ap 5,)__
j‘m Y

1}? a
+ ;{2 (tg 2 — COS Y Ea" —sin W 5!)] dla Pm 1.

Dla i>j nalezy zamieni¢ & na &'.
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W przypadkach kiedy @n<<1 albo ¢w =1, otrzymamy wyrazenia
zamkniete dla powyzszych sum korzystajac ze stalych calkowania
(2.10), (2.13) i (2.16).

Rozwazyé trzeba oddzielnie przypadek rozciggania plyty. Przypadek
ten przy uzyciu podwdjnych szeregébw trygonometrycznych zostat
uprzednio rozwigzany. We wzorach (2.2)-(2.5) _
nalezy przyjmowaé dolny z dwu znakéw przy g. [fHBIﬂj%ﬂ
Pozostaje nam jedynie poda¢ wyrazenia zam-
kniete dla sum wystepujacych w réwnanicch
(2.5.1) i (2.5.2) dla przypadku rozciagajacego
obcigzenia q.

Punktem wyijscia jest réwnanie rézniczkowe " LA
y y
2 , |
lez]yzw.,._qu?:g dia 0<<z2<§, il
(2.24) § =~

NV’V‘*w'—qgg-w:=0 dla 0<x' <¢&. EEH}]I[[[EJ
0y® [
Rys. 6
Rozwigzanie tego ukladu réwnan przy uwzgled-
nieniu warunkéw brzegowych swobodnego podparcia na brzegach
=0 1 x=a daje

=3

w= Z (Am Sinh ’j)mx cos ém X + BmCOSh }'m :ICSin 5;,11‘) Si_n ﬂm y

(2.25) b= dla 0<x<é,

w= E (Apsinh ypmx’ cos dm '+ Bmcosh ym 'sin 0m ') sin fn y

m=1

dla 0<zx'<&,
gdzie

Ym, Om = 6_2-'.?5 ]/_]71_‘1";: i_l .

Nie wyznaczamy jednak statych Am, Bm,.. dla przypadkow obcigze-
nia 7(y), m(y) oraz p(y); sa one tak ziozone, ze prosisza droga bedzie
bezpoérednie zsumowanie wyrazen wystepujacych w rownaniach (2.5).

(b) Niech dana bedzie plyta prostokatna wzmocniona zebrami
poprzecznymi (rys. 7), obcigzona prostopadle do jej plaszczyzny $rod-
kowej obciazeniem p. Na krawedziach z =0 oraz x=a niech dziala
obcigzenie podiuzne $ciskajace o intensywnosci g.



622 Witold Nowacki

Réwnanie rozniczkowe powierzchni ugiecia plyty ma tu postaé

a

0w
2 72 —_—
(2.26) Nprp =*.v+qé\msa n,

gdzie n(x,y) jest suma obciazen dzialajagcych na plyte.

.

|
| |
q ,‘1 L p'_?
] | |
5i I o

B

I

a .._1
Rys. 7

Ugiecie plyty wyrazimy zwigzkiem

O v sinan xsinfp
@) wEy=Y 3= Pad form

P
+ Z' (Wsina, &+ mY) a,cosa, )|,

J=1
Bn,m = N{aﬁ + 6§¢}2_ q a?:‘

Poniewaz zZebra nie sg tu Sciskane, to ugiecie ich wyrazi sie wzo-
rem (1.14). Dla skrecania zebra pozostaje w mocy wzoér (1.16). Uklad
réwnan, z ktérych wyznacza sie wspolezynniki ) i m{), przyjmuje
postaé

n=1 m=1

gdzie

oo

mS]n nsi E "
(2.28.1) Z‘ E m" b2 2 U 2: Sinoasisingsés

=1 n=1
& @ COS an & Sin ap &; i)

2 & ]
te 2™ Y — 5., toEE =%

J=1 n=1

O Dn,m0n COS 2 & o~ @ncos ap&si
(2282) ) -PrmorcScs & +2 3 3 Gy CO8 Qy raln sy
n=1 i

Bﬂ. m J=1 net Bﬂ.m
=a i
n 2 Z“‘ i) Z a2 cos a, &,cos a, & 2 m!) i
a B-‘i.h‘l GCJ ﬁ?"
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W rozpatrywanym przypadku S$ciskania plyty nalezy zbadaé wy-
znacznik tego ukladu réwnan. Z przyréwnania do zera wyznacz-
nika wyznaczamy najmniejszy jego
pierwiastek, czyli najmniejszg silte kry-
tyczna. Ogranicza ona od géry war-
tos¢ g, ktéra wolno nam wstawié jako
parametr do ukladu réwnan.

Waszystkie sumy wystepujgce we
wzorach (2.28.1) i (2.28.2) dadza sie
zsumowac.

Postepujac jak w poprzednim uste-
pie wyznaczamy ugiecie plyty nie e
stezonej zebrem, wywolane obcigze- Rys. 8
niami p(y), m(y) i r(y).

Réwnanie rézniczkowe ugiecia plyty ma tu w przypadku obcigzen
liniowych 7 (y) 1 m(y) postaé

S

ELEXIXEXARELLN)

J
Np*p*w+ q% g =10 dla 0< x<§,
(2.29)
NyEpiw + g %w =0 da 0<az' <&

Rozwiazanie jest podane w [5]:

(w= 2 (A sin gm x + B sin v, ) sin p’,,, dla 0« x <§,

m=1

(2.30)

wi= Z (Al sin pm &'+ B sinyu @')sin fny  dla 0< 2’ <&,
gdzie

:

N
‘Q
S

l
M
+
b
‘S

E]
E

3

||
=
3

l
=/

Zalozylismy tu, ze qpm=> 4.
Postepujac analogicznie jak w przypadku plyty Sciskanej w kie-
runku osi ¥y, otrzymamy po prostych przeliczeniach

: . = Tm Sin ﬁm ’y Sin #ﬂ’l E' . Sln 1"m 5 )
; — : SN [ty X — —— sinyn T
(B85 Z N (2, —+2,) (;;msm pma VaSinyma "

m=1

dla 0<x<¢&
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oraz

O My SIN cos pmé' . cos v & .
(2.32) w= Z s ﬁ’”y — ZELmP sin pmxt ———2—sin v &
4 N(p,—2) sin um a sinvya |

dla 0<<x<<&.

Dla 0 < x' << & otrzymamy odpowiednie powierzchnie ugiecia wsta-
wiajac we wzorach (2.31)-(2.32) & zamiast & i na odwrot.

Z pcréwnania wyrazen uzyskanych przy pomocy pojedynczych
i podwojnych szeregéw trygonometrycznych znajdziemy

(2.33) j St E_S I ape = 1 ( sin pm s &; — sin pm &i—
= Bu, m N(ym— Vo) \ M sin Mm@
Sln pat Ej"‘ Sln Ym E ) dla 1> j!
vm sinvua
(234) (In COS an ‘Ej sin ay ‘5; 1 (__ C(.:IS Hm Ej $in st n
n==1 B.rt n N (!”’m = ?" sin 'f.f-m a
COsImE) oy e ) ’
sSmyyua
o 0 COS an £ COS an & 1 Um COS fm &j
2.35 . _ imcosnE) |
e A=t Bn.m N(u2,—%) sin pm a COS pim §j 1

PmCOSVmE] o Er)-
sSmyma

Zdarzy¢ sie moze przy przyjetym g, ze w jednym z czlonéw szeregu

(2.31) i (2.32) bedzie ¢m <=4 lub @n=1. W tych przypadkach nalezy

dla m-tego czlona przyjaé dla 0 <x <<§,

(2.36) wpn=(Amsinh g, x cos vy x + By cosh gy x sin 7, x) sin B y,

OTm = -ﬁfz.’.’.- I/Z:: P Ty = ﬂ n ]x’J@J,I 5 Pm =7 4,
albo

(2.37) wp= (Am sin fm -+ B ﬁm & CoS ﬁm x) sin ﬁm Yy, jesli Pn == 4.

Zalozmy dalej, ze obcigzenie p jest funkcja jedynie zmiennej y.
Rozwigzania réwnania rézniczkowego ugigcia plyty



Zagadnienia statyki i dynamiki 625

0*w
.38 4
(2.38) NVlfw+qam i
poszukujemy w postaci
(239} w = pa) I\?;;‘l + A sin Man X -+ By cos MHm T -
4 Cm sin vy & -+ Dy cOS v ) sin fp y dla ¢m=>4.

State catkowania wyznaczymy z warunkow brzegowych

0*w

w=0, %2-———0 dla =0 i x=a.

Po prostych wyliczeniach uzyskamy

S P v n @
(2.40) w= y (tg sin tm T + cos pm x
T-J N ﬁ:’! - IIHJH 1,2 2 P”

l’t'm Yin a i .
i 1,2 tg —o sinvm x+4cosvmx)|sinfmy

o

Tak wiec

pn mn sin tl 5 pm l;fh‘ ( o ® E I
2.41 E — 1 = 1 SN fm i+
{ l n=1 .-1 m N 6::: —f— luﬁl ‘l»'i_' & 2

+ COS fim E,») Vo (tg

—
lu'm Vin

a
sin v &; + COS ¥m 51) |’

=T
D” n N ﬁ:,, Hon Vi

{242) p" . n cos LU8 s E' Pm P in

a
Vm (tg H%—CDS Hm EF +

n=1

- sin g E:) + pim (tg i COS ¥ &1 — sin vy Er) I

Pozostaje jeszcze rozpatrzyé przypadek rozciggania plyty stezonej
zebrami. Roznica w stosunku do uprzednio rozpatrywanego przypadku
polega na tym ze dla przypadku rozciagania mamy B, ,=DN(a; +
+ B2 )+ qa?. Rowniez i tu wszystkie sumy wystepujace w ukladzie
roéwnan (2.28) dadza sie zsumowadé.
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Postepujac ta sama droga co w przypadku sit $ciskajacych, opie-
ramy sie na réwnaniach powierzchni ugiecia

Np2py*tw—q Fpe =10 dla 0-_x-l§&,

(2.43) P
LR ] __w . ) ’ wt
N7 pPrw' —q P 0 dla 0= x'-_ ¢,

RIRIERENEEEELE)

Rozwigzaniem tych rownan, przy uwzglednieniu warunkéw swobod-
nego podparcia wzdluz krawedzi x=0 i © =a, sa szeregi

w= 2 (Amsinh ym x4+ By sinhl, x)sinfny dla 0<x<§,

m=1\

(2.44)
w' = E (A:"Sinh Am x + B:u sinh Cm x’J sin 13.-;1 Y dla 0<a'= Eﬂ

m=1
gdzie
= ﬁﬂl i e —— q
my bm = —= /(2+ m)__t m 4“" m ) = Tz A v
X 1/2' ¢m) 2V @m (4 + pm) "= e
Po wyznaczeniu stalych calkowania dla obcigzen liniowych r(y)

i m(y) i porbwnaniu wzoréw na ugiecie uzyskanych dla tych obcia-
zen za pomocg pojedynczych i podwbjnych szeregdbw trygonometrycz-
nych otrzymamy

(1 _Sin an & sin an & 1  sinhim &
(2.45) E— . ] L
H—Z: N(aﬁ +ﬁ?n)2+qa§ N(Z'fu_cﬁ;) (‘:m S].Dh‘:m a sinh & &
sinh ym &

Se Ginh TG sinh ym &)
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= n COS ap E sin dn E; 1 COSh Cm E; i
2.46 == 2 i
( ) S’ N(ﬁ2 -+ 6_,2,,) I qa N(zm—ﬁfu ) ‘ sinh{n a ShthiSaiee s
_cosh ym &
" sinhygma sieh g o),
= acos ap &/cos an &; 1 Emcosh i &
2.47 . —— méi+
(&:41) .;‘ N(a% + %) +q ai N(x2—¢)\  sinh {,a coghi
xm cosh Xm Ej
4‘ T e p—— m
Slnh xm a OSh x E!)

Powyzsze wzory sa stuszne dla j=>-i. Dla j<C1i nalezy zamienié¢
& na ¢

Zalézmy, ze obcigzenie p dzialajace na plyte jest funkeja jedynie
zmiennej y.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego tak obcigzonej plyty

0% w

(2.48) NP2 w— 455 =P,
przyjmiemy w postaci

{249} w = I + Am sinh Ym T -+ B, cosh Xm x+Cp sinh (mx+

+ Dim cosh {m ) Sin fim .

—BT

'_LME

Uwzgledniajac warunki swobodnego podparcia ptyty wzdiuz brzegow
r=0 i r=a otrzymamy

?‘ P S0P Y |1——

(2.50) w=

2 N ﬁf‘,, (tgh ——sinhym x—

m=—=1
2
Am
— cosh J’.‘) e (
y 4Ll x?n _sz

{ma . .
cosh { x— tgh = sinh {m a:] s

Poréwnujac wzor (2.50) z ponizszym, przedstawiajgcym ugiecie
plyty dla tego samego obciazenia :

*

- N 3 _Pn,mSin apnxsinfny
(2.51) w=2 Y NZtPFiqa
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znajdziemy przy x = £; odpowiednie wyrazenie zamkniete dla sumy
Z Pu,m sin a, E-’
N(z +p.)+qa
Roézniczkujac oba wymienione wzory wzgledem a i wstawiajac
x = & otrzymamy wyrazenie zamkniete dla sumy

oa

Pn.m n COS Uy Ei

< N +B)+qa

(c) Przedstawione w czesmach (a) i (b) niniejszego ustepu zagad-
nienie jednoczesnego zginania i Sciskania lub rozciagania plyt stezo-
nych zebrem mozna jeszeze uog6lni¢ przy uzyciu pojedynczych sze-
regbw trygonometrycznych na inne podparcie brzegdbw niz swobodne
wzdluz prostych. x=0 i x=a. We wszystkich pomocniczych zadaniach
dotyczacych wyznaczania powierzchni ugiecia, wywolanej obcigzeniami
r(y) i m(y) przyjmowaliémy funkeje w i w’ w postaci, spelniajacej juz
warunki swobodnego podparcia wzdluz brzegéw x=01i x=a. Uzu-
pelniajac rozwigzania dla w i w' funkejami symetrycznymi i dalszymi
dwiema stalymi calkowania, mozemy uwzgledni¢ dowolne warunki
brzegowe (zaréwno jednorodne, jak i niejednorodne) wzdiluz prostych
xz=0ix=aua.

Dalsze uog6lnienie polega na lgecznym obcigzeniu plyty obcigze-
niem podluznym g, w kierunku osi x oraz q, w kierunku osi y. Po-
nadto uwzgledni¢ mozna sity skupione P;, $ciskajace wzglednie roz-
ciggajace, dzialajgce bezpoérednio na zebra.

Uklad réwnan, z ktérych wyznacza sie wspolezynniki ) oraz ml?
przyjmie tu postaé

g & v sin aséisinaq é;
2.52.1 D g i+ — 7l A Mutania
( ) n=1 C" L " B a f; " f::S; CH i
e Z MR el L T —o,
C-‘J.H‘.’ EI ﬁm AJ i qz—l- P ) ﬁm
O D, m & 2 & , — ancosanéisin and
(2.52.2) Pn,mOnCOSOnSi | 2 i) G L5 G B2 ST, Ol
o Cn,m w a 2 T Z n,.m *
= j=1 n=1
2 Sﬂ “ an COS ap & cos uy &5 mﬁj}
2 Sk =0
a -:J' "" S Cu.m GC |8
l:i: ]-l 2! v P, m=l,2,...,oo],
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gdzie
'Cn.m = N(aﬁ +ﬁ?n)2 i Q1 a;?; ? QZ .?;

W powyzszym ukladzie réwnan q,, q, oraz P; sg wartosciami dodat-
nimi; znaki ujemne przy tych wielkosciach odnoszy sie do sil éciska-
jacych, znaki dodatnie do sit rozciggajgeych.

" Po wyznaczeniu wspélezynnikow 7 i ml) otrzymamy ugiecie plyty
Ze wzoru

oa

(2.53) w= Z Z Smangmnﬁmy
", m

n=1 m=1

P
A | Pa,m + Z (T%} sin a, fj -+ mi;? a,cosa, Ej) .
. j=1

a linie ugiecia ze wzoru

ad rsinp_ vy
2.54 wi(y) =— Y’ X = .
s o) ,,,é‘! EL f,F (Ay; 9, +P) B,

Kat skrecenia zebra znajdziemy ze wzoru

_ m“’smﬁ
(2.55) pi(y) = 2 GC C B

m=1 "

W rozpatrywanym tu bardzo ogélnym przypadku mozna, poste-
pujac droga wskazang w ustepach (a) i (b), zsumowaé wszystkie sumy
‘wystepujace w ukladzie réwnan (2.52).

W najogélniejszym przypadku plyty wzmocnionej Zebrami po-
dluznymi i poprzecznymi (rys. 10), przy obcigzeniu p, q; i g, oraz
P4, 11 Py, otrzymamy dla wyznaczenia wspblezynnikéw (2, m{), ¥  h{F)
uklad réownan analogicznych do ukladu (1.39), z ta ]ednak rézmca,
ze zamiast Dn,m wstawi¢ nalezy D, , =N(a% + f2)* +(q, &2 +q, %),
zamiast r)/E 1, g1, wielkoéé

m m

. )
E Iiﬁ:-;_{Az,i QZ+P2,J)ﬁ?n !

" zamiast t*/E1, af wielkosé
i

. E Ika?:H(Al,frq1+P1,k}ﬁfn.

Trzy pierwsze sumy wystepujace w tym ukladzie rownan dadzg
sie zsumowaé. Trudnoéci jednak nawet przyblizonego rozwigzania tego
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ukladu ograniczajg zakres podanej tu metody do kilku krzyzujacych

sie zeber, ulozonych symetrycznie wzgledem obu osi symetrii plyty.

W szczegblnie prostym przypadku plyty kwadratowej stezonej jedna-

kowymi zebrami krzyzujacymi sie na osi symetrii plyty i przy obcig-
4z

L e

7
Pus Ik P 5h
|
< MY
(=
L |s 4Ll
q, g{ u""l 3
A
(%
Rys. 10

zeniu p jednostajnie rozlozonym na obszarze plyty, dalej przy
qi=¢qy=gq oraz Py=P,=0, znajdziemy wspdtczynniki r, z row-
nania

n—1

1_6 p—a e (__. 1)‘2_ ( - 1 e 1 i
ntm “=12‘; nHum + Tm ym'-'_—_"d_ﬁlz -+2 _d%’ H";n ) -

=
n—1 oo tn (_ 1} 3

2 L=
el N L — _
+ a( ) e Hom 0 (m=1,3,...,00).
Tutaj jest
_EI H = (n* 2y 2 2
=y = (n*+m*)* — s (n®+m?),
_q _ N z* A
s % qg & 0= L

Ze wzgledu na symetrie obcigzen ukladu, a zatem i jednakowy
przebieg funkcji r i t, mozna w powyzszym réwnaniu wstawié 7,
zamiast t,.
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3. Drgania wlasne i wymuszone plyty wzmocnionej zebrami

Niech dana bedzie plyta prostokatna na wszystkich swych brze-
gach swobodnie podparta, Plyta niech bedzie stezona p zebrami po-
przecznymi o sztywnoSci na zginanie EI; i sztywno$ci na skrecanie
GC; (i=1,2, ..., p). Prostopadle do plaszczyzny ptyty niech dziala obcig-
zenie okresowo zmienne p(x,y,t) =p(x,y)sinwt.

Pod wplywem obcigzenia plyta dozna ugiecia, a wzdtuz prostych x=¢
powstang sity wzajemnego oddziatywania ') (y) sin @t orazm')(y) sin wt.
Roéwnanie rozniczkowe ugiecia plyty przyjmie tu postaé

(3.1) Ny:yiw(z,y, t)_i_#g%y, t)311(:13, Y, t),

gdzie n(x,y,t) jest suma obcigzen, na ktérg skladajg sie obcigzenia
p(x,y)sinwt oraz oddzialywanie zebra, a u jest masz odniesiong do
jednostki powierzchni $rodkowej. _

Sumujac ugiecie wywolane obcigzeniem p, r i m otrzymamy przy
uzyciu podwéjnych szeregéw irygonometrycznych

(3.2) w=sinwt Z Z sin ﬂnﬂ-‘fésm Bmy Y,
n,m

n=1 m=

X [pn.w s 2 (r¥) sin a, &+ mPa, cosa, &) |,
=
gdzie
—N(a 462 — p ol

Pod wplywem obecigzenia Zebra doznajg drgan zginajacych poprzecz-
nych i drgan skretnych.

Dla drgan poprzecznych mamy do dyspozycji réwnanie rézniczkowe
04 wi (y 4 t}

dy!

0% wi(y, t)

(3.3) El; + o, i __B__t“— — rld) (y) sinwt

(1=1,2,.., p).
Drgania skretne opisane sg réwnaniem

0 9i(y, 1)
dy?

0 g Pi (‘y» t}

(3.4) GC; + c2,i PE —mi(y)sinwt

=12, .5:p):
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Przy zalozeniu swobodnego podparcia zeber rozwigzanie réwnan
(3.3) i (3.4) mozna przedstawi¢ w postaci

— . - TH:J sin g mY
(35) w; (y, t)=sinwt 2 W:P——mé- g
m 2,

m=1
(i=1,2,...,p)-

_ : o mising,y

(3.6] Pi (y, t) =sinwt 2 G C’- ﬁ?"_ c2"»ﬁ:‘2 3

m=1

Nieznane wspolczynniki ) im!) wyznaczymy ze zwigzkow

(3.7) _ w ('Ef: Y, t) = w; (y! t), Qw—(gi:;y—‘ﬂ' = @i(y, t)
(t=1;2;.4D)

]

; » oo .
(3.7.1) Z Mﬁa_ﬂé’_l_% me 2 sin a, &isin an & |

n=1 M"’"' /=1 " == Mn.m
oo : n
. L A an cos an &y sin an &; pl
+ ) 2 m[ﬂ{] = ] — 0 ’
= a=1 Ma.m EL Bt
- P oo :
Pn,m Gp COS y EI _2_- i) ay COS ap é} sin a, g-'),
(3.7.2} Mrl,m + a 2 m Z‘ Mn,m +
R i=i n=1
g < acosa,f cosa &, mi)
__I__Z_ng’]Z " {; Jait ¢ ﬂn_;_l_ _2m z__zo
= n=1 M GGy fp—0Ci®

(‘=11 2, Py m=1,2,..., c0).

Rozwigzanie tego ukladu® jest jednoznaczne w przypadku réinej
od zera wartoSci wyznacznika ukladu. Przyréwnanie do zera wy-
znacznika ukladu jest warunkiem drgan wiasnych ukladu. W tym
bowiem przypadku, przy p=0, uklad réwnan (3.7) bedzie nie-
sprzeczny tylko przy zerowej wartosci wyznacznika ukladu. Pier-
wiastki przyrownanego do zera wyznacznika ukladu réwnan (3.7)
daja czestotliwofci drgan wlasnych. Tak wiec przy rozwigzywaniu
ukladu réwnan niejednorodnych (3.7) baczyé nalezy na to, aby czesto-
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tliwos¢ drgan wymuszajgeych nie pokrywala sig z jakakolwiek cze-
stotliwoscig drgan wiasnych. Mozna okazaé, ze wszystkie sumy wy-
stepujace w ukladzie réwnan (3.7) dadzy sie przedstawié¢ w postaci
wyrazen zamknietych.

Postepujac droga wskazang w ustepie pierwszym j drugim niniej-
szej pracy otrzymamy tu ®)

(3.8) ==
a _,;"_-f My, m
m e . i Lop 7 .
= : ( sm ;—-—j-—sm W &i— M sinh @, &,
N {(J'Jm ’pﬂi ) 'lum sin Yy a @y sinh Oy a
: r n w61
(3.9) 2 Ea,coba §jsina _
a forpe M, m
Pm 7
=T ! 2y EC'_S_qug in¥néi + - Gl o sinh @ E"},
N ((Dm e lpm) sin ¥, a m"' sinh & a

2 — y COS dn E:’ COS @p ‘Ej
(310) B =

n=1 Mn,m
= -——-—-v—g—l ) (——- !Pm cos ¥ Ej cos ¥y ‘s{ -+ ________.‘Dm FDSh O Ej cosh @, E(' 5
N((Dm + !Jam) sin Wm a sSin (Dm a

Wzory powyzsze sq stuszne dla j>1i. WprowadziliSmy przy tym
oznaczenia

(Dm, Y = ,Bm I/‘i/ﬁ; -i_. 1 r

gdzie ¥, == pw?*/ N} . Wzory (3.8)-(3.10) sg stuszne dla dn > 1. Nie
podajemy tu wzoréw dla ¢, =1; uzyska¢ je mozna fatwo przez ana-
logie ze wzorami (2.11) i (2.14).

Dla obcigzenia p (y) sin mt dziatajacego na nie wzmocniong zebrami
plyte otrzymamy

n Sln ﬂﬂ'! y w I a .
(311) hsxnwtz i S L T 1+¢9+w(tgh 2 sinh oz —
) 2 ¥ a : )
m -.-...’E N . H ]
—cosh @ T|— 7 Ty (tg o Sin Y & + cos Umx|-

mn

%) Patrz [6].
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Wstawiajage w wyrazeniach dla w i dw/dx ze wzoru (3.11) x=¢;
otrzymamy pierwsza sume wystepujaca w rownaniach (3.7.1) i (3.7.2).

Rozwazmy tu szczegélowiej drgania wymuszone piyty kwadrato-
wej wzmocnionej jednym zebrem lezacym na osi x = a/2. Przyjmiemy
tu ohciazenie psinwt jednostajnie rozloZone na obszarze plyty. Postu-
zymy sie pojedynczymi szeregami trygonometrycznymi. Z pierwszego
rownania ukladu réwnan (3.7) przy uzyciu wzorow (3.8) i (3.11) otrzy-
mamy

1
(3.12) A, p + M (am 1t = El ﬁ'}n u" 7] fh 0,
gdzie
” Pm (1 lp:; _ 1 Y
e N ﬁm m] lpfz + .- b a
n m opsh -
2
T 1
we g @ 7 ’
(313} llum+ ¥ oy Yna
2
Y a Dy a
T L il
m,1 = N(q,z -+ tpz ) W d)m

m m

Ugigcie punktu $rodkowego piyty otrzymamy ze wzoru
a a m—1
(3-14} w (? y _2" § ) =sinwt 2 {_ 1) {am p + Tm Qm, []
m=1,3, .
stad

m—1

a a : i
w(?; E’ )--Slnrut Z‘ (__]_) s a-'rhpll_ m, 1

m==114, ... Q. | ,_

1
EI _B‘F‘.;an w?
Z ostatniego wyrazenia wynika, ze w—co, gdy

1

m, 1+ mg- =90

m

Jest to jednoczesnie warunek drgan wiasnych plyty stezonej zebrem.
Z réwnania przestepnego

tg g"m a tgh @m a i
t3-15:| 2 e 2 + 4 I/ﬂm . 0
Fna Dma o

8_a
2 2 Y m2n
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gdzie Bl - ':EE

Vic= m 1 N 1
otrzymujemy nieskonczong ilos¢ pierwiastkéw. Zauwazmy jednak, ze
wobec przyjetego obciazenia symetrycznie rozlozonego wzgledem pro-
stej x=a/2, réwnanie przestepne (3.15) daje jedynie czestotliwosci
zwigzane z symetryczng postacia drgan plyty wzgledem x=a/2.
Znacznie pro$ciej przedstawia sie warunek drgan swobodnych przy
uzyciu podwojnych szeregéw. Mamy tu

]

(3'16) 2 S 1 UJ2 + e 1 6(0220,
n=T3,... (n? +m?)* — (I'_J% ymd_?.
gdzie
5. N
t')n = ﬂ,di

Bez trudu wyznaczyé mozna z powyzszego rownania wartoé¢ o dla
danych parametréw y i 4 lub dla danego o wyznaczyé parametry y i d.
Dla przykladu wyznaczmy te warto$¢ parametrow y i 6, przy kiérych
mozliwa jest zaréwno symetryczna jak i antysymetryczna postaé drgan
plyty w kierunku osi z. Wiadomo, ze dla postaci drgan o dwu péifalach
z linig wezlowa wzdhuz prostej x=a/2 czestotliwo$¢ wyraza si¢ wzorem

4
0} = F—\L"T (n2+ m‘*)ﬂ],,=2=25.
ua m=1
Wstawiajac powyzsza warto$é w, oraz m=1 do (3.16) otrzymamy
proste zwigzki miedzy y i 4.

Zagadnienie drgan ptyt wzmocnionych jednokierunkowymi zebrami
bez trudu rozszerzyé mozna na przypadek krzyzujacych sig zeber. Dla wy-
znaczenia nieznanych wspblezynnikéw 4, m{), ¥ i hiP) (i=1,2,..,p;
k=1,2,..,r) skorzystaé mozna z ukladu réwnan (1.17), z tym jednak,
7e zamiast Dum wstawié¢ nalezy M, m, zamiast 14)/EI g wartos¢

" m
TO/(E1, Bt,—py ; 0*), zamiast tP/EI, o} wartosc tW/(ET,at—u, ,0°),
zamiast m{)/GC, ,p2 warto§é mil)/(GC, ,f,— ¢, ;»%), wreszcie zamiast
hPIGC, , % wartos¢ hP/(G Cy , a— ¢y , ©°)-

Drugim kierunkiem naszych uogélnien jest uwzglednienie wplywu
stalych sil §ciskajacych, rownomiernie roztozonych na obwodzie piyty.
Na przyklad dla plyty wzmocnionej zebrami poprzecznymi, Sciskanej
statym i niezaleznym od czasu obcigZzeniem g na brzegach x=01 x=a,
otrzymamy dla obcigzenia p(x,y)sinwt ukiad réwnan analogiczny
do uktadu réwnan (2.5) z tym zasirzezeniem, ze zamiast Aqx.m
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wstawi¢ nalezy N (a2 + f%)° —qa — po?, zamiast r0)/E I,p) wielkosé

m

/(BT B, —p,, ;) 1 zamiast m{)/GC, 2, wielkosé m{)/\GC,p;

m m i

Uklad tych réwnan bedzie niesprzeczny, gdy wyznacznik ukladu
rownan bedzie rozny od zera. Z przyrownania do zera wyznacznika
ukladu (przy pam=0) otrzymamy warunek, z ktérego wyznaczy¢
mozna czestotliwosei drgan ukladu przy udziale sit podiuznych q.
Wykazaé mozna, ze ze wzrostem g czestotliwoéec drgan wiasnych
maleje i dla g dazacego do krytycznej wartodei qur czestotliwoge
drgan wlasnych dazy do zera. Latwo to stwierdzi¢ przyjmujgc w oma-
wianym ukladzie rownan w==0. Otrzymujemy stad warunek wybocze-
nia plyty. Ze wzrostem sil rozeiggajacych g czestotliwo§é drgan plyty
ro$nie,

Wreszcie zagadnienie drgan wlasnych rozszerzyé mozna na przy-
padek plyty wzmocnionej rusztem zeber przy udziale staltych i nie-
zaleznych od czasu obcigzen q,, q,, P, oraz Py,.

Otrzymamy uklad réwnan analogiczny do ukladu (1.39). Wlekszosc
sum wystepujacych w tych réwnaniach daje sie zsumowac.

Przedstawiona tu ogdélna metoda rozwigzywania podstawowych
zagadnien statyki i dynamiki pilyt wzmocnionych Zebrami pozwala
na bezpoSrednie calkowanie réwnan rozniczkowych bez uciekania sie,
jak to dotychczas czyniono, do metod przyblizonych, giéwnie ener-
getycznych. Dopuszeza ona rowniez prosta interpretacje statyczna.
Dla wiekszej ilosci zeber rosng jednak niepomiernie trudnosei rachun-
kowe, wobec czego szukaé nalezy rozwigzan na innej drodze. Jednym
z kierunkéow dalszych badan, ktérych wyniki bedg przedstawione
w nastepnych pracach, to zastapienie plyty wzmocnionej gesta siatka
zeber modelem plyty ortotropowej.

—C 2)-
" 2.1 o
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Peawme

BOMPOCHI CTATHKHW H OUHAMUWKEH [INACTHUHOH
C PEBPAMH HECTHOCTH

B pabore mpuBoamTca TOUHOE perieHme BOIPoca coBCTBEHHBIX
U BBIHYKJIEHHBIX KoJieDaHuli NpAMOYTrONBHONM MIACTHHKY C TIOTIEPEY-
HBIMM ¥ TIPOOJMBHBIMM pebpamm KecTROCTH. VICXOAHBIM MTyHKTOM
ABNAIOTCA JnhepeHIMANBFHBIE YPABHEHUA TIONEPeYHbIX KoJebaHumii
nnactvHKM (3.1) ¥ TONePevYHBIX ¥ KPYyTUJIBHBIX Konebauuii pebep
(3.3) u (3.4). Kpome Harpy3rm p (x,y) sin wt, Ha nractMeEKy Hei-
cTByIOT peakuyu pebep [Bepturanbubie Harpysku rif)(y)], momemThi
ml) (y) Baonb npambix x=§;(i=1,2,...,p), BEPTUKAIbHAA HArpy3Ka
t®) () m momenTsr h™ (x) Bmons npameix y=mu (k=1,2,..,7). Ot
peaxuuy AEeMCTBYIOT Ha pebpa B MPOTIMBONOJIOIKHBIX HATPABIEHUIX.
Iz ycnoBuit COBMECTHOrO TPOruba y TOBOPOTA TIIACTMHEM U pe-
fep BHOML TIPAMBIX & =§&; M Y =1 MOIKHO TIOJYYNTH AOCTATOMHOL
YMCII0 HEONHOPOMHBIX JIMHENHBIX) YPaBHEHMIA AJA ONpejeNeHus Ko-
achhumenToB D yphe B PasIoKeHUAX HeusBecTHLIX hyukimit 1) (y),
ml(y), ¥ (x) n R (x). B cnyuae coberBeHHbIX Kosebanmit (Mau mpo-
JonbHODO M3rmba, npu o = 0) mosywaercsa cucTeMa OXHOPOIHBIX
ypaeHenmit. IlpupaBHuBag K HYIIO AETCPMMHAHT STOH CHCTEMBI, TIO-
JydaeTeA YacTora COBCTBEHHBIX KoJebaHmit (MM KPUTUHECKUE CUIIEL,
=0). HJeransHO pacCMaTpPMBAIOTCA IIpPe/ieNbHBIE CIydau: B Tep-
BOM maparpacde — craTudeckas mpobiaeMa usruba maacTMHEM ¢ peb-
pamy YKEeCTKOCTH, BO BTOPOM — mpobiema OFHOBpEMeHHOro u3ruba
M CHUMAHWA (MIM DACTAKEHMSA), a4 TAKIKE YCTONYMBOCTH IIJIACTUHKH
¢ pebpaMM KECTROCTH. '
Jano pelueHme HAByMA cnocobamyt, TPUMEHAA OOBIKHOBEHHBIE
U JIBOIHBIE TPUPOHOMETPHUYECKHE DAL

Summary

STATICS AND DYNAMICS OF PLATES WITH RIBS

An exact solution of the problems of free and forced vibrations
of a rectangular plate with longitudinal and transversal ribs is
obtained in this paper. The starting points are the differential equ-
ation of transversal vibrations of the plate, (3.1), and the transversal
and torsional vibrations of the ribs, (3.3) and (3.4).

Beside the load p(x,y)sin ot the plate is loaded by the forces
caused by the presence of ribs [vertical loads ) ()], the moments
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m{ (y) along the lines x=¢:(i=1,2,..,p), the vertical load t" (x)
and the moments h® (x) along the lines y = (k=1,2,..,7). These
loads act on the ribs in opposite directions. From the condition of
equality of deflection and rotation of plate and ribs a sufficient
number of non-homogeneous linear equations is obtained in order
to find the Fourier expansion coefficients of the unknown fun-
ctions ¥ (y), m (y), t* (x) and R (z).

In the case of free vibrations (or buckling, @ = 0) we obtain a sy-
stem of homogeneous equations. Taking the determinant of the sy-
stem equal to zero we can find the frequencies of free vibrations
(or critical forces, @ = 0) of the structure. The following particular
cases are examined in detail: the statical problem of bending of
a plate with ribs, which is discussed in the first section; simul-
taneous bending and compression (or tension), as well as the stabi-
lity of a plate with ribs, as seen in the second section. The solution
is found in two ways by means of simple and double trigonometric
series.
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