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NAPRĘŻENIA CIEPLNE W CIAŁACH ANIZOTROPOWYCH (I)

W I T O L D N Ó W A C K I (WARSZAWA)

Część I pracy referowanej na Kursie Naukowym Zakładu Mechaniki Ośrodków
Ciągłych IPPT PAN w Międzyzdrojach w sierpniu 1954 r.

W niniejszej pracy podany został sposób wyznaczania naprężeń
w ciałach anizotropowych jednorodnych i niejednorodnych w opar-
ciu o twierdzenie E. B e t t i e g f t o wzajemności przemieszczeń,
uogólnione na zagadnienia cieplne izotermiczne. Zakładamy, że ma-
my do czynienia z nieodwracalnym procesem związanym z ruchem
cieplnym i z, ustalonym przepływem ciepła. Zakładamy dalej, że •
własności sprężyste materiałów nie ulegają zmianie przy wzroście
temperatury; ograniczamy się zatem do niezbyt wielkich różnic
temperatur w stosunku do stanu naturalnego ciała sprężystego.

1. Rozpatrzmy ciało sprężyste, znajdujące się w równowadze
pod działaniem sił zewnętrznych i masowych oraz wzrostu tempe-
ratury o T°C (w stosunku do naturalnego stanu ciała). Pod wpły-
wem tych przyczyn ustalą się w ciele przemieszczenia ui (i = 1, 2, 3),
odkształcenia osiowe i postaciowe e, ( i = 1, 2,.. . , 6) oraz napręże-
nia %i (i = 1, 2, . . . , 6) jako funkcje ciągłe i różniczkowalne zmien-
nych niezależnych xi (i = 1, 2, 3)*).

Nadajmy ciału dowolne przygotowane przemieszczenie, ciągłe
i różniczkowalne, nieskończenie małe oraz zgodne z warunkami
ograniczającymi ciało. Składowe tego przemieszczenia wirtualnego
oznaczamy przez óui = ii/ (i = 1,2,3); odkształcenia odpowiadają-
ce tym przemieszczeniom oznaczymy przez <5e,- = et (i = 1, 2 , . . . , 6).

Praca przygotowana sił zewnętrznych i masowych przyjmie tu
postać

/I(1.1) SLe = - | £ PiUidQ+ y Fi&ti
J ;=1/I

J 1=1a) Dla wygody zapisu przyjęto tu następujące oznaczenia:
= x, x.ż = y, x3 —z, u, = u, u 2 = v, u 3 = w, ej = ex, e? = ey, e3 = EZ, e,, = yy2,

e5 = 7zx' e« = Vxy Ti = °x> r2 = "y ^ ~ CTz> Ti = V r'° ~~ Tz*'- r° = **?'
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i równa się pracy przygotowanej naprężeń na odpowiednich przy-
rostach odkształceń:

We wzorach tych p, oznaczają składowe obciążenia zewnętrznego na
powierzchni ciała, a Ft składowe sił masowych na kierunki przyję-
tych osi współrzędnych Xi,

Związek (1.1) - (1.2) jest słuszny dla ciał o dowolnej strukturze
dla wszelkich zależności między stanem naprężenia i odkształcenia.
Rozważmy rozpatrywane ciało sprężyste zachowując wszelkie jego
własności sprężyste, kształt, sposób podparcia oraz obciążenie. Do
stanu obciążenia dodajmy teraz obciążenie dodatkowe, przygotowa-
ne, objawiające się wzrostem sił zewnętrznych o <5p, ~"pt, sił ma-
sowych o d Ft = Ft oraz temperatury o ó T = T.

Składowe stanu naprężenia wzrosną o dtt = rt. Zakładamy, że na-
prężenia są ciągłymi i różniczkowalnymi funkcjami współrzędnych
i są tak dobrane, że spełniają równanie równowagi w każdym ele-
mencie ciała oraz warunki brzegowe na powierzchni ciała.

Równanie pracy wirtualnej (przy wariacji stanu naprężenia)
przyjmuje postać

/

/=8 ~ i=S * i—6

^ ]? I
Rozważmy teraz dwa stany. Pierwszy z nich, który charaktery-

zować będziemy znaczkiem v, składa się z obciążeń zewnętrznych
pj.v>, sił masowych F^ i wzrostu temperatury o T(v). Temu stanowi
przyporządkowane są składowe stanu naprężenia r^\ składowe sta-
nu odkształcenia e(v) oraz składowe stanu przemieszczenia ti(v). Bę-
dzie to stan rzeczywistych obciążeń.

Drugi stan, który charakteryzować będziemy znaczkiem Q, jest
wirtualnym stanem obciążenia. W skład jego wchodzą obciążenia
wirtualne p(p) i Ffi oraz temperatura TM. Temu stanowi przypo-
rządkowane są naprężenia T|P), odkształcenia eW oraz przemieszcze-
nia u\eK

Ustawimy równanie pracy wirtualnej (1.1) - (1.2) traktując stan
(v) jako stan obciążeń rzeczywistych; występujące.w tym równaniu
składowe przemieszczeń i odkształceń niech przynależą do drugiego
stanu obciążenia, czyli stanu wirtualnego {Q).
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Równanie (1.1) - (1.2) przyjmie zatem postać

/

<=3 c. 1 = 3 r. ! = 6

Ustawmy teraz równanie pracy wirtualnej (1.3) przyjmując wy-
stępujące tam obciążenie wirtualne według stanu (Q); rzeczywiste
przemieszczenia i odkształcenia niech przynależą do stanu obciąże-
nia (v).

Wtedy

J
i'=3 • /> (=3 ' 6

£ W4v) dQ + \
Dalsze rozważania przeprowadzać można w oparciu o związki

zachodzące między stanami odkształcenia i naprężenia. Przy założe-
niu ciał anizotropowych niejednorodnych, o najogólniejszej anizo-
tropowej strukturze, mamy

(1.6) ei= YrkCtk + atT (i = 1,2,..., 6).

Tutaj Ciu oznaczają współczynniki sprężystości, których przy
uwzględnieniu związków an — ckt jest dwadzieścia jeden. W przy-
padku jednorodnej anizotropii są one wartościami stałymi, dla nie-
jednorodnej zaś anizotropii ciągłymi funkcjami miejsca. Współ-
czynniki at są współczynnikami rozszerzalności, posiadającymi sta-
łe wartości w przypadku anizotropii jednorodnej. Dla szczególnych
struktur otrzymamy w równaniach. (1.6) znaczne uproszczenia. I tak
dla najbardziej interesującej techników struktury ortotropowej jest
c u = c1B = c16 — c24 — c35 — c20 = ca 4 — c85 = c30 = c45 = cd(i = c56 = 0;
a* = ct5 = aa = 0.

Wracając do rozważań nad pracą przygotowaną stwierdzamy, że
dla stanu obciążenia (?>) jest

(1.7) e ' v ) = I
ftel

a dla stanu obciążeń wirtualnych
lc—6

(1.8) <§</'> = ^ T<ric,.;i + a , . TM (1=1,2, . . . , 6).
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Wstawiając związki (1.8) do prawej strony równania (1.4) otrzy-
mujemy •

(1.9) [Y pJ'JflJP'dfl + jY FVu<fHV=
V

«,.TM dV—

Zważywszy, że pierwszy człon prawej strony równania (1.9) jest
równy prawej stronie równania (1.5), otrzymamy następującą za-
leżność:

dV=

= / y

Jest to uogólnione twierdzenie o wzajemności przesunięć E. B e t -
t i e g o na zagadnienia naprężeń cieplnych.

Ze związku tego wynika szereg wniosków szczególnych, waż-
nych dla dalszych rozważań.

(a) Niech stan obciążeń wirtualnych (Q) składa się jedynie z siły
skupionej l(p>, działającej na powierzchni lub wewnątrz ciała
w punkcie o współrzędnych (f1; fa, £3).

Oznaczmy rzut przemieszczenia tego punktu, wywołany stanem
obciążeń (v), na kierunek działania siły l(p) przez <5W.

Równanie (1.10) przyjmie postać

(1.11)

Zauważmy, że pierwsze dwie całki przedstawiają przemieszcze-
nie rozpatrywanego punktu w kierunku działania siły l w , wywo-
łane działaniem obciążenia zewnętrznego i sił masowych, w zało-
żeniu, że T<v'= 0, a więc w ciele znajdującym się w stanie natural-
nym. Oznaczając tę składową przemieszczenia przez <5j,v) otrzyma-
my związek superpozycyjny

(1.12) 1W 0M = iW ą) + f TW £ affi) dV.
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Jeżeli ograniczymy się do wyznaczania przemieszczeń ciała
wolnego od obciążeń zewnętrznych i sił masowych, a poddanego je-
dynie działaniu temperatury, to z równania (1.11) otrzymamy2)

fee
(1.13) lWaw = /TW £ a,T<ridV.

Zauważmy, że funkcje "T]P), wywołane stanem obciążeń wirtual-
nych w ciele znajdującym się w stanie naturalnym, są funkcjami
zmiennych niezależnych xt oraz współrzędnych punktu zaczepienia
siły. Są zatem funkcjami G r e e n a, symetrycznymi względem'
xt,$i. Otrzymamy je przez rozwiązanie odpowiednich równań róż-
niczkowych i spełnienie warunków brzegowych teorii sprężystości
ośrodków anizotropowych, przy T(v) = 0. Dla wielu podstawowych
zagadnień teorii sprężystości ciał jednorodnych i izotropowych funk-
cje te są znane.

Znając funkcję 2at'TJfi i pole temperatur otrzymamy drogą cał-
kowania żądaną składową przemieszczenia.

Jeżeli teraz siła jednostkowa lM.. działać będzie w punkcie
o współrzędnych (f1( | 2 , | a ) kolejno w kierunku osi '&, f2 i | 8 , to
z równania (1.13) otrzymamy trzy składowe przemieszczenia tego punk-
tu. Oznaczmy je przez u^:

(1.14) kk^k
v

Opuściliśmy tutaj znaczki v i Q\ czynić tak będziemy również
w dalszych rozważaniach.

Oznaczamy przez %i, £t składowe stanu naprężenia, wywołanego
w ciele, znajdującym się w stanie naturalnym, stanem 1^ (i = 1, 2, 3).

Znając składowe stanu przemieszczenia u^ znajdziemy odkształ-
cenia ze wzorów

dv,:;

2) Powyższy związek otrzymał Aa innej drodze H. M u l l e r - - B r e s l a u
[1], str. 373, jednak w założeniu, że ciało jest jednorodne izotropowe. Zasto-
sowanie tego twierdzenia ograniczył wyłącznie do zagadnień statyki kratow-
nic i ram.
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Wielkości e, otrzymać można bezpośrednio ze wzoru (1.14) wyko-
nując przepisane różniczkowanie. Znając wielkości et znajdziemy ze
wzorów (1.7) układ równań liniowych, w których nieznanymi wiel-
kościami są składowe stanu naprężenia %t. Otrzymamy je a rozwią-
zania układu równań:

(1.16) xt = 2J e" a'» + I'T (i — 1,2,.... 6).

Równanie (1.13) traktować można również jako równanie całkowe.
Przy znanej (np. uzyskanej na drodze • eksperymentalnej) funkcji
(5M oraz funkcji G r e e n a £atnft znaleźć można temperaturę jako
funkcję miejsca.

(b) Niech na ciało anizotropowe niejednorodne, swobodne i znaj-
dujące się w stanie naturalnym, działa obciążenie jednostajnie roz-
łożone na jego powierzchni, skierowane wzdłuż normalnej i o in-
tensywności równej jedności.

W tym przypadku jest

a na powierzchni ciała

pL = I cos (n, 1), p a = 1 Cos (n, 2), pa = F cos (n, 3).

Niech teraz ciało poddane będzie działaniu temperatury. W sta-
nie obciążeń rzeczywistych przyjąć należy F = 0 oraz p = 0.

Z równania (1.10) otrzymamy

(1.16) J]?ptuidQ = jT £ a,ridV.
Q V

Zważywszy, że

2J P UI = 1 [u± cos (n, 1) + u2 cos (n, 2) + u8 cos (n, 3)

jest przesunięciem powierzchni ciała w kierunku normalnej, a całka

a

przedstawia przyrost AV objętości ciała, otrzymamy z (1.16)

(1.17)
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Otrzymaliśmy wzór na przyrost objętości ciała anizotropowego nie-
jednorodnego swobodnego, wywołany wzrostem temperatury w sto-
sunku do stanu beznaprężeniowego, czyli do stanu naturalnego.

Znamienny jest w tym wzorze brak współczynników rozszerzal-
ności postaciowej <z4, ccs, <x6.

W przypadku szczególnym ciała izotropowego niejednorodnego
jest.

AV.= 2 f aTdV,
. v

ę. dla ciała izotropowego jednorodnego

AV = 3aJTdV.

(c) Z twierdzenia o wzajemności przesunięć wyznaczyć można
również średnie wartości odkształceń e;, wywołane naprężeniami
cieplnymi w ciele swobodnym.

Korzystamy tu z równania o wzajemności przesunięć w jego
pierwszej postaci [wzór (1.9)].

Dla wyznaczenia, na przykład, średniej wartości ex=dujd^x

przyjmiemy jako jedyne obciążenie wirtualne p 1 = 1 cosjn, 1). Te-
mu stanowi odpowiada wewnątrz ciała naprężenie Tj = l. Pozosta-
łe składowe stanu naprężenia są równe zeru. W stanie obciążenia {v)
uwzględniamy jedynie wpływ temperatury. Z równania (1.9) mamy

a przy T, = 1

(1.18)

Przedstawione tu równanie uogólnić można na dowolne odkształce-
nie osiowe

(1.19) f eidV^JTaidV (i = 1,2,3).
v v

Średnią wartość rozszerzalności 6 = e t + e2 + e3 otrzymamy ze
wzoru

(1.20)
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2. Powstaje pytanie, przy jakiej postaci funkcji temperatury nie
powstaną w ciele anizotropowym niejednorodnym swobodnym na-
prężenia cieplne.

Z równania (1.7) odczytamy, że nastąpi to, gdy

(2.1) et = atT (i = 1,2,..., 6)/

Odkształcenia nie mogą być jednak dowolne, lecz powinny speł-
niać równania nierozdzielności S a i n t - V e n a n t a . Łatwo spraw-
dzić, że warunki nierozdzielności będą spełnione, gdy

(2.2) atT = at + btX1 + CiX^JrdiXs (i = 1,2, ..., 6),

to znaczy, gdy iloczyny atTt będą funkcjami liniowymi.
Dla ciała anizotropowego jednorodnego, w którym współczyn-

niki rozszerzalności są wartościami stałymi, temperatura T powin-
na być funkcją liniową. Dodatkowo założyć tu należy, że współczyn-
niki <*!, aa,a9 powinny być różne od zera, co wynika z analizy rów-
nań zwartości, których wyznacznik powinien być różny od zera3).

W przypadku niejednorodnej struktury ortotropowej spełnione
powinny być warunki

(2.3) aiT = ai + btxi + ctx2 + dtxs (i = f,2,S).

Wreszcie dla ciała izotropowego niejednorodnego jest

(2.4) aT = an+bHx1 + coasa + dQxit.

Otrzymane tu funkcje temperatur powinny ponadto spełniać
równania przewodnictwa cieplnego. Dla ciał anizotropowych nieje-
dnorodnych równanie to ma nader złożoną postać *)

gdzie Xik jest współczynnikiem przewodnictwa cieplnego. Dla ciał
anizotropowych jednorodnych Uk jest wartością stałą.

3 ) W. 01 s z a k przedyskutował szczegółowo to zagadnienie dla ośrodków
ortotropowych jednorodnych w pracy [2].

4 ) W. Voigt, [3], str. 551 i nast. Wpływ anizotropii cieplnej może by&
w ciałach anizotropowych znaczny; dla przybliżonego modelu ciała ortotropo-
wego, jakim jest np. płyta krzyżowo zbrojona, trzeba lakt ten mieć na uwa-
dze. Współczynniki rozszerzalności liniowej stali i betonu są prawie jedna-
kowe, podczas gdy odpowiednie współczynniki przewodnictwa cieplnego tych
materiałów wykazuiją znaczną różnicę.
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Dla przypadku struktury ortotropowej znikają te współczynniki,
dla których i^k.

Równanie (2.5) przyjmie tu postać

Dla ciała ortotropowego jednorodnego mamy równanie

(2.7) y Xii - 3 — = 0 ,

i=l u •*•'

a dla ciała izotropowego jednorodnego równanie harmoniczne

(2.8) P2T = O.
Łatwb stwierdzić, że dla ciał anizotropowych i izotropowych jedno-
rodnych liniowy przebieg temperatury nie wywoła naprężeń ciepl-
nych.

Dla ciał niejednorodnych stan beznaprężeniowy jest możliwy je-
dynie w nader szczególnych przypadkach zależności między współ-

.czynnikami przewodnictwa cieplnego i rozszerzalności liniowej.
I tak dla ciała izotropowego niejednorodnego stan beznaprężenio-
wy daje się zrealizować w przypadku proporcjonalności funkcji
a i A (tj. A = a • a, gdzie a jest wartością stałą) oraz przy spełnieniu
warunków p'2a = 0 w obrębie ciała. Przyjęta tu zależność funkcji a i A
jest, oczywiście, teoretyczna, nie oparta na doświadczeniach; te bowiem
dla ciał niejednorodnych'do tej pory, jak się wydaje, nie były prze-
prowadzone.

3. Rozważania dotychczasowe dają się uogólnić na bardziej zło-
żone stany naprężenia niż naprężenia cieplne, mianowicie na stany
samonaprężeń.

Załóżmy, że w ciele sprężystym anizotropowym i niejednorod-
nym powstają (wskutek przekroczenia granicy plastyczności i poja-
wienia się trwałych odkształceń, przez zmiany występujące w ob-
róbce cieplnej itp.) odkształcenia e,-,o. Załóżmy, że są one ciągłymi
i różniczkowalnymi funkcjami współrzędnych. Załóżmy dalej, że na-
prężenia są w danym miejscu ciała funkcjami liniowymi naprężeń.

Odkształcenia układu przyjmą tu dla stanów (v) i {Q) następują-
cą postać:

(3.1) ei') =



490 Witold Nowacki

(3.2) If =

Wstawiając powyższe zależności do związków (1.4) otrzymamy

(3.3) / y pt«) fijp) dQ + fY FJ') fljf) dV = f y zf ef d V +
£2 '

Zważywszy, że pierwszy człon prawej strony ostatniego równania
jest równy prawej stronie równania (1.5), mamy

(3.4) / £ P!-v) ̂  dQ + f X Fti] U[l] dV + / £ *f e\% dV =

a • , v v

= J V p(/-» uj»> dQ + J Y Tfy) u|») d V + - J ^ 1 !$•! eW d V .
O V V

Niech stan obciążeń wirtualnych (g) składa się jedynie z siły sku-
pionej l(p), działającej na powierzchni ciała lub wewnątrz . ciała.
Oznaczmy rzut przemieszczenia tego punktu, wywołany stanem ob-
ciążeń (v) na kierunek działania siły l(p), przez (5(v>. Z równania (3.4)
mamy

(3.5.1) fW <5W = / ^ pVuW fJ J
u v v

albo

(3.5.2) 1W.5W = 1W

W braku obciążenia zewnętrznego i sił masowych (pj.v) = O, Fj.v) =
jest

(3.6) V»)W

Tutaj ł(f) jest funkcją G r e e n a, jądrem równania całko-
wego (3.6). Funkcja TTJP' jest naprężeniem wywołanym w ciele sprę-
żystym, znajdującym się w stanie naturalnym, działaniem siły jed-
nostkowej 1>>; eW0 są danymi, a więc znanymi funkcjami miejsca.
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W szczególnym przypadku naprężeń cieplnych jest e$0 = atTt',
równanie (3.6) przechodzi wówczas w równanie (1.13).
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P e 3 IO M e

TEPMHHECKHE HAIIPflJKEHHS B AHH3OTPOIIHHX TEJIAX (I)

B HacToameM paSoTe aBTop BBIBO^MT, MCXO^H M3 nanajia BO3MO2C-
nepeMeru;eHMM, Teopemy B3aMMH0CTM E. E e T T M RJIH anM3o-

TporiHbix HeoHHopoffHbtx TBJi, yHWTbiBasi HepaBHOMepHoe HarpeBaiHMe
[cpopuvryjia (1.10)]. M3 svoPi 3aiBMCMM'0CTM, B OCOGOM cjiynae orpa-

Bnp'TyajiBHioro COCTO'HHMH narpysoK K O^HOH cocpeflOTOHeH-
HOM CMJIBI l ( p ) — .neMcrsyiomeH: B JIIO6OM TOHKC Tejia, Haxoflam;eroca

B H-aTypajiHHOM COCTOHHMM — nojiynaeTCfl M3 dpopMyjiBi (1.13)
jiHioruMe napeMemeHHH <5M 3TOM TOHKM, BBi3BaHHBie
HarpeBaroteM Tejia.

<J>opMyjia (1.13) npeflCTaBjineT OO6OH MHTerpa.nBHoe
HflpO KOTOpOTO

cpyHKicneM F p M H a ; 3Ty coyHKii,nio MOJHHO nojiynMTB ny-
pemeHMH oooTBercTByioiiijicc ^ncpcbepeHD;MajiBHBiXi ypaBHemrii

JI a M e TtJiH M M H e J I J I a A-na ynpyroro Tejia, HaxoflHiaerocH B na-
OOCTOHHHH. McnOJIB3OBŁIBaiI TGOpeMy BŚaMMHOCTH, BBrBe-

cpopmtyjibi flJia cpe^HMX 3HaHeHłrii fled>opMau;MM Hepas-

B nocjie^HeM a63an;e paGoTBi oGo6iu;aeTca Teopeiaa
E. B € T T M flJIiH HanpHJKeiHHBIX COCTOflHMM, BblCTynaiOIIl^lX B aHM3O-

TpoiJH&ix neo,zpK)poflHŁix Tejiax.
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Summary

THERMAL STRESSES IN ANISOTROPIC BODIES (I)

In this paper the author, taking into consideration the principle
of virtual work, expands. B e 11 i 's reciprocal theorem [Eq. (1.10)]
for non-homogeneous anisotropic bodies, unevenly heated.

From this relation we obtain — in the particular case of vir-
tual load limited to a single- concentrated force l(p) at any
given point of the body in its normal state — the component of dis-
placement <5W of that point, caused by an unevenly heating of the
body, in the form of Eq. (1.13). This is an integral equation whose
nucleus

7=6

y a '

is constituted by G r e e n ' s function, obtained by solving the cor-
responding differential equations (of L a m e or M i c h e 11) for an
elastic body in the normal state. Using the reciprocal theorem, the
formulae for the average deformation of an unevenly heated body
are obtained. The last section of the paper brings a generalization
of B e 11 i' s reciprocal theorem to states of stress in non-homoge-
neous anisotropic bodies.
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