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STATECZNOŚĆ PŁYT PROSTOKĄTNYCH WZMOCNIONYCH ŻEBRAMI

W I T O L D N O W A C K I (WARSZAWA)

Zagadnienia stateczności płyt prostokątnych wzmocnionych że-
brami rozwiązywane były głównie przy użyciu metody energetycz-
nej. Szereg rozwiązań uzyskali w tym zakresie S. T i m o s z e n k o , [1],
E. C h w a l i a, [2], C. T o r r e , [3], i A. S t r a s s e r , [4].
Przy stosowaniu metody energetycznej wyraża się postać wybo-
czenia płyty skończonym szeregiem funkcyjnym, w którym przy-
jęte funkcje spełniają warunki brzegowe zagadnienia. Współczyn-
niki wyrazów szeregu wyznacza się z warunku minimum całkowi-
tej energii potencjalnej układu. Przy użyciu metody energetycz-
nej nie otrzymuje się jednak warunków wyboczenia płyty w po-
staci zamkniętej.

Warunki wyboczenia płyty stężonej żebrami podali w postaci
zamkniętej najpierw A. S. Ł o k s z i n ') oraz R. B a r b r e 2).
Odnoszą się one do płyt z żebrami podłużnymi, względnie do płyt
z żebrami poprzecznymi. Zawiła jednak forma tych warunków, wy-
rażająca się nader złożonymi równaniami przestępnymi, czyni ich
stosowanie przydatne dla przypadku jednego lub najwyżej dwu
żeber.

W niniejszej pracy podane zostały w pierwszych trzech ustę-
pach ścisłe rozwiązania zagadnienia wyboczenia płyty wzmocnio-
nej żebrami, stanowiące nową metodę rozwiązania układów tego
typu.

W ostatnim ustępie pracy podano rozwiązanie przybliżone dla
przypadku płyty wzmocnionej gęstożebrowym rusztem. Rozwiązanie
to, w połączeniu z metodą podaną w pierwszych trzech ustępach,
pozwala na wyznaczenie sił krytycznych dla nowych bardziej zło-
żonych układów płytowych.

*) Por. [5], str. 225.
2) Por. [6], str. 117.
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I. Płyta wzmocniona żebrami poprzecznymi

Zajmijmy się najpierw płytą wzmocnioną jednym tylko żebrem
poprzecznym (rys. 1).

Dla q > q/tr płyta i żebro doznają wygięcia. Między płytą i że-
brem powstaną siły pionowe — siły wzajemnego oddziaływania —
będące funkcją zmiennej y. Oznaczmy je przez r (y). Ugięcia płyty
i żebra będą, oczywiście, jednakowe. Zakładamy, że między że-
brem i płytą nie powstaną siły tarcia. Dodatkowo załóżmy jesz-
cze, że żebro umieszczone jest symetrycznie względem płyty. Od-
dzielmy w myśli żebro od płyty. Wtedy płyta znajduje się pod
obciążeniem siłami q jednostajnie rozłożonymi na brzegu oraz pod
obciążeniem r (y) na prostej x = i. Żebro natomiast zginane jest
obciążeniem — r(y). Równanie różniczkowe powierzchni ugięcia
płyty przyjmuje postać

(1.1) -~

•

*

b

El

i
i

i

i ^
i
!

-*-

Tutaj JV oznacza sztywność płyty
na zginanie, q obciążenie ściska-
jące, jednostajnie rozłożone na
brzegach i = 0 i x = a, oraz w R y s i
ugięcie płyty.

Przy założeniu swobodnego podparcia płyty na wszystkich kra-
wędziach przyjmiemy rozwiązanie równania (1.1) w postaci podwój-
nego szeregu trygonometrycznego

(1-2) w(x, y)= 2 I s i n c e « x s i n /

n n mn

Obciążenie r (j/) wyrazimy za pomocą pojedynczego szeregu try-
gonometrycznego

(1.3) r{y)= s i n P>» V
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Wtedy
DO DO

(1.4) p (z, y) = 2J 2J Pn.msinanx sinpmy =
n — 1,2,... m=l,2,.. .

2 V1 V1

= — 2J 2-i r mSin an £ sin a„x sin flmy.
a n = l,2,... ;«=1, 2,...

Wtawiając (1.2) oraz (1.4) do równania (1.1) otrzymamy

(15) a _ 2 r m s ina n f

Ugięcie żebra otrzymamy jako rozwiązanie równania różnicz-
kowego

(1-6) EI^-=-r{y).

Przy założeniu swobodnego podparcia żebra przyjmujemy

(1.7) • w(y)= £ bmsmQmy.
m=l, 2,. . .

Korzystając z (1.3) oraz z (1.7) otrzymamy rozwiązanie równania
(1.6) w postaci

Z warunku jednakowych ugięć płyty i żebra w przekroju x=s i, tj.
z warunku

w (i, y) = w (y)

wynika, że dla dowolnego y powinien zachodzić związek

A V sin* a„ £ 4 l = = 0

„=«,...
Powyższy związek stanowi warunek wyboczenia płyty stężonej

żebrem. Dla ustalonych wymiarów płyty i żebra, tzn. ustalonych
sztywności zginania płyty i żebra, uzyskamy ze związku (1.9) nie-
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skończoną ilość pierwiastków q; najmniejszy z nich daje najmniej-
szą wartość siły krytycznej.

Wprowadzając oznaczenia a/b = £, EI/bN = y, s = q/qj-, gdzie
qE=Nn2/bz oraz zważywszy, że wyboczenie w kierunku osi x na-
stąpić może w szeregu półfal, w zależności od parametrów Q i y,
natomiast w kierunku y tylko w jednej półfali (m = 1), napiszemy
związek (1.9) w postaci

,, inv o V sin3 an i , 1 _ „
(1.10) I /, , o , S7^ 5—5 TT = U .

Przejdźmy do przypadku p żeber poprzecznych. Jeżeli iprzez n (y)
oznaczyć funkcją sił wzajemnego oddziaływania i-tego żebra i płyty
wzdłuż prostej x = £1, to ugiącie płyty wywołane obciążeniem q
oraz obciążeniami r,- (y) (i = 1, 2,..., p) wyrazimy wzorem

(1.11) w(x,y) = - 2 2 2 N(a*+Bs)2—aa*
" i=l,2,... «=1,2,... m=l,2,... ^\an'Pm> (±an

Ugięcie k-tego żebra określi związek

(1.12)

Z warunku wspólnego ugięcia płyty i żebra w przekroju x =
(k = 1, 2,..., p) otrzymamy układ równań

Jfc„ N(a* + §ff - q <

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (1.13) daje
poszukiwany warunek wyboczenia.

Dla przyjętych uprzednio oznaczeń oraz przy m = 1 otrzymamy

(1.14) ^ V + 2 Y rW
..' nM,...(n* + t

Rozwiązanie tego układu równań upraszcza w wybitnym stop-
niu symetria układu względem osi x = o/2. W tym przypadku jest
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dla symetrycznej postaci wyboczenia r(1) = r(^>, r(2> = r(p~1),..., a dla
antymetrycznej postaci wyboczenia r(1) = — r^\ r(2' = — r^"1',....

Korzystanie z równań (1.10) i (1.14) objaśnimy dwoma prostymi
przykładami.

(a) Niech dana będzie płyta wzmocniona jednym żebrem po-
przecznym w połowie rozpiętości. Zatem przy f = a/2 jest sin3a«f = 1
dla n = 1,3,... oraz sin2 an £ = 0 dla n = 2, 4,...

Równanie (1.10) napiszemy w postaci

(n2

• — r n j s
= 0,

Ustalając stosunek Q = a/b wyznaczyć możemy z równania (1.15)
funkcję s = s(y).

Wartości s ograniczone będą od dołu wartością siły krytycznej
przy założeniu y — 0, od góry zaś wartościami s występującymi
przy powstaniu linii węzłowej wzdłuż prostej x = a/2. I tak, dla
Q — 1 mamy dla y = 0 s = 4; przy po-
wstaniu linii węzłowej wzdłuż pro-
stej x = a/2 będzie s=(2 2 +l)72 3 =6,25.
Odpowiadającą tej wartości s = 6,25
wartość y wyznaczymy ze wzoru (1.15).
Otrzymamy tu y = 1,196.

Dla y> 1,196 nie otrzymamy już
zwiększenia siły krytycznej układu.

Na rys. 2 podano wykres funkcji
s = s(y) dla g = l.

(b) Niech dana będzie płyta wzmoc-
niona dwoma żebrami o jednakowym
przekroju i sztywności zginania, poło-
żonymi symetrycznie względem prostej
x = a/2. Niech f t = a / 3 oraz | 2 = 2a/3. Rozważyć należy tu dwa
przypadki wyboczenia: symetrycznego i antymetrycznego względem
prostej x = a/2.

W pierwszym przypadku, przy r(1) = r(2>, uzyskamy z układu
równań (1.14)

0,2524 0&0 0,777 W5W96

Rys. 2

n—l
n n nn(—1) 2 sin — c o s —

u O = 0 .
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Dla antymetrycznej postaci wyboczenia r<" = — r(2) uzyskamy

(1.17)
-—d

rt=2, 4, ...

(—1)
ll—2

—5— n n

^ sin
lin
-r-

o
= 0 .

Na rys, 3 naniesiono funkcję s = s(y) dla g = l. Wykres kończy
się na wartości y0, przy której otrzymuje się postać wyboczenia
o trzech półfalach z zerowymi wartościami ugięcia wzdłuż pro-
stych x = a/3, x = 2a/3.

Dla trzech i więcej żeber staje się wyznaczenie sił krytycznych
na podstawie układu równań (1.14) zadaniem rachunkowo nader,
uciążliwym, chociaż bez porównania prostszym, niż to ma miejsce
w rozwiązaniach podanych przez Ł o k s z i n a i B a r b r e , [6].
Dla trzech i więcej żeber prędzej doprowadzi do celu metoda podana
w ustępie czwartym.

Wreszcie zauważmy, że przedstawioną metodę zastosować mo-
żna również do przypadku dwukierunkowego ściskania płyty.

2. Płyta wzmocniona żebrami podłużnymi

Zajmijmy się najprostszym układem tego typu, płytą wzmocnio-
ną tylko jednym żebrem podłużnym (rys. 4). Oznaczmy przez El
sztywność żebra na zginanie, przez A jego przekrój, a przez t {x)
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siły wzajemnego oddziaływania żebra i płyty wzdłuż prostej y = r\.
Rozwiązaniem równania różniczkowego ugięcia płyty

•(2.1)

i

+ q -j-

zważywszy że

t{x)—

w

n sin a« a:,2
n = l

y
EJA

będzie następujące wyrażenie: Rys. 4

(21) w(xv)-- f V tn sin atl x sin pmy sin 1
«=1, 2, ... m=l,2,...

Niech na żebro działa siła skupiona ściskająca S; ponadto żebro
przyjmuje proporcjonalną do swego przekroju część obciążenia q.
Tak więc równanie ugięcia żebra wyrażone jest wzorem

<2.3) EJ~A tnsinanx.
n=l,2. ...

tn sin an

Rozwiązaniem tego równania jest
aa

(2.4) w(x)=- y -

Z warunku wspólnego ugięcia żebra i płyty tj. dla w{x,r\) = w{x)
uzyskamy

<2.5)
1

EJa^ — iS + qA)^ I

Przy oznaczeniach

a E J
T ~ e > Nb~x'

s i n 8 (im f] _ Q

A
b

Sb

gdzie qE=^N n2/b2, napiszemy związek (2.5) w postaci

, 2
( n 2 „ „ 2 g 2 s

— = 0.
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W związku tym mieści się szereg przypadków szczególnych. I tak,
dla S = O i (5 = 0 mamy przypadek wyboczenia płyty stężonej że-
brem nie przenoszącym ściskania, dla S = 0 i <5 7^ 0 mamy przy-
padek wyboczenia płyty z żebrem przenoszącym ściskanie, a dla
q = 0 i S 7̂  0 przypadek wyboczenia żebra stężonego płytą (zada-
nie A. S o m m e r f e l d a , [7]).

Wstawiając do związku (2.6) n= 1,2, ... otrzymamy kolejne po-
stacie wyboczenia układu według jednej, dwu, trzech, ... półfal.

Dla r żeber podłużnych otrzymamy układ równań

q2 8k — p/;n2(53

, 9 y
Z j n

1=1,2,...

W przypadku symetrii układu względem prostej y = b/2 otrzy-
mujemy znaczne uproszczenia.

Rozpatrzmy kilka przykładów szczególnych.
(a) Płyta wzmocniona jednym żebrem leżącym w połowie roz-

piętości.
Niech q = Oi<S=O. Z równania (2.6) uzyskamy

(2.8) P = tl + ^ J

Stąd

(2.9)

2
Dla E J = 0 otrzymujemy wynik zgodny z rozwiązaniem S. T i-

m o s z e n k i 3 ) uzyskanym na drodze energetycznej.
W przypadku b > a wybaczenie płyty nastąpi według jednej,

półfali (n = 1). Zatem

3) Por. [8], str. 365.
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Q /j TTTl—2\2

Przy b -> oo i ustalonym a otrzymamy Skr = 4 n N/a zgodnie ze zna-
nym rozwiązaniem A. S o m m e r f e 1 d a, [7].

(b) Płyta wzmocniona dwoma żebrami o jednakowych sztywno-
ścianach zginania i o jednakowym przekroju.

Niech łjt = b/3 i ?72 = 2b/3. Zakładamy, jak uprzednio, że q = <5 = 0.
Z układu równań (2.7) przy symetrycznej postaci wyboczenia wzglą-
dem y = b/2, tj. przy t(1) = t(2), uzyskamy

m—1

(—1) 2 s m - 3 ~ c o s " ^ ~
( 2 1 0 ) n*

skąd

4n 2 a

e 2
m=\.

3

J
3,...

/ 1) 2

(n2

sin
mn

3

fm

cos
mn

6

Dla e = l, przy n = l, otrzymamy

(c) Niech dana będzie płyta wzmocniona jednym żebrem w prze-
kroju y = b/2. Niech p = 0. Z równania (2.6) znajdziemy warunek
wyboczenia w postaci

Dyskusję ograniczymy do płyty kwadratowej (Q = a/b — 1). Wy-
boczenie układu nastąpi według jednej półfali (n = 1).

Otrzymamy tu

(2.12) x = s<5

2 V L_ ^
,„=^3....(l + ^ ) 3 ~ «
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Na rys. 5 podano wykres s==s(y) dla szeregu wartości <5. Wzór (2.12)
nie uwzględnia przypadku wyboczenia antymetrycznego płyty wzglę-
dem prostej y = b/2. W przypadku dwu półfal w tym kierunku mamy

zatem dla

m = 2 i g = 1 s0 = 25 .

Ze związku (2.12) wyzna-
czyć można dla s o = 25 war-
tość x (P r zy zadanym d)r

przy której wyboczenie
w kierunku osi y w dwu
półfalach daje mniejszą siłę
krytyczną niż wyboczenie
według jednej półf ali w kie-
runku osi x.

(d) Również znaczniej-
szych trudności nie nastrę-
cza zadanie dotyczące wybo-
czenia płyty wzmocnionej
dwoma żebrami, o tej sa-
mej sztywności zginania EJ
oraz o tym samym prze-
kroju A, symetrycznie

umieszczonych względem prostej y = b/2. Otrzymamy tu z rów-
nania (2.7) układ dwu równań o dwu niewiadomych t(1> i t(2>. Przyj-
mijmy, że T^ —b/3 i ^2 = 2 b/3. Wtedy dla symetrycznej postaci wy-
boczenia płyty (t(1> = t(2>) będzie

m—l

(2.13) ~r
— s n2 (5 + 4 y

(—1) Tfin mu
-r-

o
m=1.3,... (n2 f — n2 = 0,

Dla antymetrycznej postaci wyboczenia (t(1' = —t ( 2 ) ) uzyskamy

(2.14) 1
ni x — sn2 d

m—2



Stateczność płyt prostokątnych 327

Na rysunku 6 podano wykresy s=s(y, d) dla przypadku Q = 1 i n = 1.
Ze wzoru (2.14) wyznaczyć można tę wartość y0, przy której nastą-
pi wyboczenie w kierunku osi y w trzech półfalach, z liniami wę-
złowymi wzdłuż prostych ły, = b/3 i % = 2b/3. W równaniu (2.14)
należy podstawić

3 eJf=
= 3 6

m - 3

Przedstawione przykłady dają dobrą orientację co do przydat-
ności przedstawionego sposobu rozwiązywania zagadnień wybocze-
nia tego typu.

Metodę powyższą bez trudu da się rozszerzyć na zagadnienia
dwukierunkowego ściskania płyty stężonej żebrami.

2 3

Rys. 6

I ł . ł • ł

s !',,!/

yr

EIA

EJ. A

JLLUXLLLL

U •:.«.

0.2

Rys. 7

3. Płytn wzmocniona żebrami poprzecznymi i podłużnymi

Zajmijmy się płytą wzmocnioną dwoma wzajemnie prostopad-
łymi do siebie żebrami (rys. 7). Płyta, na obwodzie swobodnie pod-
parta, niech będzie ściskana w dwu kierunkach. Na żebra niech dzia-
łają, oprócz obciążeń ąx i q2, siły S i P. Wzajemne oddziaływanie
żebra i płyty wzdłuż prostej y = t] oznaczmy przez t(x), a wzdłuż
prostej x = £ przez r (y).
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Ugięcie płyty przyjmie postać

, 2 ^ ^ r,„ sin an i sin an x sin (!,„ y
(3.D

^ v v s*n @m y s*n anx s m

Ugięcie żebra podłużnego wyrazimy wzorem

(3l2) " ( " ) = " J ^
a ugięcie żebra poprzecznego wzorem

rm s in f}m y
(3.3) w(y)=-

Z warunku wspólnego ugięcia płyty i żebra wzdłuż prostej x = £,
tj. z warunku w(C,y) = w(y), otrzymamy

in2ang]

2 . vi t« sin an I .

gdzie

Analogicznie z warunku ii)(;r, v]) = io(x) uzyskamy

^ 1 s i n 2 /3m ??1 __ Q

Z przyrównania wyznacznika układu równań (3.4) i (3.5) do zera
wyznaczyć można najmniejszą wartość siły krytycznej.
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W przypadku r żeber podłużnych oraz p żeber poprzecznych
uzyskamy układ równań

(3.6) , |

2 r f „ . £1 tWsina„|A
•TT y SinBrnVi y ^ = 0
O / ' / ' U

: -j o n 1 O 11, Ul

<3.7)
+ ± y tw y

^ = 0
D„

Przyrównanie do zera wyznacznika układu równań (3.7) i (3.8) jest
warunkiem wyboczenia płyty. Podany sposób rozwiązania jesf roz-
wiązaniem ścisłym; przydatność jego jest jednak ograniczona trud-
nościami rachunkowymi, piętrzącymi się w przypadku większej
ilości żeber. Dlatego też sposób ten może być stosowany z powo-
dzeniem jedynie dla układów symetrycznych o, co najwyżej, dwu
żebrach poprzecznych i podłużnych. W układzie równań (3.7) i (3.8)
znajduje się kilka przypadków szczególnych, między innymi przy-
padki rozpatrywane w dwu uprzednich ustępach pracy.

Tok postępowania przy wyznaczaniu
siły krytycznej objaśnimy na dwu prostych
przykładach.

(a) Niech dana będzie płyta kwadrato-
wa (a = b) z dwoma jednakowymi żebrami
(EJ = EI i A = A) ściskanymi siłą S = P.
Ponadto niech q t = q 2 = 0 . W tym szczegól-
nym przypadku oddziaływania wzdłuż pro-
stych x = a/2 i y = b/2 są jednakowe.

Otrzymamy układ równań

a/2 r

P

EI,A

El, A

p
xa/2 „

P'

Rys. 8

< 3 i 8 )

myr r„ sm
n n
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Przyjmijmy m = 1, a z drugiego szeregu uwzględnijmy tylko-
pierwszy człon. Równanie (3.9) doprowadzimy do postaci

Zważywszy że ft — a1 = 7r/a i an'pn==n, otrzymamy po prostych
przeliczeniach, że

Ela* Na* „ Q 7 R RPftr =—g 1 0,9766.

(b) Przyjmijmy teraz kolejno TO = 1, 2, 3, a z drugiego szeregu
wzoru (3.9) uwzględnijmy trzy człony. Otrzymamy układ trzech,
równań:

f 2
(3.10.1) -pą ' a J-t N{al + $)'2

I 2 1 1 2
a JV(aj+^)2J aW(a|+/3j)2

(3-10-2) r 2 [ ^ F ^ + i „ ^ NW±

(310.3) _ r i - — J ~ ^ + ,

Drugie równanie powyższego układu odpada. Odpowiada ono
wyboczeniu płyty według dwu półfal z linią węzłową na linii że-
bra AB. Przyrównanie do zera wyznacznika równań (3.10.1)
i (3.10.2) daje

o,953.

Jak widzimy, różnica między pierwszym a drugim przybliżeniem
jest nieznaczna.
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Dla dwu żeber poprzecznych i podłużnych o tej samej sztyw-
ności zginania i o tym samym przekroju uzyskamy znaczne uprosz-
czenie równań (3.4) i (3.5). Wynika to stąd, że funkcje reprezentujące
siły wzajemnego oddziaływania żebra na [płytę są identyczne wobec
symetrii układu wzglądem dwu osi symetrii. Poprzestając na pierw-
szych członach (dla i = 1, i= 2) drugiego podwójnego szeregu rów-
nania (3.7) uzyskano

l ł ł ł ł ł ł ' ł ł O
0,665.

(c) Niech dana będzie płyta
kwadratowa (a = b) z dwoma
jednakowymi żebrami {EJ = El
i A.= A), ściskana siłami qt —
=q2—q. Ponadto niech iS=P=0.
Również w tym szczególnym
przypadku oddziaływania wzdłuż
prostych x = aj 2 i y=b/2 bądą
identyczne. Otrzymamy układ

I
t

ł
t

t
.

M
ł

t
ł

t
i

. all .

a

•Jł

rownan

I t t H M . t łTTI

Rys. 9

(3.10)

2 . mn
— sina a

. nn
sin

= 0.

Przyjmijmy m = 1, a w drugim szeregu uwzględnijmy tylko
pierwszy człon. Doprowadzi to nas po prostych przekształceniach
do związku

«=1, 3, ...

gdzie

A
a

= 0,
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Dla

(3.12)

= 0, 5 = 0 otrzymamy Si!r = 2,

= l,0, <5 = 0 otrzymamy SW = 3,926,

= l,Ó, ó = 0,2 otrzymamy S A , = 2,850.

/

i. Wyboczenie płyty wzmocnionej gęstą siatką żeber

W wielu zagadnieniach konstrukcyjnych wzmacniamy płytę
rusztem z żeber w celu podwyższenia siły krytycznej. Wyznacze-
nie siły krytycznej następuje dla takich złożonych układów przy
użyciu metody energetycznej. Rozwiązania wymagają jednak licz-
nych żmudnych rachunków, przy czym w miarę powiększania
liczby żeber rosną trudności rachunkowe. Podamy tu prosty sposób
wyznaczania sił krytycznych oparty na modelu płyty ortotropo-
wej o zerowej sztywności skręcania. Sposób ten znamienny jest

tym, że w miarę zwiększania
liczby żeber poprzecznych
i podłużnych dokładność wy-
ników będzie wzrastać.

Niech dana będzie płytą
prostokątna wzmocniona rusz-
tem żebrowym. Żebra podłuż-
ne, o sztywności na zginanie
EJ i przekroju A, rozmieszczo-
ne są w jednakowych odległoś-
ciach b,; żebra poprzeczne,
0 sztywności na zginanie El
1 przekroju A, rozmieszczone
są w jednakowych odstępach a,.
Żebra podłużne ściskane są
siłami Aqx oraz S, żebra po-
przeczne siłami Aq2 oraz P.

Z rozważań nad statecznością rusztów, [9], wynika, że dla ru-
sztów gęstożebrowych zastąpić można ich działanie modelem pły-
ty ortotropowej o zerowej sztywności skręcania. Sposób powyższy
zastosujemy również teraz. Równanie ugięcia rusztu przyjmie
w naszym przypadku postać

EJ d4w , El d4"~

TT

1

J

X

E3A

a

UA

i i

P

P

M ł ł ł . ł ł ł ł ł ł ł

| -Cl

1

Rys. 10

(4.1) dy*
+li

a3 to
d x2 H

w -= r (x, y).
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Równanie różniczkowe ugięcia płyty ma postać

(4.2) NV'V-w + q, Yx* +q"~dlj*==rix'y)'

Zakładamy równość ugięcia płyty i rusztu oraz równość sił
wzajemnego oddziaływania płyty na ruszt w każdym punkcie (x, y)
rozpatrywanego- obszaru prostokątnego. Zatem zakładamy, że

(4.3) w(x,y) = w{x,y), r(x>y) = —r(x,y).

Warunki te prowadzą do równania różniczkowego

...... „ „ , EJ d4w . El a 4 ^
(4.4) N ^ ^ w + + +

P q 2 . l

Powyższe równanie różniczkowe zawiera szereg przypadków
szczególnych.

Zajmijmy się przede wszystkim przypadkiem płyty wzmocnio-
nej żebrami, na brzegach swych swobodnie podpartej.

Rozwiązaniem równania (4.4) będzie

(4.5) w (x, y) = A„, m sin a« x sin /3,« y •

Wstawiając (4.5) do równania (4.4) otrzymamy

(4.6) N(al+^mf + ̂ a\ + ̂ ^ =

Wprowadźmy oznaczenia

EJ El A , A

Nn*
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gdzie r oznacza liczbę żeber podłużnych, a p liczbę żeber poprzecz-
nych. Równanie (4.6) przyjmie przy tych oznaczeniach następu-
jącą postać:
(4.7) k [(n2 + m2

 e
3)2 + % (1 + r) n'L + y (1 + p) m4

 e
3 ] =

Rozważmy przypadki szczególne.
(a) Niech ruszt składa się jedynie z żeber poprzecznych. Załóż-

my dalej, że qs = 0 i P — 0.
Z równania (4.7) otrzymamy

Ponieważ wyboczenie w kierunku osi y nastąpi tylko w jednej pół-
fali (m = 1), więc otrzymamy

(4.8) (li, kr = • b3 n2
e"

Identyczny wzór otrzymał S. T i m o s z e n k o 4 ) 'przy użyciu
metody energetycznej, przyjmując powierzchnię ugięcia w postaci
to ==a ; !,msinana:sin(s^b). Dla p = l wzór (4.8) identyczny będzie ze
wzorem (1.15), jeśli w tym ostatnim ograniczymy się tylko do pierw-
szego członu szeregu nieskończonego; to samo dotyczy wzorów
(1.16) i (1.17) dla p = 2. Dla skrajnego przypadku jednego tylko
żebra poprzecznego, przy n ' = 1, mamy

(4.9) Ql.ftr ==•

Tablica 1. q = 1,

4,0
0
0

4,5
0,2524
0,2500

5,0
0,510"
0,500

6,0
1,051
1,000

6,25
1,196
1,125

wzór (1.15)
wzór (4.9)

W tablicy 1 zestawiono wyniki uzyskane na drodze ścisłej
[wzór (1.15)] z wartościami uzyskanymi ze wzoru (4.9); w tablicy 2
zestawiono odpowiednie rezultaty dla przypadku dwu żeber po-
przecznych.

4) Por. [8], str. 378.
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Uderza tu duża zgodność wyników dla s < 7,0. Jest rzeczą oczy-
wistą, że w miarę wzrostu liczby żeber przybliżenie uzyskane za po-
mocą wzoru (4.8) jest coraz lepsze.

Tablica 2. c — 1, p = 2 s = qkr — ~

s
7 .
7

4,0
0
0

4,5
0,3341
0,3333

6,0
0,6698
0,6667

7,0
1,018
1,000

9,0
3,981
3,666

11,0
7,667
6,333

wzór (1.16)
wzór (4.8),

(b) Niech ruszt składa się jedynie z żeber podłużnych. Załóżmy,
że ąr - q2 = 0, P = 0.

Równanie (4.7) daje

(4.10) Sftr = Jrb-

W tym przypadku najmniejszą wartość siły S otrzymamy przy
wyboczeniu według jednej półfali w kierunku osi y (m = 1). Tak
więc

^.lU.lJ bkr~ fe n 2
e

2 ( l + r)

Już dla skrajnego przypadku jednego tylko żebra otrzymamy
dość dobre przybliżenie. Na przykład, dla Q = 1 i n = 1

1
zamiast ścisłego

a więc błąd zawarty w drugim członie jest równy 7%.
Dla dwu żeber

Nn* (?
S*r = - 3b

Dla g = 1 i n = 1 otrzymamy

1,047 ,
a"1 a

podczas gdy rozwiązanie ścisłe [wzór (2.10.1)] daje
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(c) Niech ruszt składa się z r żeber podłużnych. Załóżmy, że
q2 = P = S= y= 0.
Wtedy

(4.11) qi,ftr = 4 x - -

Już dla skrajnego przypadku, jednego tylko żebra podłużnego
(r = 1), rozwiązanie daje dla g ^ 2 dostatecznie dokładne wyniki;
przybliżenie będzie tym lepsze, im więcej będzie żeber poprzecz-
nych.

W tablicy 3 podajemy wyniki porównawcze q^,. dla rozmaitych
wartości y i S, przy n = 1 i Q = 1, wyznaczone ze wzoru (4.11)
i z rozwiązania ścisłego (2.13).

Tablica 3. 6 = 0, o = 1, n. = 1, s = q,,,. _5!_

s 4,0
0
0

5,0
1/3

0,334

6,0
2/3

0,6692

8,0
4/3

1,343

10,0
2,000
2,023

wzór (4.11)
wzór (2.13)

(d) Niech ruszt składa się z r żeber podłużnych i p żeber poprzecz-
nych. Dalej niech q1 — q2 = 0.

Wtedy

(4.12) (i + r ) - ! n V ^

- k [(n2 + m2
 e

2)2 + x (1 + r) n* + y (1 + p) m" g8] .

Rozważmy przypadek szczególny S = P, ^ = y, a = b oraz p = r = 1.
Najmniejszą wartość siły krytycznej uzyskamy dla n = m = 1:

1,00,

zamiast rozwiązania ścisłego

* £ + £ 0,958.
a2 a

Dla dwu żeber podłużnych i dwu poprzecznych, dzielących płytę
na dziewięć kwadratów, uzyskamy z równania (4.12) -

^ 0 , 6 6 6 7 .



Stateczność płyt prostokątnych 337

W p. 3 jako pierwsze przybliżenie uzyskano

Pkr = — i 1 0,665 .
a" a

(e) Rozważmy wreszcie przypadek rusztu, w którym qi = q2—q
oraz S = P = 0. Wtedy z równania (4.7) otrzymamy

( j Q*' K
[ 1 + ( 1 + r ) ói] n* e . + [ 1 + ( 1 + p ) ^ ] m s e-«

W przypadku szczególnym, g = l, y = % i ó1 = ó s === (5, znajdziemy
dla n = m = 1

Załóżmy, że r = p = l. Dla y = 0 i ó ^ O uzyskamy sftr = 2,0; dla
y = l,0 i ó = 0 mamy Sftr^4,0; wreszcie dla y = l,0 i 6 = 0,2 otrzy-
mamy Skr = 2,86. Wyniki te są bardzo bliskie wyników uzyskanych
na podstawie wzoru (3.11).

Dotychczas zajmowaliśmy się płytą na wszystkich krawędziach
swobodnie podpartą. Równanie różniczkowe (4.4) można jednak
rozwiązać bez większego trudu dla przypadku, w którym dwa prze-
ciwległe brzegi płyty są swobodnie podparte, a dwa pozostałe po-
siadają dowolne warunki brzegowe. Niech płyta będzie swobodnie
podparta na brzegach x = 0 i x = a. Przyjmiemy rozwiązanie rów-
nania różniczkowego (4.4) w postaci w — Y„ (y) sin an x.

Doprowadzamy w ten sposób równanie cząstkowe do równania
zwyczajnego

(4.14)

y„ = o.

Rozwiązanie ogólne tego równania zawiera cztery stałe całko-
wania. Uwzględniając cztery warunki brzegowe, po dwa na brzegu
y = 0 i na brzegu y = b, uzyskamy układ czterech równań jedno-
rodnych. Przyrównanie wyznacznika układu równań do zera daje
równanie przestępne, którego najmniejszy pierwiastek określa siłę
krytyczną.
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Nie rozwijamy w tym miejscu tego zagadnienia szerzej; doda-
my jednak, że metody postępowania są tutaj analogiczne do metod
postępowania w klasycznych rozwiązaniach zagadnień płyt niestę-
żonych żebrami. Również nie będziemy rozwijali zagadnień przy-
bliżonego rozwiązywania równania (4.4) za pomocą metody orto-
gonalizacyjnej B. G. G a 1 e r k i n a, [10], pozwalającej na
uwzględnienie dowolnych warunków na wszystkich brzegach płyty.

5. Podane w poprzednim ustępie rozwiązania przybliżone mo-
gą być przydatne do rozwiązania dalszych, bardziej złożonych przy-
padków. Zajmiemy się krótko dla przykładu dwoma takimi przy-
padkami.

(a) Niech będzie dana płyta dokoła swobodnie podparta, wmoc-
niona gęstym rusztem żebrowym. Ponadto wzdłuż prostej y = rj
ruszt wzmocniony został żebrem podłużnym silniejszym, o sztyw-
ności zginania EJa i przekroju Aa (rys. 11).

*
'u

n,A

OA

o,Aa

li

4

a

!•*•
i
i

*

Rys. 11

Do rozwiązania tego zagadnienia zastosujemy metodę przed-
stawioną w p. 2.

Przyrównamy, mianowicie, do siebie ugięcia oraz wzajemne od-
działywania płyty wzmocnionej rusztem gęstożebrowym i żebrem
(EJa, Aa) w przekroju y = rj.

Rozwiązaniem równania różniczkowego płyty wzmocnionej rusz-
tem, tzn. równania

tvn\ WntrTt 1 E J d i w , E I

(5.1) NV>V*W + +
gdzie

P (x, y) — -g- ^ ^ t„ sin ct„ a; sin /5m JJ sin fim y,



Stateczność płyt prostokątnych 339

jest

(5.2) w(x,y) = ~£

Równanie różniczkowe żebra o sztywności £J a napiszemy w po-
staci

tn sin a,, x sin /?,» r\ sin /?,„ 1/

•(5.3) r

^a j a = — ^ *" s m a« x -

Z warunku tu (x, łj) ^= w (x) uzyskamy warunek wyboczenia układu

(5 4) L

sin 2 (}„, n
= 0.

Rozwiązanie to zawiera szereg przypadków szczególnych. Tak więc,
przyjęcie El = 0 ogranicza nas do płyty wzmocnionej jedynie że-
brami podłużnymi i żebrem o sztywności EJa. Możliwy jest rów-
nież przypadek EJ — 0 i A = 0. Wreszcie przypadek EJ = 0, A = 0
i El = 0 sprowadza nas do przykładu rozpatrywanego w p. 2.

f T — = ~ 1

• y

f

f4.

a

i

-?

Rys. 12

b) Postępując analogicznie, jak w ustępie pierwszym, otrzymamy dla
naszkicowanego na rys. 12 układu następujący warunek wyboczenia:

sin2 an = 0 .
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Przykłady podobnego typu można by mnożyć; z przedstawio-
nych tutaj wynika, że powiązanie rozwiązań ścisłych według p. 1 1 3
z przybliżoną metodą, podaną w p. 4, przyczynić się może do roz-
wiązania nader złożonych zagadnień stateczności płyt wzmocnio-
nych żebrami, bez uciekania się do żmudnych i wymagających du-
żej pracy rachunkowej metod energetycznych.
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yCTOHHHBOCTb IlPflMOyrOJIbHblX ILJIACTHHOK
C PEBPAMH JKECTKOCTH

B nepBoii nacTM HacroHineił pa6oTBi aipiiBOflKTca TOHHoe p e m e r o i e
Bonpoca ycTOMHWBOcTM njiacTMHKH c nonepeHHfciMH pe6paMH jKecr-
Kocrił. Mexofla M3 flHcpobepeHUMajibHoro ypasHeHHH njiacTMHKM, cacw-
MaeMow H HarpyjKeHHoił BflOjiB npaMoii x — $ BepTHKajiBHoń H a -
rpy3K0M r(y), npn ynexe JIMHMH nporaSa peBpa, narpysceHHoro CM-
jiaMM, MHTeHCMBHocTB KOTOpbix cocTaBJiHeT — r(y), aBTop, M3 ycjio-
BHH paBeHCTBa nporidfia njiacTMHKH M peopa, B B I B O ^ H T ycjiOBite n p o -

M3rn6a njiacTMHKM B s w ^ e pejia^i^MM (1.9) MJIM (1.10). fljia p
p e 6 e p npMBąa;eHa cucTeMa ypaiBHeHMJł (1.14). I Ip i ipaB-

Hyjiio onpeflejiwrejia STOM: cncTeMBi .ypaBHeHMfł HBjiaeTCH Tpe-
6yeMŁiM ycjioBMeM npoflOJiBHoro M3'rw6a njiacTMHKM c pe6paMM
KOCTM. 3HaHMTej:BHtiM y n p o m e n n e M s o n p o c a HBJiaeTca

nojiyneHHBie pe3yjiŁTaTBi cpaBneHBi c pe3yjiBTaTaMM
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TMX aBTOpOB (T H M O Ul e H K O, JI O K n i M H, B a.p 6 p 3), i
iiMH MHbiM nyreM.

Bo ETopoM pa3AeJie, n o c T y n a a aiHajionnHo, nojiyneKŁi

npoflOjifcHOTO H3ra6a fljia njiacTMHKM c npofloJiBHBiMH pe6paMn

KOCTK. B TpeTŁeM pas/jejie Bonpoc ycroKHHBOCTM óSofimeH no OTHO-

K nJiaCTMHKaM, yCMJieHHBIM nonepeHHBIMK H OipOflOJIBHBIMH

H stecTKOcTH. O^Hano p e m e n n a , npKaefleHHbie B n e p B t i x Tpex

pa3/i;ejiax, BBMAY 3Ha^KTejiBHOM Tpy.a^ocTH pacneTa orpaioraeHBi

TOJIBKO flsyMH peSpaMM B KaacflOM HanpaBJieHMM.

B HeTBepTOM pa3^;ejie npeflCTaBjieiro npn6jnoKeHHoe pemeHMe JS,JIH

c ryeroH ceTBro pe6ep JKecTKOCTM. CwcTeMa nepeKpem;M-

p e 6 e p 3aMemaeTCH 3aTeM MOflejibio opTOTponHow njia-

CTMHbl, C HyjieBBIM 3HaHeHM6M JKBCTKOCTH KpyneHMH. M3 yCJIOBMH

B3aMMHdro B03/];eMCTBMH p (x, y) luiacTHHKii Ha c e r t pe6ep,

M3 paBeHCTBa nporMSoB o5eHx citcTeM, nojiynaeTCH .ąwcpcpe-

ypaaHeHHe npo6jieMbi (4.4). J\JIH cjrynaji cBoSo^Horo

, M3 ypaBHeHMH (4.4) nojiynaeTCH ycjioswe n p o -

H3rn6a cHCTeMBi, (4.7). flajiee paccMaTpMBaeTCH pafl nacT-

cJiynaeB, o o j i y n a a npw 3TOM noMTBepjKfleHne ysce K3BecTHBix

pe3yjibTaT0B, a TaKHte H HOBBie pe3yjiBTaTbi.

HaKOHeu;, B nocjieflHeM pa3^ejie McnojibsoBaHO.MOflejiB opTorpon-

HOM 'nJiaCTMHKM, B COHeTaHMH C (MeTOAOM, npeflCTaBJieHHbIM B nepBOM

n a ć ™ paSoTBi, fljiH onpeAeJieHMH KpMTMHecKHXCHji fljiH HOBbix, 6ojiee

•CJIOSCHBIX, CMCTeM nJiaCTWHOK C peSpaMM JKeCTKOCTM.

S u m m a r y

STABILITY OF EECTANGULAR PLATES REINFORCED

WITH STIFFENING RIBS

The first part of the paper brings an exact solution of the pro-
blem of stability of a plate with transversal stiffening ribs. Starting
from the differential equation for a plate subjected to compression,
and loaded by a vertical load r (y) along the line x = £, and from the
deflection line of the rib, loaded by forces of intensity — r (y), the
author obtains considering the condition of equality of deflection
•of both elements, the condition of buckling in the form (1.9) or (1.10).
Por p transversal stiffening ribs we have the system of equations
(1.14). When the determinant of that system is equal to zero, then
the desired condition of buckling of a plate with stiffening ribs
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is achieved. A considerable simplification of the problem is obtained
due to the symmetry of the structure. The results are compared with
those of other authors (T i m o s h e n k o, L o k s h i n, B a r-
b r e ) obtained by other means.

In Sect. 2 an analogous procedure permits to express the buckling
conditions for a plate reinforced by longitudinal stiffening ribs.
Sect. 3 brings a generalization of the buckling problem to a plate
with transversal and longitudinal stiffening ribs. In view of consi-
derable difficulties of calculation solutions are given only for two
ribs in each direction.

In Sect. 4 an approximate solution in the case of a plate with
a dense, network of stiffening ribs is given. The system of
crossed ribs is replaced by an orthotropic model, whose torsional
rigidity is equal to zero. From the condition of equality of mutual
reaction of forces p (x, y) exerted by the plate on the network of
stiffening ribs, and from the condition equality of the deflections
of both systems we obtain the differential equation (4.4)

From Eq. (4.4) the buckling condition (4.7) of a simply suppor-
ted plate is obtained. Certain particular cases are considered, which
confirm some well-known facts and which bring some new results.

In the last section an orthotropic model is considered together
with the method presented in the- first part of the paper, in order
to determine the critical forces for more complicated plate systems
with stiffening ribs.
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