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STATECZNOSC PLYT PROSTOKATNYCH WZMOCNIONYCH ZEBRAMI

WITOLD NOWACKTI (WARSZAWA)

Zagadnienia statecznosci plyt prostokatnych wzmocnionych Ze-
brami rozwiazywane byty gtéwnie przy uiyciu metody energetycz-
nej. Szereg rozwigzan uzyskali w tym zakresie S. Timoszenko,[1],
E. Chwalla, [2], C. Torre, [3], i A. Strasser, [4]
Przy stosowaniu metody energetycznej wyraza sie postaé wybo-
czenia ptyty skonczonym szeregiem funkcyjnym, w ktérym przy-
jete funkecje spelniaja warunki brzegowe zagadnienia. Wspdlezyn-
niki wyrazéw szeregu wyznacza sie z warunku minimum calkowi-
tej energii potencjalnej ukladu. Przy uZyciu metody energetycz-
nej nie otrzymuje sie jednak warunkéw wyboczenia plyty w po-
staci zamknietej.

Warunki wyboczenia plyty stezonej zebrami podali w postaci
zamknietej najpierw A. S. Lokszin?) oraz R. Barbré?).
Odnoszg sie one do plyt z zebrami podluinymi, wzglednie do piyt
z zebrami poprzecznymi. Zawila jednak forma tych warunkéw, wy-
razajaca sie nader zlozonymi réwnaniami przestepnymi, czyni ich
stosowanie przydatne dla przypadku jednego lub najwyzej dwu
zeber.

W niniejszej pracy podane zostaly w pierwszych trzech uste-

pach $ciste rozwiazania zagadnienia wyboczenia plyty wzmocnio-
nej zebrami, stanowigce nowa metode rozwiagzania ukladéw tego
typu.
W ostatnim ustepie pracy podano rozwigzanie przyblizone dla
przypadku plyty wzmocnionej gestozebrowym rusztem. Rozwigzanie
to, w polaczeniu z metoda podana w pierwszych trzech ustepach,
pozwala na wyznaczenie sit krytycznych dla nowych bardziej zio-
zonych ukladow ptytowych.

1) Por. [5], str. 225.
) Por. [6], str. 117.
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1. Plyta wzmocniona Zebrami poprzecznymi

Zajmijmy sie najpierw plyta wzmoeniona jednym tylko Zebrem
poprzecznym (rys. 1).

Dla g > g, plyta i zebro doznaja wygiecia. Miedzy plyta i ze-
brem powstang sily pionowe — sily wzajemnego oddzialywania —
bedgce funkcja zmiennej y. Oznaczmy je przez 7 (y). Ugiecia plyty
i zebra beda, oczywiscie, jednakowe. Zakladamy, ze miedzy ze-
brem i plyta nie powstang sily tarcia. Dodatkowo zalézmy jesz-
cze, ze zebro umieszczone jest symetrycznie wzgledem plyty. Od-
dzielmy w myS$li zebro od plyty. Wtedy plyta znajduje sie pod
obcigzeniem sitami g jednostajnie rozlozonymi na brzegu oraz pod
obcigzeniem r (y) na prostej & = & Zebro natomiast zginane jest
obcigzeniem — 7 (y). Roéwnanie rézniczkowe powierzchni ugiecia
plyty przyjmuje postaé

I: _____________ I Lo
0% w l ! |
(1.1) NP2 PPw+qsm=p Y. ! | e
95E =Py o gl [<le
Tutaj N oznacza sztywno$é plyty E . ;' i)
na zginanie, g obcigzenie Sciska- ' ] .
jace, jednostajnie rozloZzone na £ ol
brzegach *x=0 i x=a, oraz w Rys. 1

ugiecie plyty.

Przy zalozeniu swobodnego podparcia plyty na wszystkich kra-
wedziach przyjmiemy rozwiazanie réwnania (1.1) w postaci podwdj-
nego szeregu trygonometrycznego

[

{12} w (:r:. y] = Z Z Cpy sin @, x sin ﬁm Y

n=12,.. m=12,,

Obcigzenie r(y) wyrazimy za pomocg pojedynczego szeregu try-
gonometrycznego '

o

(1.3) r(y)= Z TmSin flny .

m=1,2,..
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Wtedy

(1.4) pl(x,y)= 2 2 Pu. mSinap 2 8in i y =

n=1,2.. m=1,2,

oo

2 , . -
=== TmSinan ésinanxsinfimy .
n=

1.2, m=1,2..

Wtawiajac (1.2) oraz (1.4) do réwnania (1.1) otrzymamy

9 TmSin ay &
5 mam = 2)¢ ’
(1.5) = N+ po—q o

Ugiecie zebra otrzymamy jako rozwigzanie réwnania réznicz-
kowego

d'w

Przy zalozeniu swobodnego podparcia zebra przyjmujemy

oa

(17) - T(y)= D businfuy.

m=1,2,...

Korzystajac z (1.3) oraz z (1.7) otrzymamy rozwiazanie rdwnania
(1.6) w postaci

_ ' Twsinfay
(1.8) w(y)=— “EIpL

m=1,2, ... m

Z warunku jednakowych ugieé plyty i zebra w przekroju x=¢, tj.
z warunku
w (& y)=w(y)

wynika, ze dla dowolnego y powinien zachodzi¢ zwiazek

]

=7 2 Sirla [I"f 1
; & =10,
a9 T Y F@Eip—aa TEI

Powyzszy zwigzek stanowi warunek wyboczenia plyty stezonej
zebrem. Dla ustalonych wymiaréw pilyty i Zebra, tzn. ustalonych
sztywnosci zginania plyty i zebra, uzyskamy ze zwigzku (1.9) nie-
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skoficzona iloéé pierwiastkéw q; najmniejszy z nich daje najmniej-
sza wartosc sity krytycznej.

Wprowadzajac oznaczenia a/b=p, EI/bN=y, s=gq/qe, gdzie
qe=Na=*/b> oraz zwazywszy, ze wyboczenie w kierunku osi x na-
stapi¢ moze w szeregu polfal, w zalezno$ci od parametréow piy,
natomiast w kierunku y tylko w jednej péifali (m = 1), napiszemy
zwigzek (1.9) w postaci

v sin® a, & 1
1.10 R M. L = 1 _o.
1.10) nis, .. (P + 0% —n®ols A y 0°

Przejdzmy do przypadku p zeber poprzecznych. Jezeli przez r;(y)
oznaczy¢ funkcje sil wzajemnego oddzialywania i-tego zebra i plyty
wzdluz proste] x=4§&;, to ugiecie plyty wywolane obeigzeniem g
oraz obcigzeniami 7;(y) (i=1,2,...,,p) wyrazimy wzorem

[

9 =R s T(r)sma ,&;sina, x sin y'
1.11) w(x,y)=— N m n i
( } ( y a f:l—?;n H= Aﬁ; Z N(ﬂ + pm) Tt qai

Ugiecie k-tego zebra okresli zwigzek

¥ sinf, y

(112) Bely) =— LT

m=1,%,..; m

Z warunku wspélnego ugiecia plyty i zebra w przekroju x =&
(k =1, 2, .., p) otrzymamy uklad réwnan

{k} 2 & < sin sin a
(113) 3 + i) 2 a, 'E n 5_& _
S ﬁ e e N PR —qat
(k - 1, 2’ ,._,p) .

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (1.13) daje
poszukiwany warunek wyboczenia.
Dla przyjetych uprzednio oznaczen oraz przy m = 1 otrzymamy

i=p

(1.14) 7 +2 E ) Z sin ax & sin an fk

iy P —nPets

(k=1,2,...,p).

Rozwigzanie tego uktadu réwnah upraszeza w wybitnym stop-
niu symetria ukiadu wzgledem osi x =a/2. W tym przypadku jest
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dla symetrycznej postaci wyboczenia »(1) =), @& =olp—1) 5 dla
antymetrycznej postaci wyboczenia ) = —(#), 92 = —plo=1)

Korzystanie z réwnan (1.10) i (1.14) objasnimy dwoma prostymi
przykiladami.

(a) Niech dana bedzie plyta wzmocniona jednym zebrem po-
przecznym w polowie rozpietoéci. Zatem przy £=a/2 jest sin®a, £ =1
dlan = 1,3, .. oraz sin®a, =0 dlan =24, ..

Réwnanie (1.10) napiszemy w postaci

1 v 1
1.15 Sl N e e e
el ye' i =51 (0 P —fnts

Ustalajgc stosunek p = a/b wyznaczyé mozemy z rownania (1.15)
funkcje s=s(y).

Wartosel s ograniczone bedg od dolu wartoscia sily krytyczne]
przy zalozeniu y = 0, od goéry za$§ wartoSciami s wystepujacymi
przy powstaniu linii wezlowej wzdluz prostej & = a/2. 1 tak, dla
¢ =1 mamy dla y=0 s=4; przy po-
wstaniu  linii= wezlowe] wzdluz pro- s
stej x=a/2 bedzie s=(2%+1)?/2°=6,25. T
Odpowiadajacg tej wartosci s=6,25 2251 ---------------
warto$¢ y wyznaczymy ze wzoru (1.15).

Otrzymamy tu y=1,196. [ et
Dla »>1,196 nie otrzymamy juz {1 S
45

zwiekszenia sily krytycznej ukiadu.

Na rys. 2 podano wykres funkcji 47
s=s(y) dla p=1. ’ {

(b) Niech dana bedzie ptyta wzmoc- |
niona dwoma Zebrami o jednakowym
przekroju i sztywnosci zginania, polo- Rys. 2
zonymi symetrycznie wzgledem prostej -

=af2. Niech & =a/3 oraz & =2a/3, Rozwazy¢ nalezy tu dwa

przypadki wyboczenia: symetrycznego i antymetrycznego wzgledem
prostej x = a/2.

W pierwszym przypadku, przy r=r®, uzyskamy z ukladu
roéwnan (l.lji)
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(—1) ? sin—-cos
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ye n=1, 8
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Dla antymetrycznej postaci wyboczenia »0) = —r® uzyskamy
i—_-_{ nmo n m
(—1) 2 sin—-—sin—:
1 N\ 3 6
(1.17) y o 14 u:'fz%i_ (n® + 02 —n® 9:.;5 =0

Na rys. 3 naniesiono funkcje s=s(y) dla g =1. Wykres koticzy
sie na wartoSci y,, przy kiérej otrzymuje sie postaé wyboczenia
o trzech pélfalach z zerowymi wartoSciami ugiecia wzdiluz pro-
stych x = a/3, = 2a/3.

11

=
<]
©

0975 2 3 4 5

Rys. 3

Dla trzech i wiecej zeber staje sie wyznaczenie sit krytycznych
na podstawie ukladu réwnan (1.14) zadaniem rachunkowo nader.
ucigzliwym, chociaz bez poréwnania prostszym, niz to ma miejsce
w rozwigzaniach podanych przez f.okszina i Barbré (6]
Dla trzech i wigcej zeber predzej doprowadzi do celu metoda podana
w ustepie czwartym.

Wreszeie zauwazmy, ze przedstawiong metode zastosowaé mo-
zna réwniez do przypadku dwukierunkowego $ciskania plyty.

2. Ptyta wzmocniona zebrami podluznymi

Zajmijmy sie najprostszym ukladem tego typu, ptyta wzmocnio-
ng tylko jednym zebrem podiuznym (rys. 4). Oznaczmy przez EI
sztywnos$¢ zebra na zginanie, przez A jego przekrdj, a przez t (x)
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sity wzajemnego oddzialywania zebra i ptyty wzdiuz prostej y = .
Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego ugiecia plyty

(2.1) Np*y2w-

i
a:z.w | | :
+a5m =pxy), i I ol

g |

: ; g S| EJA Slrte

ZWAZYWSZY Ze | | |
oo i I:Q' -]
. X | 1

== Z tasina, x, = ———

bedzie nastepujgce wyrazenie: Rys. 4

£

. 2y Y‘ t, 5in a, @ sin f 9 sin fin y
2.2 wx, } _ —
{ :I ( s b H:g;. m=ﬁ, N(a +ﬁ_,")L q (Ii

Niech na zebro dziala sila skupiona Sciskajgca S; ponadto zebro
przyjmuje proporcjonalng do swego przekroju cze$¢ obcigzenia q.
Tak wiec rownanie ugiecia zebra wyrazone jest wzorem

[

LT d2"“
(2:3) EJ%+(S-FqA)d—§=— D tasinaaz.

n=1,2, ...

Rozwigzaniem tego réwnania jest

— _ % tnsinﬂnx .
e wE== 2 Fid—(S+qdd

7 warunku wspélnego ugiecia zebra i plyty tj. dla w(x, %) =1w (x)
uzyskamy

1 + sin® Bm 7 =1
EJa— (S+qA)a N(a+p2PF—qdd

.':1:1.2 m

(2.5)

Przy oznaczeniach

a_ EJ__ =q
b ¢ Nb ¥ qE

gdzie qr= N #*/b%, napiszemy zwiazek (2.5) w postaci

1 O sin® By —0
(2.6) 'Fx—-sn“‘- o*8—pn’o? +2 mz%; (n2+ p*m?)? —n2 s
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W zwigzku tym miesci sie szereg przypadkéw szezegdlnych, 1 tak,
dla S =01 § =0 mamy przypadek wyboczenia plyty stezonej ze-
brem nie przenoszacym S$ciskania, dla S =0 i § =0 mamy przy-
padek wyboczenia ptyty z Zebrem przenoszacym Sciskanie, a dla
q=01i 8+ 0 przypadek wyboczenia Zebra stezonego plyta (zada-
nie A, Sommerfelda, [7]).

Wstawiajac do zwigzku (2.6) n=1, 2, ... otrzymamy kolejne po-
stacie wyboczenia ukladu wedlug jednej, dwu, trzech, ... pétfal.

Dla r zeber podtuznych otrzymamy uklad réwnan

t[ﬁl
2.7 : ;
(2.7) ni xk___sﬂzg'zak_pnn_gz
i e
sin fim i S1n Bom i
2 N kil L0 I
f=ﬁ. E m=1,2, ... {nz + 93 m3)2 —Mmipms
k=1,2,..71).

W przypadku symetrii ukladu wzgledem prostej y = b/2 otrzy-
mujemy znaczne uproszczenia,

Rozpatrzmy kilka przykladéw szczegodlnych.

(a) Plyta wzmocniona jednym zebrem lezacym w polowie roz-
pietosci.

Niech ¢ = 01 6 = 0. Z rownania (2.6) uzyskamy

2.8) Pt
2 W e
Stad
2.9) SkrzEJ;'g“z 21\; ’:Ba —
¢, 2, TF o

Dla EJ =0 otrzymujemy wynik zgodny z rozwiazaniem S. Ti-
m o s z e n k i%) uzyskanym na drodze energetyczne;j.

W przypadku b > a wyboczenie plyty nastapi wedlug ]edne]
pétali (n = 1). Zatem

9) Por. [8], str. 365.
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Skr=:Nn“ = 1
2a y 1
& "= 1 8. (1 + " m.}-

Przy b—>oco i ustalonym a otrzymamy Si =4z N/a zgodnie ze zna-
nym rozwigzaniem A.Sommerfelda, [7]. ;

(b) Plyta wzmocniona dwoma zebrami o jednakowych sztywno-
§cianach zginania i o jednakowym przekroju.

Niech 7, =0b/3 i n, =2b/3. Zakladamy, jak uprzednio, ze g=0=0.
Z uktadu réwnan (2.7) przy symetrycznej postaci wyboczenia wzgle-
dem y=b/2, tj. przy t¥=1t®, uzyskamy

m-—i

= (—1) 2 sin T s
B ettt ¥ 3 "6 _,
nty—pnie® 55 (n* + o*m?? .
skad
2.2 v
(2.10.1) Skr*_E_J_’"i_“_ Noa* _11 = =
a? dnla m R
= (—1) 2 gin 27 cos
0 Z 3 6
m=1,8.: [112 + 92 mg)g

Dla p=1, przy n=1, otrzymamy

2 2
SkrzEJ:t N
a

(¢) Niech dana bedzie ptyta wzmocniona jednym zebrem w prze-
kroju y =>5/2. Niech p = 0. Z réwnania (2.6) znajdziemy warunek
wyboczenia w postaci -

oo

1 1 =
(2.11) W +2 m=‘1§.§:, (R PmE—nigs =

Dyskusje ograniczymy do plyty kwadratowej (¢ =a/b=1). Wy-
boczenie uktadu nastgpi wediug jednej poifali (n = 1).
Otrzymamy tu
1

(2.12) r=8d—
2

m=1,38,.

(1 +m2) —
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Na rys. 5 podano wykres s = s(y) dla szeregu wartosci . Wzor (2.12)
nie uwzglednia przypadku wyboczenia antymetrycznego plyty wzgle-
dem prostej y =>/2. W przypadku dwu potfal w tym kierunku mamy

= (14 e,

zatem dla
m=2 1 g=1 §=25.

Ze zwigzku (2.12) wyzna-
czy¢ mozna dla s;= 25 war-
toé¢ y (przy zadanym ),
przy ktérej wyboczenie
w kierunku osi ¥y w dwu
poifalach daje mniejszg silte
krytyczng niz wyboczenie
wedlug jednej pétfali w kie-
runku osi x.

(d) Réwniez znaczniej-
szych trudnoéei nie nastre-
cza zadanie dotyczace wybo-
czenia plyty wzmocnionej
" r : ’ dwoma zebrami, o tej sa-

2 4 6 & W mej sztywnosci zginania EJ

Rys. 5 oraz o tym samym prze-

¥ kroju A, symetrycznie

umieszezonych wzgledem prostej y = b/2. Otrzymamy tu z réw-

nania (2.7) uklad dwu réwnan o dwu niewiadomych t") i t®. Przyj-

mijmy, ze 1, ="b/3 i 7,=2b/3. Wtedy dla symetrycznej postaci wy-
boczenia plyty (t!) = t®) bedzie

:

mm

m—1
I % (—1) 2 sin%fcos?
2.13 e : -
( ) ndx_snzé + 4{?!:,:]_’_.5‘ (nz + szz}e_nz QQS
Dla antymetrycznej postaci wyboczenia (t) =—1®) uzyskamy
- "2  ma  man
o (—1) * sin——cos———
1 3 6
2.14 e =
( ) nd. x_ s nﬁa + 4 m‘:;’ . (n:z _I_ 92 m2)2 _.nﬂ 923 0
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Na rysunku 6 podano wykresy s=s(y,d) dla przypadku p =11in=1.
Ze wzoru (2.14) wyznaczy¢ mozna te wartosé y,, przy ktérej nastg-
pi wyboczenie w kierunku osi y w trzech pétfalach, z liniami we-
ziowymi wzdluz prostych ;, =b/8 i 5,=2b/3. W rownaniu (2.14)
nalezy podstawié
s=g,=9 [ﬂ’ + =

m 32, 9:1:36.
m=3
Przedstawione przyklady daja dobra orientacje co do przydat-
nosci przedstawionego sposobu rozwigzywania zagadnien wybocze-
nia tego typu.
Metode powyzsza bez trudu da sie rozszerzy¢ na zagadnienia
dwukierunkowego $ciskania plyty stezonej Zebrami.

15
4z
hyvyvyyvyvyl
p
1 1
| |
Ql } ELA !4:3' Qt
s ¥ £3A | [s
e B
1 I ! Y Es;
________
P a
o - fEEERNLEE!
1 2 3 4 1
Rys. 6 Rys. 7

5. Plyta wzmocniona zebrami poprzecznymi i podluznymi

Zajmijmy sie plyta wzmocniona dwoma wzajemnie prostopad-
tymi do siebie zebrami (rys. 7). Plyta, na obwodzie swobodnie pod-
parta, niech bedzie Sciskana w dwu kierunkach. Na zebra niech dzia-
laja, oprécz obciazen g, i g, sity S i P. Wzajemne oddzialywanie
zebra i plyty wzdiuz prostej y =v oznaczmy przez t(z), a wzdiuz
prostej x = ¢& przez r(y)-
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Ugiecie plyty przyjmie postac

o

2 w1 Tmsinasésinapxsinfny
= +
(3.1) W(I‘; y} a ,; mé: ( -+ {sm)a_ (qi ﬂ,, 20 q, B )

2 — — ty sin ﬁmnsin On :CSiIlﬁmy
+5 2 2 N(a + Bl —(q a2+ p2)

n=1

Ugiecie zebra podiuznego wyrazimy wzorem

]

‘ = f“Sinan:L’ y
(8:2) )= Z EJdi—(S+qA)a’

n=1,12, ..

a ugiecie zebra poprzecznego wzorem

T Sin fp y

(3.3) w(y) = 2 ETf— (Pt

m=1.2,.

I'H

Z warunku wspélnego ugiecia plyty i zebra wzdluz prostej x=¢,
tj. z warunku w (&, y)=w (y), otrzymamy

EIﬁ:'I m H=

(3.4) T"‘l 1 — sin ané]

w+%mﬁ+

t Sin an &
D

n=1,12,... . m

=0

2
+ “b— sin ﬁm

?

gdzie
n m N (art + ﬁm Al ((h a‘ft + QZ ﬁ?}t) S

Analogicznie z warunku w (x, ) = w(x) uzyskamy

E' s < f:nSin,Bm?? 1 |
(3.5) = sin a, & 2 D +t,,[E ”—(S+q1A)a2+

m=1,2, ... mom

_b_ 5: sin® an]

m=1,2, ” m

Z przyréwnania wyznacznika ukladu réwnan (3.4) i (3.5) do zera
wyznaczy¢ mozna najmniejsza wartosé sity krytycznej.
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W przypadku r zeber podiuznych oraz p Zzeber poprzecznych
uzyskamy uktad réwnan

{h] i=p 3 1
A 2 , sina, & sina &
(3.6) T D RSPl et i,

EI m ( k + QE ﬁm a i ;3 i _,,2‘1"2;_ Dn.m

2 =i i - t(:} Sin au é it
+ 'b_ E S1n ﬁmni 2 "’_'I_j—_’ = 0 (k= 1, 2,"'lp)?
=52 =1L, 2 < f,m
1) gl A=t = sinf n.sinf 9

; n il 1) m i m 'k
(3.7) Bl a5, tu Ay t N Y 4

i=1 m=1 n,m

2 ~ S TE:} sin ﬁm N
321 sin a, & Y g (Je=1,2,.7)

m—1 n.m

Przyréwnanie do zera wyznacznika uktadu réwnan (3.7) i (3.8) jest
warunkiem wyboczenia plyty. Podany sposéb rozwiazania jest roz-
wigzaniem $§cistym; przydatnos¢ jego jest jednak ograniczona trud-
nosciami rachunkowymi, pietrzacymi sie w przypadku wiekszej
iloci zeber. Dlatego tez sposoéb ten moze byé stosowany z powo-
dzeniem jedynie dla ukladéw symetrycznych o, co najwyzej, dwu
zebrach poprzecznych i podtuznych. W ukladzie réwnan (3.7) i (3.8)
znajduje sie kilka przypadkéw szczegélnych, miedzy innymi przy-
padki rozpatrywane w dwu uprzednich ustgpach pracy.

Tok postepowania przy wyznaczaniu P
sity krytycznej objasénimy na dwu prostych e
przykiadach. : EIA ': o
(2) Niech dana bedzie plyta kwadrato- : |9
wa (@ =>) z dwoma jednakowymi zebrami P-.-i ELA : Py
(EJ=EI i A=) $ciskanymi sila S=P. Ay o
Ponadto niech g;=¢q,=0. W tym szczegol- y ki
nym przypadku oddziatywania wzdiuz pro- 5 ==t
stych x=a/2 i y="b/2 s3 jednakowe. a2 a2
Otrzymamy uklad réwnan Rys. 8
(3.8) Tm [_"—"‘l‘___‘ ]+
Erﬁ}n_Pﬂ "g N( m
. MW
o Sin—

2 . ma ¥\ 2
= sin " S )
+ a =R 2 nz‘;;. N(ﬂ?‘ +ﬁ‘fn)_ :
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Przyjmijmy m =1, a z drugiego szeregu uwzglednijmy tylko
pierwszy czlon. Roéwnanie (3.9) doprowadzimy do postaci

1 2

[E‘ Ipi— ﬁ'2 @ 1

Zwazywszy ze fy=a,=mn/a i an'fn=mn, otrzymamy po prostych
przeliczeniach, ze

Ms

1 e S T =
Vet e 2 N@ ﬁi)“J L

et

2
P, =EI 7

(b) Przyjmijmy teraz kolejno m = 1,2,3, a z drugiego szeregu
wzoru (3.9) uwzglednijmy trzy czlony. Otrzymamy uklad trzech
réwnan:

1 2 < 1
(3.10.1) r;[E154 Pﬁﬁ?,.:l,a_...WJr
2 1 2 .
Lary N(a? +ﬁ§)ﬂ]“"" aN (a2 +p2) =0,

1 5 = 1
(3.10.2) Ty [ﬁﬁ;—_ pt ?m%‘ @ ﬁg)ﬁ] =0,

B 1
6109 oy T e
2 ¢ 1 2 1
* _;nzl.& N(ai+ﬁ§}a N FN(G‘% + 63)2] S

Drugie réwnanie powyzszego ukladu odpada. Odpowiada ono
wyboczeniu plyty wedlug dwu poéifal z liniag wezlowa na linii ze-
bra AB. Przyréwnanie do zera wyznacznika réwnan (3.10.1)
i (3.10.2) daje

: EJn®  N=*

aa

Pkr:

Jak widzimy, réznica miedzy pierwszym a drugim przyblizeniem
jest nieznaczna.
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Dla dwu zeber poprzecznych i podiuznych o tej samej sztyw-
nosci zginania i o tym samym przekroju uzyskamy znaczne uprosz-
czenie réwnan (3.4) i (3.5). Wynika to stad, ze funkcje reprezentujgce
sily wzajemnego oddzialywania zebra na plyte sa identyczne wobec
symetrii ukladu wzgledem dwu osi symetrii. Poprzestajac na pierw-
szych czlonach (dla i= 1, i= 2) drugiego podwodjnego szeregu r6w-
nania (3.7) uzyskano

q
ST Nk EEEEEEXEED)
P=- p
(c) Niech dana bedzie plyta | . Egi -1
kwadratowa (e=D>b) z dwoma = ; ' - ‘n » .
jednakowymi zebrami (EJ=EI | —T ::“
i A= A), &ciskana silami q,= | |
=(q,=¢q. Ponadto niech S=P=0. i T 5
Réwniez w tym szczegblnym  S— o S !
przypadku oddzialywania wzdiuz ezl af?
prostych x=a/2 i y=">/2 bedy (EEEEENERN]
identyczne. Otrzymamy ukiad g
rownan Rys. 9

1 1
Ghi0) "”‘[Erﬂ* —qap, " Z N@F A —a@ +ﬁ2)]

.. N
Tn Sl —
a

2 . mn o =
+ g sin—y RZ%T.‘.N(a§+ﬁfn)”—q(ai+ﬁfn)_o

Przyjmijmy m =1, a w drugim szeregu uwzglednijmy tylko
pierwszy czlon. Doprowadm to nas po prostych przeksztalceniach
do zwiazku

1 < 1 .
14y + 2— s+2n=§ a +n?)?—(1 ~i—n“}s_0’
gdzie

EI qa® A

_— d=

YN’ N =*’ a’
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Dla y=0, 6=0 otrzymamy S =2,
y=1,0, 6=0 otrzymamy Sk = 3,926,

(3.12)
y=1,0, 0=0,2 otrzymamy Sk = 2,850.

4. Wyboczenie plyty wzmocnionej gesta siatka zeber

W wielu zagadnieniach konstrukcyjnych wzmacniamy plyte
rusztem z zeber w celu podwyzszenia sity krytycznej. Wyznacze-
nie sity krytycznej nastepuje dla takich zloZzonych ukladéw przy
uzyciu metody energetycznej. Rozwiazania wymagaja jednak licz-
nych zmudnych rachunkéw, przy czym w miare powigkszania
liczby zeber rosng trudno$ci rachunkowe. Podamy tu prosty sposéb
wyznaczania sit krytycznych oparty na modelu plyty ortotropo-
wej o zerowej sztywno$ci skrecania. Sposéb ten znamienny jest

¢ tym, ze w miare zwiekszania

EEEEEREEKERE liczby Zeber poprzecznych

i paodiuznych dokladno$é wy-
nikéw bedzie wzrastaé.

Niech dana bedzie plyta
prostokatna wzmocniona rusz-
tem zebrowym. Zebra podtuz-
ne, o sztywnosci na zginanie
EJ i przekroju A, rozmieszczo-
ne sg w jednakowych odleglos-
ciach b,; zebra poprzeczne,
+ 155 =0 0 [ 0 o sztywno$ci na zginanie EI
] ] 37 A . 2

a P i przekroju s, rozmieszczone
B REREN ) sawjednako“lrycho'd'.stepacha,.
\7 Zebra podluzne S$ciskane sa
sitami Aq, oraz S, zebra po-

przeczne silami Aq, oraz P.

7 rozwazan nad statecznoscig rusztow, [9], wynika, ze dla ru-
sztow gestozebrowych zastapié mozna ich _dzialanie modelem ply-
ty ortotropowej o zerowej sztywnosci skrecania. Sposéb powyzszy
zastosujemy réwniez teraz. Roéwnanie ugiecia rusztu przyjmie
w naszym przypadku postac

EJ] 0'w | EI a*w+(_§_+gﬁ) 0w
1

l P

S 0 o o Gy R T S IR

=

9y

J:

IEEEEEEEEERNK]
o
D]
b

NS
REREREERNE.

Rys. 10

_|._

(4.1) oy e -|—a—! T b ) 52t
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Roéwnanie rézniczkowe ugiecia plyty ma postaé
0*w 0% w
(4'2) Npy*py2w+ q, ‘6_52- + Qs W == 1"(.‘.1'.‘, yJ .

Zakladamy réwno$é ugiecia plyty i rusztu oraz réwnoséé sit
wzajemnego oddzialywania plyty na ruszt w kazdym punkecie (x, y)
rozpatrywanego- obszaru prostokgtnego. Zatem zakladamy, ze

(4.3) wE,y)=w@,y), ry)=—r(y).
Warunki te prowadza do réwnania rézniczkowego

; . 4
(49 NP prw4 oL %;, L BI &w

b, a, dy!
T (R Pw, (P, gl 0w _
+('b?+_b“f+q’)ﬁ+(a. £ +q2) o ="

Powyzsze rownanie roézniczkowe zawiera szereg przypadkow
szczegolnych,

Zajmijmy sie przede wszystkim przypadkiem plyty wzmocnio-
nej zebrami, na brzegach swych swobodnie podpartej.

Rozwigzaniem réwnania (4.4) bedzie

(4.5) w (I, y) = An,m Sin Ay XL Sin ﬁm y .
stawiajac (4.5) do réwnania (4.4) otrzymamy

46) NG+ AP+ 5o ah G A=
L 1

a

! n.'l
:(:‘l +%—+q1)a§+ (—f i +‘I2) 2
1 1 :

Wprowadzmy oznaczenia

BI_  EL A_, A_, _a
Nb Yl Nﬁ._—y’ b_' 19 a 23 2 3
— a blz—b— o N =*
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gdzie r oznacza liczbe zeber podtuznych, a p liczbe Zeber poprzecz-
nych. Réwnanie (4.6) przyjmie przy tych oznaczeniach nastepu-
jaca postaé:

4.7 k[m+m? e+l +n)n'+y(1+p)m'e’] =

I S .2,z ¥ 2
=ql[1+(1+"’(‘5!+§,‘b)J“"9 +qull+(1+p)(au +aq2)]m o.

Rozwazmy przypadki szczegélne.
(a) Niech ruszt sktada sie jedynie z zeber poprzecznych. Zat6z-
my dalej, ze g, =0 1 P=0.
Z réwnania (4.7) otrzymamy
(n? +m? ") +y (1 +p)m’?
nzgﬂ .

Quer=lk

Poniewaz wyboczenie w kierunku osi y nastapi tylko w jednej poi-
fali (m = 1), wiec otrzymamy .
Nz* (n®+0%*+y(1+p)e°
b2 nz e! *
Identyczny wzoér otrzymat S. Timoszenko? “przy uzyciu
metody energetycznej, przyjmujgc powierzchnie ugiecia w postaci
W = @p,m, SiN ay ® sin (7y;b). Dla p=1 wzdr (4.8) identyczny bedzie ze
wzorem (1.15), jesli w tym ostatnim ograniczymy sie tylko do pierw-
szego czlonu szeregu nieskoiiczonego; to samo dotyczy wzoréw
(1.16) i (1.17) dla p = 2. Dla skrajnego przypadku jednego tylko
" zebra poprzecznego, przy n'= 1, mamy

2 NJ’L’Q (1+93)2+2?9!5

(4.8) Qi br =

(4.9) Q.1 =g p
Tablica 1. ¢=1, n=1, s=aq,, b
N #*
s 4,0 45 5,0 60 | 625
y 0 0,2524 0,510° 1,051 1,196 | wzér (1.15)
y 0 0,2500 10,500 1,000 1,125 wzér (4.9)

W tablicy 1 zestawiono wyniki uzyskane na drodze Scistej
[wzor (1.15)] z wartosciami uzyskanymi ze wzoru (4.9); w tablicy 2
zestawiono odpowiednie rezultaty dla przypadku dwu zeber po-
przecznych.

4) Por. [8], str. 378.
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Uderza tu duza zgodnosé wynikéw dla s <T,0. Jest rzecza oczy-
wista, ze w miare wzrostu liczby zeber przyblizenie uzyskane za po-
mocg wzoru (4.8) jest coraz lepsze.

. bE
Tablica 2. o=1, p=2 5=0q,, Wi
s | 40 | 45 6,0 7,0 9,0 1,0 |
v | o | 03341 | 06698 | 1,018 | 3981 | 7,667 | wzor (116)
y | 0 | 03333 | 06667 | 1000 | 3666 | 6333 | wzor (48),

(b) Niech ruszt skiada sie jedynie z zeber podtuznych. Zalézmy,
ze g, =g, =0, P=0.
Roéwnanie (4.7) daje

(4.10) Skr=Fkb

(n*+m2p*)2 4+ (1 +1) n'_'_

nto®
W tym przypadku najmniejszg wartos¢ sily S otrzymamy przy
wyboczeniu wedlug jednej péHali w kierunku osi y (m = 1). Tak
wiec
2 (2 M2 1 q
(4.10.1) Rl S

b n*p*(1+71)

Juz dla skrajnego przypadku jednego tylko zebra otrzymamy
doéé dobre przyblizenie. Na przyklad, dla p=1in =1

S,,,:’.E_L:I_:_F‘*N“l,m]’
a a
zamiast Scistego
EJa* , 4N=xn
Spr=— + 2019,

a wiec blad zawarty w drugim czlonie jest réwny 7%.
Dla dwu zeber

an (n2_|_92)2_|_ anq

3b n®o? '

Skr E==t

Dla ¢ = 11 n =1 otrzymamy

EJa*  4Na
Swr= + 1,047,

podczas gdy rozwigzanie Sciste [wzér (2.10.1)] daje

EJn* 4N=x
Skr = P == =

1,039.
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(c) Niech ruszt skiada sie z r zeber podluznych. Zatézmy, ze
qz = P = S m— P = 0'
Wtedy
Na* (n*+m?e%) 4y (1+7)n'
4.11 = =)
(1) Qkr =" [1T+A+16]n%0°

Juz dla skrajnego przypadku, jednego tylko Zebra podiuznego
(r = 1), rozwiazanie daje dla p = 2 dostatecznie dokladne wyniki;
przyblizenie bedzie tym lepsze, im wigcej bedzie zeber poprzecz-
nych.

W tablicy 3 podajemy wyniki poréwnawecze g4, dla rozmaitych
wartodei p i d, przy n =11 p =1, wyznaczone ze wzoru (4.11)
i z rozwiazania &cistego (2.13).

Tablica 3. d=0, p=1, n=1 s=q, b

N =*
8 4,0 5,0 6,0 8.0 10,0
% 0 1/3 2/3 4/3 2,000 | wzor (4.11)
X 0 I 0,334 0,6692 1,343 2,023 | wzor (2.13)

(d) Niech ruszt skiada sie z » zeber podiuznych i p zZeber poprzecz-
nych. Dalej niech g, = g, = 0.
Wtedy

(412) (1-1) —~'n.“g o (L) mf‘* e

Rozwazmy przypadek szczegblny S=P, y=7y, a=1>b oraz p=r=1.
Najmniejszg wartoé¢ sity krytycznej uzyskamy dla n = m = 1:

Pk,_EJ" +—1 00,
zamiast rozwigzania $cistego
Bt e Ni 0,953 .

Dla dwu zeber podiuznych i dwu poprzecznych, dzielacych plyte
na dziewie¢ kwadratéw, uzyskamy z réwnania (4.12)

EJat

Pkr—'* ‘+‘—06667
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W p. 3 jako pierwsze przyblizenie uzyskano

B fe N o gop
a” a

(e) Rozwazmy wreszcie przypadek rusztu, w ktérym q,=q.=q
oraz § = P = 0. Wtedy z rownania (4.7) otrzymamy

(n?+m?® + (1 +1)gn'+(1+p)ymio®
[14 (14 7) 6] n?® + [1+ (1+ p) 6] m? o'

(4.13) Qrr =k

W przypadku szezegélnym, o =1, y=1y% i 0, = d, =0, znajdziemy
dlan=m=1
Na*4+@2+r+ply.
a 24+@2+r+po

(4.13.1) Qur =

Zalézmy, ze r=p=1. Dla y=0 i d=0 uzyskamy s, =2,0; dla
y=1,0 1 6=0 mamy sp = 4,0; wreszcie dla y=1,0 i 6=10,2 otrzy-
mamy Sgr= 2,86, Wyniki te sg bardzo bliskie wynikéw uzyskanych
na podstawie wzoru (3.11).

Dotychezas zajmowaliSmy sie plyta na wszystkich krawedziach
swobodnie podpartg. Roéwnanie rozniczkowe (4.4) mozna jednak
rozwigza¢ bez wiekszego trudu dla przypadku, w ktéorym dwa prze-
ciwlegte brzegi plyty sa swobodnie podparte, a dwa pozostale po-
siadaja dowolne warunki brzegowe. Niech plyta bedzie swobodnie
podparta na brzegach x = 0 i x = a. Przyjmiemy rozwiazanie row-
nania rézniczkowego (4.4) w postaci w=7Y, (y)sina, .

Doproewadzamy w ten sposéb réwnanie czastkowe do réwnania
zZwyczajnego

S

(4.14) [1+(1+7z Y})’—{z a —%’- [1 + (1+p) (61 + o a)” ¥.+

Huta+pg—g[1ran o+ =0

Rozwiazanie ogélne tego réwnania zawiera cztery stale catko-
wania. Uwzgledniajac cztery warunki brzegowe, po dwa na brzegu
y = 0 i na brzegu y = b, uzyskamy uklad czterech réwnan jedno-
rodnych. Przyréwnanie wyznacznika ukladu réwnan do zera daje
rébwnanie przestepne, ktérego najmniejszy pierwiastek okresla sile
krytyczna.
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Nie rozwijamy w tym miejscu tego zagadnienia szerzej; doda-
my jednak, ze metody postepowania sg tutaj analogiczne do metod
postepowania w klasycznych rozwiazaniach zagadnien plyt nieste-
zonych zebrami. Réwniez nie bedziemy rozwijali zagadnien przy-
blizonego rozwiazywania réwnania (4.4) za pomoca metody orto-~
gonalizacyjnej B. G. Galer kin a, [10], pozwalajacej na
uwzglednienie dowolnych warunkéw na wszystkich brzegach plyty.

5. Podane w poprzednim ustepie rozwigzania przyblizone mo-
g3 byé przydatne do rozwiazania dalszych, bardziej ztozonych przy-
padkow. Zajmiemy sie krétko dla przykladu dwoma takimi przy-
padkami.

(a) Niech bedzie dana plyta dokola swobodnie podparta, wmoc-
niona gestym rusztem zebrowym. Ponadto wzdluz prostej y = g
ruszt wzmocniony zostal Zebrem podiuznym silniejszym, o sztyw-
noSci zginania EJ, i przekroju A, (rys. 11).

=
=

Edp,Ag o

e
IEEEEEEEREEER]
S
LLs
(EESEEEREE)
=1

X

e

a

Rys. 11

Do rozwigzania tego zagadnienia zastosujemy metode przed-
stawiong w p. 2. <

Przyréwnamy, mianowicie, do siebie ugiecia oraz wzajemne od-
dziatywania plyty wzmocnionej rusztem gestozebrowym i Zebrem
(Eda, Aa) W przekroju y = 1.

Rozwigzaniem réwnania rézniczkowego plyty wzmocnionej rusz-
tem, tzn. rownania

. EJ 0w EI 0! . 2

R L %—y‘i‘f X q(1+—4—)%=p(x,y).
gdzie

Z tu 8in @y T Sin By sinfmy ,

m=1

D5

2
p(x.y}u—b—

n

n
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jest

(’5 2) w x y == _E_ 2 . tn sin au xr Slnﬁm ?}' Smﬁm

L L ( n+ ) =+ b '“u"“;"ﬁﬁ:‘( ;q_)qafl
1 1 |

Réwnanie rézniczkowe zebra o sztywnoéei EJ, napiszemy w po-
staci

dtw w
(5.3) E.L.- = -I— q A, ---—;_.——-—-——-Ztn sin a, x.
Z warunku w (x,7) =w (x) uzyskamy warunek wyboczenia ukladu
1
(5.4)  Fra T qAa i
_2__ - sin® ﬁm 1 .
i EJ =s0:

P N BP et g (1 50
Rozwigzanie to zawiera szereg przypadkow szezegolnych. Tak wiec,
przyjecie EI = 0 ogranicza nas do plyty wzmocnionej jedynie Ze-
brami podluznymi i zebrem o sztywnosci EJ,. Mozliwy jest row-
niez przypadek EJ = 0 i A = 0. Wreszcie przypadek EJ =0, A =0
i EI = 0 sprowadza nas do przykiadu rozpatrywanego w p. 2.

= | 5 S [ | B

| ! I [

e | EIA| ) ]

= | & : e

- | |

fid ! Ely Ag : :
{7 ' =

o b | _._—Q

= ! | I

s M EIA v 1

- i i .

= | X |

£
a
Rys. 12

b) Postepujac analogicznie, jak w ustepie pierwszym, otrzymamy dla
naszkicowanego na rys. 12 ukladu nastepujacy warunek wyboczenia:

A 2 = sin® ay & 0

o Lo +_ = =
EL.f;, a . 1 N (a2 52)“’—{-%—}&1—{-5:—1 mﬂ_Q(1+ b,)a?'
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Przykiady podobnego typu mozna by mnozyé¢; z przedstawio-
nych tutaj wynika, ze powigzanie rozwigzan $cistych wedlug p. 11i 3
z przyblizona metoda, podang w p. 4, przyczyni¢ sie¢ moze do roz-
wigzania nader zlozonych zagadnien statecznosci plyt wzmocnio-
nych zebrami, bez uciekania si¢ do zmudnych i wymagajacych du-
zej pracy rachunkowej metod energetycznych.
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Peawome

YCTOMYHBOCTD NPAMOYTOMBHBIX TIJTACTHHOHK
C PEBPAMUW HECTHOCTH

B neproit yacTi HacroAIeit paboTel MPMBOAMTCA TOYHOE DPEIICHUE
BOIpOCA YCTOMYMBOCTHM IJACTMHKM € IIOnepevyHbIMy pebpammu >gecr-
xoetu, Mexonan uz auddepeHMaibHore YPaBHeHUa TINACTUHKN, CRI—
MaemMoii ¥ Harpy:KeHHO} BHOJL IpAMOi X = & BEPTUKAJBLHON Ha-
rpyskoit 7(y), npu yuére aumHMy nporuba pebpa, HArPYKEHHOTO CH-~
JamMy, MHTEHCHMBHOCTE KOTOPBIX COCTaBASEeT — 7(Y), aBTOP, M3 YCJO-
BuUA paBeHcTBa mporuba niuacTMHKM M pedpa, BBIBOJIHT .yCJIO.BHE TIpo-~
JAossHOTO M3ruba nuacTyHkM B Bune pemaym (1.9) man (1.10). Oua p
nonepeyHsrx pebep npuBeseHa cucTema ypasueswii (1.14). ITpupas-
HEHME HyJIO0 ONPEJEIUTENA 3TO CYCTEeMBI YPABHEHUI ABJIAETCH TPE-
b6yempIM ycsoBMeM MPOJONBHOTO M3rMba IIacTMHEM ¢ pebpamm rKecT-
KocTu. 3HAYMTENBHBIM YIIPOILEHMEM BOIpOCa ABJAETCA CUMMETPHA
cucreMsl, T10JTyYeHHbIe Pe3yIBTATEL CPABHEHBI ¢ Pe3yJbTaTaMu ApY-
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rux asTopoB (TumMomenxko, ok mun, Bap6 ps), momyyeHHbMM
MMM MHBIM IIYyTEM.

Bo BropoM paszese, mocrynas aHaJOrMYHO, MOTYYEHBI YCJIOBUA
TIPOZIOJIBHOTO M3ruba AJA MJIACTHMHKY C NPONOJbHBIMM pebpammu >kecr-
Koctu. B Tpersem paszjiene Bompoc ycToiumBoeTH 060BIIEH TIO OTHO-
LWIEHMIO K TIJIACTWHKAM, YCMIIEHHBIM IIONEPEYHBIMU M TIPOJOJLHBIMU
pebpamm kecrkoery. OfHAKO PeIeHus, IPUBEJEHHbIE B TIEPBLIX TPEX
paszzenax, BBUAY S3HAYUTENBHON TPYJHOCTH pacyeTa OTpPaHMYEHbI
‘TOJIBKO ABYMA pebpaMy B KaXKIOM HAIPABJICHWUN,

B geTsepToM pazjiese mpeicTaBIeHO NPUOIMIKEHHOE PEILEHNE A
TLIACTMHEM C TyCToi ceTblo pebep mxectkoceri. CucremMa mepexpery-
Barommxca pefep zamemaeTcda 3areM MOJENbI0 OPTOTPOIHOM Ija-
CTHHBI, C HYJEBLIM 3HAYEHVMEM JKECTKOCTHM Kpy4YeHMI. N3 ycnoBsuA
paBeHCTBA B3aMMHOTO Bo3ZeicTBusa P (x,y) NIacTMHKY HAa ceTh pebep,
4 TakxKe M3 paseHcTBa npornbos obeux cuerem, moay4daerca pudpde-
peHuManbHOe ypaBHeHme mpobiemer (4.4). Iua cioydyas csobojHoro
110JIopa IJIACTMHKM, M3 ypasHenuda (4.4) ronygaerca ycJoBue ITPo-
noasHoro uarmba cucremsl, (4.7). Jamee pacemarpuBaercda paAj dacT-
HBIX CJy4YaeB, [IoJydad TP 3TOM TIOATBEPIKIEHMe YIKe M3BECTHBIX
Pe3yJabTaTOB, @ TakiKe M HOBble pe3yJbTaThbl.

Hakorery, B nocreHeM pasjiesie UCIoJIb30BaH0 MOJEs OPTOTPOI-
HO TIJIACTVMHKY, B COUETAHMM C [METOLOM, IIPEICTABIEHHLIM B IIEPBOM
yactu paboThl, LA ONpeneseHns KPUTHIeCKMX CUIL JIJ1A HOBBIX, Bosee
CJIOKHBIX, CMCTEM IJIACTHMHOK C peﬁpamm KEeCTKOCTH.

Summary

STABILITY OF RECTANGULAR PLATES REINFORCED
WITH STIFFENING RIBS

The first part of the paper brings an exact solution of the pro-
blem of stability of a plate with transversal stiffening ribs. Starting
from the differential equation for a plate subjected to compression,
and loaded by a vertical load r(y) along the line x=¢, and from the
deflection line of the rib, loaded by forces of intensity —7 (y), the
author obtains considering the condition of equality of deflection
of both elements, the condition of buckling in the form (1.9) or (1.10).
For p transversal stiffening ribs we have the system of equations
(1.14). When the determinant of that system is equal to zero, then
the desired condition of buckling of a plate with stiffening ribs
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is achieved. A considerable simplification of the problem is obtained
due to the symmetry of the structure. The results are compared with
those of other authors (Timoshenko, Lokshin, Bar-
b r é) obtained by other means.

In Sect. 2 an analogous procedure permits to express the buckling
conditions for a plate reinforced by longitudinal stiffening ribs.
Sect. 3 brings a generalization of the buckling problem to a plate
with transversal and longitudinal stiffening ribs. In view of consi-
derable difficulties of calculation solutions are given only for two
ribs in each direction.

In Sect. 4 an approximate solution in the case of a plate with
a dense. network of stiffening ribs is given. The system of
crossed ribs is replaced by an orthotropic model, whose torsional
rigidity is equal to zero. From the condition of equality of mutual
reaction of forces p (a, y) exerted by the plate on the network of
stiffening ribs, and from the condition equality of the deflections
of both systems we obtain the differential equation (4.4)

From Eq. (4.4) the buckling condition (4.7) of a simply suppor-
ted plate is obtained. Certain particular cases are considered, which
confirm some well-known facts and which bring some new results.

In the last section an orthotropic model is considered logether
with the method presented in the. first part of the paper, in order
to determine the critical forces for more complicated plate systems
with stiffening ribs.
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