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DRGANIA WŁASNE I WYB0CZEN1E PŁYT PROSTOKĄTNYCH
PODPARTYCH SWOBODNIE NA OBWODZIE I PUNKTOWO

W OBRĘBIE PŁYTY

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Jednym z powszechnie stosowanych środków mających na celu
zwiększenie siły krytycznej lub częstotliwości drgań własnych płyty
prostokątnej jest usztywnienie płyty żebrami. Podobny skutek osiąg-
nąć można również przez umieszczenie w obrębie płyty podpór punk-
towych lub liniowych, podatnych lub też niepodatnych. Zabieg taki
daje się wykonać w wielu elementach konstrukcyjnych, wobec czego
wydaje się rzeczą pożądaną dokonanie analizy skuteczności tego ro-
dzaju zabiegu.

Ogólną metodę rozwiązania tego typu zagadnień, zwężoną jednak
do wyboczenia, podał autor przed trzema laty, [l]. W roku ubiegłym
temat ten podjął S. W o i n p w s k y - K r i e g e r podając analogiczne
rozwiązanie dla przypadku wyboczenia płyty wszechstronnie ściskanej,
podpartej na brzegach w sposób swobodny oraz punktowo w środku
płyty, [2],

Przedmiotem niniejszej pracy jest zagadnienie ogólniejsze, miano-
wicie problem zbadania wpływu podpory punktowej na częstość
drgań własnych płyty przy jednoczesnym ściskaniu płyty. Tak posta-
wione zagadnienie pozwala w przypadkach granicznych zająć się wy-
boczeniem płyty oraz drganiami swobodnymi płyty bez udziału sił
ściskających. Szczególną uwagę zwrócono na zagadnienie wyboczenia
płyty jako na zagadnienie praktycznie ważniejsze.

1, Niech dana będzie płyta prostokątna na krawędziach swobod-
nie podparta, podlegająca działaniu sił q jednostajnie rozłożonych na
krawędziach x = 0 i x = a przy jednoczesnym działaniu siły wymu-
szającej Psinwt (rys. 1) w punkcie (£,??). Podzielmy płytę przekro-
jem y = •)] na dwa obszary (I i II).

W każdym z nich powinno być spełnione równanie różniczkowe
odkształcenia płyty _ ,

(1.1) N F V ^ + q ^ + M^Uo (j=I,H).



438 Witold Nowacki

W równaniu tym oznacza w (x, y, t) ugięcie płyty, N sztywność zgi-
nania, a f.i masę płyty odniesioną do .jednostki pola jej płaszczyzny
środkowej.

Zakładając drgania harmoniczne płyty, a więc przyjmując w (x,y,t)=
= w (x, y) sin co t, otrzymamy

(1.2). NV2\72Wj + q-=r~ — pio)2Wj = Q.

Rozwiązanie tego równania różniczkowego przyjmujemy w postaci

wi {x, y) = y Yn.i (y) sin an x,
(1.3)

w//(x,y') = V Yn,u{y)sinanx.

a„ -'. a '

Tak uczynione założenie spełnia warunki brzegowe zadania (wj ==• 0,
\7swj — 0) na krawędziach x = 0 oraz x — a.

Łatwo wykazać, że funkcje I I M J I J J I I I I I '
f Y", i (y) = A„ sinh Xn y + Bn sinh e„ y, r

' Y«. u (y') = -4ń sinh ;„ y + B'„ sinh e„ y', |
gdzie

spełniają zarówno warunki brzegowe (toy = 0,
|72io/ = 0) na brzegach y = 0 i y' = 0, jako
też równanie różniczkowe (1.2). Stałe A„, Bn,
A'n i B'n znajdziemy z czterech warunków
brzegowych dla y = rj.

Do dyspozycji stoją dwa warunki ciągło-
ści płyty

y,

n

* 1

y

i

, j

J

m t t t t t t t
Rys. 1

t>

(1.5.1)
oy

oraz dwa warunki statyczne
d*w,{x,rj) _ d'iwll(x,ri')(1.5.2)

dy2

„

"ay'2

= — p (x) sir
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Pierwszy z dwu ostatnich warunków wskazuje na równość momen-
tów zginających: my {x,">fj = my< {x, if). Drugi z nich dotyczy równowa-
żenia się sił tnących, działających bezpośrednio na lewo i na prawo
od przekroju y = i], z obciążeniem p(x) sin mt działającym w tym
przekroju. W naszym przypadku mamy do czynienia z siłą skupioną
Psin cut Wyrazimy ją za pomocą szeregu F o u r i e r a

\ \ 2P ^ . t .p (x) = > sin a„ c sin an x.
a Z-i

7l=J.,2,„,

Z warunków brzegowych (1.5.1)-(1.5.2) uzyskamy

, „ 2P 1 sina,,!

(1.6)

aN(A2—s2)A

2P 1 sina,,!
Bn — a l (A2—e2) e cosh erj (1 + tgh ei) ctgh ej/)

sinhAr; , (_
sinh

Wstawiając stałe An, Bn, A'n i B'n do wzorów (1.3) otrzymujemy po-
wierzchnię ugięcia płyty w obszarze I i II. Znajomość ugięcia po-
zwoli na bezpośrednie wyznaczenie wszelkich wielkości statycznych,
mianowicie momentów zginających i skręcających oraz sił tnących
płyty.

Ugięcie płyty w punkcie (!,^), tj. w punkcie zaczepienia siły wy-
muszającej, wyniesie

— it f\— 2Psinojt Y sin2q„g [ tghe^
(l.() w(s,ri, )— jya 2J (^2—e

2) e(l+tgheł;ctghe7]')

tgh Xt]

Dobieramy teraz częstość drgań własnych co tak, aby w punkcie
(£, i]) niezależnie od czasu t ugięcie w (f, łj, t) było równe zeru.

Warunek zerowej wartościjugięcia daje

[
(A2— e2)[e(l+tghe»]ctgh£77') A(l+tghA??ctghA7?

1 _

?')J
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W parametrach e i X ukryta jest wartość co odpowiadająca warun-
kowi ~w(£, rj,t) — O.

Wyznaczone z równania (1.8) kolejne częstości drgań wit 0S, co8,... -
są częstościami drgań własnych płyty podpartej dookoła swobodnie
i w sposób punktowy w punkcie (£, i]). Niech prosty przykład uzmy-
słowi skuteczność takiej podpory punktowej.

Obierzmy płytę kwadratową z podporą punktową w środku płyty.
Równanie (1.8) przyjmie tu postać

/H Q\

y/n2 + \J)*ns+6*
gdzie

Dla kolejnych wartości /?= 1, /?=2 oraz /S = 3, a więc przy wzroście
siły q, wyliczono odpowiadające częstości podstawowe drgań to

co = «3 |/ ^
T a b l i

ft

ó

c a 1

0

5,33

1,0

5,16

2,0

4,48

3

2

,0

,27
i zestawiono je w tablicy 1.

Jest rzeczą widoczną, że wraz ze
wzrostem obciążenia ściskającego q
maleje częstość drgań własnych płyty. Zauważmy jeszcze, że zwią-
zek (1.9) daje częstość dla symetrycznej postaci drgania płyty.

Wykazać można, że przy udziale sił rozciągających częstość drgań
własnych wzrasta; otrzymujemy tu <5>5,33.

2. W przypadku gdy częstość drgań własnych zmierza do zera,
mamy do czynienia z zagadnieniem wyboczenia płyty. Dla co = 0
otrzymujemy

Dla q > ąur ugięcie płyty w obszarze I przyjmuje postać
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(2.2) sinhey
— e21 s cosh ety (1 + tgh ety ctgh i

sinhAy
A cosh A i] (1 + tgh A?? ctgh AT/)

sina,,£ sina,,;r.

Dobieramy siłę P w taki sposób, aby ugięcie w punkcie zaczepienia
siły, tj. w punkcie (f, ??), było równe zeru. Otrzymamy

(2.3) y tgh ety
A2.— e3 e (1 + tgh et] ctgh ety')

tghA?y
A (1 + tghAty ctgh Xr{)

sin2a„£ =

W powyższym szeregu jedyną nieznaną wartością ~jest wielkość k
albo wielkość q. Najmniejsza wartość q wyznaczona- z równania (2.3)
daje najmniejszą wartość siły krytycznej ąur płyty podpartej dookoła
swobodnie i ponadto punktowo w punkcie (f, rj).

Zajmijmy się przypadkiem szczególnym, mianowicie załóżmy, że
podpora punktowa znajduje się na prostej y = b/2. Równanie (2.3)
przyjmuje tu szczególnie prostą postać

(2.4)

gdzie

I n
sina a„f = 0,

Zbadajmy, jak zmienia się wartość siły krytycznej w zależności
od położenia podpory punktowej na prostej y — b/2 dla płyty kwa-
dratowej (a = b).

Dla przypadku skrajnego f = 0 otrzymamy qitr== iNn^/a2. Prze-
suwając podporę wzdłuż prostej y = a/2 zauważymy, że ze wzrostem £
wielkość qitr wzrasta. W tablicy 2 podano wartość (32 = q/«- CP/NTI2

. w zależności od c = f/o. Łatwo określić górną granicę wielkości /3a.

Tablica 2

0,00

4,00

0,0606

4,8708

0,125

5,0535

0,250

5,4382

0,333

5,76

0,50

6,25
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Dla Q = 0,5 otrzymujemy wyboczenie płyty według dwu półfal w kie-
runku osi x, przy czym linia węzłowa pokrywa się z osią x — aJ2
Dla tego przypadku jest

Btytr = = 6,25

Jeżeli jednak skonstruować podporę w ten sposób, aby w przypadku
podpory w środku płyty uniemożliwić powstawanie powierzchni ugię-
cia o dwu półfalach, to otrzymamy z równania^ (2.4) przy f == a/2
oraz b = a

(2.5) qkr= 1 0 , 2 7 2 .

Powyższą wartość otrzymamy dla symetrycznej postaci płyty wzglę-
dem prostych y = b/2 oraz x = a/2. W punkcie (£, tf) pochodne dwjdx
i dw/d y są równe zeru.

Tak znaczna wartość siły krytycznej wskazuje na korzyści, jakie
dać może punktowa podpora nieprzesuwna wymuszająca symetryczną
postać wyboczenia płyty.

Warto rozważyć, jaka będzie skuteczność tego rodzaju podpory
punktowej w środku płyty w zależności od stosunku boków płyty.
Korzystamy tu z równania (2.4) przy założeniu I = a/2:

(2.6) V i- 2 a 2 a L.Q.
Jjn \ / / )

Tablice 3 i 4 podają zestawienie wyników.
W tablicach tych obliczono trzy wartości sił krytycznych qm-, i dla

i = l,2,3.
Wartości umieszczone w pierwszym wierszu odnoszą się do po-

staci symetrycznej wyboczenia płyty opatrzonej dodatkową podporą
w środku. Wartości w drugim wierszu (/S2) odnoszą się do antyme-
trycznej postaci wyboczenia płyty o węźle wzdłuż prostej x = a\2.
Wreszcie w trzecim wierszu podano wartości (/33) odnoszące się' do
płyty podpartej jedynie na brzegach.

Widzimy, że działanie podpory punktowej jest najskuteczniejsze
dla płyty kwadratowej; dla v^l działanie to maleje i dla j)-Voo
albo v->0 stopniowo zanika. . , .
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W praktyce konstrukcyjnej stosuje się nader często żebra wzmac-
niające, mające na celu zwiększenie wartości siły krytycznej. Po-
równajmy działanie takiego żebra wzmacniającego z działaniem pod-
pory punktowej. Załóżmy, że na żebro nie działa siła osiowa oraz
że umieszczone ono będzie w sposób symetryczny względem po-
wierzchni środkowej płyty.

T a b l i c a 3 ba (i = 1,2, 3)

v = a/b 1,0

10,272

6,25

4 00

1,25

7,5383

5,240

4,2025

1,5

6,0910

4,330

4,460

2,0

8,3261

4,00

4,00

3,0

5,2144

4,460

4,00

4,00

4,00

4,00

T a b l i c a 4
(i = 1,2,3)

Xlv = b/a

A
ń

1,0

10,272

6,25

4,00

1,25

9,024

5,382

2,700

1,50

8,2369

4,937

2,090

2,00

5,1302

4,500

1,573

3,00

2,4025

4,230

1,231

c o

1,00

—

1,00

Rozważmy przypadek bardzo prosty odnoszący się do płyty wzmoc-
nionej żebrem wzdłuż osi y = r\. Wielkość siły krytycznej wyznacza
się tu z równania

(2.7) . = 4
\/n(l — n2

w którym y — EI/bN, a El jest sztywnością na zginanie żebra.
Ograniczamy się do przypadku płyty kwadratowej. Dla y = 0 , tj.
w przypadku braku żebra, otrzymamy qjtr = ĄNnP/a?. Wraz ze wzro-
stem y staje się q f t r > 4 Nn^jdK Dla y = 2,794 = y0 znajdziemy q&,• =
= 6,25 Njf/a?. Jest to przypadek, w którym możliwe są dwie postacie
wyboczenia belki, symetryczna lub antymetryczna o dwu półfalach
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w kierunku osi y. Wielkość yQ określa się w teorii wyboczenia
płyt jako sztywność wystarczającą (dostateczną) żebra. Dla y > yiy

nie otrzymamy zwiększenia siły kry-
tycznej. Niezależnie od wielkości y
otrzymamy postać wyboczenia płyty
z węzłem pokrywającym się z prostą
y— b/2. Porównanie wyników uzyska-
nych dla płyty z dodatkową podporą
i dla płyty wzmocnionej żebrem, wyka-
zują, że działanie podpory punktowej
może rywalizować z .usztywnieniem że-
brem. Punktowa konstrukcja podparcia
wymaga ponadto mniejszej ilości ma-
teriału niż żebro stężające.

Skuteczność działania podpór punk-
towych zwiększać się będzie wraz ze
wzrostem ich liczby. Rozważmy przypa-
dek dwu podpór punktowych leżących na
prostej y = rj.

Rozważmy kolejno dwa stany. Niech
w punkcie (fj,'łj) działa na płytę ściska-

ną siłami q siła P t, a w punkcie (£2,77) siła P 2. Siły te dobieramy
tak, aby ugięcia w punktach (£,,77) i (£2,77) były równe zeru.

Zatem

7=y,,y>7c

A
Rys. 2

(2.7)

gdzie

(2.8)

n=i,2,.„

'Qn (V> P) sin a„ ix sin an f „
n=l,2,...

' $ s i n a " ^ 1 s i n a" ^2—°»

Q„ (i], 0) sin2 a„ f» = 0,

_J tghAT? \
2 — e2 \ e (1 + tgh e?? ctgh er]') X (1 + tgh Xv) ctgh h{) I'

Układ równań (2.7) będzie niesprzeczny, gdy wyznacznik tego
układu będzie równy zeru.

Zatem

(2.9)
" (v> P) s i

n=l,2,...

sin an li sin a«
11=1,2,...

sin a„ C{ sin a„

„ (57, j8) s i n 2 a„ | 2

= 0.
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Najmniejszy pierwiastek fimin uzyskany z powyższego wyznacznika
określa najmniejszą wartość siły. krytycznej. Podany sposób wyzna-
czenia sił krytycznych rozszerzyć można na dowolną ilość podpór
punktowych dowolnie rozłożonych w obrębie płyty.

O skutecznym działaniu kilku podpór wnosić można z następu-
jących przykładów:

(a) płyta kwadratowa podparta jest swobodnie na obwodzie a po-
nadto w jednym punkcie o współrzędnych £ = a/2 i 97 == a/2; siła
krytyczna ąkr = 10,272 NnP/a?;

(b) płyta kwadratowa podparta jest swobodnie na obwodzie a po-
nadto w dwu punktach o współrzędnych £ = a/3 i v\ = a/2 oraz
£ = 2/3oi i) = a/2.

Tutaj

Zauważmy, że dla podpory liniowej wzdłuż prostej y = a/2 oraz
przy symetrycznej postaci wyboczenia (którą również zakładaliśmy
w poprzednich dwu przykładach) siła krytyczna jest równa

NIT'1

qftf = 15,38 - ~ .

Jak widać, różnica w stosunku do trzech podpór punktowych
jest nieznaczna.

Rozważmy jeszcze przypadek podpory sprężystej. Oznaczmy przez
f skrócenie (albo wydłużenie) podpory wywołane stanem P = 1.
Z warunku, aby dla q>q/, r względne przesunięcie płyty i podpory
sprężystej w punkcie zaczepienia siły P było równe zeru, otrzymamy

2P v
W a

 n4i....
Warunek wyboczenia przyjmie zatem postać

(2.10)

Będzie rzeczą interesującą ocenić wpływ sztywności podpory spręży-
stej na wartość siły krytycznej. Omówimy ten wpływ na przykładzie
płyty kwadratowej z podporą punktową w środku płyty. W tym
przypadku równanie (2.10) przyjmuje postać

(2.11) y
1...
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Badać będziemy ąiir w zależności od parametru a/NnPf. W braku
podpory sprężystej (f = oo) otrzymujemy g> = ĄNn2/^; ze sztyw-
nością podpory wzrastać będzie również siła krytyczna. Dla a/Nn2f =
= 0,396 otrzymujemy q/,r = 6,25 NnP/a?; dla tej wartości możliwa jest

2.00

0.6 0.8 1.0

Rys. 3

1.2 1,6

zarówno symetryczna, jak i antymetryczna postać wyboczenia płyty
(rys. 4). Jeżeli podporę skonstruujemy tak, aby możliwa była jedy-
nie symetryczna postać wyboczenia, to z dalszym wzrostem sztywno-
ści wzrośnie również siła krytyczna i dla f — 0 (podpora niepodatna)
otrzymamy qitr = 10,272 NTT/G2- Na rysunku 3 przedstawiono prze-
bieg atu- w zależności od zmiennej a/Nn2f, a na rys. 4 kolejne
postacie wyboczenia płyty.

Trudności rachunkowe wzrosną niewspółmiernie przy większej
ilości podpór punktowych sprężystych; metoda rozwiązania jest jed-
nak analogiczna jak dla podpór punktowych niepodatnych.

Dla r podpór liniowych sprężystych położonych na prostej y — fj
otrzymamy układ równań liniowych ( i = 1, 2,..., r).

k—r

(2.12)
fc=l n=i,2,„,

Przyrównanie do zera wyznacznika tego układu równań daje żą-
dane kryterium wyboczenia płyty.

Przy większej ilości podpór sprężystych o jednakowej charakte-
rystyce, leżących na prostej y — y, można zastąpić działanie sił sku-
pionych liniowym sprężystym ośrodkiem. Zajmijmy się tym zagad-
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nienięm w przypadku, gdy liniowa podpora sprężysta umieszczona
jest wzdłuż prostej rj — b/2, a postać wyboczenia płyty jest syme-
tryczna względem tej prostej.

Powierzchnię ugięcia przyjmujemy w postaci

w (x, y) = (A sinh Xi] -\-B sinh er\) sin = Y (y) sin -
a a

Dla y = rj powinno być w myśl
założenia °

Stąd
A coshA^
e coshe??

Różnica sił tnących, działających
bezpośrednio na lewo i na prawo od
przekroju y — rj powinna równoważyć
się z obciążeniem wywołanym pod-
porą liniową. Stąd'

Rvs 4

albo

Zważywszy, że p = l/f0 [w{x, r\)\, gdzie fQ jest charakterystyką pod-
pory sprężystej, otrzymamy

1
• J o

Ale
Y'" {vi) = AX cosh Xr\ (A2 — ea), Y (TJ) = A [sinh A»j — A/e (cosh A?? tgh £97)].

Z równania (2.13) otrzymujemy zatem ostatecznie warunek wy-
boczenia

' ' ' A e ~~ a "'

Dla przypadku szczególnego płyty kwadratowej (a = b) otrzymujemy

(2.14.1) -
tgh-|" |/n|3 — n 2
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Mamy tu do czynienia ze wzorem analogicznym do wzoru (2.7).
Dla fp -> 0 otrzymujemy podobnie jak w przypadku żebra nieskończe-
nie sztywnego identyczny warunek wyboczenia,

Można by jeszcze zagadnienie uogólnić uwzględniając obok linio-
wej podpory sprężystej również istnienie żebra o sztywności El.

Otrzymamy wtedy warunek zrównoważenia sił tnących z obcią-
żeniem p w postaci

2N

albo

(2.15)

gdzie

dx'1̂ + ~W{x,

tgh/bj

+ EIai

e = | np — rr, a = •

W J J J H H
y

\V\\\\ll\'\\\\*

-b/2 —~~b/2 -

f t t t t t t t t t t t t Q
Rys. 5

Tak więc w braku żebra otrzymujemy wzór (2.14), w braku sprę-
żystej liniowej podpory wzór (2.7).

Intuicja wskazuje, że jeszcze skuteczniejszym środkiem od podpór
punktowych są pod-
pory liniowe, wzdłuż
których ugięcie płyty
będzie równe zeru.

Rozpatrzmy przypa-
dek szczególny płyty
prostokątnej z linio-
wą podporą o długości
Co — c, według rys. 6.

Ugięcie płyty w
punkcie (cc, b/2) wy-
wołane siłą P = 1,
działającą w punkcie
(f ,b/2) oznaczmy przez
w(x,£;P)> przy czym

- b/2 — U - b/2

t t t t t f t t t t t t t *
Rys. 6

Qn sin
n=l,2,...

sin anx,

gdzie Qn{§) określa wzór (2.8). Dla q>q/„ płyta dozna wygięcia.
Wywoła to powstanie reakcji podporowej P( | ) wzdłuż odcinka . A B.
Ugięcie w punkcie (cc, b/2) wyraża wzór całkowy
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w{x,b/2) = ™ - [ p ( { ) y Q„(j8) sin an f sin a„x) df.

Z warunku io(a:,b/2) = 0 na odcinku 4̂B otrzymamy
c,

J / °°

P(£) J£ Q„(/S)sina„fsina„
\ 71=1,2,...

W równaniu tym mamy nieznaną funkcję P(f) i nieznany, a poszu-
kiwany parametr /3.

Rozwiązanie tego równania całkowego uzyskać .można drogą przy-
bliżoną, mianowicie przez zastąpienie całki sumą i sprowadzenie
równania całkowego do układu równań liniowych, w których wystę-
pują nieznane wielkości P; i parametr /S.

Przyrównanie wyznacznika tego układu równań do zera daje po-
szukiwany warunek wyboczenia płyty i pozwala na znalezienie war-
tości Pmln-

Jest rzeczą widoczną, że ta droga rozwiązania pokrywa się z wy-
znaczeniem siły krytycznej dla podpór punktowych rozmieszczonych
na odcinku AB. Im więcej tych podpór weźmiemy pod uwagę, tym
wynik będzie dokładniejszy.

Łatwo podać rozwiązanie dla podpory liniowej o długości a. Za-
kładając reakcję podporową w postaci szeregu trygonometrycznego

wstawiając powyższe wyrażenie do równania (2.16) i wykonując cał-
kowanie otrzymamy związek

sin a„ x Qn (/3) = 0.

Ponieważ związek ten 'powinien być spełniony dla dowolnego x,
przeto mamy Q„ (/?) = 0 czyli

jib i—- 5 . , Tib /——
t g - n r V n / S —™ t g h — ] / n ^ -

l/n/9 — na
= 0 ,

zgodnie ze znanym rozwiązaniem H. R e i s s n e r a dla płyty utwier-
dzonej zupełnie wzdłuż prostej y = b/2, a na pozostałych bokach
.swobodnie podpartej.

3. Rozpatrzmy z kolei drgania swobodne bez udziału sił q. Wy-
chodzimy w tym przypadku z równania powierzchni ugięcia płyty
•wywołanej obciążeniem wymuszającym drgania Psinwt.
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Dla punktów leżących na prostej y = rj ugięcie to przyjmie postać

2Psinwt tghe»?
Na jfci,... P T e2 \ £ U + tgh et] ctgh e rf).

-TT sin 2 a» £,

gdzie
= 2 c,

C = W / -rr .

Szukajmy teraz takiej wartości co, dla której niezależnie od czasu
t ugięcie w punkcie (^,rj) będzie równe zeru. Częstość taką, odpo-
wiadającą drganiom własnym płyty swobodnie podpartej na obwodzie
i ponadto w punkcie (£,»?), wyznaczymy ze związku

(3,2)
C*3

y -1-
tgh ar)

2 \ e (1 + tgh e»y ctgh e?/)

.tghAł? a,«f — 0.

Dla przypadku szczególnego podpory w środku płyty mamy

(3.3)

gdzie
| / n 2 — 8

d — _ ,

W tablicy 5 podajemy podstawową częstość drgań własnych płyty
z dodatkową podporą punktową w środku, w zależności od stosunku

boków v = . a,'b.
Punktem wyjścia uzyskanych rozwiązań

było działanie siły wymuszającej P sin w t.
Jeśli siła ta działać będzie w środku płyty,
to powierzchnia ugięcia wywołana tą siłą
będzie symetryczna. Równanie (3.3), z któ-

rego wyznaczyć należy o)t da w konsekwencji jedynie postacie sy-
metryczne drgań własnych. Tak więc wartości Wj umieszczone

T a b l i c a

,=,a/b

d

5

1,0

5,33

1,5

7,41

2,0

9,23
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w tablicy przedstawiają najniższą częstość drgań własnych płyty,
dla której w sposób konstrukcyjny zapewniono istnienie warunków
dodatkowych dw/dy = dw/dx = O w punkcie (f=a/2, rj=b/2).

Przy wyprowadzeniu wzorów (3.2) i (3.3) przyjęto, że n > ó .
Zdarzyć się może, że nie we wszystkich członach szeregów (3.2)
i (3.3) założenie powyższe będzie spełnione. Jeśli założenie to nie
będzie spełnione, należy zamiast

wstawić
l/n3— d

Interesującą rzeczą będzie ocenienie wpływu podpory punktowej
w zależności od jej położenia. Dla przykładu obliczono wartości Wj
dla podpór punktowych płyty kwadratowej leżących na prostej
»7 = .b/2. Wynik przeliczeń naniesiono na rys. 7. Odnoszą się one do
symetrycznej względem prostej i\ = b/2 postaci drgań własnych płyty.

Z powyższych rozważań widać, jak dogodnym środkiem dla pod-
wyższenia częstości drgań własnych płyty może się okazać konstruo-
wanie dodatkowych podpór punktowych.

Środek ten może mieć praktyczne znaczenie w tych przypadkach,
w których częstość drgań wymuszających jest bliska częstości drgań
własnych płyty podpartej na J(j
samych tylko brzegach.

Podaną metodę wyznaczenia
6,0-

5.0-
5.00

3,08
2,58

2.0

częstości drgań własnych można
bez trudu rozszerzyć na dowol- '
ną liczbę podpór punktowych 3>0

w obrębie płyty. 2'°
Podane w tej pracy rozwią- 1,0-

zania dotyczyły jedynie płyty
podpartej swobodnie na wszyst-
kich brzegach i ściskanej jedno-
kierunkowo. Nic nie stoi na
przeszkodzie, aby podaną tutaj metodę rozwiązania rozszerzyć na ob-
ciążenie dwukierunkowe działające w płaszczyźnie płyty i na inne
sposoby utwierdzenia krawędzi płyty.

0,125 0,375' 0,825 0,875
0,25 0,5 0.75 1,0

Rys. 7.
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Metoda powyżej przedstawiona prowadzić będzie jednak do celu
w tych przypadkach, w których dwa przeciwległe boki płyty są
swobodnie podparte, albowiem tylko takie założenie pozwala stoso-
wać pojedyncze szeregi trygonometryczne.
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P e 3 K> M 3 # _

COBCTBEHHblE KOJ1EBMHHM H yCTOfiMHBOCTb nPSlMOyrOJlbHblX
n/lflCTMH, CBOBOAHO OIlEPTbiX JIO KOHTYPy H TOHEHHO

B nPEAEJlflX nJIHCTHHbl

OAHHM H3 o6m,enpHH5iTb]x MeponpmiTHH
TMMeCKOH CKTIbl n o OTHOLUeHMIO K HaCTOTe C06cTBeHHb1X KOJie-

6aHMH aBnaeTCH noRKpen/ieHMe njiacTHHbi n p n noMouiH p e 6 p a . Flo-
flo6Hbifi pe3yjibTaT MO>KHO no/iyMHTb nyTe'M BBeAeHMH B npeAexiax

Tonen HJIH JiHHufi onopbi — y n p y r a x HJIH wecTKHx. TaKofi
MOWHO nposecTH B u,ejnoM p^Ae KOHCTpyKUMOHHbix 3JieMeH-

TOB. rioTOMy, KaweTca, u,ejiecoo6pa3HbiM npoaHa/in3HpoBaTb acJjcJjeK-
THBHOCTb TaKoro npHeMa.

0 6 m n H NieTOA peuieHMJi noAoOHbix BonpocoB, cyweHHbin A^H
cjiyqaa ycTOHHHBOCTH, 6bm npHBeAeH aBTopoM B 1950 roAy B pa-
6 o r e [1], B 1952 roAy 3Ty Tewy pa3pa6aTbiBan C. B O H H O B C K H -
R p u r e p , KOTopbifł npHBOAMT aHa/iorHMHoe peuieHHe p,nn cjiyMaa
yCTOHHMBOCTH njiaCTHHbl BCeCTOpOHHe OKHMaeMOH, [2].

flpefljiaraeMaa pa6oTa 3aHMMaeTCH 6 o n e e O6LU,HM BonpocoM,
a HMeHHo HccjieAOBaHneM B^HHHMSI TonenHOM o n o p b i Ha HacroTy co6-
CTBeHHbix KOJie6aHHH rmacTHHbi B cnynae OAHOBpeMeHHOro
TaKaa nocTaHOBKa Bonpóca no3Bo/isieT B npeAejibHbix
3aH51TbCCl yCTOMHHBOCTbK) nnaCTHHbl 6 e 3 yMaCTH5I C>KHMaK)LU,HX CHJ1.

O c o 6 o e BHHMauHe oSpaineHo Ha B o n p o c u yCTOHHMBOCTH n.nacTM-
Hbi, HBJiaromHHeca npaKTHMecKH 6 o ^ e e BawHbiMH.

B n. 1 onpeAejiaeTCH BnMaHMe c>KHMaioiu,Hx CHJI Ha nacTo-
Ty KOJie6aHMH. H3 3aBKCHMOCTH (1.8) MOWHO nOJiyMHTb HaCTOTy
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COOCTBeHHblX K0Jie6aHHH rmaCTHHbl C H<eCTKOH OnopOM B OflHOH
TOHKe (f, rj). OKa3biBaeTca HTO, no Mepe pocTa OKHMaromefi
naCTOTa KOJie6aHHH yMeHbmaeTca H njia q->q/;p crpeMHTCa K

B n. 2 paccMaTpHBaeTca Bonpoc YCTOHMMBOCTH njiacTMHbi. M H -
3HaHeHHe KpHTHMecKoR CMJibi fljia OAHOR TOMKH onopbi

KaK HaHMeHbuiHH KopeHb cyMMbi (2.4). FIpocneHteHO 3Ha-
KpMTHHeCKOM CHUbl B 3aBHCHMOCTH OT OTHOUieHHH l/a, a RJ15]

nacTHoro cnynaa TOMKH onopbi B ueHTpe nnacTHHbi — B 3aBHCHMo-
CTH OT OTHOllieHHM CTOpOH a/b (Ta6jlHU,bI 1, 2 H 4).

MTO AetiCTBHe TOHKH o n o p u B u,eHTpe
HanSoxiee 3cj:4)eKTMBHbiM AJIH KBaApaTHOH njiacTHHbi

no Mepe yBejiHMeHHa oTHOUieHHM a/b.
HaKOHeu, paccMOTpen cnyHafi A^yx H 6ojnee TOHCK onopw H cjiy-

nafi jiHHMM onopbi.
B n. 3 paccMOTpeH Bonpoc co6cTBeHHbix KOJie6aHHH c Ao6a-

BOHHOH onopoH HUH Ao6aBOHHbiMH onopaMH.
fljiH cjiynaa co6cTBeHHbix KOjie6aHHH n/iacTHHbi c OAHOM onopofi

npHHu,HnnanbHoe 3HaMeHMe HMeeT 3aBHCHMOCTb (3.1), H3 KOTopoR
onpeAeJisnoTca nocneAOBaTejibHbie wacTOTbi co6cTBeHHbix Kone6aHnfi.

B pa6oTe onpeAeneHbi MacTOTbi co6cTBeHHbix K0^e6aHMH B 3aBH-
CHMOCTH OT OTHOliieHMil CTOpOH, n p H nO^O>KeHHH >KeCTKOM TOMKU

onopbi B u,eHTpe njiacTHHbi (Ta6jinu,a 5).
B 3aKJiHDMeHHn npHBeAeHa ou,eHKa BJIH5IHH5I MecTonojiowem-iH

TOMKH onopw Ha MaCTOTy co6cTBeHHbix KOJieóaHHH KBaApaTHOH niia-
CTHHbl (<ł>Hr. 7).

FIpHBeAeHHbiH B paóoTe cnoco6 peuieHHa MOWHO pacniHpHTb Ha
Jiio6bie ycjiOBHa Ha AByx npOTHBononowHbix cTopoHax njiacTHHbi,
nojiaraa, MTO ocTajibHbie eropoHbi onepTbi CBO6OAHO.

S u m m a r y

VIBRATIONS AND BUCKLING OF RECTANGULAR PLATES 'SIMPLY
SUPPORTED ON THE PERIPHERY AND AT SEVERAL POINTS INSIDE

One of the common methods to increase the critical force with
respect to the frequency of free vibrations is to provide an additional
stiffening in the form of a fin; The same effect can be obtained by
means of additional point or linear supports, elastic or rigid, inside
the plate. This method can foe applied in a number of structural
elements. It seems therefore to be useful to discuss the effectiveness
of such method.
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The general way of solving this type of problems, confined to the
buckling however, has been given by the author in 1950. in the paper
Ref. [1], The problem has been investigated again by S. W o i n o w -
s k y - K r i e g e r , who gave an analogical solution in the case of
buckling of a plate subjected to compression on the whole periphery
of the plate, Ref. [2],

In this paper a more general problem of the influence of a point
support on the frequency of free vibration of a plate subjected to
compression is investigated. Such way of stating the problem permits
to investigate the buckling phenomenon in the absence of compressive
forces. Particular attention has been paid to the buckling problem
as the more important for the practice.

In Sec. 1 the influence of compression forces on the frequency of
free vibration is discussed. The frequencies of free vibrations of the
plate with one rigid support at the point (f, ł?) are obtained from the
relation (1. 8). It is found that the frequency of vibration decreases
with increasing compression and it tends to zero for q -> qcr.

In Sec. 2 the buckling problem is trested. The minimum critital
value for a plate with one additional point support is obtained as the
minimum value of the root of the sum (2. 4). The value of the critical
force is investigated in function of the ratio £/a and for the particular
case of one point support at the centre — in function of the ratio
of sides alb (Tables 1, 2 and 4). It is found that a point support at the
centre is most effective for a square plate, its effectiveness decreasing
with increasing ratio alb.

Finally the cases of two and more point supports and one linear
support are investigated.

In Sec. 3 the problem of free vibrations of a plate with one or
more additional supports is discussed. In the case of free vibration
of a plate with one support the relation (3. 1), from which the fre-
quencies of free vibrations are calculated, is of principal importance.
The frequencies of free vibrations of the plate are determined in
function of the ratio of sides, assuming one rigid point support at the
centre (Table 5). Finally the influence of the position of the support
on the frequency, of free vibrations, of a square plate is estimated.

The method described can be generalized for arbitrary condi-
tions at two. opposite edges, assuming that the plate is simply suppor-
ted at the remaining edges.
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