ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
P OL S KTIE)) A KADEMITI NAUK

"ARCHIWUM
MECHANIKI
STOSOWANE]

K OMITET REDAKTCY]NY

WITOLD NOWACKT - PRZEWODNICZACY
JULIAN BONDER MICHAL BROSZKO
WACEAW OLSZAK BOHDAN STEFANOWSKI
STANISEAW TURSKI WITOLD WIERZBICKI
JERZY NOWINSKI - SEKRETARZ NAUKOWY

TOM V WRZESIEN 1953 ZESZYT 3
WARSZAWA



DRGANIA WEASNE I WYBOCZENIE PEYT PROSTOKATNYCH
PODPARTYCH SWOBODNIE NA OBWODZIE I PUNKTOWO
W OBREBIE PLYTY

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Jednym z powszechnie stosowanych érodkéw majacych na celu
zwigkszenie sily krytycznej lub czestotliwosci -drgan wiasnych plyty
prostokatnej jest usztywnienie plyty zebrami. Podobny skutek osigg-
na¢ mozna réwniez przez umieszezenie w obrebie plyty podpér punk-
towych lub liniowych, podatnych lub tez niepodatnych. Zabieg taki
daje sie wykona¢ w wielu elementach konstrukcyjnych, wobec czego
wydaje sie rzecza pozadang dokonanie analizy skuteczno$ci tego ro-
dzaju zabiegu. Y

- Ogo6lna metode rozwigzania tego typu zagadnien, zwezong jednak
do wyboczenia, podal autor przed trzema laty, [1]. W roku ubieglym
temat ten podjgt S. Woinowsky-Krieger podajac analogiczne
rozwigzanie dla przypadku wyboczenia ptyty wszechstronnie $ciskanei,
podpartej na brzegach w sposéb swobodny oraz punktowo w $rodku
plyty, [2].

Przedmiotem niniejszej pracy jest zagadnienie ogoélniejsze, miano-
wicie problem zbadania wplywu podpory punktowej na czestosc
drgan wiasnych plyty przy jednoczesnym S$ciskaniu ptyty. Tak posta-
wione zagadnienie pozwala w przypadkach granicznych zajaé sie wy-
boczeniem plyty oraz drganiami swobodnymi plyty bez udzialu sit
Sciskajacych. Szczegédlng uwage zwrécono na zagadnienie wyboczenia
plyty jako na zagadnienie praktycznie wazniejsze.

1. Niech dana bedzie ptyta prostokatna na krawedziach swobod-
nie podparta, podlegajaca dzialaniu si! g jednostajnie roztozonych na
krawedziach x=0 i x=a przy jednoczesnym dzialaniu sity wymu-
szajacej Psin ot (rys. 1) w punkcie (§,5). Podzielmy plyte przekro-
jem y=1 na dwa obszary (I i II).

W kazdym z nich powinno by¢ spelnione réwnanie rézniczkowe
odksztalcenia plyty

d’ﬁj

5 ;
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W réwnaniu tym oznacza w(x,y,t) ugiecie pltyty, N sztywnoS$é zgi-
nania, a u mase plyty odniesiong do jednostki pola jej plaszczyzny
srodkowej.

Zakladajac drgania harmoniczne ptyty, a wiec przyjmujac w (x, y,t]—
=w(x,y)sin wt, otrzymamy

e 0* wy y
(1.2). Nl/“l”‘wﬂ-q-a?;-—yw‘w;:().

Rozwigzanie tego réwnania r'étniczkowego przyjmujemy w postaci
wy (¢, y) = 2 Yo (y) sinayx, .
(1_3) n=l2. (0’.;; [ i) ’

a
Cwp (e, y) = Z Yo 1 (y) sin ay 2.

n=1,2,..
Tak uczynione zaloZzenie spelia warunki brzegowe zadania (w;= 0,
17*w;=0) na krawedziach x=10 oraz x=a.
Latwo wykazaé, ze funkcje WALEV L de

spelniajg zaréwno warunki brzegowe (w;= 0,
V*w;=0) na brzegach y=0 i 3y’ =0, jako
tez réwnanie rézniczkowe (1.2). Stale A,, B,, [ v

Y, 1(y) = Ausinh A,y + B, sinh e, 9, fEmmrmm———m——o
(1.4) S o i St
Y, 11(y) = An sinh 4, y' -+ B, sinh e, v/, ! |
gdzie : o
Men=\R VD T, 1 i}
(4.n) g
49 _ w* 1
k2__1_\r., cﬂ_;.r.—ﬁ i fi i ]
I
i
i

r-—

[m——————————
!

[ e p—————

-

A, i B, znajdziemy z czterech warunkéw
brzegowych dla y=1. HHHT“”

Do dyspozycji stojg dwa warunki ciaggto- Rys. 1
ci plyty
(151)  wie,n) = wula,7), Q‘*%L;ﬂ):_ @3»9351#_),
oraz dwa warunki statyczne

. (152) | Py () Poty )
' a y a y a ¥

[6 w’ %:f;!]y:“ = —p(x)sin wt.
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Pierwszy z dwu ostatnich warunkéw " wskazuje na réwno$¢ momen-
tow zginajgeych: my (x, 1) = my(x, ). Drugi z nich dotyczy réwnowa-
zenia sie sil tnacych, dzialajgcych bezposrednio na lewo i na prawo
od przekroju y==1, z obcigzeniem p(x)sinwt dzialajacym w tym
przekroju, W naszym przypadku mamy do czynieria z silg skupiong
Psin mt. Wyrazimy jg za pomocg szeregu Fouriera '

2P : ;
16"(9:) == Z' sin a, &€ sin a, 2.

T .

Z warunkéw brzegowych (1.5.1)-(1.5.2) uzyskamy

A __E'.E__ 1 Sina,-;§
"7 aN (22—¢&*) A cosh An(1+ tgh Anctghdy’)’
" 2P 1 sin a, &
9 Bi=1nN (A*—¢) e coshen(l-+tghen ctghey)’
+__ , Sinhiny , | sinhey
7=l sinh 47"’ Ba =B« Ginn en'”

Wstawiajae stale An, Ba, An i Bi do wzoréw (1.3) otrzymujemy po-
wierzchnie ugiecia plyty w obszarze I i II. Znajomo$¢ ugiecia po-
zwoli na bezposrednie wyznaczenie wszelkich wielkosci statycznych,
mianowicie momentéw zginajacych i skrecajacych oraz sit tnacych
piyty. -

Ugiecie plyty w punkcie (&,7), tj. w punkcie zaczepienia sity wy-
muszajacej, wyniesie

L) t)__hZ_Iisinuw_} o sin*ané tghen .
A0 wEMI=""Ng " 2 (B |e(i+tghenctghen)
tgh Ay

" A(1+tgh Anctgh 2|

Dobieramy teraz czestoé¢ drgan wlasnych o tak, aby w punkcie
(¢,7) niezaleznie od czasu t ugiecie w(£,7,t) bylo réwne zeru.
" Warunek zerowej wartosci_ugiecia daje

1.8) o sin*ané [ tgh ey o tgh Az =5
(1. Z (A2—¢®) |e(1+tghey ctghen’)  A(1+tghiy ctghly) '

n=12 .
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W parametrach e i 4 ukryta jest warto§¢ o odpowiadajgca warun-
kowi w (&, n,t)=0.

Wyznaczone z réwnania (1.8) kolejne czestosci drgan w, ws, wy, ... -
sa czestosciami drgan wlasnych plyty podpartej dookola swobodnie
i w sposéb punktowy w punkcie (&,#). Niech prosty przyklad uzmy-
stowi skutecznoéé takiej podpory punktowej.

Obierzmy plyte kwadratows z podpora punktowg w $rodku plyty.
Rownanie (1.8) przyjmie tu postaé

e L V2 — | o
(1.9) = e
n=18,... \/n“ ﬁ“l'a‘i \/'ﬂ.ﬂ = \ffﬁg—-————«n‘_‘,_l_aﬂ
tgh ;— \/ﬂ.i -+ \fnTﬁz__I,ﬁ
N =l
Vet + VEn ot
gdzie
e 2°Q 2 poa
P=an P~

Dla kolejnych wartodci =1, =2 oraz =3, a wiec przy wzroscie
sity ¢, wyliczono odpowiadajgce czestosci podstawowe drgan

w__én“ E Tablica 1
: 0 ' ' |
t g ’ 0 |10 |20 | 30
i zestawiono je w tablicy 1. N N
Jest rzecza widoczna, ze wraz ze 0 | 533 | 516 448 | 2.27

wzrostem obcigzenia $Sciskajacego g
maleje czestos¢ drgan wlasnych plyty. Zauwazmy jeszcze, ze zwia-
zek (1.9) daje czesto§¢ dla symetrycznej postaci drgania plyty.

Wykazaé mozna, ze przy udziale sit rozciggajacych czestosé drgan
wiasnych wzrasta; otrzymujemy tu 6 = 5,33.

2. W przypadku gdy czestoéé drgan wilasnych zmierza do zera,
mamy do czynienia z zagadnieniem wyboczenia plyty. Dla © ==0
otrzymujemy
@l  r=V&fak, c=Vd—ak R—e=32ak

Dla q > qgr ugiecie ptyty w obszarze I przyjmuje postaé -
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_2P & 1 sinh ey |
(B2, wplEl= Na nsg 22—35[ gcosh e (1 + tghenctghen’)

- sinh dy
Acosh A9 (1 + tgh Ay ctgh 2%’)

J sin a, ¢ sin «, .

Dobieramy sile P w taki sposob, aby ugiecie w punkcie zaczepienia
sily, tj. w punkcie (&,7), bylo réwne zeru. Otrzymamy

= | tgh ey
(2.3) Z ﬂ.‘—v]s(l-f—tgh en ctghen’)

n=l,
o tgh Ag
A(1--tgh Ay ctgh 17)

] sin®*a, & = 0.
]

W powyzszym szeregu jedyna nieznang wartoscia jest wielkoéé k
albo wielko$¢ q. Najmniejsza warto$é g wyznaczona z réwnania (2.3)
daje najmniejszag warto$¢ sity krytycznej gk ptyty podpartej dookota
swobodnie i ponadto punktowo w punkcie (& 7). '

Zajmijmy sie przypadkiem szczegblnym, mianowicie zalézmy, ze
podpora punktowa znajduje sie na prostej y = b/2. Rowname (2.3)
przyjmuje tu szczegélnie prostg postaé

tgh—]/n —np tgh_ Vn+np

. |
2.4 B
[ } u——r%:,... L V n® — nﬁ I ﬂ2 - nﬂ

Sil’lz Ly 5 = 0,

gdzie

a
p=-—_k q==

Zbadajmy, jak zmienia sie warto$¢ sily krytycznej w zaleznosci
od polozenia podpory punktowej na prostej y =0b/2 dla plyty kwa-
dratowej (a =Db).

Dla przypadku skrajnego & =0 otrzymamy qu-= 4 Na’/a®. Prze-
suwajac podpore wzdtuz prostej y =a/2 zauwazymy, ze ze wzrostem &
wielko$é g wzrasta. W tablicy 2 podano wartosé f* = qur ¢*/Na*
w zaleznoéci od p=¢&/a. Eatwo okre§lié gbrng granice wielkosei f*

Tablica 2

0 0.00 0,0606 0,125 0,250 0,333 0,50

gt 4,00 4,8708 5,0535 5,4382 5,76 6,25
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Dla ¢ =0,5 otrzymujemy wyboczenie plyty wedlug dwu potfal w kie-
runku osi x, przy czym linia weztowa pokrywa sie z osig x =a/2
Dla tego przypadku jest
) Na d lej 2
qk'_[nan""( a? +H5'5)

An=2

_525.,‘1\7_”:_

Jezeli jednak skonstruowaé podpore w ten sposob, aby w przypadku
podpory w $rodku plyty uniemozliwi¢ powstawanie powierzchni ugie-
cia o dwu potfalach, to otrzymamy z réwnania (2.4) przy &=a/2
oraz b=ua

(2.5)

o

Powyzsza warto$é otrzymamy dla symetrycznej postaci plyty wzgle-
dem prostych y =b/2 oraz x =a/2. W punkeie (&, ) pochodne dw/dx
i dw/0y sa réwne zeru.

Tak znaczna warto$§é sily krytycznej wskazuje na korzySci, jakie
da¢ moze punktowa podpora nieprzesuwna wymuszajgca symetrycznq
posta¢ wyboczenia plyty.

Warto rozwazy¢, jaka bedzie skutecznos¢ tego rodzaju podpory
punktowej w Srodku plyty w zaleznosci od stosunku bokéw plyty.
Korzystamy tu z réwnania (2.4) przy zalozeniu & =a/2:

LI gy LN i
= 4 tgh ] " nﬁ_t_gh‘?aj n* -+ np

(2.6) S S oI ==
:lL-IZ';‘... e l/ n*—np ¥ n®++np

Tablice 3 i 4 podajg zestawienie wynikéw.

W tablicach tych obliczono trzy wartosci sit krytycznych qur, i dla
i=1,2,3. :

Warto$ci umieszczone w pierwszym wierszu odnosza sig¢ do po-
staci symetrycznej wyboczenia plyty opatrzonej dodatkowa podpora
w Srodku. Wartosci w drugim wierszu (f,) odnosza sie do antyme-
trycznej postaci wyboczenia plyty o wesle wzdluz proste] x=a/2.
Wreszcie w irzecim wierszu podano wartosci (f,) odnoszace si€ do
plyty podpartej jedynie na brzegach.

Widzimy, Zze dzialanie podpory punktowej jest najskuteczniejsze
dla plyty kwadratowej; dla »=1 dzialanie to maleje i dla » >0
albo »— 0 stopniowo zanika. . .
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W praktyce konstrukeyjnej stosuje sie nader czesto zebra wzmac-
niajace, majace na celu zwigkszenie wartosci sily krytycznej. Po-
rownajmy dzialanie takiego Zebra wzmacniajacego z dzialaniem pod-
pory punktowej. Zalézmy, ze na zebro nie dziala sila osiowa oraz
ze umieszczone ono bedzie w sposéb symetryczny wzgledem po-
wierzchni §rodkowej plyty. :

Naz* (2 op
Tablica 3 Qhr = B 2 (i=1,2,3)
v=a/b | 10 1,25 1,5 2,0 3,0 oo

gilv? 10,272 7,5383 6.0910 8,3261 5,2144 4,00

filv? 6,25 5,240 4,330 4,00 4,460 4,00
Bilvt 400 42025 | 4,460 4,00 4,00 4,00
N=* )
Tablica 4 W ="g= B (W=i1,2,3}
1/» =Dbla 1,0 1,25 1,50 2,00 3,00 oo
I 10,272 9,024 8,2369 5,1302 2,4025 1,00
I'H 6,25 5,382 4,937 4,500 4,230 —_
' 4,00 2,700 2,090 1,573 1,231 1,00

Rozwazmy przypadek bardzo prosty odnoszacy sie do ptyty wzmoc-
nionej zebrem wzdluz osi y =7. Wielkoé¢ sily krytycznej wyznacza
sie tu z rownania

b wb g
tghﬂ—] nt4np  tg—ynpf—n’ 5
(2.7) LA e TN
» '/11,3 -|- ﬂ'ﬁ 'Ix'nﬁ___nz

ya®bn®’

w ktorym y=EI/bN, a EI jest sztywnoscia na zginanie Zebra.
Ograniczamy sie¢ do przypadku plyty kwadratowej. Dla y=0, tj.
w przypadku braku zebra, otrzymamy qir = 4 Nz*/a”. Wraz ze wzro-
stem y staje si¢ qw =4 Na’/a®. Dla y =2,794=1y, znajdziemy qir =
= 6,25 Na?/a®. Jest to przypadek, w ktorym mozliwe sg dwie postacie
wyboczenia belki, symetryczna lub antymetryczna o dwu pétfalach
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w kierunku osi y. Wielkos¢ yp, okresla sie w teorii wyboczenia
plyt jako sztywnosé wystarczajaca (dostateczna) zebra. Dla y =y,

PR e

r-_"""_'__'—"'T_“'_-\

|
I
|
|
|
1k

a

[ e e — — =

|
!
1
1
|
|
|
|
[
|
8]

E—'Z/E:T;}?z":.
!HHHHHHQ
Mb‘rm

. e T H T,

Rys. 2 -

nie otrzymamy zwickszenia sily kry-
tycznej. Niezaleznie od wielkosci o
otrzymamy posta¢ wyboczenia plyty
z wezlem pokrywajacym sie z prosta
y =>b/2. Poréwnanie wynikéw uzyska-
nych dla plyty z dodatkowa podpora
i dla ptyty wzmocnionej zebrem, wyka-
zujg, ze dzialanie podpory punktowej
moze rywalizowaé¢ z usztywnieniem ze-
brem. Punktowa konstrukcja podparcia
wymaga ponadto mniejszej iloSci ma-
terialu niz zebro stezajace.

Skutecznoét dziatania podpér punk-
towych zwiekszaé sie bedzie wraz ze
wzrostem ich liczby. Rozwazmy przypa-
dek dwu podpér punktowych lezacych na
prostej y=mn.

Rozwazmy kolejno dwa stany. Niech
w punkcie (&,,%) dziala na plyte Sciska-

ng sitami q sila P,, a w punkcie (&,,7) sita P,, Sily te dobieramy
tak, aby ugiecia w punktach (&%) i (&,,7) byly réwne zeru.

Zatem

Py Z Qu (n, B) sin® an &, + P 2: Qu{?,’ B) sin an &, sina, §,=0,

(2-7) n=1,2,.

P, ZIQH ("?:ﬁ) sina, & sina, & + P, Z (A (‘3?, ﬁ) sin® a, 59 =0,

% n=19,...
gdzie

n=1,2,..

tgh ey tgh Ay

(28) i Qn == 13_{_83 (

e(1+tgheycighen’)  A(14 tghinctghin))’

Uklad réwnan (2.7) bedzie niesprzeczny, gdy wyznacznik tego

ukladu bedzie réwny zeru.

Zatem

oo

Z Qn ('m ﬂ) sin® a,.f, 2 Qn (‘?’,-', ﬁ) sin ay El sin ay ég

n=1.2,..

]

(2.9)

=Y

oo

2 Qn (1,p) sin an &, Sin au &, 2 Qu (1, B) sin® a, &,

w=1.2..

n=12
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Najmniejszy pierwiastek fnin uzyskany z powyzszego wyznacznika
okre§la najmniejsza wartosé sity. krytycznej. Podany sposéb wyzna-
czenia sit krytycznych rozszerzy¢ mozna na dowolng ilo§¢ podpér
punktowych dowolnie rozlozonych w obrebie plyty.

O skutecznym dzialaniu kilku podpér wnosi¢ mozna z nastepu-
jacych przykiladow:

(a) plyta kwadratowa podparta jest swobodnie na obwodzie a po-
nadto w jednym punkcie o wspblrzednych &=a/2 i 5=4q/2; sila
krytyczna qpr = 10,272 N#*/a%;

(b) ptyta kwadratowa podparta jest swobodnie na obwodzie a po-
nadto w dwu punktach o wspéhrzednych &=a/3 i 5 =0a/2 oraz
£=2/3ainp=al2.

Tutaj g

1008 D2

Zauwazmy, ze dla podpory liniowej wzdluz prostej y =a/2 oraz
przy symetrycznej postaci wyboczenia (ktéra réwniez zakladaliSmy
w poprzednich dwu przykladach) sita krytyczna jest réwna

qier=15,38 i\{-’”—

Jak wida¢, réznica w stosunku do trzech podpér punktowych
jest nieznaczna.

Rozwazmy jeszcze przypadek podpory sprezystej. Oznaczmy przez
f skrocenie (albo wydluzenie) podpory wywolane stanem P =1.
Z warunku, aby dla g>>gqi wzgledne przesuniecie ptyty i podpory
sprezystej w p‘unkcie zaczepienia sily P bylo réwne zeru, otrzymamy

Z Qn 1?ﬁ511'1 an & i—Pf“0

N{I. n=1, 2,.
Warunek wyboczenia przyjmie zatem postac
N
(210) 2 Qn ??, Sm“ an & + :r a
n=1,2,.

Bedzie rzecza :interesu;aca oceni¢ wplyw sztywnoéci podpory sprezy-
stej na warto$¢ sity krytycznej. Omoéwimy ten wplyw na przykladzie
plyty kwadratowej z podpora punktowa w srodku plyty. W tym
przypadku réwnanie (2.10) przyjmuje posta¢

w  [teh ZVn —np tgho ) n+np 2
@) ¥ ) ol A i LY
s ) n*—np Vn:+np a
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Badaé bedziemy qir w zaleznoSci od parametru a/Nz*f. W braku
podpory sprezystej (f=oo) otrzymujemy qir =4Na'/a®; ze sztyw-
noécig podpory wzrasta¢ bedzie réwniez sita krytyczna. Dla a/Na*f=
=0,396 otrzymujemy qu = 6,25 N=*/a* dla tej wartoSci mozliwa jest

10,00 .
; }”_"-"'
8001 o
-
-
625 -7
6,007
4,00
200
03956 , , X , : :
02 04 06 08 10 12 14 16
Rys. 3

zarbwno symetryczna, jak i antymetryczna postaé wyboczenia plyty
(rys. 4). Jezeli podpore skonstruujemy tak, aby mozliwa byla jedy-
nie symetryczna postaé wyboczenia, to z dalszym wzrostem sztywno-
$ci wzrosnie réwniez sita krytyczna i dla f=0 (podpora niepodatna)
otrzymamy qu-= 10,272 N#*/a®. Na rysunku 3 przedstawiono prze-
bieg qi W zaleznoSei od zmiennej a/Nz*f, a na rys. 4 kolejne
postacie wyboczenia plyty.

Trudno$ci rachunkowe wzrosng niewspélmiernie przy wiekszej
ilo§ci podpér punktowych sprezystych; metoda rozwigzania jest jed-
nak analogiczna jak dla podpér punktowych niepodatnych.

Dla r podpor liniowych sprezystych poloionych na prostej y=19¢

otrzymamy uklad réwnan liniowych (i=1,2,..,7).
N
(212} 2 Py ( 2 QN (1}; ﬁ) sin apy & sin ay &)+ 7 f =0.
=1 n=1,2,.

Przyréownanie do zera wyznacznika tego ukladu réwnan daje za-
dane kryterium wyboczenia piyty.

Przy wiekszej iloei podpér sprezystych o jednakowej charakte-
rystyce, lezacych na prostej y =1, mozna zastgpi¢ dziatanie sit sku-
pionych liniowym sprezystym osérodkiem. Zajmijmy sie tym zagad-
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nieniem w przypadku, gdy liniowa podpora sprezysta umieszczona
jest wzdluz prostej n=">b/2, a posta¢é wyboczenia plyty jest syme-
tryczna wzgledem tej prostej.

Powierzchnig ugigeia przyjmujemy w postaci

w (x, y) = (A sinh A9 + Bsinh e7) sm—a— Y (y) si n‘n_'r'ag

Dla y=m powinno byé¢ w mysl

zalozenia o g B*<6.25 q
i : —_— -~
l_(}__wl e V
Wl b 26,2
Stad q B*=6,25 q

-
B _ % coshin , 5\_,;_./3
¢ coshen
Roznica sit tnacych, dzialajacych 9 Rke2s f"“"\&.._‘L

bezpoérednio na lewo i na prawo od" S
przekroju y =n powinna réwnowazy¢ 4

. = g p=10.272 q
sie z obcigzeniem wywotanym pod- — = -—
pora liniowa. Stad Z :

Tp—T.'“|"P=0 Rys. 4
albo
04w
2N [ 9y ] =,

Zwazywszy, Ze p# 1/fy [w(x,m)], gdzie f, jest charakterystyka pod-
pory sprezystej, otrzymamy

(2.13) ANY" () :_?1; Y ().

Ale
Y (1)) = AZcosh Az (A2 — ¢?), Y (1)) = A [sinh A — A/e (cosh An tgh en)].

Z réwnapia (2.13) ‘otrzymujemy zatern ostatecznie warunek wy-

boczenia - .
t { ]
(2.14) Lo

7 =4 Nkaf,

Dla przypadku szezegblnego ptyty kwadratowej (a = b) otrzymujemy

tgh ZV/n* +nf tghg )/ nf—n’
(2.14.1) s

V/n*+np V np—n

=27 gu,



448 Witold Nowacki

Mamy tu do czynienia ze wzorem analogicznym do wzoru (2.7).
Dla f,~0 ofrzymujemy podobnie jak w przypadku zebra nieskoncze-
nie sztywnego identyczny warunek wyboczenia.
Mozna by jeszcze zagadnienie uogélni¢ uwzgledniajae obok linio-
wej podpory sprezystej réwniez istnienie Zebra o sztywnoseci EI.
Otrzymamy wtedy warunek zréwnowazenia sil tnacych z obciag-
zeniem p w postaci

) 4 :
9N [ ijJ — Rl d_l”_(}’_f*‘f) 1
=

6y dm.] +_j:_w(‘r! ?.'l)
albo '
(2.15) tghdy  tgey ___ 4Nka

4 e ]]; +EIa!
]

gdzie

b= == L

=} nf—mn? o=

Tak wigc w braku zebra otrzymujemy wzér (2.14), w braku spre-
zystej liniowej podpory wzér (2.7).

Intuicja wskazuje, ze jeszeze skuteczniejszym $rodkiem od podpor

punktowych sg pod- -1.
l”“““ﬁ”” pory liniowe, wzdtuz AR RRRRL
————y—==——— ktorych ugiecie ptyty
|r I bedzie réwne zeru.

| Rozpatrzmy przypa-
i' | dek szczegblny plyty
| ¢ prostokatnej z linio-
|
|
|
|
|
|
|

wa podpora o dlugoéei
¢, —e; wedlug rys.6.

Ugiecie plyty w

_____________ L punkcie (x,b/2) wy- ————N—

o b2 —w— b7 — wolane silg P =1, k— b2 —h—p/2 —

dzialajgca w punkcie 2

AR RSN L o st isat IR RN RRARARY
Rys. & w(x, &; ﬁ), przy czym Rys. 6

Q

P e e e el

e e ool i e e vl iy AR S

! 2 (-] l )

w(z, §;p) = Na ;;:%,... Q. (B) sin a, € sin a, x,
gdzie Q. () okre$la wzor (2.8). Dla q=qi plyta dozna wygiecia.
Wywola to powstanie reakeji podporowej P (&) wzdhuz odeinka AB.
Ugiecie w punkcie (x,b/2) wyraza wzoér catkowy
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o

w(x,b/2) = _f\% f P (E)( 2 Q. () sin a, & sin a, :c) dé.
; n=l1,2....

Z warunku w(x,b/2)=0 na odcinku AB ofrzymamy

G

n==1,200

= v
(2.16) fP (E)( 2 Q@ (f) sin a, & sin a, :c) dé=0 (e =E=cy).

W réwnaniu tym mamy ni€znang funkcje P(£) i nieznany, a poszu-
kiwany parametr f. -

Rozwigzanie tego réwnania catkowego uzyskaé mozna droga przy-
blizong, mianowicie przez =zastgpienie calki suma i sprowadzenie
réwnania catkowego do ukladu réwnan liniowych, w ktérych wyste-
puja nieznane wielkosci P; i parametr f.

Przyréwnanie wyznacznika tego ukladu réwnan do zera daje po-
szukiwany warunek wyboczenia plyty i pozwala na znalezienie war-
tosei ﬁ:m’u-

Jest rzecza widoczna, ze ta droga rozwigzania pokrywa sie z wy-
znaczeniem sily krytycznej dla podpdér punktowych rozmieszezonych
na odcinku AB. Im wiecej tych podpér wezmiemy pod uwage, tym
wynik bedzie dokladniejszy.

Fatwo podaé rozwigzanie dla podpory liniowej o dlugosei a. Za-
kladajac reakcje podporowa w postaci szeregu trygonometrycznego

_ N i S
P(§)= E P Sin = =,

m=1;9,...
wstawiajagc powyzsze wyrazenie do rownania (2.16) i wykonujac cai-
kowanie otrzymamy zwigzek
sin a, x Qn (f) = 0.

Poniewaz zwigzek ten "powinien by¢ spelniony dla dowolnego wx,
przeto mamy Q. (f) =0 czyli

o / “a 7 b -—-———I =
thz-E| np—n* tgh;.r—a|-fnﬁ+n-
\(2,17) S g e —_—— 0)
Vnp—n? V np+n*

zgodnie ze znanym rozwigzaniem H. Reissnera dla plyty utwier-
dzonej zupelie wzdluz prostej y =>b/2, a na pozostalych bokach
swobodnie podpartej.

3. Rozpatrzmy z kolei drgania swobodne bez udzialu sit q. Wy-
chodzimy w tym przypadku z réwnania powierzchni ugiecia pliyty
wywolanej obcigzeniem wymuszajacym drgania Psinwt.
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Dla punktéw lezacych na prostej y = ugiecie to przyjmie postac

__2Psinot |1 1 tgh ez
(3.1) wi(&n) ~ Na "a%‘mj_ﬁ_. 53( (1+tghey Ctgh £1 )

e = g iy ) sin® a, &
A(1+ tgh Ay ctgh 17)') "
gdzie o o
Ai=yVd+ec =) a'fl-——c, P—g=12c
a B
c=uw —l‘% 5 ] -

Szukajmy teraz takiej wartoéci w, dla ktérej niezaleznie od czasu
t ugiecie w punkcie (& 1) bedzie réwne zeru. Czesto$é taka, odpo-
wiadajaca drganiom wlasnym plyty swobodnie podpartej na obwodzie
i ponadto w punkcie (&,7), wyznaczymy ze zwigzku

— tgh ey
(3.2) ,,“5": PO (g(l—f—tghs?,r ctgh e’)

e NBAY
A{1+4tghinctgh Ay')

) Sing GHE = 0-
Dla przypadku szczegélnego podpory w $rodku plyty mamy

e tgh——;/’nLa tgh-——Vn”—I—é
(3.3) >l =

H==1, 8,1 [-"’nz—— J |/ ni*+ 8
gadzie
o= c_[_Ii m _l\}_ﬂ_ 62
a’ pat

W tablicy 5 podajemy podstawowa czestos¢é drgan wiasnych piyty
z dodatkowa podpora punktowa w $rodku, w zalezno$ci od stosunku
bokéw v=a'b.

Punktem wyjécia uzyskanych rozwiagzan
v=a/b| 1,0 | 1,5 ‘ 2,0 bylo dzialanie sily wymuszajacej Psin wft.
Jedli sita ta dziala¢ bedzie w $rodku plyty,
to powierzchnia ugiecia wywotana tg silg
bedzie symetryczna. Réwnanie (3.3), z kto-
rego wyznaczy¢ nalezy w, da w konsekwencji jedynie postacie sy-
metryczne drgan wilasnych. Tak wiec wartoSci @, umieszczone

Ta'blica 5

s | 533 7.41‘ 9,23
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w tablicy przedstawiaja najnizszg czesto§é drgan wilasnych plyty,
dla ktorej w sposob konstrukcyjny zapewniono istnienie warunkow
dodatkowych Ow/dy=0dw/dx=0 w punkcie (§=a/2, n=Db/2).

Przy wyprowadzeniu wzordw (3.2) i (3.3) przyjeto, ze n==4.
Zdarzy¢ sie moze, ze nie we wszystkich czlonach szeregow (3.2)
i (3.3) zalozenie powyzsze bedzie spelnione. Je$li zalozenie to nie
bedzie spelnione, nalezy zamiast

J'Eb / 5
tghf&‘ n*—a
. |-’Jﬂ.3- &
wstawié
ab 3
il 7 i
- V/o—n?

Interesujgcg rzecza bedzie ocenienie wplywu podpory punktowej
w zalezno$ci od jej polozenia. Dla przykladu obliczono wartoSci o,
dla podpér punktowych plyty kwadratowej leigecych na prostej
n=">b/2. Wynik przeliczeri naniesiono na rys. 7. Odnosza si¢ one do
symetrycznej wzgledem prostej #=b/2 postaci drgan wlasnych plyty.

Z powyzszych rozwazan wida¢, jak dogodnym érodkiem dla pod-
wyzszenia czestoci drgan wlasnych plyty moze sie okazaé konstruo-
wanie dodatkowych podpér punktowych.

Srodek ten moze mieé praktyczne znaczenie w tych przypadkach,
w ktérych czesto$é drgan wymuszajacych jest bliska czestosei drgan
wlasnych plyty podpartej na $

samych tylko brzegach. 50
Podang metode wyznaczenia 5'0_

czestosci drgan wlasnych mozna 994
; 4,01 ;

bez trudu rozszerzy¢ na dowol- 908

ng liczbe podpér punktowych 307258

w obrebie plyty. 2,01
Podane w tej pracy rozwig- 107

zania dotyczyly jedynie plyty

podpartej swobodnie na wszyst-

kich brzegach i $ciskanej jedno- Rys. 7.

kierunkowo. Nic nie stoi na ’

przeszkodzie, aby podang tutaj metode rozwiazania rozszerzy¢ na ob-

ciazenie dwukierunkowe dzialajace w plaszezyznie ptyty i na inne

sposoby utwierdzenia krawedzi piyty. '

5.00

0 gizs G35 0 aars ot
025 05 075 10
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Metoda powyzej przedstawiona prowadzi¢ bedzie jednak do celu
w tych przypadkach, w ktorych dwa przeciwlegte boki plyty sa
swobodnie podparte, albowiem tylko takie zalozenie pozwala stoso-
wac pojedyncze szeregi trygonometryczne.
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Peswoms »e

COBCTBEHHbLIE KOJIEBAHHA W YCTOHYHBOCTL [PSMOYIOJBHbIX
MAACTHH, CBOBOAHO OMEPTHIX MO KOHTYPY M TOYHEYHO
B MPEOEJIAX TJTACTHHbI

OpHHUM M3 OOLUENPUHATBIX MEpPOMPHATHI O YBElHWYEHWA KpH-
TMYECKOW CHIBI TIO OTHOWIEHMIO K 4acToTe COBCTBEHHLIX Kone-
6aHni sBngeTcs MopKpenneHue nnactuHel npu nomouwn pebpa. [lo-
[0OHbIM pe3ynbTaT MOMHO NOJYy4YHTh NYyTEM BBENEHUS B npepenax
NIacTHHbI TOYEK WIIK NUHUIEA ONOpPbl — YIPYTHX HIH sKeCTKHUX. Tako
NpUEM MOMHO TPOBECTH B LEJIOM PAfe KOHCTPYKUMOHHbLIX 3JIEMEH-
ToB. [ToTomy, Kamkercs, uenecoobpasHbiM rpoaHanu3upoBats 3¢pder-
THBHOCTb TaKOro rpuema.

O6uwuit metopn peuwieHWst MopnobBHbIX BOMPOCOB, CYKEHHBIM Ans
cnyvas yctoWuuBocTH, 6bin npuBepeH aBtopom B 1950 ropy B pa-
6ore [1]. B 1952 ropy aTy Temy pazpabartwiean C. BoWiHoBCKH-
Rpurep, kotopbii NpUBOAWUT aHalOrMHYHOE peLIeHWe ONs cnyyas
YCTOWYMBOCTH MIIaCTHHBI BCECTOPOHHE CRUMaeMmo#, [2].

lMpepnaraemass pabora 3aHuMMaeTca 6Gonee o6mKUM IBOI‘IPOCOM,
a UMEHHO MCCNEeOBaHUEM BIIMAHUY TOUYEYHOM OMOPhLI Ha YacToTy cob-
CTBeHHbIX KoneBaHuil MNacTHHLI B Ciy4ae ONHOBPEMEHHOrO CHKATHS.
Takas nocraHoBKa Bonpdca nospondetr B TrpefelyibHbIX Chy4daax
3aHATBLCA YCTOﬁqHBDCThIO nnacTuHbl 6e3s ydyacTHus CHUMaloWMX CHIL.
Ocoboe BHMMaHWe o6palleHo Ha BOMPOCH yCTOWYMBOCTH MIaCTH-
Hbl, ABIAIOLIMHECH NPaKTHUHYECKH fbonee BayKHBLIMH,

B n. 1 onpepensercs BnWsHME CHKUMAKOLWMX CHJ Ha Yacro-
Ty Ronebanui. K3 3aBrcumoctn (1.8) MOMHO noOnyuYuTb 4YacToTy
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COBCTBEHHLIX KONEBaHMH MNnacTHHbl ¢ KECTKOM oropoi B opHOM
Touke (§,#). OkasbiBaeTcs 4TO, MO MEpe pocTa CHUMAIOLIEH CHUNbI,
yacToTa RosjebaHui yMeHbLIAeTCs M ONd g - Qrp CTPEMMUTCA K HYNIO.

B n. 2 paccmartpuBaercs BONpOC YCTOHYMBOCTH MAAcTHHbL. Mu-
HHUManbHoe 3Ha4yeHHue KpHTH"iECKOﬁ CHIbl Oong ORHOI:‘i TOYRHK Onophbl
nonyyaem Kak HauMeHbWMH KopeHb cymmbl (2.4). [MpocneskeHo 3Ha-
YeHHe KPUTHYECKOW CHNbl B 3@BUCUMOCTHM OT OoTHOLieHus &fa, a ans
YaCTHOro Ciy4yasl TOYKM OTOPbl B UEHTPE MIacTHHbl — B 3aBUCUMO-
CTH OT OTHOLUEHHUS cTOpoH a/b (tabnuubl 1, 2 u 4).

YcraHoBneHo, 4To pelCTBME TOYKM OMOPhl B LIEHTPE MIacTHHbI
aBngeTca Hanbonee apderTUBHBIM AN1F KBAAPaTHOH MIACTHHBI H YMEHb-
LWaeTcsl No Mepe yBeNH4YEeHHUs OTHOleHud a/b.

Haroneu paccmorpen crnyuail gByx v Gonee ToUeK Onopbl U cily-
Yal NUHUM OMOPBbI.

B n. 3 paccmorpen Bonpoc coberBeHHbIx RonebaHui ¢ poba-
BOYHOH onopod unu nobaBoYHLIMH ONoOpamu.

Ons cnyyas cobcrBeHHbIX KonebaHHM nmnacTHHbl C OQHOW Onopoi
MpUHUKIHaNbHOEe 3HayeHWe HMeer 3aBucumocTh (3.1), U3 KoTOpOW
OMNpepensdioTcd rnocnenoBaTe/bHele 4acToThl COOCTBEHHBIX KonebaHui.

B pabote onpepeneHb! 4acToThl COBCTBEHHBIX KonebaHui B 3aBH-
CUMOCTHM OT OTHOLUEHWS CTOPOH, MPH TONOKEHHUH KECTKOW TOUKM
onopbl B ueHTpe nnactvHbl (tabnuua b).

B 3aknoueHMu npuBeneHa OLEHRA BJIMIHHS MECTONOJOMKEHHS
TOYRHM ONOpbl Ha 4acToTy Cob6CTBEHHbIX Konebanuit KpagpaTHOM nna-
ctuHbl (dur. 7).

lMpuBeneHHblii B paboTe crnocob pelueHHs MOMKHO PaclIMpHTh Ha
niobble ycroBUS Ha [OBYX NPOTHUBOTONOMHbLIX CTOPOHAX MIIACTHHDI,
nonaras, 410 OCTallbHblIE CTOPOHLI ONEpPThI CBO&OHHD.

Summary

VIBRATIONS AND BUCKLING OF RECTANGULAR PLATRES ‘SIMPLY
SUPPORTED ON THE PERIPHERY AND AT SEVERAL POINTS INSIDE

One of the common methods to increase the critical force with
respect to the frequency of free vibrations is to provide an additional
stiffening in the form of a fin. The same effect can be obtained by
means of additional point or linear supports, elastic or rigid, inside
the plate. This method can be applied in a number of structural
elements. It seems therefore to be useful to discuss the effectiveness
of such method.
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The general way of solving this type of problems, confined to the
buckling however, has been given by the author in 1950, in the paper
Ref. [1]. The problem has been investigated again by S. Woino w-
sky-Krieger, whogave an analogical solution in the case of
buckling of a plate subjected to compression on the whole periphery
of the plate, Ref. [2]. ;

In this paper a more general problem of the influence of a point
support on the frequency of free vibration of a plate subjected to
compression is investigated. Such way of stating the problem permits
to investigate the buckling phenomenon in the absence of compressive
forces. Particular attention has been paid to the buckling problem
as the more important for the practice.

In Sec. 1 the influence of compression forces on the frequency of
free vibration is discussed. The frequencies of iree vibrations of the
plate with one rigid support at the point (&, 5) are obtained from the
relation (1. 8). It is found that the frequency of vibration decreases
with increasing compression and it tends to zero for gq- qe.

In Sec. 2 the buckling problem is trested. The minimum critital
value for a plate with one additional point support is obtained as the
minimum value of the root of the sum (2. 4). The value of the critical
force is investigated in function of the ratio £/a and for the particular
case of one point support at the centre — in function of the ratio
of sides a/b (Tables 1, 2 and 4). It is found that a point support at the
centre is most effective for a square plate, its effectiveness decreasing
with increasing ratio a/b.

Finally the cases of two and more point supports and one linear
support are investigated.

In Sec. 3 the problem of free vibrations of a plate with one or
more additional supports is discussed. In the case of free vibration
of a plate with one support the relation (3. 1), from which the fre-
quencies of free vibrations are calculated, is of principal importance.
The frequencies of free vibrations of the plate are determined in
function of the ratio of sides, assuming one rigid point support at the
centre (Table 5). Finally the influence of the position of the support
on the frequency. of free vibrations of a square plate is estimated.

The method described can be generalized for arbitrary condi-
tions at two opposite edges, assuming that the plate is simply suppor-
ted at the remaining edges.
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