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POWIERZCHNIE WPEYWOWE PLYT
O KONTURZE W POSTACI WYCINKA PIERSCIENIA KOLOWEGO

W. NOWACKI i J.. MOSSAKOWSKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Wydziatu IV PAN
w dniu 16 lutego 1953 r.

Zagadnienie zginania plyt o konturze w postaci wycinka pier§cienia
kolowego bylo dotychczas, w przeciwienstwie do zagadnien zginania
plyt prostokatnych, przedmiotem stosunkowo niewielkiej liczby prac.
Spoéréd nich nalezy wymienié podstawowa dla tego typu plyt prace
A. Nadaia [1], w ktérej zostala podana ogdlna metoda rozwigzania
zagadnienia zginania plyt przy uzyciu pojedynczych szeregdw trygo-
nometrycznych. Rozwiazania Nadaia dotyczyly zginania plyty sta-
nowigcej wycinek kola i obcigzonej w sposob jednostajny na calym
obszarze plyty. .

Autorzy niniejszej pracy stawiaja sobie za zadanie uzyskanie po-
wierzchni ugiecia plyty oraz wyznaczenie wszelkich wielkodei sta-
tycznych w przekroju, jak momentéw zginajacych i skrecajagcych’ oraz
sil tngeych, dla przypadku obcigzenia plyty sila skupiong. Zadanie
to jest identyczne z wyznaczeniem powierzchni wplywowe] (funkcji
Greena) dla ugieé i wielkosci -statycznych przekroju. Rozwigzanie
tego zadania pozwoli na konstruowanie rozwigzan dla dowolnego obcia-
zenia piyt tego typu. :

Wyznaczenie powierzchni wptywowych dla ptyt o konturze w po-
staci wycinka pierécienia kolowego poprzedzi rozwigzanie pomocnicze,
mianowicie wyznaczenie powierzehni wplywowych dla nieograniczo-
nego klina plytowego.

1. Rozwazmy klin plytowy nieograniczony o kacie érodkowym a,
swobodnie podparty wzdluz krawedzi ¢ =0 oraz ¢=a.

Obciazenie plyty niech stanowi sita skupiona P dzialajaca w punk-
cie (R, ).

Podzielmy klin nieograniczony przekrojem krzywoliniowym
R=const. na dwa obszary, obszar I i obszar II.
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Rownanie rézniczkowe powierzchni ugiecia plyty przyjmuje w ob-
szarach I i 1I nastepujaca postac: :

(1.1) 12 2w (r, ) =0 (j=1,1I.

Powyzsze rownanie biharmoniczne zastapi¢ mozna ukladem réwnan

/ l [?2 Wi (?‘, ‘P) = (pf (rl Q’)s
(1.2)

V2 di(r, @) =0 (j=1,11).

Po wyznaczeniu ugiecia w; wielkosci statyczne w przekroju plyty
wyrazimy za pomoca ponizszych wzoréw:

(1) moment zginajacy M,,; o wektorze skierowanym wzdluz stycz-
nej do luku o promieniu 7

] Pwy 1 Jw; | 1 dw‘;)l
(L) M= N‘ or: -H‘(r or F ™ gt ]|’

(2) moment zginajgcy M. ; o wektorze skierowanym wzdluz pro-
mienia
0* wj 1 o‘w_; ‘1 ()w;

» == =

ar“ r dr 1:3_ dfpk‘

(1.4) M,j=—N

(3) moment skrecajacy

i1 S (100

(1.5) Mr-;,j‘—'“M-_:f;J'_ N(l J") dr( T dq} ) -
ey £ 24 2
=—N(1 1')('}'. 0rdg - 1 0¢ )’
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(4) sily tnace
0y w; 1 dptw;
} T, i —— =t E W ol (e IS
{1.6) o N S Ty, N s

Zauwazmy, ze suma momentow zginajacych jest proporcjonalna
do funkeji @;:

(1.7) M.+ M, j=—N(1+) V*wj=—N(1+) ;.
W powyzszych wzorach » jest liczbg Poissona.

Zajmijmy sie réwnaniem roézniczkowym harmonicznym
(1.8) Vioi(r,p) =0.

Poniewaz wzdiuz brzegéw ¢=0 i p=ua znika krzywizna 0%w;/dr*
oraz moment zginajacy M., to wzdluz tych brzegéw znika réwniez
funkcja @;. Tak wiec rozwigzaniem réwnania rézniczkowego (1.8)
bedzie funkcja

(1.9) Oifrp)= > Fuj)sin"7’.

n=1,9,...

Wprowadzajac zmienna niemianowana p=r/R oraz kladac dla
skrécenia k=m/a mozemy przy pomocy zwigzku (1.9) doprowadzi¢
rownanie (1.8) do uktadu réwnan rézniczkowych liniowych zwyezajnych

d®Fpy , 1 dFa; K2 ) e
(18.1\] —d'g's + 9 d{_? 92 Fu_;-—-o [J———I,H, 11-—1,2,.‘.)
0 rozwiazaniu
(110) Fn,jz An.j Quk"FBu‘j{?_"k {J:I,H)

W obszarze I bedzie B.,; =0, gdyz dla o=0 otrzyma¢ powin-
ni$my jedynie skonhczong (réwna zeru) warto$¢ funkcji @;.

W obszarze II natomiast powinno byé Ax =0, gdyz dla g—»o0
funkcja @ dazy do zera.

W przekroju r=R = const. (albo o =1) do dyspozycji stoja dwa
warunki brzegowe :

(1.11.1)  M.i(R,¢)+M..1 (R,¢) =M. 1 (R, ¢) + M., (R, ),

(1.11.2) Tr11(R, @) —Tr1(R,p) =P.
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Warunek (1.11.1) mozemy wyrazi¢ rowniez w postaci
(1.11.3) D1 (R, q) = D11 (R, ).

Warunek (1.11.1) lub (1.11.3) wyrazaja rowno$¢é momentéw zginaja-
cych obszaru I i II w przekroju R = const.; warunek (1.11.2) wyraza
zrownowazenie sie sit tnacych z obcigzeniem P w przekrojach nie-
skoniczenie bliskich przekrojowi R = const. '

Warunki te w zmiennych p i ¢ przyjmuja nastepujaca postac:

(Liz0) ®r (1, ) = @i (1,9),
N (9®i(Lg) __ 0Pu(l,g)) _
s AN P

Rozwijajac P w szereg Fouriera

2P {1 . n 7
P=— y sin 2Z¥ gin 228

oraz przedstawiajgec funkcje @; za pomoca szeregu (1.9) dochodzimy
do nowej postaci warunkéw brzegowych:

Fﬂ, I (1) — Fn‘ 1 (]—);

dFy, (1)  dFu(1) 2P
- —— | =—sinnkp.

N LY
dp do a

Wstawiajac do powyzszych zwiazkoéw F,, 1==A,, 1 0"* oraz Fu,11==B, 110™"*
otrzymamy

P
1.13 Auy =By = sinnlu.
(1.13) a.0=Ba/1 Nnnsmnky

Funkcje @; przyjmg zatem postaé

.

P D e :

(1.14) =5~ n:%:..« —-e"sinnky sinnkg (0=1),
P v 1

(1.15) ‘f’u=-ﬁ E —n—g‘"’"sinnkfpsin nke (e =1).

n=1,2,..,
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Funkecje te mozna przedstawi¢ w postaci zamknietej

_ P . 1—2¢"cosk(p—p)+o** -
(1.46.1} ;= 47 N1 1—20*cosk (p + )+ 02 (=1),

' — 20—k o —2k
(1.16.2) q;”_-_-____._P o 1—2¢p~*cosk(p—y) +o

4aN" 1—20Fcosk(p+ p)+o0—2F (o=1)

lub tez jednym wyrazeniem

P cosh (k1n o) —cosk (p—v)

(1.16.3) C=—1 N cosh (kIn o) —cos k (p + )

(e Z1; j=L,11).
Dla p=1, a wiec na granicy obszaréow I i II, mamy

; ke
P sin—-(p—y)
(1.16.4) ¢'J=¢” —-'_—---*mln e

m§w+w'

Wzory (1.16.1)-(1.16.4) sa identyczne ze wzorami dla ugiecia blony
(membrany) w ksztalcie klina nieograniczonego,. obcigzonego silg sku-
piong P w punkcie (R,yp). Nalezy jedynie zamiast sztywnoéci ply-
towej N wstawi¢ napiecie blony S, a zamiast @ ugiecie w.

Zauwazmy, ze we wzorze (1.16.4) dla o=1 i ¢~y funkcja @
staje sie nieciggla jak logarytm.

Znajac funkcje @; przystapié mozna do wyznaczenia funkeji wj (r, ¢),
tj. powierzchni ugiecia klina nieograniczonego, z réwnania roéznicz-
kowego

1.17) 12 w; (1, ) = @; (r, ) (j=11I).

Zskladamy rozwiazanie tego réwnania rézniczkowego w postaci

(1.18) w;j (0, p) =

(L5

W (o) sinnkg.

Nah

Il
r

v 2y
Rozwiazanie to spelnia warunki brzegowe

(1.19) wj (0, 0) = wj (0, a) = 0.
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Uwzgledniajac zwigzek (1.18) doprowadzamy réwnanie rézniczkowe
(1.17) do ukladu liniowych, zwyczajnych réwnan roézniczkowych

dW,t,+1 dW“,__(nk

W= Fu (=1,1I1)
de® o do e) 2 J d

0 rozwiazaniu
PR? sinnky

BN ok -
Wu.f 4'1’1:7'.'N 1 +?’Lk (En i o )@ (Q:, 1]
oraz
— PRS Smnk?ﬁ 2y —nk ~—
Wn,“""‘én':rN 1—nlk (Fu+9 )Q (9:; 1)

W rozwiazaniach tych uwzgledniono juz warunki wynikajgce z ze-
rowej wartoéci ugiecia dla g =0 oraz dla p-co.
Uwzgledniajgc cigglo§é plyty w przekroju r=R (p=1), a wiec
zwigzki
Wu.f (11 fP) i Wﬂ.“ (1! Q’),

de F(l fp) de H(l (P)
do do

otrzymamy stale E, i F,.
Powierzchnia ugiecia plyty przyjmie postaé

+f e
PR? innky (14nk ,
(1200 wile, L, w)=g3o O, S“—‘“—“—-(—i’i-irg) "k sinnke

w3, 0 (1+7nk)
(e=1)
oraz
PR® sinnky (l—nk )
e S 2 —nk a3
(1.21)  wi(e,p;l,p) = N %‘._n(l—nk) 1+nk+9 o "Fsinnkep
(e=1)

Powyisze wzory przedstawiajg funkcje Greena, a tym samym
powierzchnie wplywowsa ugiecia nieograniczonego klina plytowego dla
sity skupionej P. Ze wzoréw tych wynika, ze dla nk=1 ugiecie
wzrasta nieograniczenie. Zajdzie to dla wartoéci a=w=x (dla n=1)
oraz a=2x (dla n=2). W pierwszym przypadku mamy do czynie-
nia z polplaszczyzng plytowa na jednym brzegu podparts, w dru-
gim —z plaszczyzng podparta pélprosta. W obu przypadkach mamy
do czynienia z ukladem kinematycznym, geometrycznie zmiennym.
Przypadki te eliminujemy z naszych rozwazan.
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Znajomo$¢ funkcji wj (o, p) pozwoli na wyznaczenie wielkoéci sta-
tycznych, jak momentéw zginajacych i skrecajacych oraz sit tnacych.
Otrzymamy je ze wzoréw (1.3)-(1.7). WielkoSci te wyrazié mozna
w sposéb prostszy za pomoca funkeji @;.

Zauwazmy, ze pomiedzy pewnymi operacjami rézniczkowymi na
funkeji w; a funkejg @; i jej pierwszymi pochodnymi, jak wskazuja
proste przeliczenia, zachodzg nastepujace zwigzki:

11 0w _1...‘.3_23-21)_—1- 1 1109
R(Q do aaqu'“‘zrpx—"&—(t’_‘{’ )_(')‘_9’
1 0 0d;
N T
_1_<i.—a2wf,._iawf)_(1_ —2)%
[ R*\p 0pdo o*dg/ o’

j=1,1LI

Korzystajac ze zwigzkéw (1.3) do (1.7) uzyskamy

My 149, l—v o= arp,
2. d :___l_uq) _I_ "'—_'P( —!)()QJ
N TR 4
(1.23) My 1=y )2 9”;
N 4
Trj__ 109 _.--_J':_l 109
N ROoe’ N RY 09

Poniewaz @; daje sie wyrazi¢ za pomocg wzoru zamknietego
(1.16.3), stwierdzamy, ze wszelkie wielkosci statyczne wyrazi¢é mozna
przy uzyciu wyrazen algebraicznych nie zawierajgcych szeregow.

Dla prac rachunkowych, koniecznych przy wyznaczaniu powierzchni
wpltywowych wielkoSci statycznych plyty, zwigzki (1.23) stanowig
znaczne ulatwienie. Dotyczy to -zwlaszcza otoczenia punktu przyloze-
nia sity .skupionej, gdzie w przypadku przyjecia funkcji @; w postaci
szeregu [wzory (1.14) i (1.15)] napotkamy na znaczne trudnosci ra-
chunkowe wywolane wolng zbieznoScia szeregow.

Wracajac do wzoréw (1.23) zauwazymy, ze dla y= a/2, {j. w przy-
padku sily skupionej dzialajacej na osi symetrii nieograniczonego
klina plytowego, funkcja @; bedzie funkcja symetryczng wzgledem
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tej osi, a pochodna jej 0®;/0¢ jest rowna zeru. Momenty skrecajace
i sity tnace beda na osi symetrii klina réwne zeru. Dla przekroju
o=1 mamy M;;=M.; i M, =0.

Zauwazymy jeszcze, ze warto$é funkeji @ oraz w nie dozna zmiany,
jesli zamieni¢é w nich zmienne ¢ i y. Wynika to z twierdzenia
J. C. Maxwella o wzajemnosci przesunieé. Mozna wige traktowaé
powierzchnie ugiecia wywotang silg skupiong P=1 w punkcie (R, )
jako powierzchnie wplywowa ugiecia punktu (R,y) dla sily P=1
posuwajacej sie¢ w obszarze plyty. Identyczne zwiazki sq stuszne i dla
dowolnych wielkosci statycznych.

Rys. 2a

Znajomo$é powierzchni wplywowe] ugiecia lub wielkosci statycz-
nej pozwoli na wyznaczenie ugiecia lub tej wielkosci statycznej wywo-
lanej dowolnym obcigzeniem p (R, ). Oznaczajac poszukiwang wartos¢
(ugiecia lub wielkosci statycznej) w punkcie (r,¢) przez K(r,p) a od-
powiednig powierzchnie wplywowa przez k(r,¢; R,y) znajdziemy
przy danym obciazeniu p(R, ) rozlozonym na obszarze {2

(1.24) - K(r rp)-——fp(R, p) k(r,p; R, y)d Q.
i
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Na rysunku 2a p'rzedstawiono powierzchnie wptywowa 87 M,, na
rys. 2b — powierzchnie wplywowg 8« M., na rys. 2¢ — powierzchnie
wpiywowq_BuM,,.;, wreszcie na rys. 2d — powierzchnie wplywowg
ZnRT; w punkcie (R,/8) dla klina plytowego o kacie $rodkowym
a= zr/4.

Rys. 2b - S

Rozwazmy przypadek ‘szczegblny klina ptytowego, mianowicie
przypadek, w ktérym kat érodkowy a dazy do zera, a promien R do
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nieskonczonoéci. W tym granicznym przypadku klin plytowy prze-
ksztalca sie w pasmo plytowe nieskoficzenie diugie ofszerokosci a,
na brzegach swobodnie podparte (rys. 3a i 3b).

Ryls. 2d ™~
Fatwo stwierdzié, ze w tym przypadku
(pR) &, (pr)oz, (ar)>a, (aR)-a,

‘n 7 wL T
—s, —|—- 1Y — s ) —=
cos (p 1) > cos = (x+ &), cosh » In B » cosh %

Rys. 3
Widoczne jest, ze wedlug wzoru (1.16) mamy
MY onm o o=
p cosh g eos (x —¢&)

(1.25) @(r,@) I (x,y)=— In — :
Al cosh Edy—-cos—::—(x +£).
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Zwazywszy dalej, ze

1
R(Q'__Q-_i)">2y1 ﬁ(

.0_w+_1_0*w)._,9"_iﬂ_
e T op) 0w

|-

Lot 0w i(i_iz_w__id_w).,ﬁl
R* 0g* Jy*’ R®\p dgdp ¢®d¢/ Oxdy’

otrzymamy dla pasma nieskonczenie diugiego

NS 2 ¢ 3 Yoy
Mc 14w, 1—y 0T
N =g Tt Y,
;V-I_xg_ ]"_l a]"

1.28) NT T 2 Yox
Ty OF
N ody’
Tery o, 0T
N dx '

Otrzymali$my wiec jako przypadek szczegblny wielkodei statyczne
dla pasma nieskonczonego, wyrazone jedng funkcja I'(x,y). Zwigzki
(1.26) sa znane; zostaly one uzyskane przez A. Nadaia w 1921 r.
na innej drodze ').

Wykazemy jeszcze, ze dla szezegblnych wartosei kata wierzcholko-
wego klina plytowego poda¢ mozna réwniez wielkos$t ugiecia w postaci
zamknietej. Wyjdziemy z osobliwego rozwiazania réwnania réznicz-
kowego powierzchni ugiecia plyty

(1.27) _ w(r1)=Ar§1n%‘,

Rozwigzanie to jest sluszne dla plyty nieograniczenie rozciaglej
obcigzonej silg skupiong P w poczatku ukladu wspoéhrzednych 1, 0.

W wyrazeniu (1.27) wielkosci A i1 a sg stale. Pierwsza z nich
okre$limy z warunku réwnowagi krazka o promieniu r, wycietego
dookola poczatku ukladu wspéirzednych

')} [1], str. 95.
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2=
(1.28) P— [ T,,m,d0=0.
, 0

Tutaj T, jest sila tnaca jednostajnie rozlozong na obwodzie krazka:

dV w 4AN

T, =— T
dr, T
Ze zwigzku (1.28) otrzymamy A=_8—If\:=r’ a ze zwiazku (1.27)
Pr? Yy

Stata a zalezy od wyboru plaszezyzny, wzgledem ktérej wyznaczamy
ugiecie,

Przyjmijmy nowy uklad wspélrzednych (rys. 4). Niech w tym
ukladzie sila skupiona P dziala w punkcie (R, ).

(r,¢)

Rys. 4

Zwazywszy, ze
=12+ R*— 27R cos (p — ),

otrzymamy ugiecie w (r, ¢) w nowym ukladzie wspélrzednych w postaci

Pri r?
(1.30) = w(r,p) —-—E—N— 1n

r+R*—2rReos(p—y)

2

[**+R*—2rRcos(p—y)] In 5

T 16N=x
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Stalg a obierzemy tak, aby dla r=0 ugiecie w (0,p) bylo réwne zeru.
Otrzymamy: a* = R? oraz

(1.31) w(r,¢e) =
P r®+ R®— 27 R cos (p— p)

:_.I_G.NF_Z[r3+R“—2chos(tp-"'P)[]n R2
albo
(132) w(r,g)=
:__‘F;};:i [cosh_lng-—-cos (p— )] In 2 ¢ [cosh In ¢ — cos (¢ — y)],
gdzie e=%

R

Rozwazmy przypadek, w ktérym na plyte rozciagajacg sie nieogra-
niczenie dziala uklad czterech sit skupionych jak na rys. 5. Pod wply-
wem tego obcigzenia powstaja dla prostych ¢=0 oraz ¢=n/2
linie przegiecia ptyty, dla ktérych w=0 oraz p*w=0. Plyta
dzieli sie na cztery kliny plytowe o kacie wierzchotkowym o= x/2:

Rys. 5

| (1.33) w(r,p)=

: _
- 2—?‘\7—2 {[coshIn ¢ — cos (p — )] In [cosh In o— cos (p— )] +

-+ [cosh1n g 4 cos(p— )] In [cosh In g + cos (p —y)] —
— [cosh In p — cos (¢ + )] In [cosh In p — cos (¢ + p)] —
— [cosh1n ¢ 4 cos(@ + )] In [coshIn ¢ + cos (¢ + )]}
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Ten sam wynik otrzyma sig, jeSli do wzoréw (1.20) i (1.21)
wstawié k=2 (ea=m/2) i zsumowaé wystepujace tam szeregi.
Zwigzek (1.33) daje sie stosunkowo prosto przedstawi¢ we wspot-
rzednych prostokatnych. Otrzymamy

(1.34) wlx,yé, n)—

= 16N {ll@—&)+(y—n)] In [(x—E&? +(y —n)?*] +
+ [+ 6+ (y + 2 In [+ &) 4 (y + )*] —
—[—&? + (y+ 9] In [(x— &) + (y + 9)*] —
— @+ € 4+ (y—n)*11n [(x + £)* + (y—n)*]).

<

fx,y)
r e

4

e

¢

o ——— e e e e e e X

Rys. 6

Przy podziale kata 2z na 2s rownych czesci, a wiec dla klina
plytowego o kacie wierzchotkowym a=ua/s (s=2,3,...) obcigzonego
w punkcie (R,y) silg skupiong P, znajdziemy

(1.35) wl(e,p)=

2 i=s B = =
2_1;;;5{ Z {cosh In g —cos (t;p — (? =12 ?,u))]ln 20 lcoshlng_

=1

,_COS( (zm-ﬂv))] j[coshlng~—c08(q:

i=1

N e ]
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2. Rozwigzania, uzyskane dla nieskonczonego klina plytowego,
postuza do skonstruowania funkcji Greena dla plyty o konturze
wycinka pierScieniowego. Funkcje Greena przyjmujemy w postaci

(2.0.1)  w=wj+w, {i=1L1I)

Tutaj w; jest funkcja Greena dla klina nieograniczonego. Funk-
cja w; winna spelnia¢ rownanie biharmoniczne

VEyiw, =0

Rys. 7

oraz nastepujace warunki brzegowe:

(1) dla g=0 w,=0, d;:;‘ =0,
(2.0.2) -
2) dla g=a w,=0, a;' =0;
(3) dla r=R, N
(2.0.3) w (R, p)=—wi (R, p), M:1(Ry,0)= I_Mr.f (Ry, ),

4) dla r=R, . N
wy (Ra: ‘P)= —wH(Rs: (P); M;,1(R., 'P):‘ —M;, 11(Ra, (P)-

Warunki (2.0.2) speinia funkcj‘a'

(2.0:4) i w, (Q,}p) -% Z Wa,1(0) sinnke,

n=1.%2 ..

gdzie o - /R oraz k= x/a.
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Wstawiajac w, do réwnania biharmonicznego |7* ¥ w, =0 doprowa-
dzimy to ostatnie réwnanie do ukladu zwyczajnych réwnan liniowych

W, S k
%‘Z‘_” _:-?— dg—VQ 1 (n ) Wn 1 =10 (n =1, 2"")
0 rozwigzaniu
(205) W"‘1 p An an_I_ B" enk-r-'.a +Cu 9_"k ‘I“‘-Dn Q—rlk+2 ..

Stale calkowania A, .., D» wyznaczymy z czterech warunkéw brze-
gowych (2.0.3).

W przypadku zupelego utwierdzenia brzegu plyty wzdluz tukow
r=R, i r=R, ofrzymamy zamiast warunkéw brzegowych (2.0.3)
nastepujgce warunki:

wy (Ry, ¢) =—w, (Ry, 9), wy (Ry, p) = — wy, (Rs, 9),
(2.0.6) 0w, (R,, ¢) o au_J; {Rl__: 'P)_ a'wl (Ras ) o 61.[}” (Ra,9)

or  or or ~  or

Wszelkie wielkoscei statyezne otrzymamy korzystajac z zasady super-
pozycji
K=K;+K;,

gdzie K; jest wielkoscia statyezng dla -klina nieograniczonego wedlug
wzoréw (1.23), a K, wielkoscig statyczng uzyskang ze wzorow (1.3)-(1.7),
jesli zamiast w; wstawié w,. W czlonie K;
mieéci¢ sie bedzie osobliwo$é; K, jest
funkcja regularnag.

Duzg trudnos¢ rachunkowsg stanowi
wyznaczenie statych A,,.., D, zwiazku
(2.0.5). Otrzymamy tu uklady czterech
niejednorodnych rownan liniowych dla
kolejnych wartosci n=1, 2, ...

Trudno$ci te zmniejszq sie znacznie
w dwu szczegblnych przypadkach, ktére
ponizej szczegbiowo omobéwimy.

Rys. 8 2.1. Niech plyta. bedzie zupelnie
utwierdzona wzdtuz luku r=R, i niech

R, =0. W tym przypadku C, =D, =0, gdyz dla ¢ =0 powinno by¢
Whn,1=0. Rozwigzaniem réwnania P?p?w,=0 bedzie tu funkcja
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e Png 3 nk nk+2Y of
@L)  w=— nm%"m (An 0" + By 0"+2) sin nkgp.

Warunki brzegowe zadania

dw; (e, 9) ow; (04, 9)
wl(Qﬂ:‘!’):—‘w;; (Qg,(}’), . ag =—-—_-ag it

prowadzg przy uwzglednieniu wzoréw (1.21) i (2.1.1) do uktadu réwnan

1—m
1+m

1
m m42
An o'+ Bu ey m(l-—m)(

-+ gg) o; "sinmy,

An ol 'm+B, (m+-2) ot =

o [a Fas _ll—m .
- m(l—m) l-f-m(

—m) +(2—m) 95] oz " sinmy

gdzie
m=nk.

Rozwigzujac powyzszy uklad wzgledem A, i B, i wstawiajgc te war-
tosci do zwigzku (2.1.1) otrzymamy

R 1
(2.1.2) w, (9,90}:——PR k 2 [(l + o2 ) 9;2"1 o™ +

4Nﬂ n=1,2,... m 2 1__-m
-+ (_1_ 92_ _1___ g—ﬁm—-z 92+m sin my sin me.
m-2  1+4+m/ "2

Wprowadzamy funkcje pomocniczg

n
n=1,2,... 2

_ P w1 Ak :
W(g,q:)—_:ﬁ; Z’ _(fz) sinnky sinnkg

albo w postaci zamknietej

P l1_1<:a:>.shh:1n (005?%)— cosk (p—w)

(2.1.3) gl(Qs‘J’)":_‘;Nn coshkln(ggz—z)'——CGSk(Q"""’P)'

Wykazano, ze miedzy nizej podanymi pochodnymi funkcji w;
a funkcja ¥ i jej pochodnymi zachodzg nastepujgce zaleznosci:
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. dq}
Rl,é 24, ——%9’—%09-(49—959“‘—399;”)—
10°% ,
- '4':_ 00® (1'_95_1_ g —0 ‘:";2)1
1 {1 ow 1 0*w 1 10 " i
ia‘-s(?a—'*':s'—qaé’)z‘*z*”—n?@i@ e
(2.1.4) o 1w
tg g l—ate—e )
7

P w, = -Y’md—gp — 030,
1(1 0w, 1 0w, 10% s
(s o) S (1 gt —
R%\o dodp o* d¢ 4 0¢ 3

1 0*w

Latwo teraz za pomoca wzordéw (1.3)-(1.7) wyznaczyé w postaci
zamknietej dowolng wielkos¢é statyczng, odpowiadajaca powierzchni
ugiecia w,. Ze zwigzku (2.0.1) staje sie widoczne, ze wszelkie wielkosci
statyczne rozpatrywanej plyty wedhug rys. 8 dadza sie wyrazié za
pomocg funkeji @ i ¥ i to w postaci zamknietej. :

Rys. 9

2.2. Niech plyta bedzie utwierdzona zupelnie wzdluz luku r=R,
i niech R, = oo,

Poniewaz dla g »oo powinno w; dazyé¢ do zera, zatem podstawimy
w réwnaniu (2.0.5) 4»=B,=0. Funkcje w, przyjmiemy w postaci
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— PRk
PR §V (€ o= 4Dy o) sinnk.

{221) “ {e"p}: 4Nn n=1, s

Warunki brzegowe rozpatrywanego zadania

d ; d ;
w, (Qt;W)Z—W.f(Qn‘P), "—iuj—a(—%———! (P) =—---—-w':d(g’—@

prowadzg przy uwszglednieniu zwigzkéw (1.20) i (2.2.1) do ukladu
réwnan

1+m

Cu 91 +D" 0""' 12 = + Q?J .QT Sil’l m'w,

e [

—“an gI—m—l + (2 ._m) Du Qll—m Sy

L 10 1 [m(l-—l—‘m)
T m(l+m)| 1—m

+(2+m) Q?J o' sinmy

m=nk, n=1,2..).

Rozwigzujac ten uklad wzgledem C, oraz D, i wstawiajgc te war-
tosci do wyrazenia (2.2.1) otrzymamy

_ PR% v |1 L) jomym
(2.2.2) w,(0,9)= 4Nﬂ"2 l(m 9‘1+m)9‘“ T

=1,4,...
1 1 W ;
- (—r 0+, = ) gt plom | sinmy sin mg.

Wprowadzamy funkcje pomocniczg

P 1 - ) '
C”)(Q,}P]?'N; = (007®) "k sinnky sinnkeg

n=1,2,...

lub w postaci zamknietej *

P “coshkln(pp;?®) —cosk(p—1y)

2450 @(g,qn)z——ﬁ-—ﬂ e cosh kln (o of 2)-—_cosk(cp+rp)

Okazuje sie, ze miedzy operacjami rézniczkowymi na funkeji w;
oraz funkcjg @ i jej pochodnymi zachodza nastepujace zwiazki:
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I 9% 1 1 dO ;
Rg—%t%":—-i@ 4 (49_919 '—3eer?) —
az()
—4 =@ —pffe —o ot )
1 dw 1 0*w 1 100
Ra(g dgl 0 a‘pzl)_’ 20 a (919 — 00 2)‘,‘
1 320
(2.2.4) : et 4 d 2 (1_91""9 ‘__@ 2);
(l 0% w, __l‘g_'ﬂ) 100 — ==
R*\p0plp ¢* 0p) 4 Op
1 0%
"'thl o) (e —}e™);
; e
V‘u_?u——o——a?(g—gm ).

Poniewaz w=w;+w, (j=1I11I), to jest rzecza widoczna, ze wszelkie
wielkoéci statyczne rozpatrywanej plyty dadzg sie przedstawi¢ w po-
staci zamknigtej przy pomocy funkeji @ i 6.
Zajmijmy si¢ przypadkiem szczegblnym rozpatrywanego zadania,
mianowicie przejsciem od klina wedlug rys. 10a do pélpasma plyto-
w:ir  (rys. 10b).

I Y
(%)
I 1 o
Alen

Przejscia tego dokonamy przyjmujgc a0 i R,»oo. Z rys. 10a
widaé, ze dla a—0 i R, -+ jest

Rys. 10

(V’Rl) = E: {‘PT) =T, (a RI) —a, (a?‘) ra, (a R) —+a.
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Zwazywszy dalej, ze r=R,+y oraz R=R, 7 i ze przy przejSciu
do granicy Y-y i n-, otrzymamy

7T 7 e
cosh—Inopor2=cosh—In — —=
a =St R R:

—‘COSh—[lrl(1+ )-I—ln(l-l— )J *cos':(y“i-??).

7 7
os (p—w) —>c05;(:r:—5).

Tak wiec funkecja @ po przejéciu do granicy przyjmie postaé

p cosh—'";- (y+mn) —cos%(m—&}
(2.2.5) Oo,9)>Q(x,y)=— In
4Nz

cosh%(y-}—n)—- cos %(x-# é)
Dalej znajdziemy, ze

Rof o™ —o0o7?) »—2(y+9),

r(l—o7?) +—21, R?(1— of + 0® — 007 ") »— 4y,
R(1—g72)»2(y—n), R(1—o7?) (0 — o} o) »—4yn.
Zatem
[ 1 (Ozw‘ 0*w; [ 0* QJ
B agﬂ) =g |+ u—an Gy —2unzl,
( 1 d-'m) 0w,
R\ 0o 0 dy?
1 00 020
(2.2.6) | :_E[Q—(“’?’ay +2yn ay_]
1(1 0w, 10w 0w, _ 00 1 00
(o dats @ op ) 920y Y"3zoy 2¥ " ox’
00

V2w, (o, ¢) > rw, (x,y) =— 2+ 29 0y"
Dla klina ptytowego wedtug rys. 9 mieliSmy

w(Qr‘P)ZwJ(QsQ’)'le (QJ{P) ) (j=1L1I).
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Dla polpasma ptytowego wedlug rys. 10b bedzie
w (x, y) = wj (@, y) +w; (x, Y).

Drugie pochodne powierzchni ugiecia przyjma tu postaé

0* il oI (x,y—mn) |
T;f_=? f‘(l",y_"?)_(y""if) (_xag; '?}')_J -
1 a;z 629
0° 1] oI (x,y —
00 2 rey—n+w—n -(’:6-3——-’?-’--]~
1 l 0Q 020
=== L Qi —3i) == 2 = J
(2.2.7) 2 ay oy’
w1, for@y—n _ 00
dxdy 2 & ”)‘ aw
rw(x,y)=1I"(x,y—n)—02+29 g_Q
p cosh— (y—mn)— cos'—— (x— £)
F($=U~‘*?)=—4—nﬁ1n - - T

cosh— (y—mn)— cos—-— (x+ -E)

Latwo juz wyznaczyé wielkosci statyczne poéipasma plytowego ze

Wzorow .
2
M=_N(%x-+"% ) -
0%w
My=— (dy‘+ dx* )
N SO
(2.2.8) My=—N(1 ”)axay’
d|7w
Tix dx '’
Tyz:_NQEfE’_

dy



Powierzchnie wplywowe plyt 259

Tak wiec réwniez w przypadku poéipasma plytowego mozna wyrazi¢
wszelkie wartoSci statyczne przy pomocy dwéch funkeji w postaci
zamknietej I'i 2. Wynik ten pozwala na nader dogodne wyznaczenie
powierzchni wplywowych dla tego pélpasma plytowego.

3. Zajmijmy sie wycinkiem kolowym (rys. 11) obcigzonym na
krawedzi swobodnej (r=R) silg skupiona dzialajaca w punkcie (R, ).
Rozwigzanie réwnania rézniczkowego po-
wierzchni ugiecia ptyty

P, ) =0
pi'zy jmiemy w postaci

(3.1) =
W= 2 (A" @"k-‘—a -+ Bn Q"k) sin ﬂk(p,

n=1,2...

gdzie

=5 Rys. 11

Jest rzecza widoczna, ze zwiazek (3.1) spelnia rownanie rézniczkowe
oraz warunki brzegowe na brzegach p=01i ¢ =a.
Stale A, i B, wyznaczymy z dwu dalszych warunkéw brzegowych

OMr: (Ryp) _

(3.2) M:(R,@) =0, T:(R,@)+ — 5

P

ktére mozna, wyrazi¢ réwniez w postaci

N[a‘*"w (1 ow , 1 d‘"’w)l 130’
-

| "'l e o0 T o are)
(3.3) . ' . )
| _B[ow 10w 10w 3= Pw  svou] _
R 0g* ' o 00® 0'0o ' ¢ 0p0d¢® o' 09"l
:_%"__%‘ .sin‘nky: sinnkg.
Z warunkéw brzegowych uzyskamy
A — PR* 1 sinmy
"7 Na 3+vm(1+m)
(3.4) * : (m=nk)
2 —_—
B, —_ PR 1 (1—n)m+2(1+y) sinmyp.

" Na 3+ (1—»mi(m—1)
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Powierzchnia ugiecia ptyty przyjmie postaé

BER" \q ]
Na(1+43%) 43 Im(1+m)~

[1—~v)m+2(1+1)

(1—»m* (m—1)

{35) ‘w(g,rp)z 24-m__.

o™ | sinmy sinma.

Dla m=1 ugiecie nie jest okre§lone. Odpowiada to przypadkom

n=11ik=1 (a wiec a=an) oraz n=2 i k=14 (a wiec a=2n).

Sa to przypadki, w kitérych nie s3 spelnione warunki réwnowagi.
Wprowadzmy funkcje

— nk
(3.5.1) fb———ﬁ% Z; -‘i;-lc—sinnkrpsinnkqu
=12,
=-——P—n coshklng—cosk (g —y)
4Nn cosh k In o0 — cos k{q)-{~rp) )
. = nk
(3.5.2) .= ;{: > ik_smnkfp cosnkqg =
n- I’...
- ofsin(pt+yp)k o‘sm(qu—w)k
" Na Heig 1—o*cos(p+y)k arCtgl——-o keos(p—p)k |
| 0 Py P

tatwo sprawdzi¢, ze miedzy pochodnymi ugiecia w oraz funk-
cjami @ i A, zachodzg nastepujace zwigzki:

1w 1 [ 0P g CEE _)
o P | '*9’79—"2"’(1"1‘*9 ’ ]
10w, 10w\ 1 ad ( 14w _)J
R"(ﬂ 00+ g-_g dq}g)'_—g_!__;l(g'_g ]d 24’ l+l—? ]
(3.6)
= = [0}
34!
1(1 0*w 1 0w 1 |14+» L
ﬁé(oooaqf;é aqo) —3;7'1—:,; Serle™—=h5e)-

Z powyzszych zaleznosci widaé, ze wszelkie wielkosci statyczne
plyty dadzg sie wyrazi¢é w postaci zamkniete;.

Zajmijmy sie teraz plyta wedlug rys. 12, obciazong sila skupiong P
na swobodnej krawedzi (r=R). Niech sila ta przylozona bedzie
w punkcie (R, ).



Powierzehnie wplywowe plyt 261

Rozwigzanie réwnania roézniczkowego ugiecia ptyty
VEZ2w (r,e) =0

przyjmiemy w postaci

(3‘?) w= Z (Au Qarnk+Bn Q_-nk)smnktp (e:%)_

n=1,2,...

Rys. 12

Stale An i B, wyznaczymy z nastgpujgcych warunkéw brzegowych
na luku r=R (p=1):
OM,, (R, 9) _

M, (R,¢)=0, T.(R,p)+ T P.
Znajdziemy
Ap=— PR : ] sinmuy
= Na 357 m(m—-l) Wy
(m=nk)
Bl PR* 1 (lﬂ—v)m—2(1+11)sinm?ﬂ.

" Na 3+» 1—»m*(1+m)

Réwnanie ugigcia ptyty przyjmie postaé

(38 w—PE 1 2 1(1—1:}m—2(1+w)0_m_'_
o 2O

Na 3+ .4 (1—»)ym?(14+m) ~
— ——-—1——— o2 J sin my sin mg.
m(m—1)

Pochodne funkeji w wystepujgce w réwnaniach (3.6) dadzg sig i tu
wyrazié wzorami analogicznymi. do wzoréw (3.6);- nalezy jedynie
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zamiast funkeji ‘4, wstawi¢ funkcje — /A,, gdzie

2P v o
= =——sinnky cosnkp =
Na n~—12.‘;,.. nk

(3.9) A,

___P_ sin ((P'{‘fp)k . S]'.n(tp——‘y;)k J =
" Na [arc 8 o*—cos (p+y) k arclg oF—cos (p—yp) k (e=1).

Tak wiege rowniez w rozpatrywanym zadaniu mozna wyrazi¢ wszyst-
kie wielkosci statyczne plyty w postaci wzoréw zamknietych.

Jezeli zatozyé, ze R-co i a0, to przechodzimy do poélpasma
plytowego wedlug (rys. 13b), obcigzonego silg skupiong P na brzegu
swobodnym.

=l

Rys. 13

Postepujac analogicznie jak w przypadku pélpasma zupelnie utwier-
dzonego wzdluz prostej x, otrzymamy nastepujace zaleznosci:

P (r,q)>I'(x,y),

_]__.aﬂw_>62w(;x:,y)= 1 ( QE__. 4y

R® 0° 0y 3 s \“Yoy 1= )
_}_(la_w_l__}rd“w)_)d"’w{m,y)__ 1 ( 4 I'—o or
R®\pdo = %0¢* dx? 34w \1—p" y% ’

(3.10) _L(l 92w __iaw) 0*w(x,y)
R2 _)W

1 or | 14y
_3+r(2yaxl+ Exlz(:r:, y)),

4
2 & 2 o "
2w (e, @) > v w(a:,y)-—.aT_vJ.
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Tutaj jest

p sin— (:c—I—f)
(3.11) AzZE[arctg : .

e “ y—cos% (x4 &)

sini(:c-—f)
a
—aretg—— - ]
o N T
e cosa(x &)

Zajmijmy sie plyta w postaci wycinka kolowego, swobodnie pod-
parta na bokach ¢=0 oraz ¢=—a i obcigzona momentem M,=1
w punkcie (R, ) swobodnego brzegu r = R.

Rozwigzanie réwnania rézniczkowego ugiecia plyty przyjmiemy
w postaci

(3.12) w= (Ang*"™ + B, o™)sinnkg,
n=1,2,...

gdzie p =r/R.

Stale A, 1 Ba wyznaczamﬁ z nastepujacych warunkéow brzegowych
na krawedzi r=R (p=1)

M (1,¢)=— R Z smnkv,usmnkcp,

n=1,2,.

aMw (1 fP)

T, (1, ) + — =0.
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Z tych warunkéw brzegowych uzyskamy wartoSci stalych

A --——M.__R41._____._8inm1,
"SNa B (QFm)
MR 4—(1—¥)m _
B = Ne By @—r)mm—1) "™ f=ink)
oraz ugiecie
\ m _(._1:.1)_ "l.
(8.13) w(e,p)= Na(3+1' -:.IZ: l gt {1—:-)m(m 1)9 X

X sinmy sinme.

Pochodne funkeji w(g, ) wehodzace w sktad wzoréw dla momentow
zginajacych i skrecajacych oraz sit tnacych dadzg sie réwniez w roz-
patrywanym przypadku wyrazi¢ zwigzkami w postaci zamknietej

10w 1 3+v _)gg 0* ¢
Iz 092_(3+v)R[(3 3 9, T V5|

1(10w 10w
wle o o=

sl el
(3.14) TEIRINET IS o, e 6 ?
_QLEK_L@%%A_PF”¢(_ 20
R\ p dpdgp o* 0/ (3+9)R|1—» d¢ e 6 3
4p 0O
|?“w(g,q:)=(—3—f—1;5—‘3?.

Funkcja @ (g, ) dana jest wzorem (1.16.3), w ktérym zamiast sity P
nalezy wstawié moment M.

Dla ptyty jak na rys. 15, obcigzonej na éwobodnej krawedzi -mo-
mentem M,= M, otrzymamy powierzchnie ugiecia w postaci

—___ (1__'1’) +4 —m
(815) wle,9)= Na (3+1-) 22 (m_lgz (i—n)m (1+m)® )X

n=1

X sinmy sinmeg (m=nk, p=r/R).
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Pochodne funkeji w(p,¢) wchodzace do wzoréw na wielkoSci sta-
tyczne przekroju plyty dadzg sie wyrazié wzorami (3.14).

Rys. 15

Przy przejéciu z wycinka kolowego (rys. 16a) do polpasma plyto-
wego (rys. 16b) otrzymamy:

1 Pw Pw__ 2 (3——» or . g?z_f‘)
R 0¢®  0y® 84»\1—» 0y ' Yoy’

L(L?_@ _aa“w)ﬁw_ 2 (ﬂl-w or__ @2_1*)
R*\p 0p ' ¢* 0¢®/ Oa® 3+»\ 1—» 0y ydys !

.16
i oo _1ow) eu_ 2 (2o o)
R\ o 0p0p  0® 0p) 0xdy 3+»\i—»dx ' Yozoy)
7 0) - |2 — ?-E
V3w (e, ) > w(x,y)—3+?ay.
a b
______________________ .
_Jg
[H,*H y
(x.y) t
1x.t
Rys. 16

Funkcje I'(x,y) bierzemy ze wzoru (1.25); nalezy jedynie zamiast P
wstawié M.
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4, Niech bedzie dana plyta w postaci klina nieograniczonego,
obcigzona sila skupiong P w punkcie (R,w), podparta swobodnie na
brzegach ¢=0 i p=a i ponadto
podparta wzdluz luku r=R,.
Ta podpora krzywoliniowa roz-
granicza obszary IiII plyty. Zaj-
mijmy sie najpierw przypadkiem,
w ktérym sila skupiona znajduje
sie w obszarze II (R>R,).

Wzdluz luku r=R, powstaje
reakcja podporowa A jako funk-
cja zmiennej f. Ugiecie plyty
traktowaé moina jako superpo-
zycje dwoéch standéw: obcigzenia

Rys. 17 klina nieograniczonego silg sku-
piona P oraz obcigzenia klina
nieograniczonego obcigzeniem A(f) dzialajgcym wzdluz tuku r=R,:

(4.1) w(r, g) =w, (r, 9) + af A(B)G (r,¢; Ry, B) R, dB.

Uzyte tutaj oznaczenia przedstawiaja: w, ugiecie wywolane silg sku-
piong P dla klina plytowego bez dodatkowej podpory, a G(r,q; Ry, p)
ugiecie wywolane w punkcie (r,¢) obcigzeniem A =1 dzialajgcym
w punkcie (R4, f).

Nieznang funkcje A(f) otrzymamy z warunku zerowej wartosci
ugiecia na podporze krzywoliniowej r=R;:

(4.2) w(Rl,cp):wu(R.,rp)+qu(ﬁ)c(R1,m;R;,ﬁ) R, df=0.

Dla wyznaczenia A (f) -otrzymaliSmy roéwnanie calkowe Fred-
holma pierwszego rodzaju. Znajomos¢ A (f) pozwoli juz okreslié na
podstawie wzoru (4.1) ugiecie w dowolnym punkcie klina ptytowego.

Podamy funkcje wystepujgce w réwnaniu (4.2). Ze wzoru (1.21)
mamy

__ PR & sinnky [14+nk | o] . .
431) womp =g 3 ST ] aptsinnieq =

oo

= Z‘ au sinnk ¢ (0, = Ry/R <1).
n=1,2,...
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Dla stanu A =1 otrzymamy ze wzoru (1.20) lub (1.21)
(4.3.2) G(Ry,¢;Ry,p)=

R & 2
U - — bysinnkg.
4Nn n(l-f-nk](l W) sin nk fsinnkp= an

Rozwigzania réwnania calkowego (4.2) szukamy w postaci

(4.3.3) Ap)= Z An sinnkp.
' n=1,2...
Wstawiajge zwiazki (4.3.1)-(4.3.3) do réwnania (4.2) i wykonujac
przepisane catkowanie otrzymamy

PR?‘ .
Ay = l(1+ﬂk)+(1-nk 0%] ok sinnk y.

Zatem funkcje reakcji podporowej A(f) mozemy przedstawit
w postaci '

(4.4) A(ﬁ}z—Rrjé—&":g .I{l-1—nk)+(1—nk)02]g""smnkwsinnkﬁ

albo po zsumowaniu szeregéw

x| o oy
(4.5.1) APp=—\—f5— o® TR IR )
gdzie

(4.5.2) kP coshklnR/R—cosk(f—y)

47 "coshkinR,/R—cosk (8 +y)°

Wstawiajac otrzymane rozwigzanie (4.4) dla A(f) do rownania (4.1)
otrzymamy po wykonaniu catkowania (przy uwzglednieniu ortogonal-
noéci funkeji trygonometrycznych) dla r = R,

]

(4.6) w(r,p)= (Rzm—rz){R—z——R %) 2

n=1.2, ..

nk

sinnk Ul sinnk U

Iub tez w postaci zamknietej

_P_fi(l__i) (fii_ ) cosh kIn g — cos k (p—)
32Nz R \R " cosh kIn g—cosk(p+y)°

(47) wir,g)=—
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Dla R, =r = R uzyskamy

0° 1
e, (I nk._._—_ 4
(4.8) wlrp)= 4N:fr 2 ‘ 1—-'nk nk) 2 (I_H3 +
4 l_tl‘_k 2 2_|_____ o2k -—nkl sinnkysinnkg
—nk ? 14 nk ) nk ’

Wreszcie dla r = R znajdziemy

=

_PR 1 —h— (140

n=1,2,..

1+ﬂ'k 2 2 1__31'_k 2. 2nk -'—n.lc' _Sinﬂkiij.nﬂkrp
Ticak? & +1+nk9')91 : ke

Pochodne funkeji ugiecia, wchodzace do wzoréw dla momentéw
zginajaeych i skrecajacych oraz dla sit tngeych, dadzg sie i w tym
przypadku wyrazié w postaci zamknietej.

Proste przeliczenia wskazuja, ze

1 0F 1
'ﬁﬁf=2“p+ (e—eo~ I)“——— @(1 +07%) +

‘ 1 0%*6@ »
+(29—9§9“—99T“)69] 800 s(l‘I‘Q —tor—o});

1 (10w 1 0*w| 1 e 1
2(554'_2_05_)_5 '——(9—9 )-——7{[(1-%
—2 —1 —2 a-!()
(410) |} +o7*)O+ (o} o' —o0yr )a + (14 o0*— o007 — o} Pl
11 w 10*w\ 1 _aq)l'-_ _;
e e
00 026 |
— 2 Ry M = —1
e g, et e —ea’—die) 55|

v*w (o, p) = ¢—“|(1+9 2O +(e—oor )gﬂ

Funkcja @ okre§lona jest wzorem (1.16.3), a funkcja @ wzorem (2.2.3).

Jezeli sila skupiona P dziala w obszarze I (R << R,), to ugiecie wy-
znaczymy réwniez ze wzoru (4.1). Trzeba jednak mieé na uwadze, ze
funkcje wy (r,¢) i G(r,¢; R,,p) okreSlone sa (z uwagi na polozenie
sity w obszarze I) innymi wzorami.



Powierzchnie wplywowe plyt 269

Reakcje podporowa wyznaczamy 2z réwnania catkowego (4.8).
W réwnaniu tym jest

PR* & 1 1 R g )(R‘)“"*‘. .
wy (Ry, )= _N__n—;z‘ -‘E(l-{—nk.{_}{_ﬂl—'ﬁk R sinnlysinnlk g,

G Rl © 2 i
{R]’QJ’R“’G)_‘LN?I"IZ: al—q@]Slnn psimnkg.

Jezeli zalozyé rozwiazanie réwnania catkowego (4.2) w postaci

A(f)= 2‘ A,sinnkf,
Ne=120

to otrzymamy jako rozwigzanie
tego rownania funkcje

(411) A(f)=

——_F Z‘ [(1—nk) +

=
L Rl gi n=1,2,...

+(1-+nk)0}] o7 sinnk y sinnk

lub w postaci zamknietej
Ri—R*0°K 2R’ 0K

APy=—\——5— 35 — =7 55|
R, OR} R? OR,

Funkcja K(R,f; Ry, y) okre§lona jest wzorem (4.5.2).
Wstawiajac otrzymane rozwigzanie (4.11) do réwnania (4.1) uzy-
skamy po wykonaniu caltkowania nastepujagcy wynik:

dla r=R

(4.12) w{:‘l,qy}=§1\%; 2 =

n=1.2,...

1 g 1—nk , 1+ nk 2 2k | o
__—2(1+g -+ 0 +1——'nk 0% ) (e 07" | sinnk g,

sinnkyp[/ 1 | 0* \
[(1—~nk+1+nk)9

1+nk? &
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dla R=r=R,

__ PR* & smnkw et Noa
(4.13) w(r,¢p) = AN~ g l(l“l“nk 1—nk)9
1 k 1+ nk .
—"2'(1+9‘+ ﬁ%c et + 1o o e sinnkp
dla r=R, ‘
PRR o Lo —nk
(4.14) w(r,c,v)=m(1 ;3)( ) Z; *— sinnky sinnkg

lub tez w postaci zamknietej
PR? ( 1'2)(.1%‘2 ) cosh k1In g—cosk(p—v)

(4.15) 'w(r,fp)z—m 1*ﬁ'$' R coshklnp—cosk(p+y)

Pochodne tych funkeji, wchodzace w skiad wzoréw dla sit tnacych
oraz momentéw zginajacych i skrecajgcych, dadza sie przedstawié
w postaci zamknietej wzorami (4.10).

Rys. 19

Jezeli zdaza¢é bedziemy z katem a do zera a z promieniem R, do
nieskonczono$ci, to dochodzimy do przypadku pasma nieskonczenie
dtugiego podpartego na krawedziach x=0 i x=a oraz ponadto wzdluz
osi x. Mozna wykazaé¢, ze w przyjetym ukladzie wspélrzednych otrzy-
mamy przez przeksztalcenie wzoru (4.7) nastepujacg posta¢ powierzchni
ugiecia w obszarze I dla obcigzenia w obszarze II:

p cosh— (y,—i—n)—cos%(a:—rf}
(4.16) w(x, yh"?:'s)—“ Nyi'-'}'ln

cosh— (y, + ) — cos % (@ + 5)
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Otrzymujemy tu zgodno$¢ z wynikiem S. Woinowskyego-
Kriegera, [3], uzyskanym przy rozwazaniu plyt ciaglych. Dla mo-
mentu podporowego M, wzdiuz prostej x otrzymamy po uwzgled-
nieniu warto$ci granicznej pierwszego wyrazenia grupy (4.10)

2
(417) My =—N %-—";’-] =_§aﬂsinh “ﬁﬁ _ 1 .
Yily=o cosh _35;1 —cos—:- w8

1

L A——
cosh = cos = (x+ &)

1l

réwniez zgodnie z wynikiem otrzymanym przez wymienionego autora.

Podane w niniejszej pracy metody i uzyskane wyniki zastosowaé
mozna z pewnym przyblizeniem do ptyt tréjkatnych o dwu réwnych
ramionach (przy a <<n/4) oraz do plyt trapezowych.
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Summary

THE INFLUENCE SURFACES OF PLATES REPRESENTING
ANNULAR SECTORS

The problem chosen by the authors is to determine the influence
surfaces for the deflection of a plate and for each of the statical
quantities involved (bending and torsional moments and shearing
forces). The problem is identical with that of finding the correspon-
ding function of Green.

First, as a solution of the basic problem, the function of Green is
obtained for an infinite wedge, simply supported at the edges (Fig. 1).

The differential equation of deflection (1.1) is replaced by the sy-
stem (1.2) of differential equations. The function @; is proportional to
the sum of bending moments (1.7) and can be represented in a closed
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form, (1.14)-(1.16). It can be shown that all the statical quantities
relative to the plate and, in consequence, all the corresponding
influence surfaces can be represented by means of the function @;
and its derivatives (1.23).

The solution for an infinite wedge contains as a special case the
solution obtained by A. Nadai for an infinite strip (1.25)-(1.26).

Next it is shown that the influence surfaces for the deflection -
can be equally represented in the form of a closed expression (1.31),
provided that k is an integer.

The solutions for an infinite wedge are used to obtain the function
of Green for a plate representing an annular sector (Fig. 7).

The solution for the deflection surface is expressed as the sum (2.0.1)
of two functions. Here w; denotes the function of Green for an
infinite wedge, the function w, being introduced to take into account
the additional boundary conditions.

The particular cases in which the statical quantities considered
can be represented in a closed form (Figs 8, 9, 11, 12, 14 and 15)
are discussed in detail. The corresponding influence surfaces for an
infinite or semi - infinite strip (Figs 10, 13 and 16) have been found
by means of passing to the limits. In this way the solutions found
constitute a generalization of the results obtained by different authors
for an infinite or semi - infinite strip.

Applying the method developed by W. Nowacki for plates with
mixed boundary conditions, the influence surfaces are obtained for
the forces in a wedge supported at the edges and having additional
curvilinear concentric supports (Figs 17 and 18). Solutions, equally in a
closed form, are obtained for the case of one curvilinear support (4.10).

The knowlegde of the influence surfaces for the plates discussed
permits to determine the deflections and the statical quantities for
any load.

ZAKEAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGEYCH
POLSKIEJ AKADEMIT NAUK



