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PLYTY PROSTOKATNE
O MIESZANYCH WARUNKACH BRZEGOWYCH (II)

WITOLD NOWACKI (WARSZAWA)

Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Wydziatu IV PAN
w dniu 16 wrze$nia 1952 r.

W pierwszej czeSci pracy pod powyzszym tytulem podano roz-
wigzanie zagadnienia plyty prostokatnej o mieszanych warunkach
brzegowych na jednym lub dwu jej przeciwleglych brzegach. Obec-
nie rozszerzymy rozwigzanie na
przypadki, w ktérych mieszane

P2

warunki brzegowe wystepujg na g

brzegach nieprzeciwleglych oraz "7 DY <
podamy rozwigzania dla typow ' g__
mieszanych warunkéw brzego- A"

: : . £

wych, nie oméwionych w pierw- | o(rny)
szej czeSei pracy ).

—y

1. Rozwazmy  przypadek, |
w ktébrym odeinki brzegu ptyty {T===——————————---

=]

swobodnie podparte i utwier- b
dzone zupelnie nastepowac moga 'x
w dowolnej kolejnodci. Sposob Rys. 1

postepowania w tych przypad-
kach objasnimy na przykladzie najprostszym, mianowicie na ptycie
prostokatnej o mieszanych warunkach brzegowych na dwu przyleg-
lych krawedziach plyty (rys. 1).

Niech plyta bedzie utwierdzona zupelnie na odcinkach A, B, i A, B,
a na pozostalych swobodnie podparta. Oznaczmy przez w,(x,y) ugie-
cie plyty dookola swobodnie podpartej, poddanej dzialaniu obciazenia
zewnetrznego p(x,y), dzialajacego prostopadle do plaszezyzny piyty.
Oznaczmy dalej przez w, (x,y; &, 0) powierzchnie ugiecia piyty dookola
swobodnie podpartej, wywolang dzialaniem momentu skupionego

) 1.
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M,=1 o wektorze zaczepionym w punkcie (¢, 0) i zwréconym w kie-
runku osi x (rys. 2), a przez w,(x,y;0,7) powierzchni¢ ugiecia plyty
dookola swobodnie podpartej, wywolanag momentem M,==1, dziala-
jacym na osi ¥y w punkcie (0,%) (rys. 3).

Mg‘?‘

S e e e S e B e e Sy e 3
T ! y B e i L)
1

M, =1 ' | | a

\ ! i !

‘ : l :

II 1 : I

| ! 1 |

e w e 1 e I | sy ———————— o

| b ﬂ b

k :

X
Rys. 2 Rys. 3

Powierzchnie ugiecia plyty, poddanej dzialaniu obcigzenia p(x,y)
oraz utwierdzonej zupeinie na odcinkach A, B, i 4, B,, a na pozosta-
Iych odeinkach swobodnie podpartej (rys. 1), wyrazi¢ mozna na pod-
stawie zasady superpozycji nastepujacym zwiazkiem catkowym:

£,

(1.1) w(x,y) = w,(x, y) + j M, (&) w, (x, y; £, 0) d€ +
4 e

+ [ My (n) wy (z, y; 0, 7) dyp..

M

Tutaj M, (§) i M, (n) oznaczaja nieznane na razie funkcje momentéw
zginajacych: momentu [my}y=0 = M, (£) na odcinku &, — &, oraz mo-
mentu |mg|c—0= M, (5) na odcinku 2, — 7,.

Te nieznane funkcje, wyrazajace przebieg momentéw zginajacych
utwierdzenia plyty, wyznaczmy z dwoéch warunkéw brzegowych,
stwierdzajgcych istnienie zerowych wartosci pochodnych [dw/dy] =0
oraz [0w/0x]s—0 na odcinkach utwierdzenia plyty.

Uwzgledniajac zwiazek (1.1) otrzymamy '

ey g

{)wo(x 0)

(1.2.1)

dé +

+J M. (E}Gw,(x,;) ;€,0)

+fM()aw2(my009;) e,

Kt
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&y
(1.2.2) dw{;f’y)-+ I M, () dw,(o y’s Dt &
)
. 0w, (0,0,
+J Mg{?;)~1£3—(55——1}—}d =20
(¢ =¢=6, N1 =0 =)
Rownania (1.2) mozemy napisaé w postaci
5y e
fi () + ] M, (§) Ky, (x,6)d & 'FJ M, (1) Ky, (2, 1) dy =0,
(1.3) = §L . "
f2 () + [ My (6) Koy (4, §) A6+ [ Mo (1) Koo (y, m)d =
3 0

Otrzymalismy uklad dwéch réwnan catkowych Fredholma
pierwszego rodzaju o jadrach symetrycznych. Zauwazmy ponadto, ze
w my$l twierdzenia Maxwella o wzajemnosci przesunie¢ powinno
by¢ K, =K,..

Rozwigzanie powyzszego ukladu réwnan okresli funkcje M, (£)
i My(n). Znajomos¢ tych funkcji pozwala na podstawie wzoru (1.1)
wyznaczyé ugiecie plyty, a w konsekwencji i wszelkie wielkoSci
statyczne (momenty zginajgce, momenty skrecajace i sily tnace),
ktére, jak wiadomo, sg funkcjami okre$lonej kombinacji pochodnych
ugiecia w(x, y).

Funkcje wg,w, i w, wystepujace w rownaniu (1.1) nie trudno skon-
struowaé dla naszego przypadku plyty dookola swobodnie podpartej.

Przy zalozeniu obeigzenia p jednostajnie rozlozonego na calym
obszarze piyty mamy ?)

4 i 1
(1.4) wy(x,y)= ‘i\,p; Z s Il — cosh an Yy +
n=1,8,.. .

An

An
o ha,y—
g4 (1 5 5ok Zn) tgh sinh a, y + y (sinh a, y

— tgh ' cosh an y) | sin an x,

Y [2], str. 180.
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gdzie

nn
Qn = —, Av=ua.b.
a

Stan M, =1 daje

(1.5) w,y (x, Y, E, 0)= ]‘_ \’ sin ap §

Na 24 alsmna, |*¥ee®—y—

n=1,2
g SO sin a, x
" sinh 2, | "
a stan M,=1 daje
(16)  wa(z, 90, %) = —— Z S0 P S
RARSAT Y Nb < ﬁ’fu sinh ym
sinh fim ’
e . e smhy ]Slnﬁnly:
gdzie
ma
ﬁm il i Ym ——ﬁm
W powyzszych wzorach przyjeto nastepujqce oznaczenia:
N——-I;hjE— = sztywnosé plyty na zginanie
== 12 (1 ____?,2) b yty g ’

h=grubosé¢ piyty,
E=modul sprezystosci Younga,
~ »=odwrotnos¢ liczby Poissona.

Bez trudu wyznaczymy juz interesujace nas w réwnaniach (1.3)
funkeje:

An
171 f (x)= 9w, 0)_ 2p“ ’ _11- h— g
dy " shz'-zi'
n=1,8,. D)
Ym
. 0 w, (U}y) 2Pb - 1 ¥Ym 2 g
(11.2) f,(x)= dy N 2 mi tgh?—-—-—“- - |[sin fm v,
m=1,8,... . cosh® __2_

An
Nﬂ: h;{-n

n=1.2....

(AT3) Kul(xs)= ) 2 %(ctghl,. )sma,,’g'sma,,:c
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1 1 :
1.7.4 Ky = v /)7 n m
(1.7.4) Ky (y,m) Na 24 m (C‘rg oot = )Smﬁ 1 5in fn Y,
(1.7.5) Kiqlx,n)= 3 - x cosh fin (a— ) —
st 12\, 7] Nax m é‘z mSlI’lhy ﬁm cos ﬁm a—x
& e sinhﬁ,,.a: G st g & = sinfiuy sinau.x
B e DD LaEr
. ; m=-1,2,... n=1,2,... MN : "‘E_
Sy ma ., nb

. . . -_. 4"- ‘:_:1

(1.7.6) K, (y, )= Nx 2’ (” b )z
m=1%,. n=12,.. mn +

: S AR ma ' nb

{13

sin fny sina,

» W jadrach Kil(:'r, &) 1Ky, (y,n) zawarty jest czlon osobliwy, Ktéry
dla' x=1¢ lub y ="y staje sig nieciagly jak logarytm Bedne "TZeCZ3
korzystna rozbié ]qdra na dwa czlony
1 1 —cos % (x— &)
(1.8.1) Nax Ky (x, E)z—TIn —— s
- 1 T cos ?(x + &)

e n sinh 1 A ;
—I— S o M sinan ésinan
n sinh? 4,

oraz
R
(1.8.2) NaKi(y,n=— Tln =}
. 7
1—cos E(y + )

i g g e
E e sinh v — : ;
i m sinhj; ’;},m Hsin P17 818 Pim

m=1,2,...

' Pierwszy,. logarytmiczny, czlon jadra Ky (x,¢) nie zalezy od- diu-
goci - boku b plyty; stanowi: on jadro 'pélpasma plytowego.. Drugi
czlon wyraza wptyw: podparcia. plyty. wzdiuz prostej y ==b. Czlon ten
wyrazony jest szeregiem szybkozbieznym i to tym bardziej, im; wiek-



198 Witold Nowacki

sza jest wartos¢ b. Przedstawia on funkcje regularng. Podobnie w ja-

drze K, (y,n) pierwszy czlon jest jadrem poélpasma plytowego o sze-

rokosei b, drugi czlon uwszglednia

! a wplyw podparcia piyty wzdluz pro-
\**"/2 stej x =a.

1 l ’:J// """" i Yy Znajomo$¢ jadra oraz funkeji f, (x)
ap : i f,(y) pozwala na przystgpienie do
|' rozwigzania ukladu réwnan catko-

| I wych (1.3). Ze wzgledu na nader
L i i skomplikowana posta¢ jgdra natrafi-

: | my tu na znaczne trudno$ci w roz-
1T \ wigzaniu tego ukladu réwnah w spo-
Tx o sob, Scisty.

ANRAN

)
—K\\
o

Kys. 4 Zajmijmy sie przypadkiem szczegdl-

nym: ptyta kwadratowg (a=b) poddang

dzialaniu jednostajnie roziozonego obcigzenia na calym obszarze plyty.

Zalézmy utwierdzenie zupelne na polowie przyleglych bokow (rys. 4).

Przypadek ten mozna roéwniez potraktowaé jako uklad czterech
plyt podpartych z czterema wycieciami (rys. 5).

] = |
[ : :
[ | i
: ' '

I

: P p S
. l
} ]
I ]
e et
|

r {
! |
[

1 D | P ] a
A

" ! :
i I |

[ ! |
1 I

___________ e

a | a
Rys. 5

Ze wzgledu na symetrie ukladu i obcigzenia wzgledem przekatnej
1-1 funkcje M,(§) i M,(y) beda identyczne, Skorzystamy zatem
z jednego tylko réwnania catkowego (1.3) dla wyznaczenia tych
funkeji. ' . :
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Mamy tu

a2
(1.9) fi (x) + J M, (z) [Kn (x,7) + Ky (2, T)]d""' =
0

albo po podstawieniu znanych funkeji f, (x), K;, i K,

On
2 pﬂ“ S 1 Pn —2_ .
(110) = 2 ‘n'l tgh'z-‘—'——' _.,__Q; sina, * +
n=18,... COSh“ e
2
uf2
* | 1 On s ¢
M SR nT T )
a e
+ = — -§1—nﬁ'“-—r——--—2] sin an :r}d =0,
% m=-1,2 mn(-—n—+ —‘-m'—)
m n
gdzie
nmo ma
gﬂ=ﬂrﬂ:, U ===y Am = —
a a

Powyzsze réwnanie caltkowe rozwigza¢ mozna w sposéb przybli-
zony, zastepujac calke sumg i sprowadzajgc roéwnanie catkowe do
ukladu réwnan liniowych niejednorodnych.

Rozwazmy jeszcze przypadek graniczny, przypadek zupelnego
utwierdzenia sasiadujgcych bokéw. Wtedy réwnanie (1.10) przyjmie
postaé

{

oo

; ! n :
(1.11) l M{r){ Z l—;- (ctgh on -*Eﬁ%‘,z;)sm ant +
n=1,2, ..

i

4 (=) . ) 5
—]——-n- 2 Smamtm 'z]smun:r}dr'——-

n
m=12.mmn (—-;n— + T)

Z poréwnania szeregéw stojacych po lewej i prawej stronie réw-
nania (1.12) wynika, ze dla liczb nieparzystych
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: x 4 S sin m T _- .
(1.12) fM(T) [Sln an T + N Z = — .2Jd1.' e
0 m=12,.. m (— | —
m n
On
tgh On — 2 "
2 a On
at cosh® —2--
:_"'_‘? F T o mn=1,3,5,..)
Ctgh Oni— EE‘}'}“"—'—"Q an

oraz ze dla liczb parzystych wyrazenie powyzsze znika.

Poniewaz w rozwazonym przypadku wykres momentéw utwier-
dzenia bedzie funkcjg ciggla na catej dlugosei utwierdzenia, a w na-
rozach wartoéci momentéw beda réwne zeru, wyrazi¢é mozemy M (z)
szeregiem {rygonometrycznym )

(1.13) M (z) = Z M, sin a, 2.

n=1.8, ..

Po wstawieniu powyzszego wyrazenia do réwnania (1.12) i wy-
konaniu przepisanego calkowania znajdziemy

(L14) M+ — s e -
7 - n m
e (ﬁ + _)
m n
On
tgh_gﬂ____.z—
2 b QI'I
4pat cosh® o
SERR T ey kil
ctgh o — Sinh® oy

OtrzymaliSmy nieskoficzony uklad réwnan niejednorodnych o nie-
skonczonej liczbie niewiadomych M,.

Do réwnania (1.14) dojs¢ mozna réwniez droga bezpoSredniego
calkowania réwnania rézniczkowego powierzchni ugiecia plyty [np.
droga, jakg podaje S. Timoszenko w swej teorii ptyt?)].

Uzyskanie zwigzku (1.14) jako granicznego przypadku ogélniej-
szego zadania wskazuje na prawidlowo$é przedstawionej metody.

%) [3], str. 222.
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Obszernie omoéwione rozwigzanie plyty prostokatnej o mieszanych
warunkach brzegowych wedlug rys. 1 mozna, oczywiscie, rozszerzac
na przypadki utwierdzenia zupelnego lub sprezystego na wiecej niz
dwu odecinkach konturu pityty. )

Dla utwierdzenia plyty wzdluz k odcinkéw otrzymamy uklad k
rownan catkowych Fredholma o k niewiadomych funkecjach mo-
mentéw utwierdzenia.

Przedstawiong powyzej metode mozna z powodzeniem zastosowac
do plyt cigglych. Dwa typowe przyklady tego rodzaju plyt podajemy
narys. 6 1 7.

e e e i e et e e e e e

2. Rozwazmy teraz przypadek, w ktérym plyta jest swobodnie
podparta na trzech swych krawedziach, a na ostatniej jest w czedci
swobodnie podparta, w czesci
swobodna (rys. 8).

T Y
&,
Oznaczmy przez R(§) nie- L la

|
|
|
znang funkecje odporu na od- !l L p(xy) lna
| 1 '{

—]

I —

cinku AB. Oznaczmy nastepnie
przez w,(x,y) powierzchnie ugie-
cia, wywolana obcigzeniem p(x,y) = |———————
dzialajacym na uklad podstawo- ; b
wy, 1j. plyte na trzech krawe-
dziach swobodnie podpartg, a na Rys. 8

czwartej (krawedz y=0) swo-

bodng. Niech w, (x,y;£,0) oznacza powierzchnie ugiecia plyty w ukla-
dzie podstawowym, wywolang dzialaniem sity skupionej R=1, dzia-
lajacej w odlegloéci & od osi y na swobodnej krawedzi plyty.
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Egczne ugiecie plyty, wywolane obciazeniem nieznang funkejg
odporu R (&) oraz obcigzeniem p(x,y), przedstawia zwigzek

&,
(2.1) w(@,y) = w, (x,9) + [ R(Ew, (x,y;¢,0)dE
§

Wielkoéé R (&) wyznaczymy z warunku zerowej warto$ci ugiecia

na odcinku AB:
§2 » I
(2.2) w (x, 0) + J R(§)w, (x,0;¢,0)d§=0 (6, =&=<¢,).
&

Jedliby ptyte utwierdzi¢ zupelnie wzdiluz odcinka AB, to do nie-
znanej funkeji reakcji dojdzie nieznana funkcja momentéw utwier-
dzenia M (£).

Oznaczmy przez w, (x,y; &,0) powierzchnie ugiecia, spowodowang
dzialaniem momentu skupionego M == 1, dzialajgcego na uklad pod-
stawowy w punkcie (§,0), przy czym wektor tego momentu zwro-
cony jest w kierunku dodatnim osi wspolrzednych. ;

Zamiast réwnania (2.1) mamy réwnanie

£,
(2.3) w@y)=wy(x,y) + [ R(E)w (z,y¢00dé +

&
&

+ J M (€) w, (x, y; &,0) dé.
EI
Na odcinku AB powinno byé nie tylko ugiecie, ale i nachylenie
dw(x,0)/0y réwne zeru.
Te dwa warunki brzegowe przyjmujg nastepujacg postac:

& &s
24). wy(@ 0+ [ RE)w (x,5;£0)dé+ [ M () wy(x,0; & 0)dé =0,
& &

:t:ﬁ +f awl xy,f O)dE-I—JM(E dwg(xyy,f ,0) aé—0

G=é= 'fn).

Rozwigzanie tego ukladu réwnan catkowych wzgledem M (£) i R (§)
pozwoli na wyznaczenie powierzchni ugiecia plyty ze wzoru (2.3).



Piyty prostokatne 203

Wyznaczymy funkcje w; (x,y;§,0) oraz w, (2, ; ¢,0).
Powierzchnie w, (x,y; §,0) napiszemy w postaci
wy (2, ¥: §,0)= Y. (y) sin a, x,
JI:%:...

gdzie
1 .
2.5 Y.@y)= z (A cosh apy + By sinh a, y +
+ an y C, cosh a, Y + an Y D, sinh a, y]

Dla stanu R =1 stojg do dyspozycji nastepujace warunki brzegowe:
(1) Y'(0)—a2»Ya(0)=0, )
(@) —N[Y)O—@—naY, 0]+ > sinaé=o,
(3) Ya (b) =0,
(4) Y (b)=0.
Z warunkéw tych wyznaczymy stale catkowania
sinh? 2,
(1—») [(3-+») sinh A,cosh Ay +4, (1—) |’

(54 An
By = — 31— 4 7{14—1')_ ctgh Ay,

An:c

Au
C.n. — ‘2_ (

Dn == 'A;" (1 — 1').

1 — 1’) Ctgh lu,

Tutaj oznaczamy

2
—_ Sin n E.

Nan

Bez trudu wyznaczamy nastepujace funkeje:
(2.6) w,(x,0;¢,0)=

_ A4cd ~ sinh* Jasinan §sinanx
" N#A* (1_1.) Z n“ [(3 + ) sinh Ancosh A, + A (1—9)]’

0w, (x,0;§,0)
(2.7 —()y——

1 (14)sinh24,42(1 —2) 4

"~ Na* (1—,, - '?F (3+7)sinh 2442 As (1 —)

sin aq § sinap x.
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Dla b- oo, a wiec dla polpasma plytowego, mamy

1.
A=Ca—pEgy=Bn
(2.8.1) :
Ch=—D,=A L—9
n n 5 5
wy (@, 0; &, 0) = VoLl sine, b
| I N&[l - 'f»") (3—!—-11 "__l_/_z; “i Un in tp X,
(2.8.2) l =12 )
a 0 ’0 2(1- ) s 1 ) )
wy (j Y 5 ) — _v-a--(l————F_; E:}_[——'p) _(]—{ sm a, ‘E sln o, 2.

“n=12....
Dla stanu M =1 stoja do dyspozycji nastepujace warunki brzegowe:
(1) —N[Y0) — a2 »¥a(0)] + 2 sinan & =0,
(2) Y',:' (0)—(2—%)a} Y, (0)=0,

4) Y (®)=0.

Z tych warunkéw wyznaczymy

D, — sinh 2 4,
" (3 ‘+‘ 'I’) sinh 2 Au + ;lu (1 — '1-')
C“ =i Du Ctgh 1",
(29) By=—D, 1— + thgh Zr:,
2 A
R Du i""‘_' = 1 :W )
2
A= I—V-Esm Un ‘5
Stad
0w, (x,0;€,0)
(2.10) ——-T__
8 o 1 cosh® 2,

sin a, & sin ax x, -

" Na(l—»), £/ an(3+)sinh2 1200+ (L=
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(2.11) w.(x,0;§,0)=

o §1 _1_ (1+9)sinh24.+ (1 —9) i
Na(I—») & (3Fs)sinh 22, + (1—p)2, o0 4 =SB BT

Dla b—»~v, a wiec dla polpasma ptytowego, otrzymamy

. 2 A 149 i
AH T Dll 1 — 1 S 'y, BH. T 1 Dn, Cn m——— Dn,
TS R
Di= A3+v, A_Nasmu"b'
Stad
, 2 (14
(2.12)  wy(x,0;&,0)= Na(1~—fp) GBI ) 2 g — sin a, & sin a, x,
0w, (x,0;§,0) 4 1 : :
2 s = — n i
(2.13) dyy NaG—n G 9 2 sin a, § sin a,
[ n=l1, s, ...

Zauwazmy jeszcze, ze szereg (2.13) daje sie zastgpi¢ wzorem zam-
knietym
— R e &
dw, (x,0;¢,0) v asnd _]n-l il %
dy T Na(l—)(3+)

(2.14) .
1 —cos % (x+§)

Dla ohcigzenia jednostajnie roziozonego na calym obszarze plyty
powierzchnie ugiecia przedstawimy w postaci

_ d4pat & 1, 1
(2.15) w,= ;;Tﬁ > —5|1+ 5 (Avcoshany +
i n

-+ Businh apy + an y Crcosh a, Yy + ay Yy Da sinh u,.y)j sin a, x.

Stale A,, ..., D, wyznaczymy z nastepujacych warunkéw brzegowych:
(1) Y (0)—(@2—9) a2 ¥ (0)=0,
(2) Y7 (0)—» ZY(O)—-{)
38) Y (b)=0,
(4) Y (b)=0.
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Otrzymamy:
A= ¢n? sinh22. (149 + 2h(1—)
"T1—y sinh22, 3+ F 21—’
B, c,,li:,
2.16
(21 o 2va? cosh® An
" T (34sinh 24, + 24 (1 —»)’
D:&‘T"'—Cn tgh /Iu-
Stad
Apet o 1
o (m, 0}_ Nﬂtb n=1,8,... -nf' &
v (14+v) Slnh?.ln—l-(l-—af)?.ln]
x-[1+ s " |sin au ,
(2.17) ST 1—y (34»)sinh 24, +(1—2)2 A
' awu (‘T) {u“_
6y o -
SRR LN "1— el e sin a, x
~ Na'1—v _n' (3+7)sinh 22,+2 (1 —») 4, 5

n=1,2,.

Dla b-ov, a wige dla pélpasma plytowego, otrzymamy

(2.18) wnm(xny]24pa > —1+ ; (1+' any)e-_“ny

o ﬂ_/_{ o b sina,x,
4pa’ 33— o 1 .
2.1 ,0)=-= =t nx,
(2.19)  wy(x,0) N ?)(34_”)” 151 gsina,x
0w, (x, 0) 8pa’y o 1
ool SR oBE - - sin an .
(2:40) 0y Nn"(l——v)(S-i—v)":é‘ pt ST O T

W ten sposéb wszystkie wielkoéci wehodzace w skiad réwnan (2.5)
zostaly wyznaczone. Rozwazaliémy, co prawda, przypadek jednostaj-
nego obciazenia plyty, uwzglednienie jednak zmiennoSci obcigzenia
nie nastrecza wiekszych trudnosci. katwo tez spostrzec mozna, ze
rozwigzanie zadania nie natrafi na trudno$ci w przypadku zupelnego
utwierdzenia plyty wzdluz prostej y=>b. W tym bowiem przypadku



Ptyty prostokatne

207

nalezy przy wyznaczeniu funkeji wg,w; i w, jako czwarty warunek
przyja¢ Y’ (b) =0 zamiast Y (b)=0."
Rozwazmy teraz kilka przypadkéw szczego6lnych.

2.1. Dane pbipasmo plytowe
obcigzone jest w sposob jedno-
stajny na swym.obszarze (rys. 9).
Przeciwlegle boki x=0 i x=u¢
s3 swobodnie podparte; polowa

boku y =0 jest swobodnie pod--

parta, polowa swobodna. Przy-
padek ten mozemy traktowac
jako obcigzenie pasma plytowego

Rys. 9

nieskoniczenie dlugiego z wycieciem wzdluz osi x, obcigzonego dla
x =0 obcigzeniem -+ p, dla x << 0 ohcigzeniem — p. Nieznang funkecje
reakeji podporowej R (§) znajdziemy z réwnania

a2

{2.1.1.)

w, (x,0) + f R w, (x,0;&0)d&=0.
Y]

W naszym przypadku mamy

af2
4 faml v L ; £
{2.1.2) NaBi (=) j R(&)("__‘{Z; @ sin a, & sin an :r:)d. -+
4p 3 _].'..__._.,__.3 _:.—-1: 1 =
-+ Na“ﬂ% | ST—B+ v)smrz,, z=0
albo
maf‘a aa
(2.1.3) I R(c_‘?)( Z 1:,3 sina,,Esina,::c)df:':
I n=1,2,::
= pcl“(3——1- j —l— sin ay x.
,n.'r

n=1,8,.



208 Witold Nowacki

Dla podparcia na dlugosci ¢ wzdluz osi y==0 otrzymamy z réw-
nania (2.1.3) dla nieparzystych liczb n

7 n* :

(2.1.4) [R(E)sinanédé=— PU 3 | =185
0

Powyisze wyrazenie mozna traktowac jako wspéiczynniki rozwi-
nigcia Fouriera funkeji R(§):

)
5‘.‘;2

(215) R(x)=—

e 1 )
T _2' Sin au 8
o M
n=1,3, ...

, 2.2, Rozwazmy teraz pasmo nieskonczenie dilugie z wycieciem
wzdluz osi x, jednostajnie obcigzone na calym obszarze (rys. 11).

Poniewaz wzdluz osi x sily tnace sg réwne zeru, pozostaje nam
z ukiadu réwnan (2.4) drugie rownanie

(2.2.1] = 8—1\};1:; (T—___—;l-)fl—s—m} ) ug 'i" sina, x +
a2
4 o ___4,,) e J M(§) (Rz%‘ i sin ay € sin ay a:) dé=0
albo ' -
a2
(2.2.1.1) J‘ M(é) (,,=12:: -IE s':n an € sina, :r) dif =

2pa*y ) E
e 2 E'ISIH On &L

n=1,8,...
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Ostatnie réwnanie mozemy przedstawi¢ w odmiennej nieco postaci

af2 1—cos ;—: (x—¢&)
(2.2.9) f M) In _ aE—
P ]—cos%(:r-!-*‘?l
T I S,
L n

5 [l b Ao
W przypadku pasma pilytowego bez szczeliny otrzymamy funkcje
M (&) z réwnania (2.2.2) wykonujgc catkowanie w granicach od 0 do a.
Otrzymamy tu dla nieparzystych n

Cow bl I Y
(2.2.3) uf M(&)sina, §d & = 2 !
. 2paty I .
.- :3—"’-'?37- BT T e e e et oyt e i e o b e o o -
- . . " : x .
Traktujgc prawg strone zwigz- Rys. 12

ku (2.2.3) jako wspolczynniki roz- . -
winiecia Fouriera funkeji M () otrzymamy rozwigzanie tego row-
nania w postaci

dpaty I .
(2.2.4) M(x)=—"—=— Z SN T =

i
7
n= T.. 3, "

fzf (a - x).

Dodanie do siebie rozwigzan dwu powyzszych przykladéﬁv pozwala
na podanie rozwiagzania dla obcigzenia pasma plytowego z wycieciem
wediug rys. 12.

2.3. Niech pasmo plytowe z wycieciem wzdluZz odcinka BC, swo-
bodnie podparte na odcinku AB,

—————————— S ——— 4 poddane zostanie obcigzeniu we-
é _F I . diug rys. 13. .
: a i v

8. P Jako nieznane funkcje wy-

C J stepuja tu: reakcja podporowa
TTTTTTTTTTYTTTTTTTTTTT R(£) oraz moment sprezystego
lx S . utwierdzenia ptyty M(£). Funkcje

Rys. 13 te wyznaczymy z warunkow row-

nowagi wycietego nieskonczenie
waskiego elementu o diugoéci ABj; otrzymamy uklad dwu réwnan.
-calkowych
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& )
w, (¢, 0) + 2f R(&) w, (x,0;£,0)d& +
0

§

+ ZJ‘IM(«E}wg(x,O;‘f,O}ds‘? =0.

0

0w, (z, 0)

() w, (x, 0; §!”9]
i e

£y
+sz@y

0

&
: )
0

Funkcje: w,, w, 1 w, bierzemy z réwnan (2.18), (2.8.1) i (2.12).

Dla obcigzenia symetrycznego wzgledem osi x otrzymamy w prze-
kroju y =0 utwierdzenie zupelne. W tym przypadku uklad réwnan
catkowych bedzie identyczny z ukladem réwnan (2.4).

W przypadku szczegélnym jednostajnego obcigzenia pasma plyto-
wego otrzymamy

fR(f) Y Lyae—

i nb

(2.3.2) 0

a? .
=— ;2—(3-—-1!] Z Qsm an T,

& n
e fR(E)- 2 %(x,f)dé—l—

2 [ %)
+‘2‘fM(5) P %(m,f)d&-—-zpav 2 %sinan::,

gdzie przyjeto oznaczenie

(x,&) =sin a, x sina, ¢,
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Dla pasma plytowego bez wyciecia otrzymamy dla nieparzystych n

fR(‘-t)Sinﬂn5d5—IL:I:nnfM(E)sinauEdE_—-—-p_g s =3
0

nt  nd
0

L1y
2a

(2.3.3)

da

J R{§)sma..$d£—l— J M(E)51na,.$dcf—
0

Z rozwigzan tego ukladu réwnan mamy

-

. 4pa’
J R(E)Sln gy Edb::"—";ép;f',
1]
(2.3.4) (=1,3;..),
, 2pa®
fM(E) Sin apy édf = — _?;:?_RT .
0

Traktujge prawe: strony tych réwnan jako wspélczynniki rozwi-
niecia Fouriera funkcji w szereg znajdziemy

R(x) = — gpf E izsin.anx,
&2 =18, *
(2.3.5) Joor 1
) s e P
| M(@) = 3 2 pSinanx 5 (@ — x).

n=1,8,..

Otrzymane wyniki pokrywaja sie ze znanym rozwigzaniem dla pél-
pasma plytowego, swobodnie podpartego na krawedziach x=101 z=a
oraz utwierdzonego zupeinie wzdluz prostej y =0.

I

I
I
i
|
n !
|
|
I
I
]

Fzoo=sy

—
=
_

Podany w trzech ostatnich przykiadach sposéb rozwiazania daje si¢
zastosowaé do bardziej zlozonych przypadkéw np. do przypadkéw
przedstawionych na rys. 14.
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5. Zajmijmy sie przypadkiem, w ktérym: czes¢ bokéw plyty do-
okota swobodnie podpartej (jeden, dwa lub trzy boki plyty) jest utwier-
dzona zupelnie, a ponadto zupemie utwierdzona na odcinku &, —§,
ostainiego boku. Sposob rozwigzania. zagadnien tego typu objasnimy
na przykladzie najprostszym plyty wedlug rys. 15, o jednym tylko
boku utwierdzonym zupelnie na calej swej diugosci.

Najwygodniej bedzie tu rozumowaé na ukladzie podstawowym —
plycie zupelnie utwierdzonej wzdluz krawedzi x =0, a na pozosta-
lych bokach, swobodnie podpartej. i

Oznaczmy przez wi (x,y) powierzchnie ugiecia plyty wywolana
obcigzeniem p (x,y) dzialajacym na uklad podstawowy, a przez
wil (x, y; &,0) powierzchnie wywolang w ukladzie podstawowym dzia-
laniem momentu skupionego M, =1 (rys. 16). Nieznang funkcje- mo-
mentéw utwierdzenia plyty na odcinku AB aznaczmy przez M, (§).

UL | L L2 ~y

—_—

I\\
e -]
=
u

£

B

plxy)

S

-Rys. 15 . Rys. 16

Dla obcigzenia plyty wédlug rys. 15 wyznaczymy Ugiecie ze zwiazku

i}
5 =

' Su ‘ i '

(3:1) w (@, y) = w (x,y) + [ M, () w) (z, 3; €, 0)d €.
; b oo 0 g

Nieznang funkeje ‘M, (§) wyznaczymy z warunku zerowej wartosci

pochodnej 0w (x, 0)/0y na odcinku. AB:

uf,0) [ du (@060 |

&

(3.2)
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Wyznaczenie funkeji w, (x,y;€,0) nie nastrecza wiekszych trud-
nosci. Podajemy tu ostateczne wyniki:

(3.3) wl(x,y;¢,0) =

1 o sina,é [ sl
=Na O Femhap|mycoshonb—y)—anb 2 y
n=1,2,... B n -

o Slnﬂ'. X
"" sinh a, bJ n+

T : ST sinh fm x
+m=% 2Nﬁ’:u sinh ﬂm [ﬁm a cosh fn (a &) pma S5 Ak ] sin ﬁm Y,
gdzie
8 ! = sin a, &
—_—— - v _ =i "
(3-4) Em nb igh ﬁm = "14;‘ ma + nb
cig ﬁmﬂ mh ﬁm i nb

Bez trudu wyliczymy

o

1 An )
n (ctgh s — S 7

-

ot 55
(x, 0; €, U) 1
(3.5) dy " Na

n=1,2,...

b Em sina, x

nb = ma\?
' m“(aﬁ;a‘)

X sin e, € sinapx —f-

D’Js

m=1;2,.

*

Wyliczymy nastepnie funkcje wi!(x, 0):

N n*

m=1,3,6,

4pb = | 1
(3.6) wLi)(x,o):_p Z a_511+—-f;(Amcc'shﬁmx+

+ Bm Sinh ﬁn[ 4 i + Cm ﬁl‘ll x cosh ﬁﬂ'l £Z + Dm ﬁm ‘rSinh ﬁm :C],

A,=—P,

m?

e ﬁz ¥Ym sinh Yin— 2 cosh*® Ym + 2 cosh '}’m
(3.7) = sinh® Ym— 2%m

D _ﬁ.a Sinh 2 Ym—¥m COSh ¥Ym — Slnh '}’m
e sinh 2 Ym—Ym

Otrzymali$my tu nader skomplikowane jadro (3.5) rownania (3.2),
utrudniajace niepomiernie jego rozwigzanie. Trudnosci rachunkowe
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wzrosna W przypadku zupelnego utwierdzenia dwu lub trzech kra-

wedzi ptyty. Podany sposéb rozwigzania mozna rozszerzyé¢ i na plyty

ciagle. Na rys. 17 podajemy kilka przykladow piyt tego typu.

VIV 4I4 4141 I/d,

I

SUNESENENNNNNRRNANANN

W podobny sposéb rozwigza¢é mozna zagadnienie plyty podpartej
na trzech brzegach i zupelnie utwierdzonej na catej dlugoécei jednego,
dwéch lub trzech bokéw. Czwarty bok plyty niech bedzie swobodny

: FIAI IS PII PP SIS IS PP IIIIRS,

N

A

7
7
A
]
7
7 ]
7
2
ﬁ

n

M=

Rys. 17

| |
A 5 |
(3 g |
7 1 a
Z pixy) i
i I
I I
1

Rys. 1

z_wyjatkiem odcinkaf AB, wzdluz ktérego plyta jest utwierdzona zu-
]é%'ue lub podparta swobodnie (rys. 18 i 19).

8

Y

L i A

VL Ll A

.//’
Z
l
7

— noop g i

| / |

! I :»/: I I

| e )

------------- EREEEE] 7
Rys. 20

Oczywiscie, rozwigzanie tego typu mozna rozszerzyé na bardziej
skomplikowane uklady ptytowe, jak np. na plyty ciagle (rys. 20).

Rys. 19

L

i

VA A

=l
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4. Przedstawiona w poprzednich punktach i na szeregu przykla-
déw rozwinieta metode da sie uogélnié na dowolne jednorodne mie-
szane warunki brzegowe. Rozwazmy ptyte prostokatng dowolnie obcig-
zong. Niech na brzegu y =0 tej
plyty wystapia na odeinkach ¢, ic, Tl
(rys. 21) dwie pary réznych wa- G
runkéw brzegowych.

Na odcinku ¢, niech bedzie

(l) 1|‘1-U(.'I.', 0)::0;
(2) Lyw(x, 0=0,
a na odcinku c,

B) gyw(x,0)=0, Rys. 21
(4) gow(x,0)=0;

Cz

l, I, g; i g, oznaczajg tutaj dowolne liniowe operatory rézniczkowe.

Oczywiscie, wzdluz odcinka ¢, operatory g, w (x,0) i g, w(z, 0)
beda rézne od zera i bedg funkcjami zmiennej x; podobnie rzecz ma '
sie z operatorami 1, w(x,0) i lyw(x,0) na odcinku c,.

Przyjmijmy jako uklad podstawowy taki uklad, w ktérym wzdiuz
prostej y =0 (na odcinkach ¢, i ¢;) obowigzuja warunki brzegowe
g, w(x,0)=0 oraz g, w(x,0)=0.

Oznaczmy przez w,(x,y) powierzchnie ugiecia wywolang obcigze-
niem p(x,y), przez G, (x,y; &, 0) i Gy(x,¥;¢,0) funkcje Greena dla
stanéw g,w=1 i g,w=1 w wyzej okre§lonym ukladzie podstawowym.

Wtedy
41)  wix,y) =w,(@y) + [gw )G, (z v 0dE +

£y

+ fgzw(‘f) G, (x,y; £,0) dé.

Nieznane funkcje g, w(£) i g, w(§) wyznaczymy z warunkéw brze-
gowych (1) i (2)

Lw(x,0)=1w,(x,0) + [ gwE)l G (x,0;¢0d +

Oy

(4.2) + [gw @Gy (x, 0;£0)dE =0,
Lw(z, 0)=lLw, (= 0) + [ g wLG @0 0d +
-|—J‘gzw(E)lgGg(x,U;E,D)d‘f:O,

gdzie jest b
0=¢=c.
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W warunkach tych, na podstawie twierdzenia Bettiego o wza-
jemnosci przesunieé, bedzie

L Gy (x, 0;§,0) =1, G, (x, 0; £, 0).
7 ukladu réwnan calkowych (4.2) wyznaczymy nieznane funkcje
gy w(é) i gyw(f), a z réwnania (4.1) powierzchnie ugiecia plyty.

Rozwazmy przypadek szczegélny, kiedy brzeg c¢; jest utwierdzony
zupelnie, a brzeg ¢, swobodny.

Wtedy na odcinku ¢, .
Iy (¢, 0) =w (x, 0) =0, lyw (, 0)___‘3""'1:3(-73 O)HO,
Y
a na odcinku c,
d*w(ax,0 9wz, 0
gg(w,0J=my(x,0)=~N(—‘13‘gga—~+ 2= )) 0,
a‘lw x!O) . d _’,C 0)
91 (@ 0=y 0)—_N( ai’.a 6a Ul = (ﬁy ) 0.

Uktadem podstawowym bedzie tu plyta swobodna wzdluz brzegu
y=0 [g,w(x,0) i g,w(x,0) réwne zeru|; nieznanymi funkcjami na od-
cinku ¢, bedzie reakcja podporowa R (§) i moment utwierdzenia M (£).
Uklad réwnan catkowych (57) jest identyczny z ukladem réwnan (18).

Przyjmijmy teraz jako podstawowy taki uklad, w ktérym na
brzegu y =10 (tj. na odcinku ¢, i na odcinku c,) spelnione s warun-
ki brzegowe (1) i (2).

Powierzchnia ugiecia ptyty o mieszanych warunkach brzegowych
przyjmie teraz postaé

(43) w(z,y)=wy(@,y+ [LwE)L (x,y¢0dE+

'y

+ [Lw@Ly(@,5:6,0d¢ (¢, =¢=a).

Tutaj w,(x,y) oznacza powierzchnie ugiecia plyty, wywolang ob-
cigzeniem p(x,y) w nowym ukladzie podstawowym. Jadra L, (x,y;§,0)
i Ly(x,y;¢,0) sa funkcjami Greena dla stanéw L,bw=1 i bw=1
w ukladzie podstawowym. '

Nieznane funkcje I, w(§) i l,w(¢) wyznaczymy z warunkéw brze-
gowych (3) i (4), stusznych dla odcinka c,:

‘
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91 w(zx, 0) = g, w, (x, 0) + fliw(éngLl(x,O;f, 0)dé -+

o

(4.9) + [lw) g Ly(z,0:£,00d¢ =0,
92w (x,0) =g, Wy (x, 0) + [1,w (&) ga Ly (x,0;¢,0)d & +
%+ fL_,w{E)g._iLs, (x,0;€,0)d&=0,
gdzie &

6a=é=a.
I tu, w my$l twierdzenia Bettiego, jest
91 Ly (x,05€,0) =g, L, (x, 0; £, 0).

Rozwazmy przypadek szczegolny, w ktorym brzeg c¢, jest utwier-
dzony zupelnie, a brzeg c, jest swobodny.

Uktadem podstawowym bedzie plyta wzdiuz odecinka ¢; i ¢, utwier-
dzona zupelnie. Niewiadomymi funkcjami beda: ugiecie I, w (§) = w (§)
i nachylenie stycznej do odksztalconej l,w(§)=¢(¢{)=0w(x,0)/0y,
wystepujace na odeinku ¢,. Funkcje L, (x,y;¢,0) i L, (x, y; §, 0) beda
funkecjami Greena albo powierzchniami wplywowymi plyty wzdiuz
krawedzi y =0 utwierdzonej zupelinie, wywolanymi stanami w(§) =1
i @(§)=1, przylozonymi w punkcie (£, 0) w obrebie odcinka c,. .

Réwnania (4.4) stwierdzaja, ze w obrebie odcinka ¢, powinien
znikngé moment utwierdzenia my (x, 0) oraz reakcja podporowa g (x, 0),

Widzimy zatem, ze kazde zagadnienie o mieszanych warunkach
brzegowych da sie rozwigza¢ dwoma sposobami: przez przyjecie jako
funkeji niewiadomych wielkosci statycznych |w naszym przykladzie
momentu utwierdzenia m, (x,0) i reakeji podporowej gy (x, 0)| lub tez
wielkogéei geometrycznych ugiecia w(x, 0) i nachylenia stycznej do
odksztatconej 0w (x,0)/0 y.

Mamy zatem analogie do metody sit i metody odksztalcen w sta-
tyce ukladéw statycznie niewyznaczalnych.

Zajmijmy sie prostym przykladem pasma nieskonczenie dlugiego,
na odcinku ¢, swobodnie podpartego, na odeinku c, utwierdzonego
zupelnie *).

Mamy nastepujace warunki brzegowe:

na odcinku ¢,

lyw(x,0) =w(x,0)=0, I,w(x,{]):vd—ya%’—}:(];

1) Zagadnienie to zostalo rozwiazane metodg sil w pracy autora [1].
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na odcinku c,

0*w(x,0)
0y*
Jako uklad podstawowy przyjmijmy uklad, w ktorym pasmo ply-

towe jest wzdiuz krawedzi y =0 utwierdzone zupelnie.

gsw(x,0)=w(x,0)=0, g, w(x,0) =my, (x,0)=—N

= 0.

A a7 -y
Gy

‘P — -
NN

C2

A S
=]
=]

"y
NASNNNNY
bS]

p— 0

Rys. 22

Réwnania (4.3) i (4.4) przyjmuja w tym przypadku postaé uprosz-
czong:

(4.3.1) w(x,y) =w, (x,y) + [LwE L (v¢0)dE,
(4.4.1) 91, (2, 0) + [Lw(€) g, L (z,0;€,0)d =0,
albo -

(4.3.2) w (2, y) =W, (x, y) + frpté )L, (m,y;€,0)d§,
(4.4.9) dw,,(r,ngNf (E)dL(xOEO)d$_0

Fatwo wykaza¢, ze funkcja

4 - _
L, (x,y;¢,0)= | Z “Y gin gy € sin an T

lv

jest szukang funkqa Greena; speinia ona réwnanie rozmczkowe
ugiecia plyty *p®L, =0 oraz warunki brzegowe

Ll (xJO’E! 0)=0= LI (.‘.C,N;E, 0):03

aL.(o;,g 802§ netsmaz 2LaEsuh0)

== (.
n=12,... dy
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Latwo tez mozna wykazaé, ze jadro rownania catkowego (4.4.2) da
sie przedstawi¢ w postaci wzoru zamknietego

_ P Ly(x,06,0)
(4.5) oy =

a1

4Nz | 1 1
P

o
1-—-cos—d‘(.r+¢") 1-—cos?(.r—5)-

Poniewaz dla pasma plytowego wzdluz krawedzi y =0 utwier-
dzonego zupeinie jest

oo

4 % 1 = |-
wﬂ(x’y)=_P_cf_ Z ?[1_{14’“"!{}3 nd

sinanx
N?I"I oty
n=13,..

o oo

oy Pwy(x,0) _ 4pa’
0 x* oA

L px
asina, T =" (a—x),
n=1,8,...

to réwnanie calkowe przyjmuje postaé

.
2

(4.6) ﬁ(&)[ Lot : ).‘ldez_&iﬂa_-fl.

1—cos % (x+€&) 1—cos —:v (x—¢ e

Po wyznaczeniu z powyzszego réwnania calkowego Fredholma
pierwszego rodzaju nieznanej funkcji ¢ () otrzymamy ugiecie po-
wierzchni zgiecia plyty z réwnania (4.3.2). '

Przedstawiong w tym punkcie ogélng metode rozwigzania zagad-
nien zginania plyty prostokatnej o roznych warunkach brzegowych
na odcinkach ¢, i ¢, jednej krawedzi piyty daje sie uogdlni¢ na do-
wolng ilaéé takich odcinkéw jednej krawedzi, jak réwniez na plyty,
w ktérych na dowolnych odcinkach czterech krawedzi plyty istnieja
rézne warunki brzegowe. Metoda ta moze znalei¢ zastosowanie row-
niez w innych zagadnieniach technicznych, w ktérych rozpatrywane
zjawisko jest opisane réwnaniem rézniczkowym biharmonicznym, np.
w zagadnieniach dwuwymiarowego stanu naprezenia w tarczach pro-
stokatnych.
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Summary

PLATES OF MIXT BOUNDARY CONDITIONS (II)

This is an extension of a paper, published in 1951 (Arch. Mech.
Stos., Vol. III, No 3-4), under the same title. It contains:

(1) A description of the author’s method of solving bending pro-
blems of rectafigular plates with one edge divided into segments
of different, arbitrary pairs of homogenous boundary conditions. The
method is characterized by finding the solution in two components,
the first, w,(x,y), satisfying the Tfferential equation of the plate
with uniform boundary conditions fof the considered edge, the second
taking into account the influence of changed boundary conditions.
The functions of statical and geometrical quantities for any segment
are considered as unknown. They are found from a system cf
Fredholm integral equations of the first kind, resulting from the
boundary conditions for each particular segment of the considered edge.

(2) A generalization of the above method, in some cases, for
plates with all edges divided into segments simply supported and
built in, arranged in an arbitrary manner.

(3) A method of solving bending problems of rectangular plates
with slits, as well as continuous plates, or representing figures com-
posed of rectangles. .
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