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Plyty prostokatne o mieszanych warunkach brzegowych
Plaques 1'éctangul_ﬂires avec les conditions aux limites mixtes
W. Nowacki, Gdansk

W niniejszej pracy rozwazaé bedziemy plyty prostokatne o roz-
nych warunkach brzegowych na poszczegélnych odcinkach kra-
wedzi plyty.

Do pierwszego typu zagadniefi nalezy rozmaity sposéb utwier-
dzenia plyty na sasiadujacych odcinkach tej samej krawedzi plyty
Do drugiego z nich nalezy podparcie liniowe plyty wzdluz odcinkéw
‘w obrebie plyty.

A) Rozwazmy zatem plyte pro- :
stokaina (rys. 1) obcigzong w do- [f—
wolny sposéb obcigzeniem o inten- i"_
sywnosci p (x, ¥). [

Niech na odcinku (¢, — ¢,) ist- lL
nieje zupelne uiwierdzenie plyty, ]
na pozostalym konturze swobodne 1
podparcie. Warunki brzegowe

ksztaltuja si¢ zatem nast¢pujaco:

e e e e — =y

v

:ﬁ‘

Rys. 1

1% w(x, 0)=0, a_wLax,_O)___O dla eSS aSey
y

20;  w=0, Viw=0 na pozostalym konturze plyty.

Tutaj w(x,y) oznacza powierzchnig odksztalcenia plyty.
: z i 3*w(x, 0
Funkcje momentéw zginajacych my (x, 0)= —N —--—(;2—) oznaczmy
przez M,(x); traktowaé bedziemy ja jako funkcje¢ nieznana.
Oznaczmy dalej przez wy(x, y) powierzchnig odksztalcenia plyty
dookota swobodnie podpartej wywolana obcigzeniem p(x, y). Wy-
znaczenie tej powierzchni odksztalcenia przy nader prostych wa-
runkach brzegowych: w,=0, V?w,=0 na obwodzie plyty nie na-
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strecza trudnoéei. Dla wielu wypadkéw obciazen wystarczy siegnaé
do znanych rozwiazah. Traktowaé bedziemy wige funkcje wp(x, y)
jako znang.

Oznaczmy dalej przez w,(E 0; x,y) powierzchni¢ odksztalcenia
plyty dookola swobodnie podpartej, wywolana momentem jednostko-
wym M,=1 o wektorze skierowanym w kierunku osi x, a zacze-
piajacym w punkcie (5 0) na osi x, przy czym: ¢, =E=c,.

Stosujac zasade superpozycji otrzymamy ugiecie w punkcie (x, y)
plyty, wywolane dzialaniem momentéw utwierdzenia M,(x) w po-
staci:

[M,(©w,E, 0; x, ).

€1

Laczne ugiccie plyty wywolane obcigzeniem p(x, y) i momen-
tami utwierdzenia M, (x) wyniesie:

w (e, Y=wple, Y+ [MLE 0, (05 x, Ve (1)

€

7 warunku zerowe] wartoéci nachylenia stycznej do odksztal-
conej na odcinku ¢,—e¢; otrzymamy zalezno§é:

aw, (05 x, 0) g $3W(x0)_

3y 3y @

e

W powyzszym zwigzku nieznana funkcja jest M, (¢).

Dla wyznaczenia niej uzyskaliSmy zwiazek (2) — rownanie cal-
kowe Fredholma pierwszego rodzaju o rdzeniu K(x.£) symetrycznym
(co wynika z twierdzenia o wzajemnoSci przesuni¢é Maxwella)

K= 22al6:0: %,0)

ay

Znajomo§é funkeji M, (&) pozwala juz na wyznaczenie powierzchni
odksztalcenia z réwnania (1).

Rozwazmy wypadek ogélniejszy. Niech dwa przeciwlegle brzegi
plyty beda na odcinkach I, i I, utwierdzone zupelnie: na pozo-
stalym konturze plyta niech bedzie swobodnie podparta. Oznaczmy
funkej¢ momentéw utwierdzenia na odcinkach I, i I, przez M, (x)
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i M,(x). Oznaczmy dalej powierzchni¢ odksztalcenia plyty wywo-
fana momentem skupionym M,=1, dzialajacym w odleglosci & na
osi x przez w,(§,0; x,y); wywolana momentem skupionym M,=1{,
dziatajacym w odleglosci & na brzegu

D S p—

y=b prze: w,(&, b: x,y), — wreszcie IE —[-‘;‘ y é i -
przez wy(x,y) powierzchnie odksztal- T~ 74« :
2 g
cenia wywolana obcigzeniem p (x,y). ;"_/ 4_}_
W wyzej wymienionych trzech i |

wypadkach traktujemy plyte jako
na konturze swobodnie podparta.

Lacznie ugigcie plyty wywolane momentami M, (x) M,(x) i ob-
cigzeniem p(x, y) daje:

w(x,y)= wp(x,yH-fMi(E)w.(s,o x,y)d& +IM (§) wy (8, b5 x,y) dE. (3)

VA warunku zerowej warto§ci nachylenia stycznej do odksztal-
conej na odcinkach I, i I, mamy:

fM]_{E) gﬂlwdE+J‘M2(E) awﬁ{l&a b; X, {_)_} dE +aw1)(x, 0'):0,

[ Bl j MypReabbix By bl

; 3y ay Ay

Poniewaz w mysl twierdzenia o wzajemno$ci przesunigé jest

wy(E, b x,0) __ dw,(E 05 x, b)
oy ay

=Gl(x, §)

a ponadto jest
__3w,(§, b; x, b) w, (€ 0; x,0)

oy _ 3y

=K(x
przeksztalcimy rownania (4) do postaci:

f M,(E)K (x, 6)di+ f M, (66 (x, g)d&ﬁﬁf’s{——:"” 0,

(5)
f M, ()G (x, ) di+ f MR, )+ el
3y
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OtrzymaliSmy tu uklad dwu réwnan calkowych Fredholma
pierwszego rodzaju.

Powyzsze réwnania mozna rozszerzyé na bardziej skompliko-
wane wypadki ukladéw plytowych. Widoczne jest, ze dla plyt
ciaglych wedlug rysunku 3 otrzymamy uklad iréjezlonowych
rownan calkowych Fredholma.

r+4 F_ B
: i_ 1
|
_______ | i = A
lred
. Mres .
Ir e e T -'l
: I
[
JEERE = L F"J-i-J
i |
n
|~ by -t br\.;‘f =
Rys. 3

Fatwo tez jest wykazaé, ze te tréjezlonowe réwnania catkowe
przechodza na tréjezionowe réwnania Galerkina*) dajace zwiazek
miedzy wspélczynnikami Fourierowskiego rozwiniecia funkeji mo-
mentéw podporowych dla wypadku ciaglej plyty o szerokosci a,
podpartej liniowymi podporami poprzecznymi w odleglosciach b.

Dla ilustracji postepowania podamy rozwigzanie nader prostego
wypadku szczegélnego — pélpasma plytowego o szerokoéei a i ob-
cigzonego w sposob jednostajny (rys. 4). Niech na odcinku ¢ plyty
istnieje utwierdzenie zupelne; na pozostalym konturze niech istnieje
swobodne podparcie.

w(oy)=0, 72w(oy)=0.

! 1 aw(x0) N y'_
—Zag
c oy w(x,00) =0
g w(x0)=0 p=const
Pw(xg)=0 | P2w(x,00)=0
w(x0)=0 |

w(ay)=0, Piw(ay)=0

Rys. 4

* B. G. Galerkin: Uprugie {onkie plity, 1955,



Tom III 1951 Pilyty prostokatne o mieszanych warunkach brzegowych 425

Rozwazmy najpierw zadanie pomocnicze. Niech w odlegloéci &
od osi y dziala moment skupiony M,=1.
Rozwiazaniem tego zadania bedzie:

-

wy(x, y) = E ;:;(An"l- ty y Bple~eny sin oy x,
n=1,2, " (6)

nm
Up=—.
a

Latwo stwierdzi¢, ze rozwiazanie to spelnia réwnanie réznicz-

kowe V? V? w,(x,y) =0, warunki na brzegach x=0, x=a oraz dla
y=ce,

State A, i B, wyznaczymy z warunkéw brzegowych na kra-
wedzi y=0, kiérg przyjmujemy jako swobodnie podparts.
Z warunkéw tych: q

oo

2
w, (x, 0) =0, —Nw=1zgzsin U E sin oy %
3y? a

n=12, ...

znajdziemy:
-
An:.'o, Bﬂ,:E 51N aﬂ. E.

Zatem:
(o]

‘I__'U-ﬂ‘l : -
w, (%, y; & 0) =2 S €Y Sin ank sin an x,
N n

n=1,2,.

lub tez

cosh —2- —cos — (x—E)
y a a
w, (x,y; §,0)=— In 7
1 dmlf cosh =2 —cos = (x+8) “
a a

Dla poéipasma plytowego, swobodnie na konturze podpartego,
mamy przy obciazeniu jednostajnym o intensywno$ci p znane
rozwigzanie:

4 pa! mﬂi [ ( “ﬂ}’) _uny] :
wy(x, y)=—"— — |l —1+—=]e sin Oy X.
(%, ¥) N o) 5 n (8)

n=103...
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Nieznang funkcje moementéw utwierdzenia M, (x) otrzymamy
z réwnania (2), ktére w naszym przykladzie przyjmuje postaé:

n
1—cos —(x—§)

[ m =B Z-_Sm B
: 1 —cos __(x +6)

n=18, ...

Wyznaczenie powierzchni M(x) z tego réwnania catkowego
pozwoli juz wyznaczyé powierzchnie odksztalcenia w(x, y) z row-
nania (3), a tym samym pozwoli na wyznaczenie wszystkich sil
przekroju plyty, a wigc momentéw zginajacych, skrecajacych i sit
tnacych.

Rozwiazanie réwnania calkowego [redholma pierwszego ro-
dzaju natrafia na znaczne trudno$ci i w nielicznych tylko wypad-
kach przy szczegélnie prostej budowie rdzenia dopuszcza rozwia-
zanie w postaci zamknietej. W ustepie I1I-cim podamy przyblizone
rozwigzanie tego réwnania.

W wypadku szczegélnym c=a otrzymamy z réwnania (9) zna-
ny wykres momentéw utwierdzenia. :

Otéz korzystajac z szeregu (6) mozemy réwnanie (2) dla na-
szego przykladu napisaé w postaci:

oo

fM(E -1 iy PR o MR
a a
n-l 2
_2pad® N1 . nax
T = sin = (9a)

n=1, L..

Z poréwnania obu szeregéw wynika, ze dla liczb nieparzystych
m=n;:

fM(E) Tl ) o (9b)
a !

.TI'.3 nﬁ

oraz, ze dla liczb parzystych powyzsze wyrazenie znika.
Powyzsze wyrazenie mozna traktowaé jako wspoiczymnkl roz-
winigcia Fourierowskiego funkcji M (£):

M{E}=—4pa2 '11 . nnE-

— EIn
3 ﬂ3

a
n=13, .,
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Poniewaz:

8 a® 1 . nnx .
- E —sin =ax—x® dla 0=x=q,
x n a

n=13, .,

zatem:

M(x)=—%(a x—x2). (9c)

Otrzymany wynik jest zgodny ze znanym rozwigzaniem tego
zagadnienia na innej drodze *).

Rozwiazanie (9) da si¢ bez trudu rozszerzyé¢ na wypadek dwéch
polpasm plytowych o szerokosci a i a;, w sposéb ciagly potaczo-
nych nad podpora liniowa y=0 (rys. 5).

il , g g
'i'l W, 0y M, (x) .
_____ = wZ p, T
|
!
Yx
Rys. 5

Otfrzymamy tu nast¢pujace rownanie calkowe:

z 1-*(:05:0E (x—§) 1—cosé£(x~i}
f M ()| 2 i 4
¢ 1—cos — (x+¢) 1—cos — (x+§)
a; a,

8 3 O 1 . nnx
=2P a; E'—sm + a, E —sin . (10)
i’ nt a, n? a,

Ln=1,3,.. n=1,3,,..

dé=

Rozwazmy jeszcze pasmo plytowe, obcigZzone w sposéb jedno-
stajny. Brzeg plyty poza odcinkiem 2 ¢, na ktérym jest utwierdzony
zupelnie, niech bedzie swobodnie podparty (rys. 6).

*) A, Nadai: Elastische Platten 1925. Str. 77,
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Na odcinku 2 ¢ wystapia momenty utwierdzenia M (y). I tu
mamy najpierw zadanie pomocnicze — wyznaczenie powierzchni
wy (x, ¥; 0, 1) wywolane] momentem skupionym o wektorze skie-
rowanym w kierunku ujemnej osi y.

HH j e

Rys. 6

Powierzchni¢ w; wyrazimy przy pomocy calki Fouriera :

fela]
wl=§f£2(A cosh ax+ Bux sinh ax+C sinh ax+D ax cosh ax)x
[0
Q

x cos a(y—n)da. (11)
Powyzsza funkcja spelnia réwnanie rézniczkowe:
V2V2w1=0,

oraz warunki brzegowe dla y=tco,
Stale A(w), . ..., D(a), funkcje parametru o otrzymamy z dal-
szych warunkéw brzegowych na brzegu x=0 i x=a.

1% w, (0, y)=0, 2°: w(a, y)=0,

oo

. 23w (0,y) 1 8%w(a, y)
0 __ 1 1 = : 2 Yl _
3% N————wa j_‘:fcci.-s aly—n)da, 4°: o 0.
0

Otrzymamy stad:

A()=0, B[“)z-f?v" C(e)=-(1— ctgh%a) - aa,

ks
4N

1
Dl :
) - ctgh aa
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Nachylenie powierzchni odksztalcenia dla x=0 daje:

ea

3wy(0, ¥; 0, ) _a [ cosh aa sinh aca — aa

9x 2Nn
0

cos a(y—mn)da. (12)

aa sinh® aa

Funkeja wp, powierzchnia odksztalcenia pasma wywolana
obcigzeniem p, jest funkcja jedynie zmiennej x:

wp{x)=;MLN(x‘—2ax“ +ax). (13)
Zatem:
dwy(0)_pa’®
ax 24N

Warunek zerowej warto§ci nachylenia odksztalconej na od-
cinku 2¢ daje: :

oo

¢ : . a

me)l [f cosh ua _smh L cosunda] dn+R2T o (14)
ua sinh® aa 24

0

0

a wiec rowniez réwnanie calkowe Fredholma pierwszego rodzaju
o rdzeniu symetrycznym. '
B) Rozwazmy teraz plyte prostokatng dookola swobodnie pod-
parta, a ponadto podparta liniowo na odcinku [, réwnolegltym do
boku b. Oznaczmy przez wy (x,y) powierzchnig odksztalcenia plyty
dookola swobodnie podpartej wywo-
lang obcigzeniem p(x,y), a przez | | r—[
w,(x, y) ugiecie plyty wywolane sila | ﬁ_ _{f : _
skupiong P=1, dzialajgaca w punkcie ir p |
(§, 0). Podparcie liniowe plyty na | _L IJ
odcinku ! wywoluje reakeje pod- (| | | J'
porowa r(x), nieznang na razie byt 5y —+]
funkecj¢ zmiennej x. Funkcje te¢ mo- b
zemy jednak wyznaczyé z wa-
runku zerowej warto$ci ugiecia, Rys. 7
wywolanego obciazeniem p(x,y) oraz reakcjg r(x).
Zatem:

[1E) wy(x, 0 &, 0) d & + wy(x, 0)=0. (15)

L
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W tym réwnaniu calkowym Fredholma pierwszego rodzaju
w,(x,0; £,0) jest rdzeniem symetrycznym. Po wyznaczeniu r(f)
z réwnania (15) ugiecie w(x, y) wyznaczymy ze wzoru:

w(x, y)=wp(x, y)+ fr(&}wlfx, 0;60)dE. ' (16)
!

Réwnanie (15) zilustrnjemy przykladem pasma plytowego jedno-
stajnie obciazonego, swobodnie podpartego ma brzegach x= 0
1 x=a oraz na liniowej podporze o diugosci ¢ (rys. 8).

i o, e S ' e i i i e

0162 sita skupiona P=1, dzialajaca w odlegloéci x=£& wywoluje
powierzchnig odksztalcenia plyty:

o0
B iy
w,(x,y; £ 0)= E e y(H-c:ny} sin o, & sinoyx . (17)
2N =® , n®
h=|, s
Dla y=0 mamy: '
(e a]

2
w, (0, y; &, 0)=2; n“Z —:;— SIn ty, & sin o, X .
n=1 2.

Obciazenie p dzialajace na pasmo plytowe wywoluje zgiecie
walcowe plyty:

1
wy( )————E’- (x*—2 a x*+a® x) p = E-«- sin o, x (18)
n=1,3,.
Réwnanie (15) przyjmuje tu postaé:

c oo

fr{E} Z 911 i ¢ s:n Sal e + Z —sin o, x=0. (19)
. m

m=1,2,. n=1, 3,
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W wypadku szczegélnym c=a, z poréwnania szeregéw roéw-
nania (19) otrzymamy dla nieparzystych liczb n=m:
a

£ 2
f ) e BT e EP n=1.3,5,.. (20)

?
a n*n®

;
Stad latwo uzyskamy rozwiazanie:

[ou]

r(ﬁ)=“"—16 F,) GZ—Z sinn—n—a.
a® n a

n=1, 3.

Przedstawiony na tym prostym przykladzie sposéb rozwigzania
plyty, z dodatkowymi liniami podporowymi w obrebie plyty, da
si¢ oczywiScie rozwingé na kilka podpér liniowych.

Rozwazane w ustepach I i Il typy zadan dadzg si¢ rozszerzyé
i na inne wypadki mieszanych warunkéw brzegowych.

C) Przyklady. 1. Pélpasmo plytowe. zupelnie utwierdzone na

odcinku C‘——%, na pozostalych brzegach swobodnie podparte (rys.4).

Funkeje momentéw utwierdzenia okresla rownanie calkowe (9).

Scisle rowigzanie tego réwnania natrafia na znaczne trudnosei.
Podamy rozwigzanie przyblizone, zastepujac catke suma i spro-
wadzajac réwnanie calkowe do ukladu niejednorodnych réwnan
liniowych.

Przy oznaczeniach:

c=r-dx, a=s'Ax, x=k. Az, E=i.Az
i=1,2,...,1, (k=1,2....,71)

doprowadzamy réwnanie (9) do postaci:

i=r
ZMi K(fr k]=F.’f.:
=1 (21)
(B=1.9 . 5 Fa)
Tutaj oznaczaja:
1= cosa—;-(k—i)
K U's k)zlll p — 9
1 — cos — (k+i)
s
2 oo
Fk=-8—90-—s > L

8 a
" p=1,3, Nedt= §
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Pewna trudnoéé sprawia fakt nieskonczonej wartosci wspblezyn-
nikéw K(i, i) ukladu réwnai (21), lezacych na gléwnej przekatni
macierzy réwnaf. Trudno$é te ominiemy wyznaczajac §rednie
wartoéci K(i,i) na odcinku Ax, zawierajacym nieciaglos¢ logaryt-
miczng. Na odeinku Ax mozemy w przyblizeniu przyjac:

T
1— cos—(x—§)
In 2 ~Q ln—2 E o=x—Et=4Ax. - (22)
{ — cos :(x—i-E) 2 a sin i

Przyblizenie to otrzymamy, rozkladajac w liczniku argumentu
logarytmu wyrazenie 1 — cos -zi (x—£&) na szereg potcgowy wzgle-
dem o i pomijajac potegi o jako wielkosci rzedu wyzszego,
a w mianowniku kladae x=&.

1— cos% (x—E&)
Srédnia wartoéé funkeji In £
1—cos = (x+6)

otrzymamy zatem ze wzoru:

Kt %) —-fZln ——dg =2 lnw—gn-——a-—i 3
Zasm—~ 2asinﬁ—
a
albo: _ i
g == o=
K(G@,il=~2 |In 235inﬂ i]. (23)
S

Ponizej podajemy tabelaryczne wartoSci rdzenia K (i, k) dla
poszczegblnych punktéw przedzialu oraz wartosci Fi.

Fy | pa®.

k= 1 2 ) 4 5 6 ’ 7 8

0,840872 | 1,633624 | 2,5453329 | 2,949224 | 3,436888 | 3,793523 | 4,009810 | 4,099881
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K (i, k)

Vi 1 2 3 4

K
o
~
@

1 | —3,373419 | —2,171171 | —1,347489 l ~0,969681 I——ﬂ,?4559] —~0,593934 | —0,482368 | —0,305247
2 —4, 720008 | —3,140851 | —2,003129 [ —1,563619 | —1,227958 | —0,980184 | —0,816639
3 —5,476390 | —3,734798 | —2,575444 | —1,958868 | —1,551985 | —1,252806
4 —5,948873 | —4,130030 | —2 890418 | —2,222490 | —1,762760
5 —0,272801 | —4,393654 | —3,110248 | —2,385771

0 —6,483628 | —4,556923 | —3,229790
7 —f 603198 | —4,635300
‘ —16,0642012

Rozwigzanie ukfadu réwnan (21) daje nastepujace warto§ci mo-
mentoéw utwierdzenia:

M
pa*

k= | 1 2 3 4 I 5 l ] 7 ‘ 8

—0,122289

M '
——| —0,032521 | —0,061374 —uusmsl—u,ms%?

Lo

—0,143612 —0,1325‘221 —0,357720

Rysunek 9 ilustruje wykres momentéw M(x) na odcinku c.
Dla poréwnania linia kreskowa przedstawiono wykres M(x) przy
utwierdzeniu zupelnym krawedzi y=0 na calej dlugoéci (wedlug
wzoru 9¢).

Znamienny jest bardzo silny wzrost momentéw w poblizu

s 0);
)

punkiu x=% - Wynika to z nieciaglo§ci pochodnej po-

dziewaé siec nalezy, ze przy $cistlym rozwiazaniu réwnania calko-
wego, otrzyma si¢ tu warto§é nieskonczenie duza.

Wyznaczenie funkeji M(x) pozwoli juz na wyznaczenie powierz-
chni odksztalcenia naszej plyty wedlug wzoru (1).

Funkcja wy(x, y) okreSlona jest wzorem (8), wplyw utwier-

dzenia plyty na odcinku c-—*—:- przedstawia calka:

JTME w, (x. y; & 0)d8, (24)
0

gdzie w,(x, y; &, 0) przedstawia wzor (7).
W przypadku naszego rozwiazania przyblizonego nalezy trak-
towaé wartoéci My jako momenty skupione w poszezegolnych
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0
o st Wﬂ

njn =
nla

Rys. v
punktach przedzialu 0 =E&=a/2. Wyrazenie (24) przyjmie zatem
postac:

J

E(Mkd ‘EJ wy {x;)’; E"k: 0)

£=1
albo
Koo 4 W
~ >‘1M Sl cosh g Y cos (x—E5)
4n N i T m ' (25)
k : cosh — y— cos - (x+ Ek)
a

2. Polpasmo plylowe obcigzone sily skupionq P w punkcie
Xo=a/2, y,=a/2).

______ vy_ Powierzchnia w, (x,y) wywo-
13_\ T fana t’ym obcigzeniem przyjmuje
2 > dla pélpasma plytowego dookola
=t 9 swobodnie podpartego mnastepu-
% : J jaca postac:

A | I a = e—unly

_P
HJ;J (x] y)_N;ﬁ‘ . 2 3 b1

=12, N

3 *l ]
nja |
Py

x |(1 40y, yo) sinh e, y—  (26)

—ay y cosh ay, y|] sin oy, x sin ¢y, x,.
Stad nachylenie powierzchni odksztalcenia w prostej y=0:

Rys. 10

o u]
awp(x 0] f:ﬂ 1 s

dy :rrN n
n=1, 2.,

Sin Uy Xg 8in 0y, x=
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cosh 20— ¢os” (x—xn)‘
_ _Py, In q &

= (27)
4oy cosh Ei‘ﬁ—-cos %(x+xu)
Dla x.]=y0=§ rownanie catkowe (2) daje:
af2 1 — cos = x=—%) cosh g—-cosf(x-—g)
f M@ln 8 e P T i :
) 1 — cos = (x-+5) cosh E—cosf(nr:-l-g)
a 2 a 2

Rozwiazanie przyblizone tego réwnania calkowego — uklad
réwnan linlowych zastepujacy to réwnanie przyjmuje postaé

i=r .
ZM;K(I,R?)=G;¢, k=[, 2, g @ e e g il (28)
i=1 :
p cosh g — cos :r(’i— é)
gdzie Gk=—?sfn 3 >

cosh & — Cos K(E + l)
2 s 2

. . a . - * s
Przy podziale odcinka c=~2~ na osiem réwnych cze¢sci, wyzna-

czono z ukladu réwnan (28) wielkoéci M) i naniesiono je na po-
nizszym rysunku.

3

nla
ralo

Rys. 11
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Warlo$ci Mx/P -

k= 1 2 3 4 5 6 7 §

Mp/P| —0,038067 | —0,078620 | —0,117381 | —0,157581 | —0,104342 | —0,238301 | —0,233683 | —0,591730

Dla poréwnania naniesiono linig kreskowana wykres momentow
utwierdzenia dla pasma plytowego utwierdzonego zupelnie wzdluz
prostej y=0. Momenty te wyliczamy ze wzoru:

M= Py, sinh =0 2 =

2a @ | cosh Z¥0—cos E(Jc—x(,)
i a a
" :
— y = b)) (29)
cosh 2¥°—cos —(x+x,)
a a

5. Pélpasmo plytowe obcigzone sila skupiona P w odleglosci
y:g‘ od osi x (rys. 12b). Utwierdzenie zupelne brzegu plyty na

odcinku ¢, symetryeznym wzgledem osi y.

b~

e c-%
——— -;/ag A— |

o=gqfp —————=

Rys. 1248, b

*) Woinowsky — Krieger: Beitrag zur Theorie durchlaufenden Platte, Ing.
Arch. 1939,
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Wyznaczono momenty utwierdzenia z réwnania catkowego (2)

_dla nastepujacych stosunkdw cja ==, =, =

Naniesiono je na rys. 12a, na ktérym dla poréwnania nanie-
siono réwniez wykres momentéw utwierdzenia dla wypadku c=a
wedlug wzoru (29).

7 wykreséw momentéw utwierdzenia wynika, Ze w miare zmniej-
szania odcinka ¢ momenty te wzrastaja, w miare zwiekszenia od-
cinka ¢ wykres momentow zbliza si¢ do wykresu momentéw przy
utwierdzeniu brzegu y=>b na cale] jego dlugoéci.

Résumé
Plaques rectangulaires avec les conditions aux limites mixtes

Dans le présent mémoire I'auteur donne la résolution précise
de deux types de problémes de la théorie des plaques minces,
i voir:

1. Plaques rectangulaires a conditions aux limites différentes
dans I'étendue de 'une des arétes de la plaque (par exemple —
un segment de l'aréte est rigidement encasiré tandis qu'un aulre
repose librement).

2. Plaques rectangulaires supporiées d’'une maniére quelconque
sur leur périmc¢ire et reposant en outre sur des appuis linéaires
dans les limites de la plaque.

 Les problémes de ce genre ont cette particularité que les condi-
fions aux limites peuvent y éire traduites par les équations inté-
grales de I‘redholm de premiére espéce.

Le procédé de la résolution dudit probléme y est expliqué sur
un exemple tout simple d'une plaque en demi-bande.

(Praca wplynela do Redakeji 11. IX. 1951.)



