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Płyty prostokątne o mieszanych warunkach brzegowy ch

Plaques rectangulaires avec les conditions aux limites mixtes

W. N o w a c k i , Gdańsk

W niniejszej pracy rozważać będziemy płyty prostokątne o róż-
nych warunkach brzegowych na poszczególnych odcinkach kra-
wędzi płyty.

Do pierwszego typu zagadnień należy rozmaity sposób utwier-
dzenia płyty na sąsiadujących odcinkach tej samej krawędzi płyty
Do drugiego z nich należy podparcie liniowe płyty wzdłuż odcinków
w obrębie płyty.

A) Rozważmy zatem płytę pro- T
stokątną (rys. 1) obciążoną w do- I
wolny sposób obciążeniem o inten- .'
sywności p {x, y).

Niech na odcinku (c2 — c±) ist-
nieje zupełne utwierdzenie płyty,
na pozostałym konturze swobodne
podparcie. Warunki brzegowe
kształtują się zatem następująco:

- = 0 d l a C-L^SXÏSCÏJ,

Rys. i

v ' ' ' dy

2°: w=0, V2iu=0 na pozostałym konturze płyty.

Tutaj w(x,y) oznacza powierzchnię odkształcenia płyty.

Funkcję momentów zginających my (x, 0)=-N -™— oznaczmy

przez Mt{x); traktować będziemy ją jako funkcję nieznaną.
Oznaczmy dalej przez wp{x, y) powierzchnię odkształcenia płyty

dookoła swobodnie podpartej wywołaną obciążeniem p(x, y). Wy-
znaczenie tej powierzchni odkształcenia przy nader prostych wa-
runkach brzegowych: u>p=0, Vu>p=0.iia obwodzie płyty nie na-
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stręcza trudności. Dla wielu wypadków obciążeń wystarczy sięgnąć
do znanych rozwiązań. Traktować będziemy więc funkcję wv(x, y)
jako znaną.

Oznaczmy dalej przez w^l, 0; x,y) powierzchnię odkształcenia
płyty dookoła swobodnie podpartej, wywołaną momentem jednostko-
wym M 1 = l o wektorze skierowanym w kierunku osi x, a zacze-
piającym w punkcie (£, 0) na osi x, przy czym: c ^ l ^ C o .

Stosując zasadę superpozycji otrzymamy ugięcie w punkcie (x, y)
płyty, wywołane działaniem momentów utwierdzenia M^x) w po-
staci:

Łączne ugięcie płyty wywołane obciążeniem p(x, y) i momen-
tami utwierdzenia Mx{x) wyniesie:

w (x, y) = wp(x, y) + fM&) w, (£ 0 ; x, y)d't (1)
c i .

Z warunku zerowej wartości nachylenia stycznej do odkształ-
conej na odcinku cz—ct otrzymamy zależność:

ÏM^)dWl^Oix'O)dUdw^x'°à=o, (2)
i 3 y 3-y

W powyższym związku nieznaną funkcją jest Mx (i).
Dla wyznaczenia niej uzyskaliśmy związek (2) —• równanie cał-

kowe Fredholma pierwszego rodzaju o rdzeniu K(x,k) symetrycznymi
(co wynika z twierdzenia o wzajemności przesunięć Maxwella)

dy

Znajomość funkcji MX(S) pozwala już na wyznaczenie powierzchni
odkształcenia z równania (1).

Rozważmy wypadek ogólniejszy. Niech dwa przeciwległe brzegi
płyty będą na odcinkach lt i l2 utwierdzone zupełnie; na pozo-
stałym konturze płyta niech będzie swobodnie podparta. Oznaczmy
funkcję momentów utwierdzenia na odcinkach lt i 1.2 przez Mt [x)
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i M2{x). Oznaczmy dalej powierzchnię odkształcenia płyty wywo-
łaną momentem skupionym M} = 1, działającym w odległości i na
osi x przez tu^i, 0; x, y) ; wywołaną momentem skupionym M 2 =l,
działającym w odległości I na brzegu
y = b prze : W2(i,b; x,y), — wreszcie
przez wp(x, y) powierzchnię odkształ- T~p *
cenią wywołaną obciążeniem p (x,y). i ^

W wyżej wymienionych trzech
wypadkach traktujemy płytę jako
na konturze swobodnie podpartą. Rys. 2

Łącznie ugięcie płyty wywołane momeatami Mt(x), M2{x) i ob-
ciążeniem p{x, y) daje:

ws(l,b; x,y) dt. (3)

Z warunku zerowej wartości nachylenia stycznej do odkształ-
conej na odcinkach l± i Z2 mamy:

f
J

dy
(4)

Ponieważ w myśl twierdzenia o wzajemności przesunięć jest

a ponadto jest

3u>2(Ę, 6 ; x, 0) 8u>i(|, 0 ; x, 6) _ _ ..
3y dy

dw2(Ę,b;x,b) dw,(£,,0; x,0) „, =.>— = — i = K(xil),
dy dy

przekształcimy równania (4) do postaci:

[
J

[
J

, i)d\+ (MS)G(x,
J

,l)di+ (M2(i)K(x,

J

(5)
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Otrzymaliśmy tu układ dwu równań całkowych Fredholma
pierwszego rodzaju.

Powyższe równania można rozszerzyć na bardziej skompliko-
wane wypadki układów płytowych. Widoczne jest, że dla płyt
ciągłych według rysunku 3 otrzymamy układ trójczłonowych
równań całkowych Fredholma.

r+4 '
r-4 r . f

-p I
I l

i r-4

Jj LŁ J

br

Rys. 3

Łatwo też jest wykazać, że te trójczłonowe równania całkowe
przechodzą na trójczłonowe równania Galerkina*) dające związek
między współczynnikami Fourierowskiego rozwinięcia funkcji mo-
mentów podporowych dla wypadku ciągłej płyty o szerokości a,
podpartej liniowymi podporami poprzecznymi w odległościach b.

Dla ilustracji postępowania podamy rozwiązanie nader prostego
wypadku szczególnego — półpasma płytowego o szerokości a i ob-
ciążonego w sposób jednostajny (rys. 4). Niech na odcinku c płyty
istnieje utwierdzenie zupełne; na pozostałym konturze niech istnieje
swobodne podparcie.

w(o.y)-O, V2w(a,y)'Q.

Vzw(x.o)"O
ó

w(x, oo)'

p - const.

w(a,y)"O,

Rys. 4

*) B. G. Galerkin: Upiugie tonkie plity, 1933.
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Rozważmy najpierw zadanie pomocnicze. Niech w odległości £
od osi y działa moment skupiony M1 = l.

Rozwiązaniem tego zadania będzie:

x> y) = y -2 (
An+un y Bn)e-°-ny sin an x,

M :M. :
<x n =-.

Łatwo stwierdzić, że rozwiązanie to spełnia równanie różnicz-
kowe Vs V2 w1(x,y)=0, warunki na brzegach x=0, x=a oraz dla
y==o°.

Stałe An i Bn wyznaczymy z warunków brzegowych na kra-
wędzi 3>=0, którą przyjmujemy jako swobodnie podpartą.

Z warunków tych: ,
co

wt{x, 0 )=0, — N ly-J-L—isz— \ sm u„ 1 sm an x
By a^-J

71 = 1,2, . . .

znajdziemy:

An - 0, Bn=— sin an \.
Na

Zatem:

lub też

y= } sin an\ sin a„ x,

, ny n . 4.
cosh cos — (x—l)

1 (x, y ; 6,0) = - - ^ - In ( 7 )

cosh —-—cos — (x+i)

Dla półpasma płytowego, swobodnie na konturze podpartego,
mamy przy obciążeniu jednostajnym o intensywności p znane
rozwiązanie:
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Nieznaną funkcję momentów utwierdzenia Mi(x) otrzymamy
z równania (2), które w naszym przykładzie przyjmuje "postać :

1 — cos— [x — I) o=

In" ^-—-de-Ë^-yj-s in^ ( 9 )
1 - c o s - *+S)

a
Wyznaczenie powierzchni M{x) z tego równania całkowego

pozwoli już wyznaczyć powierzchnię odkształcenia w(x, y) z rów-
nania (3), a tym samym pozwoli na wyznaczenie wszystkich sił
przekroju płyty, a więc momentów zginających, skręcających i sił
tnących.

Rozwiązanie równania całkowego Fredholma pierwszego ro-
dzaju natrafia na znaczne trudności i w nielicznych tylko wypad-
kach przy szczególnie prostej budowie rdzenia dopuszcza rozwią-
zanie w postaci zamkniętej. W ustępie III-cim podamy przybliżone
rozwiązanie tego równania.

W wypadku szczególnym c—a otrzymamy z równania (9) zna-
ny wykres momentów utwierdzenia.

Otóż korzystając z szeregu (6) możemy równanie (2) dla na-
szego przykładu napisać w postaci:

O

_2pa

1 . mnę .
- sin sm
m a

n=\, 2, ..

— sin (9a)
nr a

n-\, I, . .

Z porównania obu szeregów wynika, że dla liczb nieparzystych
m=n\

M(e)sm di=—J-~, (9b)
a

o
oraz, że dla liczb parzystych powyższe wyrażenie znika.

Powyższe wyrażenie można traktować jako współczynniki roz-
winięcia Fourierowskiego funkcji M(l):

sm
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Ponieważ :

1 = 1 , 3 , .

1 . nnx
sm = ax—x% dla OSsxfsa,

zatem :

(9c)

Otrzymany wynik jest zgodny ze znanym rozwiązaniem tego
zagadnienia na innej drodze *).

Rozwiązanie (9) da się bez trudu rozszerzyć na wypadek dwóch
półpasm płytowych o szerokości a i ctls w sposób ciągły połączo-
nych nad podporą liniową y=0 (rys. 5).

Rys. 5

Otrzymamy tu następujące równanie całkowe:

1 — cos— x—6) 1—cos — (x—ç
m

1 — cos — (x+i) 1 — cos —

.8p . . n 7tx , i V i l • n.
• — s m r a 2 > — s m —

. n=l,3, . . 71=1,3, , . .

(10)

Rozważmy jeszcze pasmo płytowe, obciążone w sposób jedno-
stajny. Brzeg płyty poza odcinkiem 2 c, na którym jest utwierdzony
zupełnie, niech będzie swobodnie podparty (rys. 6).

*) A. Nadai: Elastische Platten 1925. Str. 77,
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N a odcinku 2 c wystąpią m o m e n t y utwierdzenia M(y). I t u
m a m y najpierw zadanie pomocnicze — wyznaczenie powierzchni
wt (*> y »' 0; Tl) wywołane j m o m e n t e m skupionym o w e k t o r z e skie-
r o w a n y m w k i e r u n k u u jemnej osi y.

T
a

1

Powierzchnię wx wyrazimy przy pomocy całki Fouriera :

w
2 C 1

==— ~{A cosh ax+Bux sinh ax+C sinh ax+D ax cosh ax)x
' rcj a2

x cos a(y —T|)c?a.

Powyższa funkcja spełnia równanie różniczkowe:

(li)

oraz warunki brzegowe dla y=i°° .
Stałe A(a), . . . . , D{a), funkcje parametru a otrzymamy z dal-

szych warunków brzegowych na brzegu x=*0 i x—a.

1°: 1̂ (0, y)=0, 2°: 11̂ (0, y)-0,

. o
Otrzymamy stąd:

A(a)=0, B(a)=f~ C(a)=-L(l-ctgh2aa) • aa,
4/V 4/V
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Nachylenie powierzchni odkształcenia dla x=Q daje:

dWiiO, y; 0, T)) _ a Ç cosh aa sinh aa —aa
aa sinh2 aa cos y\)da. (12)

Funkcja wp, powierzchnia odkształcenia pasma wywołana
obciążeniem p, jest funkcją jedynie zmiennej x:

Zatem :

wp(x)=-2- (xi — 2ax3 + a3x).
ti~rl V

dwp(0)_p a3

dx 24/V"

(13)

Warunek zerowej wartości nachylenia odkształconej na od-
cinku 2c daje:

cosh aa sinh aa—aa
aa sinh2 aa

df\+ =0, (14)
24

a więc również równanie całkowe Fredholma pierwszego rodzaju
o rdzeniu symetrycznym.

B) Rozważmy teraz płytę prostokątną dookoła swobodnie pod-
partą, a ponadto podpartą liniowo na odcinku /, równoległym do
boku b. Oznaczmy przez wp (x, y) powierzchnię odkształcenia płyty
dookoła swobodnie podpartej wywo-
laną obciążeniem p (x, y), a przez |
wt(x, y) ugięcie płyty wywołane siłą
skupioną P = l , działającą w punkcie
(i, 0). Podparcie liniowe płyty na
odcinku / wywołuje reakcję pod- [ _
porową r(x), nieznaną na razie
funkcję zmiennej x. Funkcję tę mo-
żemy jednak wyznaczyć z wa-
runku zerowej wartości ugięcia,
wywołanego obciążeniem p(x, y) oraz reakcją r(x).

Zatem :

/ r® wx(x, o ; Ê, o) d Ê + wp(x, o)=0 . (15)

Rys. 7
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W tym równaniu całkowym Fredholma pierwszego rodzaju
w^x,0; 1,0) jest rdzeniem symetrycznym. Po wyznaczeniu r(£)
z równania (15) ugięcie w{x, y) wyznaczymy ze wzoru:

w{x, y) = wp{x, (16)

Równanie (15) zilustrujemy przykładem pasma płytowego jedno-
stajnie obciążonego, swobodnie podpartego na brzegach x= 0
i x=a oraz na liniowej podporze o długości c (rys. 8).

r T
c

j TT ~
p

X

1
a

1
Rys. 8

Otóż siła skupiona P = l , działająca w odległości x=£ wywołuje
powierzchnię odkształcenia płyty:

^y; i, 0)=—~ \ — ^
2Â  ar 3 / i n3

« - 1 , 2 , . .

sin anź sin anx . (17)

Dla y=0 mamy:

u^O.y; 4,0) =
2iV n

—— sin an i sin an x.3

n - 1 , 2, . .

Obciążenie p działające na pasmo płytowe wywołuje zgięcie
walcowe płyty:

(18)'
24iV Nn5

Równanie (15) przyjmuje tu postać:

c
sin aTO 4 sin amx

m3

= l, 2„.

oo

^T" V ^sina^-O. (19)
«=1,3,,..
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W wypadku szczególnym c=a, z porównania szeregów rów-
nania (19) otrzymamy dla nieparzystych liczb n — m:

: ) s i n — ( # = — 8 - ^ - , n-1,3, 5,... (20)
a Jr2rr

o

Stąd łatwo uzyskamy rozwiązanie:

... l6pctV~1 1 , nici
T\ h) ™ ~ T ~ s i n *

n - l , 3,..

Przedstawiony na tym prostym przykładzie sposób rozwiązania
płyty, z dodatkowymi liniami podporowymi w obrębie płyty, da
się oczywiście rozwinąć na kilka podpór liuiowych.

Rozważane w ustępach I i II typy zadań dadzą się rozszerzyć
i na inne wypadki mieszanych warunków brzegowych.

C) Przykłady. 1. Półpasmo płytowe, zupełnie utwierdzone na

odcinku c=— na pozostałych brzegach swobodnie podparte (rys.4).
a

Funkcje momentów utwierdzenia określa równanie całkowe (9).
Ścisłe rowiązanie tego równania natrafia na znaczne trudności.

Podamy rozwiązanie przybliżone, zastępując całkę sumą i spro-
wadzając równanie całkowe do układu niejednorodnych równań
liniowych.

Przy oznaczeniach:

(i—1,2, . . . , r), (k = i, 2. . ' . . . , r),

doprowadzamy równanie (9) do postaci :

(21)
(ft=l,2, . . . , /".)•

Tutaj oznaczają:

1 — cos-(&—i)
S

-
s

8pa ss ~ 1 .
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Pewną trudność sprawia fakt nieskończonej wartości współczyn-
ników K(i, i) układu równań (21), leżących na głównej przekątni
macierzy równań. Trudność tę ominiemy wyznaczając średnie
wartości K{i,i) na odcinku Ax, zawierającym nieciągłość logaryt-
miczną. Na odcinku Ax możemy w przybliżeniu przyjąć:

l n
'2ln-

31Q (22)

cos— (x+5) 2 a sin:

Przybliżenie to otrzymamy, rozkładając w liczniku argumentu
logarytmu wyrażenie 1 — cos - (x — i) na szereg potęgowy wzglę-
dem Q i pomijając potęgi Q jako wielkości rzędu wyższego,
a w mianowniku kładąc x=i.

średnią wartość funkcji In

otrzymamy zatem ze wzoru:

1 — cos— (x~s)a

1 — cos — (x+£)a

albo:

2 a sm —a

In

2 a sin

2 s sm
s

- 1 (23)

Poniżej podajemy tabelaryczne wartości rdzenia K (i, k) dla
poszczególnych punktów przedziału oraz wartości Fk. •

k =

Fk

pa*

i

0,840872

2

1,633624

3

2,343329

4

2,949224

5

3,436888

6

3,793523

7

4,009810

8

4,099881
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K (i, k)

1

2
3

4
5
6

7

8

1

—3,373419

2

—2,171171

—4,720908

3

—1,347489
—3,140851

—5,476390

4

—0.969681

—2,093129

—3,734798

—5,948873

5

—0,745591

—1,563619

—2,575444

—4,130030
—6,272891

6

—0,593934
—1,227958
—1,958868

—2,899418

—4,393654
— 6,483628

7

—0,482368
^0,989184

—1,551985
—2,222490

—3,110248

—4,556923
—6 603198

8

—0,395247
—0,810639

—1,252806

—1,762760
—2,385771
—3,229790

—4,635300
—6,642012

Rozwiązanie ukła.du. równań (21) daje następujące wartości mo-
mentów utwierdzenia:

Mu

Mkm

ya?

1

—0,032521

2

-0,061374

3

—0 084568

4

—0,105367

5

—0,122289

6

—0,143612

7

-0,132522

8

—0,357720

Rysunek 9 ilustruje wykres momentów M{x) na odcinku c.
Dla porównania linią kreskową przedstawiono wykres M(x) przy
utwierdzeniu zupełnym krawędzi y=0 na całej długości (według
wzoru 9c).

Znamienny jest bardzo silny wzrost momentów w pobliżu

punktu x = — Wynika to z nieciągłości pochodnej '•—i spo-
ci 3y

dziewać się należy, że przy ścisłym rozwiązaniu równania całko-
wego, otrzyma się tu wartość nieskończenie dużą.

Wyznaczenie funkcji M{x) pozwoli już na wyznaczenie'powierz-
chni odkształcenia naszej płyty według wzoru (1).

Funkcja wp{x, y) określona jest wzorem (8), wpływ utwier-

dzenia płyty na odcinku c = — przedstawia całka:
Ł

di, (24)

gdzie u)x{x, y ; i, 0) przedstawia wzór (7).
W przypadku naszego rozwiązania przybliżonego należy trak-

tować wartości Mh jako momenty skupione w poszczególnych



432 W. Nowacki Arch. Mech. Stos.

-OS

-0?.

-0.4

m
«iJÎ.UJi Mi

jff,, :::

ïï
J1LL
a
z

II

j

2

Rys. y

punktach przedziału 02ieśśa/2. Wyrażenie (24) przyjmie zatem
postać :

albo
31 3T

cosh — y— cos —
a a

. n ir
cosh — y~ cos

a a

(25)

2. Półpasmo płytowe obciążone siłą skupioną P w punkcie
(xo=a/2, yo=a/2).

y Powierzchnia wp (x, y) wywo-
łana tym obciążeniem przyjmuje
dla półpasma płytowego dookoła

a swobodnie podpartego następu-
jącą postać:

Rys. 10
x 1(1 + an y0) sinh an y — (26)

— an y cosh an y] sin a„ x sin an xQ.
Stąd nachylenie powierzchni odkształcenia w prostej y—Q :

dwJx, 0) P V^e-a««» .
= > sina

dy !ZJ n
,, = 1,2,...

sin a„ x =
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cosli - ^ — cos (x—x0)

(27)

cosh - — — cos — (x+xQ)
a a

Dla xo=yo==— równanie całkowe (2) daje:

0/2 1 — c o s — (x —S)
a

1 - c o s - (x+£)
a

, Jt n i a

cosn — — cos — x —
2 a\ 2

n
, jt Jt [ a

cosh - — cos - x +
2 aRozwiązanie przybliżone tego równania całkowego — układ

równań liniowych zastępujący to równanie przyjmuje postać

i:k)=Gk, ft-1,2, r, (28)

, « (k_i
c o s h — — cos m — — —

, . r Ps . 2 \ s 2
gdzie G f c = /n

2 , Jt k , 1
cosh — — cos it — + —

2 \s 2
Przy podziale odcinka c=— na osiem równych części, wyzna-

czono z układu równań (28) wielkości Mk i naniesiono je na po-
niższym rysunku.

îk.
p

0.50

Of5

0^0

010

0,40

005

0 A 1 I
/ t

, a
2

I
1

N.
N.

0
~2 ~*

X

Rys. i l
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MA/P

l

—0,038067

2

—0,078629

W. Nowacki

Wartości Mk/P

3

-0,117381

4

-0,157581

5

—0,194342

6

—0.23S301

Arch. Mech. Stos

•

7 -

—0,233683

8

-0,591730

Dla porównania naniesiono linią kreskowaną wykres momentów
utwierdzenia dla pasma płytowego utwierdzonego zupełnie wzdłuż
prostej y=0. Momenty te wyliczamy ze wzoru:

2a cosn — — cos - {x—x0)

*)
cosh ———cos —

a a

(29)

3. Półpasmo płytowe obciążone siłą skupioną P w odległości

y=~~ od osi x (rys. 12 b). Utwierdzenie zupełne brzegu płyty na
— i

odcinku c, symetrycznym względem osi y.

a

*) Woinowsky — Krieger: Beitrag zur Théorie durchlaufenden Platte. ług.
Arch. 1939.
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Wyznaczono momenty utwierdzenia z równania całkowego (2)
1 3 1dla następujących stosunków c/a =.--, -, —.
4 8 2

Naniesiono je na rys. 12 a, na którym dla porównania nanie-
siono również wykres momentów utwierdzenia dla wypadku c=a
według wzoru (29).

Z wykresów momentów utwierdzenia wynika, że w miarę zmniej-
szania odcinka c momenty te wzrastają, w miarę zwiększenia od-
cinka c wykres momentów zbliża się do wykresu momentów przy
utwierdzeniu brzegu y—b na całej jego długości.

R e s u m e

Plaques rectangulaires avec les conditions aux limites mixtes

Dans le présent mémoire l'auteur donne la résolution précise
de deux types de problèmes de la théorie des plaques minces,
à voir:

1. Plaques rectangulaires à conditions aux limites différentes
dans l'étendue de l'une des arêtes de la plaque (par exemple —
un segment de l'arête est rigidement encastré tandis qu'un autre
repose librement).

2. Plaques rectangulaires supportées d'une manière quelconque
sur leur périmètre et reposant en outre sur des appuis linéaires
dans les limites de la plaque.

Les problèmes de ce genre ont cette particularité que les condi-
tions aux limites peuvent y être traduites par les équations inté-
grales de Fredholm de première espèce.

Le procédé de la résolution dudit problème y est expliqué sur
un exemple tout simple d'une plaque en demi-bande.

(Pvaca wpłynęła do Redakcji 11. IX. 1951.)


