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Pasmo plytowe ortotropowe

Plaque en bande orthotrope
W. Nowacki, Gdansk

Wesmy pod uwage pasmo plytowe ortotropowe, nieskonczenie
dlugie, swobodnie podparte wzdiuz krawedzi x=0; x=a. Niech
pasmo to bedzie obciazone sita skupiona P, dzialajaca na osi x
w odlegloéei € od osi Y.

Rozwiazanie tego zagadnienia przy uzyciu pojedynczych sze-
regbw trygonometrycznych podal M. T. Huber®). Szeregi te sa
jednak zwlaszcza dla wielkoSei statycznych plyty (momenty zgi-
najace i skrecajace, sily tnace) bardzo wolnozbiezne w otoczeniu
punktu przylozenia sily.

Okazemy, ze wiclkoéci statyczne mozna przedstawié przy
pomocy wzoroéw zamknictych.

Rozwigzanie nastapi przez rozwigzanic ukladu dwéch réwnan
czastkowych. Stwarza to analogi¢ do dwustopniowego sposobu
rozwigzania podanego przez H. Marcusa dla plyt izotropowych.

Wychodzimy ze znanego rownania rézniczkowego odksztalcenia
plyty 0rt0t1'0powej:

D, +2H—;—-I-D ——-—0 (1)
?)y ax® oy* ax?
gdzie
m, m, h? . m.m, h?
Di=——r k=, Py, =,
mymy,—1 12 m, my—1 12
J 3
op=2:1Dv¢4c, c—i G,
my, mx ;
AUz
E.,E, — sq modulami sprezystosci w kierunku osi x i y,

m,, m, — sa liczbami Poissona dla tych kierunkow,

*) M. T. Huber. Teoria plyt prostokatnie - réZnokierunkowych. Lwéw 1921,
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G, — jest stalg materialu — odpowiednikiem modutu odksztal-
cenia postaciowego ciala izotropowego.
h — jest grubodcig plyty, a w — ugigciem plyty.

Stale materialu E i m zwigzane sq ponadto réwnaniem
E.m.=E,m,.

WielkoSci statyczne, momenty zginajace M., M,, moment skre-
cajagcy M,, oraz sily tnace T.., T,. wyrazone sa mnasigpujgcymi
wzorami

2 2
Mi==1, (2w+ . _3__”’)
dx* oy
o%w o
M,=—D, (*—a x -E)
a9y ox
2
M,=—2C 22 ()
o0x 0y
3
To= =Dy ~2—(Day+2C)—
x 0y®
a* ow
T,,=—D D42 C) .
u v 2y" —(D, 2x? 9y
Przy oznaczeniach £4=25, g=..—H— roéwnanie (1) przyjmie
Dy ]/Dx Dy
postaé
ad iad, 4
Wigeer @Y Ll g o e>0 @)
oyt ax*® gy? axt _

Wielkosé o posiada zasadnicze znaczenie dla rozwigzania réwna-
nia (2): w zaleznoéci bowiem od tego, czy @ =1 otrzymujemy tlzy
odmienne rozwigzania.
Wprowadzamy funkeje ¢(x, y) spelniajaca réwnanie
32 2
___T.;.Bzﬂzo,

= P f=const. (3a)

Niech funkcja o(x, y) quzxe zwigzana z funkcja ugiecia w(x, y)
zaleznoécia :
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cw L, Pw
p=2E 2 28 ).= const. (3b)
2y* ax*

Wstawiajac ¢ do rownania (3a) otrzymamy

( 92 _i_ﬁﬂﬁi) (‘-—E‘z— ‘i_R2' E}I_z )wzo' {4)

_r : 'l o | e
ay® ax?| \ay? axc*

Ostatnie rownanie bedzie identyczne z réwnaniem rézniczkowym (2),
jeshi
124p2=2pe? el=f%2, (5)

Powyzsze zwigzki prowadza do zaleznoSci

By, o=1e l/@ + 10T —1, Idy,e=ze l/ o—7Ve—1 gdy o>1.

Br.a=7e h/l—;g—ﬂ' 1—}-’J i, ceie h/%{?—gl/l.gﬁj

gdy o<1. (5a)
fis =g, A,p=ze ng o=1.

Rozwazmy wypadek 0> 1 i wyznaczmy funkcje ¢ z réwnania (3a).
Warunki brzegowe dla ¢ ksztaltuja si¢ nastepujaco.
Na brzegach swobodnie podpartych x=0 i x=a ugigcie w
. Ow PPw ; o o R ;
i pochodne: “~—, “ = sa réwne zeru. Z réwnania (3b) wynika
ay*’ ox® '
zatem, ze na brzegach tych rowniez ¢ jest rowne zeru.
Zakladamy wigc
s . nit
P(x, ¥)= 3 qu(y) sin a,x dy=—=,
n=1;2, .: a

i doprowadzamy réwnanie (3a) do réwnania rézniczkowego zwy-
czajnego
dp,
dy*

Rozwiazaniem tego réwnania bedzie

— 2%, =0.

qj!lz.AJ;e_“nBy+Bi!ea"By, (6)
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Poniewaz dla y—=>c°: w(x, y)~>0 zatem i @(x, y)>0. Temu warun-
kowi odpowiada B,=0.

Stalg catkowania A, otrzymamy z warunkéw zrownowazenia sily
tnacej Ty, na prawo i lewo od przekroju y=0 z sila skupiong P.

3 o3
ngwﬂ+f:4)amo-—[yaw (2£+2c)de Poo o
i 2 ay? m, ayaxtly—o 2

Ze wzgledu na symetryczng wzgledem osi x postaé wygigcia plyly
znika drugi ezlon w nawiasach graniastych réwnania (7) i ostatecznie

3 P
~p el ol AR 4F .5 (8)
E‘ya y=0 2 d}’ y=0 2
Rozwijajac P(x) w szereg [Fouriera
o0
2P
P(x)“‘a— sin o, C sin o,x
n=1.2,.,.
ofrzymamy z rownania (8)
PRSI RS (9)
nxfD,
Zatem
e iy
Pplx, Y)=——— ——— sin a,§ sin L. (10)
:|=1 A

Powierzchni¢ odksztalcenia w(x,y) wyznaczymy z réwnania (3b)
Przy przyjeciu

w(x, y) =122,‘ wn(y) sin oyx, (11)

spelniajacym warunki brzegowe w(0, y)=0, w(a, y)=0 nalezy zna-
leé¢é rozwigzanie réwnania rézniczkowego zwyczajnego

2
d Wn_ gy =—_ £
dy? afinD,

e” % #sin a,C. (12)
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Rozwigzanie tego rownania przy warunkach brzegowych

aw
ay

w(x’ccj) = OJ = 0

y=10

prowadzi do podanego juz przez M. T. Hubera rozwiazania, uzy-
skanego na drodze bezposredniego calkowania réwnania (2):

o0
' 2 —hei —pPn
w(x, y}=__.P_“— i(f}g =7 ; H)sin O, Csintax  (13)
pABE—A)D, Z n

n=1,2 ..

Wprowadzamy druga funkcje pomocniczg Y(x,y) spelniajaca
réwnanie
o2 a2
_5'_? 42 d_qJ:O
ay* ax?

2 (14a)

i zwigzang z ugieciem w(x, y) réwnaniem

w +p2 *w

h= :
ay* ox?

(14b)

Eliminujae z tych réwnaf funkcje ¢, dochodzimy do réwnania (4).
Funkcje ¢ wyznaczamy w ten sam sposéb co i funkcje .
Otrzymamy
2 —anhy _
d(x, y)=— P L sin @, £ sin a,x. (15)
alD il n

n=1,2 ...

Catkujac rownanie (14b) otrzymamy dla w(x,y) wzor (13).
Z okreélenia funkecji pomocniczych ¢ i ¢ latwo juz wyznaczyé
drugie pochodne czastkowe powierzchni ugiecia plyty:

2 o 2 2p— )2
L N . S B . [OER (16)

ox®  pr—a2 ay* fz—22

Wracajac do funkeji @ i ¢, rozwiazan osobliwych réwnan réz-
niczkowych (3) i (14) zauwazymy, ze funkcje te, wyrazone wzo-
rami (10) i (15) mozemy przedstawié przy pomocy wzoréw zam-
knigtych. Mianowicie, je§li w tych wzorach zastagpimy funkcje
trygonometryczne wykladniczymiiskorzystamy ze znanego zwigzku
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o0

N (S, .o

n=172 ...

|z|<1

to otrzymamy

nf T v
cosh —- y—cos — (x—C)
a a

H

= ]I].
= 4nBD,

cosh ™ y—Cos -E (x+5)

(17)
cosh A y—cos i (x—¢)
B P l a a
= n .
4m 1D, cosh%}' y—cos—g- (x+E)

Latwo stwierdzimy, ze 9>¢. Dla y=0 oraz x=C funkcje
¢ i ¢ staja sie niecigglymi jak logarytm.
Korzystajac z tych zwigzkéw mozemy momenty zginajace
i sily poprzeczne wyrazié przy pomocy wzoréw zamknietych.
Mx=———D—"-——Iv-fP+uy it —2*)]
2% ¥ —
(18)

. 28211’ Q

3.

=12+ pe (b — )|

Funkcje ¢ i ¢ wystepujace w rownaniach (18) wyrazimy przy
pomocy réwnan (17).

Podobnie
2C 2 2
sz__ it it 59.____12__
29,9]/Q3 [ (b= ‘P)+(“y+1),)(l D x ax)]
D Y 2C\ o ()
im0 2, 2008 ]
T TR Iyﬁ 2y D,y

Ze wzoréw (18) dla y=0 uzyskamy po prostych przeksztalceniach
1+€y,

M,.=¢t
potet

M,. (20)

Widzimy, ze stosunek ten jest niezalezny od parametru o.
Latwo tez stwierdzié, ze zwigzek ten jest sluszny dla o= 1.



Tom III 1951 Pasmo plytowe ortotropowe 265

W wypadku szczegélnym o=1 otrzymamy z réwnania (13)
przez przejécie do granicy:

OO —ansy

Pa* e
ontet D, n®

n=12 ..,

w(x, y)= (1 + e y) sin oL sin o,x. (21)

W wypadku tym latwo zauwazyé, ze rownanie (2) przy wprowa-
dzeniu nowej zmiennej 1=ty staje si¢ r6wnaniem biharmoni¢znym

VA7 w(x, n)=0,

a calka osobliwg tego réwnania bedzie

cosh y—Cos E-(xﬂ 0
a a

(1)=(p|ﬂ=z=q’|).——-s: In ) (22)
4Dyme  oqp ZE y—cos —(x+)
a a
Korzystajac ze zwigzkow (16) otrzymamy dla tego wypadku
2 X .
ox% 2P 8P |p=c 2A 8\ |A=¢
agw:(rj—_@_ _@.(_p :4].—...%‘_ E.qi
ay* 2 8P |p=e 2 oA A=
wzglednie '
\ g2 W_g_ . 0P
T ox? oy
(24)
]
ay* ay

Przy pomocy tych zwiazkéw wyrazimy momenty zginajace i sily
tngce w postaci wzoréw zamknigtych.

Eﬂ
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= —--1_ o [&((I)_y?_‘g)+[.uy .+2C) ((1)_]_),9_[))]
2 x| €? ay a2y
i (26)
1 2 a P 5 Y
——— el 2 " I)— —— I
L BY[DQ((HJ;BJJ) B C}( dy)]

W wypadku szczegblnym e=1; 0=1, a wicc w wypadku plyty
izotropowej otrzymamy znane rozwiazanie A. Nadaiego *).

Przechodzimy wreszcie do wypadku o < 1. Je§li do réwnania (13)
wstawié

__|___
{'j:-\;l—}-f\:‘z 1=‘r1_i\rg vy, 2=€V159 5 (2?)

to po prostych przeksztalceniach uzyskamy

‘_VlanJ
w(x, y)= E (vy 8in Yy 0y Y +V; COSYy Uny)
2 vy v, (\' v D,
n=rl 25
x§in o, 'C . sin Oy X, (28)

Funkcje ¢ i  przyjmuja tu postaé funkeji zespolonych sprzezonych

P P
=—— (B, —iP,), = (D, +iD 29
P nsaDg( 1 2 ¢ neEDy( 1 2) (29)
gdzie '
—an"ly
¢, = E (V) CO8 Vg Gty Y —V, 8N Vs 01, ¥) 8IN &, € 8IN 0, X
n=1,2, .,
(30)
o0 _a'n"'ly
E — (vs cos vy, y+v, 8in vy i, y) sin &, Csin @, x
n=l, 20,05
Ze wzoréw (16) przy uzyciu zwigzkéw (29) otrzymamy
rw__ P P
ax? 2xetD, vyv,
2 2 2 (31)
8'__41‘0_1.___‘]:'__((I'.-l_f])2 Y Vs ) .
oy* 2n D, e 2v v,

*) A, Nadai: Elastische Platten 1925 sir. 95.
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=

Po prostych przeksztalceniach wzory powyzsze przyjmuja
szezegblnie prosta postac:

w___ P (J H
ax? 2met D, Vi
2 P I' . H o
o"w :
A
- oy gnDy Vo ¥y
gdzie
o BN
e . navyy ., nnl . namx
J=\1e__a¢ sin 2 6in "> sin (33)
n a a L
T P PO
O nmvy
e = nmv . T . TX
e Z_-._a_cos___ﬂmn“ E i (34)
n a a g

n=1,2 ...

Ostatnie zwigzki mozna przedstawi¢ przy pomocy wzoréw
zamknietych,

Tloczyn sinuséw w szeregu (33) daje si¢ przedstawi¢ w postaci
sumy sinuséw o argumentach o,v; (i=1, 2, 3, 4), gdzie

M=V y—X+L, Y=V y—x-T,
Ng=X—C—Vp ¥, M=V, y+x+L
Korzystajac ze wzordow
o n
arctg JLEDT E T sinn?d (33)
1—rcost
n=1, 2,
przeksztalcimy szereg (33) na

v sin amn;
= —Zarc tg : (36)
Y cos an;

f==1
a=mnfla

W szeregu (34) mozna iloczyn sinuséw wyrazi€ przez sumg
dwéch iloczynéw zawierajacych sinusy.
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Szereg (34) bedzie suma dwéch szeregéw typu (10), ktére dadzg
sig¢ wyrazi¢ przy pomocy wzoréw zamkni¢tych.
Otrzymamy tu
H=l1n (cosh avy y—cos an,) (cosh av; y—cos any)
8  |[(cosh av, y—cosan,) (cosh v, y—cos an,)

] . (37)

Powyzsze wyniki pozwalaja na wyznaczenie momentéw zgina-
jacych i sil tnacych ze wzoréw zamknigtych.

Rowniez 1 momenty skrecajace dadza wyrazié si¢ przy pomocy
wzoréw zamknietych. Jak wiadomo wyznacza si¢ je ze wzoru

Mgy = — 2 C e - . (38)
. ax oy
Dla 0>1 mamy:
oo
*w P 1 [ —onby —ahy| . .
_— xS e e . ) h ‘

ox oy o« (B*—2%) DyZn ( £ ) sin 05 C.cos a,x. (39)

n=1,2.,,

Korzystajac ze zwiazku (35) otrzymamy po prostych przeksztal-
ceniach :

o —aly . .
Pw P arcta—2 sin « (E+x) g
exay 2m((—1%)Dy 1— ¢ sin o (E+x)
oM sin o (E—x) e gina (E+x)
+ arc g ] —arc g = (40)
1—e “Ysin a(t—x) 1—e ®gin a(E+x)
—y sin o (E—x)
— arcig

j~e % gina (E—x)
gdzie =",

a
Dla 9<1 znajdziemy
Fw

P g A
—=— SIN Oy Vo¥ SIN Upk « COS oy X (41)
2 v, vy, D, n

n=1 2 ...

dx oy
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Powyzsze wyrazenie przeksztalcimy podobnie jak wyrazenie (34).
Otrzymamy tu
Pw 2
axay 16mv v, D,

®

lcosh 2y ——cosE{vg y—E-—x)] [coshm —cos " (vs }"‘E-i-x]]
a a a

% In = > .
U JT 1
lcosh i & —cos—(v, y+E+ x]] [cosh = —~g0s—(Vy y+E—x)
a a a a
(42)
Wreszcie dla p=1 mamy:
o0
2 . = = .
oL IR Ee “ntY  gin on £+ COS Op X, (43)
ax gy 2ea by
n=1,2 ... J
Zwazywszy, ze wedlug wzoru (22)
[ea] \
) .
OF o ¥ E e "1V . gin a, £+ cos oy x (44)
ax ea- Dy
n=1,2,,..
zatem
2w 1 ad
=l (45)
ox2y 2 ox

Zauwaimy jeszcze, ze na proste] x=0 momenty skre¢cajace
beda réwne zeru bez wzgledu na warto§é o.

Dla obcigzenia P=1, dzialajacego w punkcie (C, 1) mozna w mys$l
twierdzenia o wzajemnoSci przesunie¢ Maxwell’a — Bettiego trak-
towaé powierzchnie momentéw My, My, Mzy i sil tnacych Toz, Ty
wywolang tym obciazeniem jako powierzchnie wplywowa dla sity
P=1 posuwajacej sic w obrebie plyty.

Oznaczmy powierzchnie wplywowa dowolnej wielkoSci sta-
tycznej przez K(x, y; T, m). Przy zadanym obcigzeniu p(x, y) rozlo-
zonym na obszarze A plyty otrzymamy warto§¢ tej wielkosci
ze wzoru

K(, n)zAf K(x,y; &, m)dxdy. (46)



270 W. Nowacki Arch. Mech, Stos.

Plaque en bande orthrotrope
Résumé

Ce mémoire traite d’un cas de plaque en bande orthrotrope,
sollicitée par une poids concentrée. L’équation différentielle de la sur-
face de flexion de ladite plaque, équation quasi-biharmonique
y a été remplacée par un systétme de deux équations quasihar-
moniques. Ces derniéres équations peuvent prendre la forme d’ex-
pressions fermées; quant a leurs solutions, celles-ci peuvent étre
utilisées pour déterminer les moments fléchissants en expressions
également fermées.

(Praca wplynela do Redakeji dnia 2. IV, 1951 r.).



