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Zastosowanie całki Fouriera do teorii płyt
ortotrop owych

HHTerpana Oypbe B TeopMM opTOTponHbix

W. N o w a c k i i St. T u r s k i

W zastosowaniach praktycznych nabierają coraz większego
znaczenia płyty ortotropowe.

Równanie różniczkowe powierzchni odkształcenia płyty orto-
tropowej w układzie współrzędnych prostokątnych przyjmuje
następującą, podaną przez M. T. Hub er a l) postać:

Dx *1?L+2H^-+DB i ^ - p (1)

Tutaj Dx, H, Ds są wielkościami stałymi.

D x = mxm!l— 1 12 mxmy—l 12 mg mx

gdzie
Ex, Es są modułami sprężystości w kierunku osi x i y,
mx, mg odpowiednimi liczbami Poissona dla tych kierunków,
Go jest stałą materiałową, stanowiącą odpowiednik modułu od-
kształcenia postaciowego płyty izotropowej,
h jest grubością płyty,
p(x, y) obciążeniem na jednostkę powierzchni środkowej płyty,
Przy oznaczeniach

Q ]/DxDs' ' Dx

*) Praca niniejsza była referowana na posiedzeniu sekcji matematyki stoso-
wanej I-go Kongresu Matematyków Węgierskich w Budapeszcie we -wrześniu 1950.

J) M. T. H u b e r , La theorie generale des hourdis en beton arme. Lwów 1914.
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napiszemy równanie (1) w postaci

diw
3 x2 'd y 2 ay

(2)

Wielkość p odgrywa w teorii płyt ortotropowych ważną rolę.
Mianowicie rozwiązanie równania (1) dla p> 1 znajdują zazwy-

czaj zastosowanie dla płyt żelbetowych krzyżowo zbrojonych,
a dla o < 1 dla płyt z blachy falistej i gęstożebrowych krat bel-
kowych. Wypadek g = l ; e==l odpowiada płytom izotropowym.

Rozważmy płytę w kierunku y
nieskończenie długą, opierającą się
na niepodatnych, równoległych pod-
porach liniowych (rys. 1). Załóżmy
rozmaite rozpiętości ar i rozmaite
sztywności D, w poszczególnych
przęsłach.

Niech na płytę działa obciążenie
P(y) wzdłuż prostej równoległej do
osi y. Przyjmijmy, że obciążenie to
jest ciągłe lub nieciągłe, ale ograni-
czone i ustawione symetrycznie
w stosunku do osi x; poszukujemy
powierzchni odkształcenia płyty, Tak
określone zadanie zawierać będzie
cały szereg' wypadków szczególnych
i charakteryzować się będzie tym,
że rozwiązanie równania (1) da się

przedstawić przy pomocy całek Fouriera.

Jako wielkości nadliczbowe przyjmiemy momenty podporowe
o wektorach skierowanych w kierunku osi y. Oznaczmy je od-
powiednio do podpór przez Mr (r—i, 2 , .)•

Zarówno obciążenie P(y) jak i momenty Mr(y) wyrazimy przy
pomocy całek Fouriera.

DO CO

— j p(a) cos uy da, p(a)= fp(\) COs aX dl; (3)

My)

r-4

— ar —

y

Pr.

X

r

- ar~' -

r->4

Rys. l
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co oo

° r c
Mr(y) = -~ m,(c) cos uy da, mr{a) — Mr{l) cos al dl;

nj J
o o

co

przy czym zakładamy, że J\P{l)\dl posiada wartość skończoną.
—co

Wielkość momentów podporowych Mr wyznaczymy z odpo-
wiedniej ilości równań ciągłości płyty na podporach r. Równania
te jak niżej zobaczymy, dają się przedstawić w postaci równań
trójczłonowych.

W dalszych wywodach zajmować się będziemy równaniem,
jednorodnym

8l ^ l + e 4 ^ i = o . (4)
3 l

Rozwiązanie tego równania przedstawimy w postaci
oo

w = — -'—X(n, x) cos ay da, . (5)
jt J a 2

0
gdzie dla Q > 1

X(x,a) — Ul cosh ^sr+t/a sinli l^+U^ cosh X2x+f/4 sinh A2x,
(6a)

i . 2 ] 0 l Q ! v=ea.

Dla e - 1
X(x, a )=A 1 cosh vx+A 2 vx sinh vx+A 3 sinh vx+Ai\'x coshvx, (6b)

wrzeszcie dla Q < 1

X{x, o-)=B1 cosh cpxx cos cp3x + B2 cosh cpjjc sinfPi.x+B3 sinh cpxx cos cpa^+

fi3y sinh cpxx sin cp2x (6c)

Zauważmy* że między cp i I zachodzi zależność

T*
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Powierzchnię odkształcenia pasma płytowego o szerokości a zło-
żymy z dwóch, części, z powierzchni wp powstałej od obciążenia
liniowego P(y) oraz z powierzchni WM powstałej wskutek działania
momentów podporowych M'(y), M"(y),

w=wp + WM + WM" •

Wyznaczmy najpierw powierzchnię wM powstałą pod wpływem
momentu

M'

Hu)
M'

n
M'[y) =— m\a) cos ay da,

działającego wzdłuż brzegu x—0
pasma płytowego swobodnie pod-
partego na podporach x=0 x—a.

W tym wypadku mamy do czynienia z jednorodnym równaniem
różniczkowym (4). Warunki brzegowe tego zadania są następujące:

Rys. 2

dla x =

dla x=a wM'{a,y)=0 = 0,

Prowadzą one do wyznaczenia (dla Q>1) wielkości UL,,..., C/4

2 = — f/x ctgh ?tla, Ui=U1 ctgh A2 a. (8)

Łatwo obliczyć stałe całkowania w przypadkach y<l.i @=1.
Znajomość stałych f/l5.., C/4 pozwoli już na wyznaczenie nachy-

lenia stycznej do linii odkształcenia w przekroju y = const.

3 *
= • m{u)(P(a) cos r/y c/a,

A=O xDx J

dwM'
lóx

(a) cos ay da. (9)
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gdzie

O (v ^ -—• v ^\
(v1ctgh.v1-Vactgliva) !

(10)

sinhv2

, Vj=} t l a, v 2 =A 2 a.

Dla g < l uzyskamy przy użyciu zależności Xi. 2=q)1±tcpa nastę-
pujące funkcje parametru:

A/ \ al'a coslii|'i sinh tyi—i|>i cos \|>2sim|>2

p! \|)a (sinh 2 •»[)!+sin2 i|)2)

w/ \ % cosh I|J, sin i|'2—H'a sinh ipj cos
l' ^a) = !

il^łl'2 (sinh2 % + s i n 2 1 ^ )
(11)

Wreszcie dla Q=l uzyskamy przy przejściu do granic (̂ x->-va = ii;
•v|>2-K)) następujące funkcje parametru a:

_ , . cosh 11 sinh ii—i]

U7 x _ 11

sinh2 ii

cosh i] —sinh i]
sinh2 n

•(12)

Następnym zadaniem pomocniczym będzie
wyznaczenie powierzchni wP pasma płytowego
swobodnie podpartego (rys. 3). Pasmo płytowe
traktować będziemy jako dwie płyty (I i I') roz-
dzielone przekrojem x='t. Obciążenie P{y) jest
symetryczne względem osi x i wyraża się całką

co
2 r

P^y n J P ^ C ° S Uy da' Rys- 3

' o
Równanie różniczkowe powierzchni odkształcenia płyty przyj-

muje postać

dy"-
: = 0 dla płyty I (13a)
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oraz
^ 1 1 1 ^ + s , ^ = 0 dla płyty I' (15b)

3/

Dla Q > 1 przyjmujemy jako rozważanie równania (13a) całkę

2 f 1
ti)p—— — (U9 sinh ?HX+ UA sinh tax) cos ay du,

KJ a2

0

a dla równania (13b) całkę

'2 r i —.
Wp'=— — [U2 sinh X1x'-\-Ui sinh hx') cos ay c?a.

jtj aa

0

Funkcje parametru a, Uu Z74, t/l5 f/4, wyznaczymy z dwóch
warunków geometrycznych ciągłości płyty w przekroju x = |

(14a)
o x 8 X

oraz z dwróch warunków statycznych

9x2 3x ' 2 ' " 3x3 3x'

Pierwszy z warunków (14b) określa równość momentów zginają-
cych Mx, drugi wyraża, że obciążenie P(y) równa się różnicy sił
tnących na lewo i prawo od przekroju x=t.

Z powyższych warunków brzegowych otrzymamy dla Q < 1

, _ p(a)q3 sinh X£ . . _ . p{a)a2 sinh \ |[
D^i (J.!2 - A2

2) sinh Vj ' * ~ Z). X.2 I V 2 ^ V ) sinh v a '

77 s i n h ^ 2 1 77 7-
< - J 4 u s . , . ..7> u2 U-2 . , . ;;•s m h A,21 smh Ax £

Łatwo obliczyć stałe całkowania w przypadkach y < l i 6 = 1.
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Nachylenie stycznej do odkształconej w przekroju y=const wy-
razimy wzorami

(15)

gdzie

8WP

dX

3 Wp'

3 x'

2 p(a)

V l
2 - v 2

2

a 2

"°
a2

r
— p(a)0l" cos ay da,

J
0

co
r

- p(a)0</>' cosay da,
• J

0

/sinh A.21' sinh ^

1sinh v„ s inh
(16)

Dla ©lp) należy we wzorze (16) wstawić | w miejsce | ' .
Dla Q<1 uzyskamy

„ __ p{a) sinh

Wreszcie dla Q =

•0(0—,——; ( v | c o s h v | ' s inh TJ—Tisinhv|)
sinh

(17)

(18)

Dla Q(p| należy w powyższych wzorach wstawić 1 w miejsce | '
i na odwrót.

Po tak opracowanych dwóch zadaniach pomocniczych przystą-
pić możemy do ułożenia równań trójczłonowych dla płyty ciągłej
nieskończenie długiej w kierunku y (rys. i).

Niech w przęśle ar działa obciążenie Pr{y), w przęśle ar+i obcią-
żenie Pr+i{y).

Oznaczmy nieznane momenty podporowe wzdłuż linii r—i, r,
r+.l przez Mr-\, Mr, Mr+\-

Z warunku ciągłości płyty na podporze r

(19)

uzyskamy równanie trójczłonowe, stanowiące odpowiednik rów^na-
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nia trzech momentów belek ciągłych

+a r + łc,+,p r + i8Jfl+ 1-0 (20)

r-1,2. 3 . . . . ,

Rozwiązanie układu równań (20) daje wielkości m(n) a tym
samym pozwoli na wyznaczenie momentów podporowych

= — I m(a) cos ayda.

0

Układ równań (20) pozostaje słusznym również dla płyty ciągłej
nieskończenie długiej podpartej swobodnie wzdłuż osi x (rys. 4),

Wypadek ten traktować można jako
wynik antysymetrycznego obciążenia
względem osi. x. Powierzchnia odkształ-
cenia wyraża się w tym wypadku całką

P(y) co
_ 2 ri

w ~ -^(^,a) sin ay da,a*
o

ii
li .

i I '
1 1 i

R y s . 4

'I

Rozwiązanie postawionego na wstępie
zadania dopuszcza cały szereg wypadków
szczególnych. Zwróćmy uwagę na jeden,
specjalnie prosty, dotyczący pasma pły-
towego o szerokości a na obu brzegach
utwierdzonego zupełnie i obciążonego siłą

skupioną (rys- 5). Wypadek ten został na drodze odmiennej roz-
wiązany przez A. N a d a i2).

Dla obciążenia siłą P w punkcie (a/2,0) wynika z symetrii tego
obciążenia

4

m , ( a ) = m r + i ( a ) .

2) A. N a d a i , Uber die Biegung der elastischen Platten durch Einzellasten.
Der Bauingenieur 1921 H. 11 str. 301.
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Z równania (20) przy Dx ^l03 otrzymamy

Dla 0 = 1 znajdujemy:

, . , . Pa sinh i\/2n?i(a) = m2(a) = — ' -
2 T) + smn i"i

Mx(y) = M2(y) = — cos uy da.
2KJ i] + smn v\

JC P

— a — i
Rys. 5

Przedstawiony tu sposób rozwiązania da się z powodzeniem
zastosować do nieskończenie długich płyt spoczywających na sprę-
żystych podporach liniowych oraz do nieskończenie długich płyt
wspornikowych.

CoKpameHHe

H M e H e H H e H m e r p a n a <t>ypbe B T e o p H H

o p T O T p o n H b i x n n a c T H H

TeMOH paóoTbi HBjiaeTca HcnoJib3OBaHHe Hmerpajia ^
noBepxHOCTH M3rH6a B HanpaB^eHHH OCH y, 6ecKOHeHHO

opTOTporiHOH nnacTHHKM, noKO5iuj,eHca Ha HenoAaTjiHBbix,
napaJiJiejibHbix onopHbix JIHHHHX (nepT. 1).

Ha nnacTHHKy fleficTByeT jiHHeHHasi Harpy3Ka P(y), CHMMeTpHHHafl
no OTHOLueHHio K OCH x. 3a HeH3BecTHbie npHHaTbi BenHHHHbi onopHbix
MOMeHTOB „mx", fleHCTByK)IIJ,HX BAO l̂b OnOpHbIX ^HHHH.

H3 yc^OBHH HenpepwBHOCTH nnacTHHKH Ha onopax nojiyneno Tpex-
MJieHHoe ypaBHeHHe (20) cooTBeTCTsyromee ypaBHeriHK) Tpex MOMCHTOB
B Hepa3pe3Hbix 6aiiKax.

PeuaeHHe pacnpocipaHeHo Tanwe Ha TMn n/racTHHKH c Harpy3KOH
noKa3aHHOH Ha nepT. 4.

(Praca wpłynęła do Redakcji dnia 9. X. 1950)


