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Zastosowanie calki Fouriera do teorii plyt
ortotropowych

[Npumenenne uHTerpana Pypre B TEOPHM OPTOTPOMHBLIX MAACTUH
W. Nowacki i St. Turski

W zastosowaniach prakiycznych nabieraja coraz wiekszego
znaczenia plyty ortotropowe.

Réwnanie rézniczkowe powierzchni odksztalcenia plyty orto-
tropowej w ukladzie wspélrzednych prostokatnych przyjmuje
nastepujaca, podang przez M. T. Hubera?) postaé:
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gdzie

E.. E, sa modulami sprezystoSci w kierunku osi x i y,

m,, m, odpowiednimi liczbami Poissona dla tych kierunkéw,
G, jest stala materialowa, stanowigca odpowiednik modutu od-
ksztalcenia postaciowego plyty izotropowej,

h jest gruboScig plyty.

p(x,y) obciazeniem na jednostke powierzchni érodkowej plyty,
Przy oznaczeniach

H D,

P ——— A i
=VD.Dh, = D

*) Praca niniejsza byla referowana na posiedzeniu sekeji matematyki stoso-
wanej I-go Kongresu Matematykéw Wegierskich w Budapeszcie we wrzeSniu 1950.
) M. T. Huber, La théorie générale des hourdis en béton armé. Lwow 1914,
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napiszemy rownanie (1) w postaci

a1 R o4
w _}_2‘@ 2 .—HJ__ 8'1 =l =_p_.
o xt ox20y? oy N

Wielkoéé o odgrywa w teorii plyt ortotropowych wazna role.

Mianowicie rozwigzanie réwnania (1) dla 0> | znajduja zazwy-
czaj zastosowanie dla plyt zelbetowych krzyZzowo zbrojonych,
a dla o<1 dla plyt z blachy falistej i gestozebrowych krat bel-
kéwych. Wypadek o=1; e=1 odpowiada plytom izotropowym.
. : Rozwazmy plyte w kierunku y
nieskonczenie dluga, opierajaca sie
na niepodatnych, réwnoleglych pod-
porach liniowych (rys. 1). Zal6zmy
rozmaite rozpig¢tosci a, i rozmaite
sztywno$ci D, w poszczegdlnych
przestach. '

——— T — e

W Wray

Py ; o rw v
“| Py Niech na plyte dziala obcigzenie

l 1
! l
! [
| I
| |
E |
| |
|

| |
' 1
! !
'| Xl 1 . P(y) wzdluz prostej réwnoleglej do
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osi y. Przyjmijmy, ze obcigzenie to
jest ciagle lub nieciagle, ale ograni-
czone i ustawione symetrycznie

re4 r | red . .
w stosunku do osi x; poszukujemy
_‘ powierzchni odksztafcenia plyty. Tak
== Qr — Qrsq - , . . 4 .
- okreflone zadanie zawiera¢ bedzie
caly szereg wypadkéw szezegélnych
= — i charakteryzowaé si¢ bedzie tym,
Rys. 1

_ ze rozwiazanie rownania (1) da sie
przedstawié przy pomocy calek Fouriera.

Jako wielkosci nadliczbowe przyjmiemy momenty podporowe
o wektorach skierowanych w kierunku osi y. Oznaczmy je od-
powiednio do podpér przez M, (r=1,2..)

Zaréwno obciazenie P(y) jak i momenty M,(y) wyrazimy przy
pomocy calek l'ouriera.

o)

5 co p &
P(y)=:'fp(a) cos uy du, p(u)=fP{?.] cos ak dh; (3)
T
0 0
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(=)

o0
[m,{a) cos uy du. m(u)= fM,(?»} cos uh dh;
0

M.(y)=

= |[~J

.

0

przy czym zakladamy, ze f| P(i)|d} posiada warto$¢ skoficzona.

Wielkosé momentéw podporowych M, wyznaczymy z odpo-
wiedniej ilo§ci réownan ciaglo$ci plyty na podporach ». Rownania
te jak nizej zobaczymy, dajg si¢ przedstawi¢ w postaci rownan
trojezionowych.

W dalszych wywodach zajmowaé si¢ bedziemy réwnaniem
jednorodnym '

81w elw | 'w

—— 42 pg? +& =0. -
oxt _L dxdy? ay! @

Rozwiazanie tego réwnania przedstawimy w postaci
(o}

]
w:“f lz X(a, x) cos ay dua, (5)
oL

7T
8]

gdzie dla 0>1

X(x, 0)=U, cosh ,x+U, sinh ,x+U; cosh Ax+U, sinh 2,x, )
' (ba

M =vV o) o1, V=2,
Dla o=1 |
X(x, «)=A4, cosh vx-+ A, vx sinh vx+ A, sinh va+ A, vx cosh vz, (6b)

wrzeszeie dla o<1

X(x. @)=B, cosh @,x cos @,x+ B, cosh ¢, x sin pyx+ By sinh ¢,x cos Pppx+

+B, sinh @ x sin @,x (6¢)
{+o
Py, 0 = \"l/_‘r;:.

Zauwazmy, ze miedzy ¢ i L zachodzi zaleznos§c¢

M2 = @1 i

3
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Powierzchnig odksztalcenia pasma plytowego o szerokoéci a zlo-
zymy z dwoch czeéci, z powierzchni we powstalej od obcigzenia
liniowego P(y) oraz z powierzchni wy powstalej wskutek dzialania
momentéw podporowych M'(y). M'(y),

w=wp+wM'+wM”.

Wyznaczmy najpierw powierzchnie wy powstalg pod wplywem

momentu
o0

Py 9 r =
M(y) == [m'[u) cos oy do,
J.[Q

Ml

w j |
(\ X q 0
M dzialajacego wzdiuz brzegu x=0
- a - {

pasma plytowego swobodnie pod-
Rys. 2 partego na podporach x=0 x=a.

W tym wypadku mamy do czynienia z jednorodnym réwnaniem
rézniczkowym (4). Warunki brzegowe tego zadania sa nastgpujace:

92wy

dla x=0 wy' (0,¥)=0, =D, E =M'(y).
ax x=0 (?)
2

dla x=a wy'(a,y)=0 _a__wf_r 0,
0 X" |e=a

Prowadza one do wyznaczenia (dla o>1) wielkosci U,.,..., U,
_gmie)

D, (11 —1a)’
U,=—U, ctgh ha, U,=U, ctgh }, a.

Latwo obliczyé stale calkowania w przypadkach o<1 i o=1.
Znajomo$¢ stalych Uy, ... U, pozwoli juz na wyznaczenie nachy-
~lenia stycznej do linii odksztalcenia w przekroju y = const.

Uy=—Uy=—
(8)

co
" w L4 a
o | =——. | m(u)®(a) cos ay da,
20X |x=0 7D,
0
(wa ]

o wpy'
dx

x=a= = x—aD—;fm{u)lF[u) cos ay do, | (9)
0
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gdzie {

2 (17—,

ba)== (vy ctgh vi—vg ctghv,),

(10)

W(w)= 1 L hi!

2(v,2—v,?) \ sinhv, sinhv,

)’ vi=Mh a,vo=h; a.

Dla ¢ <21 uzyskamy przy uzyciu zaleznoéci Ay, =@, ti(p, naste-
pujace funkcje parametru:

& )_1[.‘3 cosh 1y sinh =1, cos , sin 1,
Bt = S~
Py W, {sinh® ), +sin® 1),)

L]

V()= Wy cosh vy sin i, —, sinh P, cos P,
1y Py (sinh® ap,+sin? 1,)

) (11)

Y, =9 a, Pa=1p, a.

Wreszcie dla 0=1 uzyskamy przy przejéciu do granic (y,>va=1j;
P,>0) nastepujace funkcje parametru a:

o(q) Cosh 1 sinh 11— 17 ]

nsinhey |z ro|

_ (12) 1 |

\1_.(@:100511"”-_—5111111}. I| . 2 :

1 2, | ]

11 sinh® 1) : Trw i

Nastepnym zadaniem pomocniczym bedzie |__x XL
wyznaczenie powierz¢hni wp pasma plytowego | :
swobodnie podpartego (rys.3). Pasmo plytowe | o
: : g . i | " e f
traktowaé bedziemy jako dwie plyty (Iil') roz- | |
. . ey : DRI T
dzielone przekrojem x=Et. Obcigzenie P(y) jest | :
symetryczne wzgledem osi x i wyraza si¢ calky [ a !
oo : A’J\/\-—J i

o
P(y}=;jp(a) cos uy da. Rys. 3
0

Réwnanie rézniczkowe powierzchni odksztalcenia plyty przyj-
muje postac

a4 a4 34
wP+2gsg wpe g4 wpe
2 x! d0x% 0y® 2yt

=0 dla plyty 1 (13a)
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oraz
b ] 4 f d 1 ] a v.l-
L?P Do 2 gt o W -——0 dla plyty I' (13b)
Qi s 9x'20y? 2yt

Dla ¢>1 przyjmujemy jako rozwigzanie rdwnania (13a) calke
[ ]
IUP:B f_li (U, sinh 2 x-+ U, sinh A,x) cos ay du,
I oL
a dla réwnania (13b) calke
oo
wp’=—'2-fi2 (U, sinh hx'+ U, sinh ,x') cos ay da.
T L

Funkcje parametru o, U,, U, U,, U, wyznaczymy z dwaoch
warunkéw geometryeznych ciaglo§ci plyty w przekroju x=E&
o wp 3wp'

| wep=wp', =— 14a
p=1p . s (t4a)

oraz z dwoch warunkow statycznych

2*wp_ 0 wp —D( 2wp

0 x2 ax_- o x?

4o "’"’) P(y). (14b)

Pierwszy z warunkéw (14b) okresla rowno$é momentéw zginaja-
cych M,, drugi wyraza, ze obcigzenie P(y) rowna sie roznicy sil
tnacych na lewo i prawo od przekroju x=&,

7. powyzszych warunkéow brzegowych otrzymamy dla o<1

pla)a® sinh 2,& Ue p(a)e® sinh 2, €
g ’ i _D_\- ’I.q (} "";u, j ‘ilu.h Va

-D.r;!‘]_ (?ng_?\-za) Sillll '.’-1

i sinh 2, & = sJuh_r_l__

s L] a2
sinh A, & ®sinh ME

l.atwo obliczy¢ stale calkowania w przypadkach o<t i o=1.
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Nachylenie stycznej do odksztalconej w przekroju y=const wy-
razimy wzorami

oo
dwp | as '
_ é_:_:h T D, f p(a)0 cos ay da,
x=10 ¥, X )
() -
- (15)
2 2
8”"’: =__g.ﬂfp{u)(-]fﬂ1 cos oy du,
X x'=0 w X
gdzie
" o _2P(®) _(sinhk,’é' __sinh _9;_5) (16)
vi2—v,2 \ sinh v, sinh v,

Dla OF nalezy we wzorze (16) wstawi¢ & w miejsce E.
Dla o<1 uzyskamy

Ol = plc) ) sinh, & coshi, cose.E sinp,— sinhy, cqsh(plg’ COS\|'y SIN (Pus
LR sinh®, + sin®\|,

(17)

Wreszcie dla 0=1

LI (vE cosh vE sinh m—n sinh vE) (18)
1% sinh?®

Ol =

Dla %) nalezy w powyzszych wzorach wstawié £ w miejsce &
i na odwrét.

Po tak opracowanych dwéch zadaniach pomocniczych przysta-
pi¢ mozemy do ulozenia réwnan tréjezlonowych dla plyty ciaglej
nieskonczenie diugiej w kierunku y (rys. 1).

Niech w przesle a, dziala obcigzenie P.(y), w przeéle a,4, obcia-
zenie P,1(y).

Oznaczmy nieznane momenty podporowe wzdiuz linii r—i, 7
r+1 przez M., M,, M 1.

7 warunku ciaglo$ci plyty na podporze r

ew,| oW

X | xmar ax

(19)

x=0

uzyskamy réwnanie tréjezionowe, stanowiagce odpowiednik réwna-
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nia trzech momentéw belek ciaglych

m;—-—llprcr‘l‘ mr(cr(l)r + Cr+]{hr +1) + m, . llI’rcr'{- 1 + ‘Ir("?p"("){rlnlj +

+ar+lcr+1pr+1@{ﬂ|_1=o (20)

a.

r=1,2.3...., C,=—

D,

Rozwigzanie ukladu réwnan (20) daje wielko§ci m(a) a tym
samym pozwoli na wyznaczenie momentéw podporowych

(o.0]

M(y)= gfm (¢) cos aydo.

0

Uktad réwnan (20) pozostaje slusznym réowniez dla plyty cigglej
nieskonczenie diugiej podpartej swobodnie wzdluz osi x (rys. 4),

-—\_\‘_/_—| e

e — g —

Py

-
| ey ‘.r_ _____ |
Ilr_— | | -=|
|| | I | l]
I I I il ||
| ! | |
l}--—- L _f@)J____ll

Rys. 4

Wypadek ten traktowaé mozna jako
wynik antysymetrycznego obciazenia
wzgledem osi x. Powierzchnia odksztal-
cenia wyraza sie w tym wypadku calka

oo

2 (1
w=-—|— i
ﬂfﬁzX(x,a} sin ay do,
0

Rozwiazanie postawionego na wstepie
zadania dopuszcza caly szereg wypadkow
szczegolnych., Zwroémy uwage na jeden,
specjalnie prosty, doiyczacy pasma ply-
towego o szerokoSci a na obu brzegach
utwierdzonego zupelnie i obcigzonego sila

skupiona (rys. 5). Wypadek ten zostal na drodze odmiennej roz-
wigzany przez A. Nadai?).

Dla obciazenia sila P w punkcie (a/2,0) wynika z symetrii tego

obeciazenia

m(6)=m;, 1 ().

®) A, Nadai, Uber die Biegung der elastischen Platten durch Einzellasten.
Der Bauingenieur 1921 H. 11 str. 301.
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Z réwnania (20) przy D_ 1% olrzymamy

my(a) (@ («) + W (u))+

Dla o=1 znajdujemy:

Pa sinh n/2

cQ

9

Mi(y)= My(y) = _ngﬁh_ﬂf__ cos ay da.
2x,) n+sinh 1

0

r red

T i g
<

5

Rys. 5

iz

Przedstawiony tu sposéb rozwigzania da si¢ z powodzeniem
zastosowaé do nieskonczenie dlugich plyt spoczywajacych na spre-
zystych podporach liniowych oraz do meskonczeme dhugich plyt

wspornikowych.

Cokpauenue

NMpumenenve unterpana Pypre B T€OpHUH

OPTOTPONMHLIX NMAaCTHH

Temoit pabothl sBngeTcd WCrnonb3oBaHue uHTerpana Pypbe pns
onpejeneHu1s NoBEpXHOCTH M3ruba B HampaBiieHnK 0CcH Y, HECKOHEYHO
OJIMHHOM, OPTOTPOMHOM NIACTHHKH, NnoKodqllelcds Ha HenopaT/HBBIX,

napannenbHbIX ONOPHLIX JMHMEX (depT. 1).

Ha nnacTtuHry peiicteyer nuneiinas Harpyska P(y). cummeTpudHas
N0 OTHOLUEHHIO K OCH X. 32 HEW3BECTHBIE MPHHATBI BEITHYHHbLI OTIOPHbIX
MOMEHTOB ,,m,"‘, AeHCTBYIOLIMX BOONb OTMOPHbIX JIMHHH.
M3 ycrioBust HEMpepLIBHOCTH MJIaCTHHKHU HA ONOpax rnosny4yeHo Tpex-
ynenHoe ypasHeHue (20) cooTBETCTBYIOLIEE YPABHEHHIO TPEX MOMEHTOB

B Hepa3pesHbix bankax.

PelueHye pacnpOCTPaHEHO TaKMKE Ha THIl MIaCTHHKH C Harpy3KO#

noxka3aHHOM Ha uepT. 4.

(Praca wplynela do Redakeji dnia 9. X. 1950)



