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Jednoczesne zginanie
i sciskanie pewnego typu plyt cigglych?)

The bending of compressed continuous plate

. W. Nowacki, Gdaask

A) Stawiamy sobie za zadanie wyznaczenie stanu maprezen
i odksztalcen plyty ciaglej, wzdluz krawedzi x=0; x=a swo-
bodnie podpartej, podlegajacej dzialaniu sil g jednostajnie roz-
lozonych na krawedzi x=0; x=a przy jednoczesnym dziala-
niu obcigzenia p =—iconst. skierowanego w kierunku prostopa-
dlym do plaszczyzny plyty (rys. 1).
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Momenty zginajace M, (x, 0) na liniach podporowych y =0;
y=>b przyjmujemy jako wielkosci ,nadliczbowe” zadania i wy-
znaczamy je z warunkéw ciaglosci ma tych podporach.

1) Praca referowana na VII Kongresie Mechaniki Stosowanej w Londynie
we wrzeéniu 1948 r.
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Ustawienie jednak réwnan {réjezlonowych zagadnienia po-
przedzi opracowanie plyty dookola swobodnie podpartej (rys. 2).
Przy oznaczeniach:

q
b’
y=nb x=tb b=aa '\¢=:%‘[; l HHI l l l
) T 97
réwnanie rozniczkowe problemu r
brzmi:
, _ -5 K, sinv g
pb! . a
(1) ddufen) +ug € nppe=" -
Jako wcalke szczegolng ro-
wnania (1) przyjmujemy wy- e =
giecie wy(t) plyty nieskonczenie b }
diugiej w kierunkun.
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R g R ! ik ¥
wy(f)=—"—
0 anudzﬁﬁ(l—ﬁ) P Rys. 2
n=13...
gdzie
v=nmu ﬁ:tp_ﬂ
v?.

Caltke ogélng réwnania (1) napiszemy w postaci:
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4pb“ 2: | .
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1,3,

gdzie

Yy = Uy cosh M +Uy sinh I+ U, - cosh Pn=+U, sinh
M=v)/1HEVE  0<5<1

Z warunkéw brzegowych zadania:
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3 B b2 2 . .
w(E, O)-——O _w(E, 1)-—0 wnn(E, 0) = T E Kx SIm ‘\'E wlm(g, 1)—= 0

1,3...
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znajdziemy stale calkowania, a dalej wielkosei:

a | 3
—E’-—f -J-pb 2@ sin vE + — ZK" b, sinve
oy |y =0

(o] [s0]
¢ %X . oy i m ol
—-w—/ = — 4pb Z@n sin ve 0 S‘Kn W, sinve (3)
12... 135

9y
gdzie
0, = —(}: —J-— Lo Mtanh B [} tanh A dla0 <6<t
vio1—d A2—f2 2 2
o 1 yATl i Y ;
0, = |tan11 ~ — htan— dla 8>1 =i
v oI—8 ATy 2 e/
g7 —1—_— tanh ‘—_, dla 0=1
vt 2 V3 V2
a dalej:

®, = _?_2_"1__3;(}» ctanh 1—f etangh B)

(5a)

N B L dla 0<d<t
12—p2\sinh f sinhA

i 1 | A
P, =——(ketanhh—) ctany) Y, =——|—— (5h)
}H—up-( LS A% sin ' sinh A

dlad=1

&, = —1——(1"’5 ctanh v ]-’_-2‘——1-) L =13 (i— it 2 ._) dla 6=1 (5¢)
9y v sinhvy/ 2

wraszci-e dla q = o

o sinhv— - coshvsinhv—y . vcosh—sinhv _
= . D, = = (5d)

= ——— !

n o L .
2V‘-‘ 1+ cosh v 2vsinh?v ~ Qvsinh?v
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Rozwazmy dwa sgsiednie przesta plyty ciaglej:
przesto (r—1)—r o dlugosci bokéw a i b:i obciazeniu p;, g, oraz
przesto r—(r+1) o dlugn&w bokéw a, brya oraz obcigzeniu g4,
pr+1, Momenty zginajace My wzdluz prostych r—1, r, r+1 ozna-
czamy przez M, M', M+, :
Ciaglos¢ plyty nad linig podporowa r—r wymaga spelnienia
nastepujacej zalezmosci:

owr
oy

awl"l‘]
+2
y=br dy

0=0 (6)
y:

Korzystajac ze wzoru (3) doprowadzimy réwmanie (6) do po-
staci ukladu réwnan trérjczlon-owgch:

KL—“P;MF“ K;(‘D;Llr+ (});+1 H’r+l) + K;+1\I’;+l}1r+1 +
€ (?)
“+4(p 62,07+ Py b2y 1O =0

(n=1,3,5...,09) (r=1,2...2—1)

Wprowadzilismy tu oznaczenie p,=é'—‘n-ﬁ', w ktérym b,
: bo NP
jest porownaweza dlugoscia pola, No - pt)rownawloza qzi\ wnoscia
plyty ma zginanie.
Dla kolejnych wartosci n przy (z+1) podporach poprzecz-
nych otrzymamy (z—1).n ré6wnan tréjezlonowych, ktéryeh roz-
wigzanie w sposoéb jednoznaczny okresli wartosci K, a tym

samym momenty zginajace M’=ZK; sin VE,

Z réwnan (7) stwierdzimy, ze w kierunku & wyistapi¢ moze
jedynie symefryczna postaé wygiecia plyty i to miezaleznie od
wartosel q.

Wypadek zblizenia sie¢ wyznacznika ukladu réwnan (7) do
zera przy wzrocie parametru ¢(®), prowadzacy do w(En)>ee
nalezy odrzuci¢ jako sprzeczny z zalozeniami teorii pltyt —
rownanie (1) jest sluszne jedynie dla bardzo malych ugigé.
Obcigzenie g nigdy zatem nie dojdzie do wartosci obcigzenia
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krytycznego wyboczenia plyty qr. — plyta ulegnie zniszczeniu
wskutek wzrostu naprezen zginajacych; doda¢ jednak nalezy, ze
parametry g tym blizsze beda wartoéci gx im mniejsze bedzie
obciazenie p.

Zauwazmy wreszeie, ze przy braku obciazenia (p = o) uklad
jednorodny réwnan (7) bedzie niesprzecznym, gdy wyznacznik
ukladu réwnan bedzie réwny zeru, Przyréwnanie wyznacznika
ukladu réwnan do zera stanowi kryterium wyboczenia plyty
ciaglej.

Z licznych wypadkéw szezegélnych, mieszezacych —sie
w rownanin (7) podajemy dwa szczegédlnie proste.

a) Plyta jednoprzeslowa, w krawedzi y = o utwierdzona
zupelnie, w krawedzi y = b swobodunie podparta.
On
K, = —4,0525 n=1,3,5... (8)

n

b) Plyta - jednoprzestowa w krawedziach y = o, y = b
utwierdzona zupelie

K, =_4pbz_q;_‘")_:? n=1,3,5.. (9)

B) Rozwazmy plyte ciagly (rys. 3) podlegajaca dzialaniu sit g
jednostajnie rozlozonych na krawedziach y = o, y = b przy
jednoczesnym dzialaniu it p, prostopadlych do plaszczyzny
plyty.

r-1 r r+1
TP 3= N e | S = _
]‘ Yy = o= Y
—=— | e —
by s
f = ——
a 9 N, = 97 pr+7 Nrse
= Pr; O el P
—= j--—
b —
r-1 7 r+1
o - — e — — — —— —— — —— ———— T — ——— r JE———
—— br } br‘\" 7

Rys. 3
Podobnie jak w pprzednim zadaniu przyjmiemy momenty
My (x.0) na liniach podporowych poprzecznych jako wielkosci
nadliczbowe zagadnienia.
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Rozwiazanie dla plyty cigglej poprzedzimy wyznaczeniem
powierzchni ugiecia plyly przedstawionej na rys. 4.

Jako calke szczegdlna

i Y
rownania M i ==
2 pb* vl Emm
A4 w(En) 4o wiy(Em)=-— 1ies ==
N 9 r‘i 15 Kn sin v § :9
| ..'|... =1
(1') przyjmiemy: | i s
I -
] be—
L oo i =Y
=P N G v R
f)=- — sin v§ ——
T Nasad n’ : Ve :
"S
daie Rys. 4
Rozwigzaniem ogélnym réwnania (1°) bedzie:
. 4pb' . O G e
w(En)=——— P —+'Y (m) | sin vE
Nodad 2 :
13...
przy czym Y, () spelnia rownanie rozniczkowe zwvezajne:
a?
YV —vi2—8 Y4 vy, =0 §,=—3% (11)

Nn2n?

Dla do dy> 4, przy orzeczeniu m—-v— (50—2}4"]"'-??(50—4)
V2

znajdziemy:

v

. : Ve ;
Yo =A, cos my+ A, sin mn + A, cos h;%-l_A“ sin—>

Z warunkéw brzegowych:

wE0=0 wE1)=0 wpnE0)= aSinvE  wyy(E 1)=0

1,3...

wyznaczymy stale calkowania A4i... As, a dalej:
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%]

go typu ph 7
o0 o0
d 3 e -
£ i 10 ZO siuv?j:-i—--é—ZK“ B, sinvE (12)
oy |y=0 N N
T £,

ow

3
o = — PR Zou sin vE —-——ZK W sinve
2y | y=b

gdzie
= amQ V2 m v2
O =——|— t111—~-—m tan —
vi(m!—vt) 2 2m
2 2 2
= m v
¢, = ———(— ctan——mctanm (13)
mi—vt \m m
= 3 2
Vo m m_
= 4__ 4 ; e
m-—y sinm msin ¥
m

Dla §,< 4 i przy oznaczeniach

\l P S ———— v —
w:——— |f. - '_"‘ﬁ _ —
p=—V4=8 21/ 5

doprowadzimy calke ogélng réwnania rézniczkowego (1) do po-
staci:

o9

2( + A, cosh on cos Y1+ Azcosh o) sin ym+
1, 3.

Eﬂ)*

+ A, sinh o1 cos Y+ A sinh gy simm) sin v

W tym wypadku wielkosci 0,.¥,d, rownan (12) okreélone
s3 ‘wzorami:
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5. o2+p? 4 sinh @ —o sin )

vi - 2ep  cosho-teos)

1 sinh ¢ eos 9—¢ cos P sin

P,= - = (13a)
2] sinh?o-+sin*y
W,FL-.(P cosh @ sin y— sinh © cos 1
20 sinh?%p-+sin?y
Wstawiajac do réwnan (15, 13a) ¢ = o, otrzymamy wiel-

kosci: ©,, T @, z réwnan (5a).
W wypadku jednoczesnego zginania i rozciagania plyty na-
lezy w miejsce 8, wstawi¢é —8;, tzn. w réwnaniach (13a),

W miejsce @ wielkoéé%]/4+§¢, a w miejscepwiclkosé ii=p — 1

7, warunku ciaglosci plyty (rys. 3) na podporze r — r, tzn.
z warunku

awf'l-l

y=br oy

ow,
oy

=0
y=0

dojdziemy i tu do analogicznego ukladu réwnan:
Ko W+ K@+ B ) + KO 0+
+ 4(p:b7Or A+ Pryabh 4 4105 T)=0 (14)
(n=1,3...09) (r=1,2;:.2—1)

Do réwnan (14) odnies¢ mozemy wszelkie uwagi, uczynione
odnosnie réwnan (7).
7 licznych wypadkow szezegolnych, zawartych w réwna-
niu (14) podajemy dwa.,
a) Plyta jednoprzestowa. w krawedziach y = o; y = b
utwierdzona zupelnie:

eﬂ, o -
\\-"t@d)’ Kn:— _4pb2m (ﬂ— 1,3,5.... m) (15)
h) Plyta jednoprzgslowa, w krawedzi y = b utwicrdzona

zupelnie, w krawedzi y = o swobodnie podparta. Obcia-
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zenie g jednostajnie rozlozone dziala na ramieniu e.
7 réownania (14):

K; .\ll.ﬂ-_l_ K:l+l t_i)ﬂ = 0

- (D = ~03
~J

b
Rys. 5
Ale
o0
qe*—‘ K:g Si]’l V*:
1,3...
By —2E. 55
nn
Zatem
Ll
Kt =—29% 2 (neq3 o)
nt &,

Najwiekszy moment zginajacy otrzymujemy dla £=1/, n=1

e A n
T q"ﬂ_(__l)"::_‘
o
35

Najwieksze naprezenie normalne wyniesie:

. (s o]

{ 1_‘ n—1
s ,,.,u=2(3) (3) 0 N ()T
a/\a/i—p? n®,

' 13

Dla plyty stalowej:
E=21.10% kg/em?® pn=0.3 hja=1]yp e/h=1/s
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wyliczono:
0y =40 42 44 4.0 48 485

GJ}IJFJ':J.% 420 ()8{) 1140 2600 @0 kg/(31112

Dla 4.7 {8 {485 ome znajdziemy sie w obszarze plastycz-
nym — stan ten utozsamié¢ mozna praktycznie ze zniszczeniem
plyty. Poniewaz oua: jest proporcjonalne do e, zwigkszenie
mimosrodu powoduje wezeéniejsze przekroczenic granicy pla-
stycznosci,

C) Plyta prostokaina swobodnie podparta wzdluz wszystkich
krawedzi. Sila skupiona P dziala w osi symetrii plyty. 7 licz-
nych mozliwych wypadkéw obcigzen prostopadle do plyty dzia-
tajacych, wybierzemy jeden szezegélnie prosty, mianowicic wy-
padek dzialania sity skupionej Q w punkcie (a/2,0).

Réwnanie rézniczkowe powierzchni od]csztaicenm plyiy I, 1II

w postaci bezwymiarowiej

Adw(Cn)=

(16)
n=y/b t=x/b

przeksztalcimy na réwnanie rézniczkowe
IV__oy2y » 4 o
YIV_2vty "+viY =0

przy pomocy pojedynczego szeregu nicskonczonego:
oo

w=ZYn sin vE
1,0..

Y.=U,coshvn+U, sinhvn+Ugm cosh vn+Upmsinhvy  (17)

Wygiecie paska phyty o szerokosci ¢ przedstawimy szere-
giem nieskonczonym:

o0
= Zansiu vE
{,2.,
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Z warunku ciagloéci plyty Ti 1l 5
w przekroju n=0 uzyskamy dwa . == e
warunki brzegowe: _[
) —{, — a

Yn(0)=ﬂn Y’u(0)=0

o e e e

Na krawedzi n = { znika b b—i
ugigeie i moment zginajacy My, ¥t
zatem: Y, (1)=0 Y, "(1)=0. |e

Po okresleniu staltych U, ... & Py
U, znajdziemy sile tnaca P w prze- i 2b i
kroju nw=0; Rye. 8 '

oA -
—_ — ___w,_, = — N LLLS & =
T oy Fry Yr'"'(0) sin vE
1,2...
N o0
2 v¥ cosh v ;
IT=-= —Za,, sin vE
b? cosh vsinh v—v ’
1,2

Zréwnowazenie paska o szerokosci £ i dlugoéci a prowadzi
do réwnania:

oo

d'w, d*w 4N v8 cos h2v
EJ ﬂ+pﬁ__0-_:_____,zn _ iy VEL
dx* dx® b"l - cos hv sin hv—v sinve+ Q)
i s
. (19)
gt
12
Ale
) oo n—1
e N
=22 ¥ (-1) * sinvt
13,5
7 rownania (19) przy t—>0, otrzymamy
n—1
2 (“‘1) 8
gy _ (=135 (20)

o a7
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gdzie

P, = 4N v cosh 2v

b coshvsinhv—v

Ugigcie w $rodku plyty

>0
a 200 1
w(?o)_ : 2v2(1—P)Pk

1,3...

Dla b~ e° otrzymamy:

oo
a - Qa® e = - Qa®
I.U(—E', 0) 2Nj]:2 na(l e Pa ) 0,01()93 mN(l ~ Pa
O L2y

Ze wzoru (21) spostrzegamy, ze w wypadku jednoczesnego
§ciskania i zginania plyty wysiapi¢ moze jedynie symetryczna
posta¢ wygiecia plyty, podczas gdy przy wyboczeniu plyty
mozliwe s3 i antymetryczne postacie wygiecia:

Sita krytyczna:

4N vcosh?v
Pp=—— — n=1,2,5%
g b coshvsinhv—v

Widzimy, ze jedynie dla bardzo meﬁych obcigzen Q sila P
zblizaé si¢ moze do wartodci Py, dla znacznych obciazen Q znisz-
czenie plyty nastapi przy nieznacznej wartosci P.

Podane powyzej przyklady prowadza do wniosku, ze zagad-
nienia jednoczesnego $ciskania i zginania plyty mie sa zagadnie-
niami statecznoéci — réwnowaga pozostaje stala az do zniszcze-
nia plyty. Kazdej wartosci ¢/p lub P/Q odpowiada ]ednoznacz-
nie okreslona posta¢ réwnowagi plyty.

Summary

In this paper the author considers a rectangular izotropic
plate loaded umiformly with the load p by a simultaneous
action. of a load g distributed uniformly along the plate edges
and dirvected in the plane of the plate.
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There are given the exact solutions of the differential equa-
tion of the problem for the following types of rectangular plaic:
1) a continuous plate compressed longitudinally,
2) a continuous plate compressed transversally,
5) a rectangular plate simply supported compressed by
a concetrated force P.

(Praca wplyneta do redakeji dnia 20. XIIL 1948 1.).



