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Jednoczesne zginanie
i ściskanie pewnego typu płyt ciągłych1)

The bending of compressed continuous plate

. W. N o w a c k i , Gdańsk

A) Stawiamy sobie za zadanie1 wyznaczenie stanu naprężeń
,i odkształceń płyty (ciągłej, wzdłuż krawędzi x — 0; x — a swo-
bodnie podpartej, .podlegającej działaniu ,sił q jednostajnie roz-
łożonych na krawędzi x = 0; x = a przy jednoczesnym działa-
niu obciążenia p = iconst. skierowanego w kierunku prostopa-
dłym do płaszczyzny płyty (rys. 1).
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Momenty zginające Ms (x, 0) na' liniach podporowych y = 0;
y = b przyjmujemy jaiko wielkości „nadliczbowe" zadania i wy-
znaczamy je ,z warunków iciągłości na tych podporach.

x) Praca referowana na VII Kongresie Mechaniki Stosowanej w Londynie
we wrześniu 1948 r.
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Ustawienie jednak równań trójczłouowycli zagadnienia po-
przedzi opracowanie płyty dookoła swobodnie podpartej (rys. 2).

Przy oznaczeniach:

y=t\b x=lb b=aa ?=
yVJt;2

równanie różniczkowe problemu
brzmi;

(1)

Jako całkę szczególną ró-
wnania (1) przyjmujemy wy-
gięcie wo(i) płyty nieskończenie
długiej w kierunku i].

wa t ) = •

gdzie
71=1,3...

fr-H•y.7?

8 =_
(P J t

Eys. 2

Całkę ogólną równania (1) napiszemy w postaci:

1,3....

gdzie

n = t/i eosh h\ + Us sinh toj + U3 • cosli |3t] + f/4 sinli

Z warunków brzegowych zadania:

1,3...
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znajdziemy stałe całkowania, a dalej wielkości:

co co

= — £ — \ ©„ sin v\ + — \ Kn *« smvt
9 y / y = 0

1,3... 1,3...

CO CO

• - b W vp • - ,-x
, tsmvc \ Kn

lJ-nsmvc (y)

gdzie

•dy I y=b N
1,3... 1,3...

= £ _J ^L_( x tank i - P tank ~\ dla 0 < 8 < 1
v5 1-8 ?; 2-p 2 \ 2 2/

a 1 Xi|) / , X . I|J\ ,, s ,
—(iptaiih Atan—, dla o .

a dalej:

v5 1-8 X2+i|>2 \ 2 2

r> CX / v 1 ... . V \ ,. j.

0 n =—• tank — 1 dla 5=1
2v4\2 V2 V2I

l>„ - - ~ - ( X ctanh I-15 ctangh p)

(5a)

¥„ = - i— f—C -L-\ dla 0<8<l
^ p s \ h P i k X /

4>„ =—!—(XctanhX—i|t ctam|-) xFn = — — ( — ^ L - \ (5b)
X2+i|)2 • 12+Ui2\sin^' sinia/

dla8>i

*B = —f/2 ctankv/2-M W„ =- 1 - ( i -J^I-—| dla 8 = 1 (5c)
2v \ v/ 2v \v s inhv /2 /

wreszcie dla q = o

p. a sinhv—v , _ coskv sinkv—v „r , _v cosk — sinhv .„ ,>
2v41 + cosk v 2v sink2 v 2v sink2 v
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Rozważmy dwa sąsiednie przęsła płyty ciągłej:
przęsło (r—1)—ro długości boków a i br i obciążeniu pr, qr, oraz
przęsło r—(r+1) o długości bok6vf a, bT+i oraz obciążeniu qr+i,
pr+i, Momenty zginające Ms wzdłtiż prostych r—l, r, r + 1 ozna-
czamy przez Mr~~\ Mr, Mr+i.

Ciągłość płyty nad linią podporową r—r wymaga spełnienia
następującej zależności:

dy
du)r+l

V=br
= 0 (6)

Korzyistając ze wzoru (3) doprowadzimy równanie (6) do po-
staci układu równań tró jczłonowych:

(7)

(n-i , 3, 5 i..**)1 (r=i, 2...Z-1).

Wprowadziliśmy tu oznaczenie u r=— -, w którym b0

b0 Nr
jeist porównawczą długością pola, No porównawiozą sztywnością
płyty na zginanie.

Dla kolejnych wartości n przy (z + t) podporach poprzecz-
nych otrzymamy (z—i}.n równań trójczłonowych, których roz-
wiązanie w sposób jednoznaczny określi wartości Kn, a tym

samym momenty zginające Mr= / ,K ŝiu v£,
1,2...

Z równań (7) stwierdzimy, że w kierunku \ wystąpić może
jedynie symetryczna postać wygięcia l^łyty i to niezależnie od
wartości q.

Wypadek zbliżenia się wyznacznika układu równań (7) do
zera przy wzroście parametru q(b), prowadzący do U;('C,T))-*-°°
należy odrzucić jako sprzeczny z założeniami teorii płyt —
równanie (1) jest słuszne jedynie dla bardzo małych ugięć.
Obciążenie q nigdy zatem nie dojdzie do wartości obciążenia



Tom 11949 Jednoczesne zginanie i ściskanie pewnego typu płyt 71

krytycznego wybaczenia płyty qh, — płyta ulegnie zniszczeniu
wskutek wzrostu naprężeń zginająicych; dodać jednak należy, że
parametry q tym bliższe będą wartości qk im mniejsze będzie
obciążenie p.

Zauważmy wreszcie, że przy braku obciążenia (p = o) układ
jednorodny równań (7) będzie niesprzecznym, gdy wyznacznik
układu równań będzia równy zeru. Przyrównanie wyznacznika
układu równań do zera stanowi kryterium wytoczenia płyty
ciągłej.

Z licznych wypadków szczególnych, mieszczących się
w równaniu (7) podajemy dwa szczególnie proste.

a) Płyta jednoprzęsłowa, w krawędzi y = o utwierdzona
zupełnie, w krawędzi y = b swobodnie podparta.

n = - 4 p 6 2 - ^ n = l , 3 , 5 . . . (8)

b) Płyta jednoprzęsłowa w krawędziach y = o, y = b
utwierdzona zupełnie

<J> 4-W
n=l, 3, 5.. (9)

B) Rozważmy płytę ciągłą (rys. 5) podlegającą działaniu sił q
jednostajnie rozłożonych na krawędziach y == o, y = b przy
jednoczesnym działaniu sił p, prostopadłych do płaszczyzny
płyty.

r-1 r+1

r-1

Nr+1

r+1

-br

" I "
i

Rys. 3

Podobnie jak w pprzednim zadaniu przyjmiemy momenty
Ms (x, 0) na liniach podporowych poprzecznych jako wielkości
nadliczbowe zagadnienia.
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Rozwiązanie dla płyty ciągłej poprzedzimy wyznaczeniem
powierzchni mgięc-ia płyty przedstawionej na rys. 4.

Jako całkę szczególną
równania

(!') przyjmiemy,*

(10)

1,3...
Rys. 4

Rozwiązaniem ogólnym równania (1') będzie:

I "TT" ( \ I * Tf •

przy czym y„ (TI) spełnda równanie różniczkowe zwyczajne:

= O 8 0 = (.11)

Dla do50>4, przy orzeczeniu m.——=\l (80—2) + ]/r80(
(\~4)

znajdziemy:

v ^ i * • • i' i y 2 l l i • V211

, J i =A1cosmii + A2sm m n + A 3 c o s — l + A4 sin—L

fn 771

Z warunków brzegowych:

u;(Ł0)=0
co

1,3...

wyznaczymy stałe całkowania A\ • .. 4̂4. a dalej:
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y=0
-^Xsinvr+^V

1,3... 1,3...

(12)

gdzie

1,3... 1,3...

— t a n m tan —
2m

tan
vs(m*-v4) \ m 2

mi—v4 \ im m
e t a n — — m etan m \ (13)

m
m4—v4 sinm

m

Dla 8 0 <4 i przy oznaczeniach

cp=—1/4~60
di

v /—
— 1 / 5 09

doprowadzimy całkę ogólną równania różniczkowego (i) do po-
staici:

c o

( J _ + A x cosh tpii cos

1, 3...

sin \

cos I[>T]+A4sinb.'-pii siml'ii | s m w£

"W tym wypadkxx wielkości ©„,¥„,*„ równań (1.2) określone
są wzorami:
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7̂  _ a cp2+\|j2 ip sink <p—<p sin TJJ

v5 ' 2cip cosh<p + cos i|>

<f> —_J_ ^ sinh <p cos <p —<p cos ip sin i[>
2tfi|) sinh2cp+siii2\|)

w _ 1 ¥ cosh cp sin \p—\|J sink <p cos i|)

Wstawiając do równań (13, I3a) ą = o, otrzymamy wiel-
kości: &n, ^n' *n z rówmań (5a).

W wypadku jednoczesnego zginania i rozciągania płyty na-
leży w miiejisce 80 wstawić — 50, tzn. w równaniach (13a),

w miejsce tp wielkość—]Ai+80a w miejsce ty wielkość ń p i = j / — 1

Z warunku ciągłości płyty (rys. 3) na podporze r — r. tzn.
z warunku

_ 3 ^

dojdziemy i tu do analogicznego układu równań:

ie^+ 1)=O (14)

(n=i, 3...OO) ( r - i , 2 . . . Z - 1 )

Do równań (14) odnieść możemy wszelkie uwagi, uczynione
odnośnie równań (7). •>

Z licznych wypadków szczególnyicli, zawartych w równa-
niu (14) podajemy dwa.

a) Płyta jednoprzęsłowa. w krawędziach y = o; y = b
utwierdzona zupełnie:

wtedy Kn: = -4pb 2 ®" •(n-i,3,5...'.oo) (15)

l>) Płyta jednoprzęsłowa, w krawędzi y — b Utwierdzona
zupełnie, w krawędzi y = o swobodnie podparta. Obcią-
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żenię q jednostajnie rozłożone dziiała na ramieniu e-
Z równania (14):

&"• w _i_ JC+1 <j> — n

Ale

ł
e
t

Eys. 5

r+1

ii

1,3...

n—1,3.-5;

Zatem

TIK

Największy moment zginający otrzymujemy dla l = 1/2 i1==l

\n+l

1,3...

Największe naprężenie normalne wyniesie:

1,3...

Dla płyty stalowej:

' £=2,1 • 10s kg/cm* \i=0,5 hjd=^j
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wyliczono:

(% = 40 4,2 4,4 4,6 4,8 4,85

<?»,« = 190 420 680 1140 2600 >̂ kg/cma

Dla 4,7 < 50 •( 4,85 amflI znajdziemy się w obszarze plastycz-
nym — stan ten utożsamić można praktycznie ze zniszczeniem
płyty. Ponieważ omax jest proporcjonalne do e, zwiększenie
lnimośrodu powoduje wcześniejsze przekroczenie granicy pla-
styczności.

C) Płyta proistokąlna swobodnie podparta wzdłuż wszystkich
krawędzi. Siła skupiona P działa w osi 'symetrii płyty. Z licz-
nyeli możliwych wypadków obciążeń prostopadle do płyty dzia-
łających, wybierzemy jeden .szczególnie prosty, mianowicie wy-
padek działania siły skupionej Q w punkcie; (a/2, 0).

Równanie różniczkowe powierzchni odkształcenia płyty I, II
w postaci bezwymiarowej

(16)
r\=y)b C=x/6 p

przekształcimy na równanie różniczkowe

Y^—2\'W "+viY =0
n n n

przy pomocy pojedynczego szeregu nieskończonego:

2 J
1 , 2 . . . • • ; ' •

inhvii + C/3vi-| cosh VTJ + C/4VT) sinhvi] (17)

Wygięcie paska płyty o szerokości / przedstawimy szere-
giem nieskończonym:

2 j
1,2..
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Z warunku ciągłości płyty 1 i II
wprzekroj.il ii=O uzyskamy dwa
warunki brzegowe:

r„(o)=an rn(o)=o

Na krawędzi i) = I znika
ugięcia i moment zginający Mn,
zatem: Y„ (i)=0 Yn "(l)-0.

Po określeniu stałych U1 . .,
£/4 znajdziemy siłę tnącą P w prze-
kroju i]=0;

N

-y.v

1 ^ — = - „ .
n1 (0) si

-2b

Rys. 6

1,2..,

\ v3cosli2v
o Z^ cosli v smn v—v

1,2

sin v£

Zrównoważenie paska o szerokości / i długości a prowadzi
do równania:

dx4

Ale

V s COS l l 2 V

eoshvsinhv—v
1,2...

T

12

' 1,3...

Z równania (19) przy t -*- 0, otrzymamy

n—1

2O62 h 1 ) 2

o „ = ^ 5 ^ - - ^ _ (n=l,3,5....)PkH-4-

(19)

(20)
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gdzie

r, 4N v cosh 2v
b coshvsinhv—v

Ugięcie w środku płyty
co

1,3... H 1
 Pk

Dla b -*• °° otrzymamy:

1

1.3... " ^ 4^„j
Ze wzoru (21) spostrzegamy, że W wypadku jednoczesnego

ściskania i zginania płyty wystąpić może jedynie symetryczna
postać wygięcia płyty, podczas gdy przy wyboczeniu płyt}7

możliwe są i antymetryezne postacie wygięcia:
Siła krytyczna:

p ' 4>N y cosh2 v _
o coshvsinhv—v

Widzimy, że jedynie dla bardzo małych obciążeń Q siła P
zbliżać się może do wartości Ph* dla znacznych obciążeń Q znilsz-
czeniie płyty nalstąpi przy nieznacznej wartości P.

Podana powyżej przykłady prowadzą do- wniosku, że zagad-
nienia jednoczesnego ściskania i zginania płyty nie są zagadnie-
niami stateczności — równowaga pozostaje stałą aż do zniszcze-
nia płyty. Każdej wartości qlp lub P/Q odpowiada jednoznacz-
nie określona postać równowagi płyty.

S u m m a r y

In this paper the author considers a rectangular izotropic
plate loaded uniformly with the load p by a simultaneous
action of a load q distributed uniformly along the plate edges
and directed in the plane of the plate.
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There are given the exact isolutioas of the differential equa-
tion of the problem fox the fallowing types of rectangular plate:

1) a 'continuous plate compressed longitudinally,
2) a continuous plate compressed transverfsally,
3) a rectangular plate simply supported compressed by

a concetrated force P.

(Praca wpłynęła do redakcji dnia 20. XII. 1948 r.).


