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7 ZAGADNIEN STATECZNOSCI PRETOW PROSTYCH I RUSZTOW PEASKICH

Witold Nowacki (Warszawa)

Wastep

Tematem rozwazan bedzie stateczno$é¢ rusztéw plaskich, Rozwazania
te bedg poprzedzone omoéwieniem wyboczenia preta prostego, na ktérym
przedstawiona zostanie metoda postepowania oraz opracowane zadania
pomocnicze, wykorzystane nastepnie przy omawianiu statecznodci rusz-
tow. Zagadnienie statecznodci preta bedzie sformulowane z jednej strony
bardzo ogélnie, mianowicie przy dopuszczeniu dowolnej zmiennosci sit
Sciskajgcych w obrebie preta, z drugiej strony rozwazania zostang za-
cieénione do pretow podpartych na koncach.

1, Stateczno$c¢ preta proslegol

Réwnanie rézniczkowe wyboczenia preta prostege ma, jak wiadomo,
postac:

d'w d*w
(1.1) . EI—E;;‘I'Q P =1,
gdzie
w  — ugiecie preta,
gq(x) — sila osiowa w punkcie o odcigtej z,
E1 —sztywno$t preta na zginanie.

. C d’w —_— )
Traktujge wielkosé — q?; jako obcigzenie zewnetrzne, przeksztal-
&

cimy réwnanie (1.1) do postaci catkowej:
a
d*w (&) —
(1.2) w(m)z_fq@)—dg-ig—)w(x, Hdt.
0
W powyzszym zwigzku w(x, {) jest funkcja Greena, ugieciem w punk-
cie x preta nie $ciskanego silami g, przy obcigzenin silg skupiong P = 1,
[358]

1*
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dzialajgcqg w punkcie o odcietej {. Wyrazenie (1.2) scalkujemy dwukrot-
nie przez czesci. Otrzymamy
;)

w (x) = —|w (0 q(¢)

I d[q ((w (x, £)] |°

(¥4 ‘o B
(1.3)

= fw(c) dz[q (C)dlzz(m! C)] d{

Poniewaz dla pretéw podpartych na koncach jest w = 0, w = 0, zatem
znikajs dwa pierwsze czlony po prawej stronie réwno$ei (1.3) i pozo-
staje nam

d‘w(x:CJ () dw( ’é)
w(f) |q Fa-— i
(1.4) f [ ar dg

2q(c) £
d ¢

Otrzymali$my rownanie calkowe Fredholma drugiego rodzaju. Wprowa-
dzajac oznaczenia

+ w (%, £)

a () =Ar (L),

gdzie 1 jest wartoscig stalg oraz

I A2
d*w_i_z_dliqf’_.i_w.d I

przepiszmy réwnanie catkowe (1.4) w postaci
(15) w (x) = —Afw{g“)f{(a:,g‘)dg‘.
0

Rozwigzania réwnania (1.5) poszukiwaé bedziemy w postaci szeregu
= . i
(1.6) w (x) = ZA,- sin gz, o=—o,
= i
gdzie a jest diugodcig preta.
Zal6zmy najpierw swobodne podparcie koncoéw preta. W tym przypadku
funkcja Greena w(x,{) ma posta¢
- 2 &G sin a, ¢ sin g,
) w(z,)=— )" s,
( ) ( ' C) a A:J An

gdzie 4, = Eld},
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Wstawiajge (1.7) oraz (1.6) do réwnania catkowego, sprowadzimy je
do ukladu nieskonczonej iloéci rownan

2 [=-]
(18) A= "—;‘ Z An Gy 1=12,.., CO,
GA,’ n=132
gdzie
Gm‘ = at’g Upi —bpi — 2 Ui Cni s
a
(N f'r((;) sina,sing;de,
0
a i
(1.8) B =f 2T sinay,¢sin g tdl,
dc?
]

a
d
Cpi = fd—z cos a; & sina, £ dl.
1]

Przyréwnanie podstawowego wyznacznika ukladu réwnan (1.8) do zera
jest warunkiem wyboczenia preta. Do ukladu réwnan (1.8) sprowadzié
mozna kazde zagadnienie statecznosci preta na koncach swobodnie pod-
partego, poddanego dziataniu sit g bedacych funkcja x. Zauwazmy jeszcze,
ze uktad (1.8) jest identyczny z ukladem, jaki otrzymuje sie przy uzyciu
metody Ritza-Timoszenki, przy zalozeniu, Ze ugiecie preta wyrazi sie
szeregiem nieskonczonym (1.6).

Znacznie wieksze zainteresowanie budzi wyboczenie preta na jednym
swym koncu zupelnie utwierdzonego, na drugim swobodnie podpartego.
Zalozmy, ze utwierdzenie zupelnie wystepuje w punkcie x = 0.

Ugiecie preta dla 1 > 1, przedstawi nastepujace niejednorodne réw-
nanie calkowe:

(1.9) w(2) =~ [w()K @) ¢ +wu (@),
0

gdzie wy(x) przedstawia ugiecie wywolane momentem utwierdzenia pre-
ta w przekroju x = 0.

2M &G a;Sing;x

(1.10) wy(2) == =
i=1 £

Wstawiajac (1.6), (1.7) i (1.10) do réwnania (1.9) ofrzymamy nastepujacy
uktad réwnan:
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24 < 2 a;
1.11 A= —— A, Gyu+—M—.
( ) GA,' n=2‘l;2 + a i

i =12,., co

Dobieramy teraz wspoblczynniki A; tak, aby by! speliony warunek
utwierdzenia preta:

d
w (0) —0.
dx
Warunek ten zapiszemy, zwazywszy na (1.6), w postaci
(1.12) Aya;=10.

Mnozgc obie strony réwnania (1.11) (w ktérym nalezy indeks ¢ zamienié
indeksem p) przez a, i sumujge od 1 do o0 otrzymamy drugi uklad réwnan:
(== a [—-]
(1.13) P A, Gy, + 2 M
a pz‘: Ay n=1,2 pzu; A,,

Eliminujgc z réwnan (1.11) i (1.13) wielkos¢ momentu utwierdzenia M
otrzymamy ostateczny uklad réwnan

v oGy
ol A
22 A las= a:-~——p

fn.—:l} 2'

Przyréwnanie do zera wyznacznika gléwnego powyzszego ukladu row-
nan jest warunkiem wyboczenia preta.

W  szezegolnym przypadku stalej sily Sciskajacej (0} =r =1,
Ar = q = const otrzymamy przy:

(114 A= F= T oy, 160

a/

=]

s ar #
gAnGm‘—‘Ai“ais ZA E ='-2‘£An Z,,

=1 p=1

nastepujacy uklad réwnan

wqa; EA ﬂn =
(1.15) A= L 2 — %
(4, —qaf)azt(2 a*(gaf — 4;) &4 an

gdzie( (2) = 2—;=% jest wartoscia funkcji { Riemanna dla argu-
p=1
mentu 2.
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W tym szczegdlnym przypadku mozna z réwnan (1.11) i (1.13) wyeli-
minowaé¢ wspélczynniki A; i doprowadzi¢ réwnanie do postaci
2 .. & ap
M 5
o &= 44—

=0.

Stad przy M %0 otrzymamy jako warunek wyboczenia wyrazenie:
oo 2
a
(1.16) —F - =0,
p=i Ap = qag

albo po prostych przeksztalceniach zwigzek:
= 1 a®

1.16’
( ) 4p —qaf} ‘ 6q

=il
p=1
zgodnie z wynikiem uzyskanym na innej drodze.

W przypadku utwierdzenia zupelnego obu koncow preta punktem
wyjécia bedzie rownanie catkowe:

1) w@=—2fwOK @04 +wa(@) + v @),

gdzie wy'(x) jest ugieciem statycznym preta, wywolanym dzialaniem
momentu M’ przylozonym do przekroju x = a preta:
(1.18) Wt — A HEONE

a &= 4i
Wstawiajge (1.6) (1.7) (1.10) i (1.18) do réwnania (1.17), otrzymamy na-
stepujacy uklad rownan

2k 2 M— M'cosix
1.19 Ajl=— AnGp + ———— ;-
( ) 4 aA; n:zi,"a a Ag
i=12.. co.

Z warunkéw brzegowych

dw (0) =1 dw (@) 0
dx d dx ’
ktoére napisa¢ mozemy w postaci:
(1.20) ZAPGPEO, ZA,,a,,cospnz(I,
p=1 p=1

otrzymamy dwa dalsze réwnania, w ktérych wystepowac¢ bedzie M i M.
Eliminujgc z powyzszych réwnan wielkosci M i M’ otrzymamy nieskon-
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czony uklad réwnan w ktérych wystapig jedynie niewiadome A;. Przy-
rownanie wyznacznika tego ukladu réwnan do zera jest warunkiem wy-
boczenia preta.

Szczegolnie prostg postac otrzymamy w przypadku symetrycznej
postaci wyboczenia. Wtedy M = M’. Uktad réwnan rézni sie od uktadu
(1.14) jedynie tym, Ze i przyjmuje wartosci nieparzyste. W przypadku
antysymetrycznej postaci wyboczenia M = M’ otrzymamy uklad, ktory
rozni sie od (1.14) tym, ze i przyjmuje wartosci parzyste.

W przypadku stalej sily Sciskajacej i symetrycznej postaci wybocze-
nia sluszne sg wzory (1.15) i (1.16) z tym, ze dla i nalezy przyjgé
i=1,3,5 .. Oczywiscie stosowanie przedstawionego tu sposobu wyzna-
czenia sil krytycznych ma sens praktyczny jedynie dla obcigzenia q be-
dacego funkcjg z. Podane tu wzory (1.15) i (1.16) majg jedynie by¢ spraw-
dzianem poprawnosci rozwigzania, jako jego przypadki nader szczegél-
ne. Wykaza¢ bowiem bez trudu mozna, ze sumowanie szeregu (1.16) pro-
wadzi do réwnania przestepnego, ktérego najmniejszy pierwiastek jest
znang i bezposrednio z réwnania rozniczkowego otrzymywang wartoscia
sity krytycznej.

Rozpatrzmy przypadek preta $ciskanego sitami g({) na dwu koncach
swobodnie podpartego i dodatkowo podpartego na podporze sprezystej
(o podatnosci sprezystej k), znajdujacej sie w odleglosci x od podpory
lewej.

Rownanie catkowe zadania przyjmie postaé:

21 . w@)=— [ wEKE a+wa (@),
0

gdzie wg(x) jest ugieciem wywolanym przez sile R wzajemnego oddzia-
Iywania preta na podpore sprezysta:
(1.22) oy = 22 YiSRGEa T
i=1 4i
Wstawiajgc (1.6) (1.7) i (1.22) do rownania calkowego (1.21) otrzymamy
po wykonaniu nastepujacy uklad réwnan:
22 A Gt 2R sin gz
ﬂ.{]; =, a ﬂ,‘
1=1.2..,60

E warunku jednakowego ugiecia preta i podpory sprezystej w punk-

cie x, tj. z warunku:

(1.23) A=

3

(1.24) ) Z A, sin g,z + Rfk =0,
p=1
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otrzymamy nastepujqcy zwiazek:
2% < sing,x 2R sma R
1.25 — = A.G + — £~ 1 —=0.

Eliminujgc z réwnan (1.23) i (1.25) wielko$¢ R uzyskamy nieskoriczony
uklad rownan:

el A
= 4,
(1.26) A;= 5" A, | Gy —singz-2=t ! i)
aA,- ey Z”’; sin* EP . a
| “~ 4, 2k

§ =100 00

Przyréwnanie glownego wyznacznika ukladu (1.26) do zera jest warun-
kiem wyboczenia preta. W szezegbélnym przypadku k = oo uktad réwnan
(1.28) odnosi sie do przypadku wyboczenia preta dwuprzestowego ze
staly podpora w punkcie x. W przypadku symetrycznej postaci wybocze-
nia (przy @ = a/2, k = o0) realizowaé bedziemy przypadek utwierdzenia
zupelnego preta w przekroju x = a/2. Jezeli przesungé niepodatng pod-
pore $rodkows bezposrednio do lewego konca belki (sin apmmap.:r:), to
uktad rownan (1.26) przeksztalei sie na uklad (1.14);-zrealizujemy zatem
przypadek zupelnego utwierdzenia preta w przekroju o =0 i swobod-
nie podpartego w przekroju x = a. Dowodzi to stusznoéci wyprowadzenia
uktadu réwnan (1.14) podanym uprzednio sposobem.

Rozwazmy jeszcze przypadek szczegélny sily Sciskajacej: r(() =r =1,
ir = q. Tutaj jest

ZAHGM—”G;T" A;,Z’A Zslanan____%g uanSlnGnI

n

n=1 n=1 p=1

Uktlad réwnan (1.27) uproéci sie do postaci

o 2 —
e 3'52 A, a, sin tn T
{

An
(1.27) A= < sin® a
oS | 4
q&f) (},2:4 ZR)

lub tez eliminujgc z réwnan (1.23) i (1.25) WSpélczynniki A; do dogod-
niejszej postaci

2 in®a,x 1
(1.28) QZ fi 2+E(11+~-k—)=0

ne=i (A ""qan n
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gdzie

EIS. — -2 sin® a, © )
ik g _p — ¥
Szereg wystepujacy w réwnaniu (1.28) daje sie zsumowa¢ i w rezultacie
otrzymamy dla wyznaczenia sily krytycznej réwnanie przestepne.
Podany tu sposéb mozna uogélni¢ na wigkszg ilos¢ podpér sprezy-
stych. Oznaczajac reakcje podpér sprezystych przez R; (j =1,2,..7),
a ich podatnosci sprezyste przez k;, napiszemy réwnanie calkowe w po-
staci

Jj=r

(1.29) w (@) = —sz(c)K x,0)d 4 Z‘wﬁ,
gdzie

wey ( ZRJ 2 sin a; .r, sin a; x ’

7 =2 T
Réwnanie calkowe doprowadzamy do ukladu roéwnan:
24 S d=t

(1.30) A=—— VA4, G,,:—l— ZRJ sin ;x;, 1= 1.2,.., co.

- GA: n=1 ij-

Z warunkow wspdlnego ugiecia preta i podpory sprezystej w punktach
w=Ep =1, 2, .. n):

oa

(1.31) Z A; sin aﬁ:,, -+ -gf— =0, p=L2:"
i=1 P

otrzymamy r réwnan
e a;:c ox < sin a; 2, sin o x; aR,
1.32) 4 BE5p, A,, G, R P =l
{ Z Z i 2 "E A ok,
ni—=1s P P

Z ukladu réwnan (1.30) i (1.32) nalezy wyeliminowaé R;. Przyréwnanie
do zera wyznacznika w ten sposbb uzyskanego nieskonczonego ukladu
réwnan jest warunkiem wyboczenia.,
Rozwazmy wreszcie przypadek cigglego sprezystego podloza, przy
czym zalézmy, ze wspdlczynnik podioza zmienia sie wzdluz osi preta.
Réwnanie rézniczkowe ma tu postaé:
ddw d2w

1.33 EI
(1.33) PrahL

+kw=0,

2
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a przynaleine temu réwnaniu réwnanie catkowe:

139 wE=—1]K@)w@d— [kQO®E)we)d.
0 0

Wstawiajac do réwnania (1.34) wyrazenia (1.6) (1.7) sprowadzimy to
rownanie do ukladu réwnan liniowych:

(1.35) A= M!Z‘A,, (Guid — pag), i=12,.., oo,

gdzie
k(&) =mnt(l),

a
Eﬂt‘:ft@-) sin a;CSin antdl.
0
W przypadku k = const uklad (1.35) uprosci sie do postaci

(136 A = Gmr 3-: 1,2..., oo,
) =L A;+ 2 Z

n=1

Nie rozwijamy dalej tematu statecznosci preta spoczywajacego na spre-
zystym podlozu. Widocznym jest, ze mozemy tu powtorzyé wszelkie
rozwazania, ktére przeprowadziliémy dla preta nie spoczywajacego na
sprezystym podlozu. Bez trudu ustawimy tu odpowiednie uklady réow-
nan dla przypadku utwierdzenia zupelnego koncow preta, czy tez dla
podparcia preta na ciggtym sprezystym podiozu dodatkowymi podpora-
mi sprezystymi.

W zagadnieniach wyboczenia preta moina sie wreszcie spotkat
z przypadkiem wyboczenia, spowodowanym wplywem ciezaru wiasnego
preta. W tym szczegblnym przypadku rownanie (1.33) przyjmie postac:

dw d*w

dw
1.3 ' EI kw=0.
(L:57) d;c"+px dx2+p d:c+

Przyjeliémy tu, ze p jest ciezarem wlasnym preta, odniesionym do jed-
nostki jego diugosci oraz ze sila cigzkosci dziala w kierunku osi 2.
W przekroju x dziata sila Sciskajgca ¢ = px.

Przeksztalcamy réwnanie (1.37) na réwnanie catkowe. W wyniku
otrzymamy

(1.38) w(x)= -pfﬁ(x, C)w-{c)dc-fk(c)_'tﬁ(x, Hw()di,
o 0
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gdzie

Rozwigzaniem tego rdéwnania catkowego bedzie nieskonczony uktad
réwnan:
2

. B i G, 2 05,
(1.39) A, = EA,,[G,,;}J B, 1 oo

n=1

gdzie a,; i # ma takie samo znaczenie jak w zwigzku (1.35). Dalej mamy

ral 2
Gm’ = dj p; — 2aiCpi,

gdzie a,;, c,; bierzemy ze wzordw (1.8), kladac w nich

(@) =¢.

2. Wpyboczenie rusztow plashich

W niniejszym ustepie pracy zajmiemy sig statecznoscig rusztow skla-
dajacych sie z ukladu wzajemnie prostopadiych poprzecznic i podiuznic.
Ograniczymy sie do takich uktadéw, w ktérych co najwyzej w jednym
kierunku prety sg dostatecznie gesto ulozone, tak Ze mozna traktowaé
podiuznice jako prety spoczywajace na sprezystym osrodku, zlozonym
z szeregu poprzecznic lub odwrotnie. Droga ta obierana w zagadnieniach
statyki i statecznosci rusztow [1] [2], a polegajgca na traktowaniu zagad-
nien nieciggtych jako zagadnien czeSciowo lub calkowicie cigglych, do-
prowadzila w wielu przypadkach do przyblizonych, ale dla praktyki wy-
starczajacych wynikéw. Niech bedzie dany ruszt skladajacy sie z szeregu
poprzecznic o jednakowej sztywnoSci na zginanie ET i diugosci b oraz
z jednej podluznicy o sztywnosci E J i diugosci a. Niech podiuznica $ci-
skana bedzie sitami q(x). Na razie zalt6zmy, ze podtuznica jest na koncach
swobodnie podparta. (Rys. 1).

Traktujac poprzecznice jako roéwnomiernie rozlozone podloze spre-
zyste, mozemy przedstawi¢ réwnanie ugigcia podluznicy dla g > qg,
w postaci [2]:
diw dw B,

+qo 4 Py o,

(2.1) EJ
dat d* ' q

. 1 : ; : ; ‘
Tutaj f,, =—, gdzie d;; jest ugieciem poprzecznicy w punkcie
11
(x,91) wywolanym dzialaniem sily jednostkowej P = 1; wielkos¢ f11

jest reakcja podpory srodkowej poprzecznicy (traktowanej tu jako belka
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dwuprzestowa z podporg w punkcie (x,y1), wywolang przesunieciem
podpory w gore o wielko$¢ rowng jednoscei.
Réwnanie (2.1) przeksztalcimy w rownanie calkowe:

e2  wE=-1 [K@mywOd -2 fopBeyar

Oznaczenia 2, K(x(), :u(:c,é'), s3 ideniyczne z oznaczeniami wprowa-
dgonymi w czeSci pierwszej pracy. W ksztalcie swym rownanie (2.2) jest

o

A\

//
.
7 &1
INNANN B
Z l£1
7
A ay -
L 1
I

1
Rys. 1

identyczne z réwnaniem (1.34), jesli w nim polozyé k = const = f11/as.
Mozemy zatem od razu wypisaé kohcowe rozwigzanie roéwnania
(2.2), wzorujgc sie na ukladzie réwnan (1.36). W naszym przypadku jest
(2.3) Afz-—-z—a———ﬂZ‘A,,G,,,, i=1,2,., co.
a(Af +ﬁ11/a1) n=]
Przyréwnanie do zera gléwnego wyznacznika ukladu réwnan (2.3)

jest warunkiem wyboczenia rusztu.
2aj
W nader szczegblnym przypadku q = const jest Gn; = ai N T

Uktad réwnan (2.3) uprosci sie do postaci [2]:
(2.4) Qe = EJ &} + /oy af

Zalozmy teraz, ze podiuznica jest zupelnie utwierdzona w przekro-
ju z =0, a swobodnie podparta w przekroju x = a. Réwnanie catkowe
zagadnienia rézni¢ sie bedzie od réwnania (1.9) jedynie czlonem dodat-

S fifw(z)ﬁ(x, f)de.
al
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Latwo przekona¢ sie, ze rownanie to sprowadzi¢ mozemy do nieskon-
czonego uktadu réwnan

— —ahEl
(25)  Ai=— D Au|Gui — a

gdzie
D;= A;+ Byla,-

W przypadku szczegolnym, gdy q = const, warunek wyboczenia rusz-
tu wypisa¢ mozemy w postaci

oo a 2
(2.6) i P —0
pgl: 4p + %1_ —qa’
1
lub .
oo 1 i aﬂ

BE g
gﬁp‘Ff‘u‘_q%s Rg

1

Rozpatrzmy wreszcie ruszt z jedng podluznicg (rys. 2) o sztywnosci E J
i §ciskany sitami g(x). Niech poprzecznice (ustawione dostatecznie gesto)
maja rozmaite sztywnoéci zginania i niech beda rozmieszczone w roéz-
nych odstepach a;. W tym przypadku wielkos¢ fi1; bedzie zmieniaé sig

Rys. 2

skokowo wzdluz podluznicy. Zalézmy, ze zmiennos¢ f11(x) da sie aprok-
symowa¢ krzywa ciagla. f11(x) = ut(x), gdzie u jest wartoscig stalg. Row-
nanie catkowe zagadnienia przyjmie tu postaé
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2.7)  w( —AfK:r, ) w(() dC——ft(C (@ Hw()de.

Réwnanie to przez analogie ze wzorem (1.34) sprowadzimy do nie-
skonezonego ukladu rownan:

g = .
(2_8) AI:—-——ZA"(G,"A_. !‘eaﬂf), i:l,z, y B0,
, ad; n=1 ¢
gdzie
a
Ani = ft({)sina;d’sin antde.
’ ai @
Zauwazmy, ze przy q = const, G,; = —‘2— i = n ofrzymamy uktad
réwnan
2p
(2.9) Ay=———F N a5, i=12., co.
aa; (A! —_ qai ;

W przypadku r podiluznic o sztywnoSciach E Jj, Sciskanych silami
qk(x), k = 1,2, .. r, oraz przy dostatecznie gesto i w jednakowych odste-
pach rozmieszczonych poprzécznicach ugiecie rusztu dla q > qi, wyra-
zone bedzie ukladem réwnan rézniczkowych [2]

diw dw =
(2.10) EJy = 4* Sy +—Zﬁwwj=0.
o =1
k:l, 2,..., T.

Tutaj w, oznacza ugigcie k-tej podpory; fi; wyraza reakcje podporo-
wg j-tej podpory poprzecznicy (traktowanej jako belka na r + 2 podpo-
rach), wywolang przesunieciem k-tej podpory poprzecznicy w gore
o warto$¢ rowng jednosci. Wielkoéci f; tatwo obliczymy stosujgc znane
metody statyki belek cigglych. Zastepujac réwnanie (2.10) réwnowaz-
nym jemu réwnaniem calkowym i wprowadzajac przy zalozeniu swo-
bodnego podparcia koncéw podtuznic zwigzki

=]

wy (x) = Z‘ AP sin oz

i=1
sprowadzimy -rownanie calkowe zagadnienia do nieskonczonego ukiadu
réwnan:

2 l oo 1 J=l’
2.11 - AL, B ol (e u AY
b Y b ™

=,

i=12.,00, k=12.,r1
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W szczegolnym przypadku g = const uklad powyiszy uprosci sie
znacznie:

1 f=r i
2.9a AP = e 1 AP
{ ] ﬂllﬂtsm-‘af%) erﬁf

Szczegblowiej rozpatrzymy przypadek rusztu skladajgcego sie z dwu
jednakowych podiuznic, obcigzonego sitami g(x). Jezeli podiuznice beda
ponadto umieszczone symetrycznie wzgledem prostej y = b/2, to linie
ugiecia obu podiuznic beds jednakowe.

Zatem uklad (2.11) przyjmie postac
(23&) A; = 12 A Z An Gm‘. pi= 1, 2,..._, 0.

a [Af ° :1_' (B + ﬁla)] n=t

1

W przypadku szczegblnym g = const otrzymamy z (2.11):
(2.12) qeEJd 4 Putbe

2
a, a;

gl Bl BSOS,
Zbada¢ nalezy jeszcze, dla jakiej wartoSci i przyjmie g hajmniejszg
wartosé, wartosé sity krytycznej q,.
Jest widoczne, ze rozwazania nasze dadzg sie rozszerzyé na przypadek

= 7

r.Jr 'ﬂ —.] .

2
% 1. £ | /
 ER

Rys. 3

'rusz'tu, w ktérym wielkodci fi; mozna przedstawi¢ funkcjami zmien-
nej x.

Rozpatrzymy wreszcie ruszt przedstawiony na rys. 3 przy zalozeniu, ze
podiuznice sy utwierdzone zupelnie w przekrojach a = 0. Dla g > gy,
zgiecie rusztu okreSlone jest ukladem réwnan rozniczkowych (2.10) lub
tez nastepujgcym ukladem réwnan catkowych.
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W (x) = —As f wi (&) KW (2, ) d ¢ —

(2.13)

f=r
N *"fw (&) wp(z, £) di 4wy, (x),

au

gdzie wy, (x) jest ugigciem k-tej podiuznicy, wywolanej dzialaniem mo-
mentu M; w przekroju x = 0.
Uklad réwnan (2.13) sprowadzimy do r ukladéw réwnan

2 A Gl 1 0
(214) Ag'k} 3 Gm’ St ﬂﬁj A + M# ]
asl Zl a,4(" ;;1 A‘“

3= 1, 2,..., o0, k =1 2,...,

0
Z warunkow brzegowych d( e 0 k=127
x

albo inaczej z warunkow

o

Zajf’a,,= 0, k=12.7

p=1
otrzymamy r réwnan:
2M Y\ () k) Ay O a4
(2.15) 2 i Z'A G — _-(5- +M, Y 4 =0,
p= P n=1 p=1 fip

k= 1, 2... T
Eliminujgc z rownan (2.14) i (2.15) wspolezynniki My otrzymamy je-
den uktad réwnah o wspolczynnikach AP,
W szczegblnym przypadku statych sit Sciskajagcych g, otrzymamy,
eliminujgc z (2.14) i (2.15) wspotezynniki My, nastepujgcy uklad réwnan

W_%_
1 d=r A" 35,”
(2.17) AP = — — 0 ¥ py| A — a0 22— A,
@ 4di" i Up
.

W szczegblnym przypadku dwu jednakowych i w jednakowy sposob
§ciskanych podluznic, symetrycznie ulozonych wzgledem prostej y = b/2
jest AP = AP = A;.  Zatem przy q = const, otrzymamy

2 Archiwum Inzynierii Ladowej nr 4/56
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- a,
See
2 2

(2.18) A= — “’(ﬁ“; ’:‘_“; Lol dp = Ay — q oy,
2; 4 Pu 12 ___Cf_g_
e P
=1, 2... co.

Je$li z rownan (2.14) i (2.15) wyeliminowat wspblczynniki A4; to wa-
runek wyboczenia rusztu mozna réwniez zapisaé w postaci szeregu
-1 2

Gp

(2.19) = 0.

3!
p=1 Ap + E:(ﬁn o ﬂls) ——Q{Iﬁ

Przedstawiony tu sposéb postepowania moze znalezé zastosowanie je-
dynie w przypadku dwu, a najwyzej trzech symetrycznie ulozonych
i w jednakowy sposbb obcigzonych podiuznic. Przy wiekszej ilosci po-
dluznic naklad pracy rachunkowe] tak niepomiernie wzrasta, ze trzeba
szukaé innych metod przyblizonego rozwigzania,

Podamy tu rozwigzanie dla przypadku znacznej ilogci podiuznic
o jednakowych przekrojach, w rownych odstepach rozmieszczonych
i Sciskanych jednakowymi silami g(x).

Podtuznice niech posiadajg réwniez jednakowe wymiary i bedg roz-
mieszczone dostatecznie gesto w odstepach jednakowych by (rys. 4).

Y =~ . &
E/u gﬂ" é-:—
E% 5| E /;::

//(J//////////f///ﬂx,f

W tym przypadku mozemy zastgpié¢ ruszt modelem ortotropowej plyty,
nie posiadajgcej sztywnosci na skrecanie, o réwnaniu powierzchni ugiecia:
o*w

o*w otw
2.20 D D 8 =0,
(220) T ot + Dy oyt T ox?

gdzie w(x,y) — rzedna ugiecia,
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Dy, D, — sztywno$¢ na zginanie plyty w kierunkach z, v,
sy — obcigzenie $ciskajgce w kierunku osi z, jednostajnie rozlozone
na krawedziach x = 0, x = a i bedace funkcjg jedynie zmiennej a.
PrzejScie od plyty ortotropowej do rusztu dane jest zwigzkami
EJ=b,D,, EI=a,D,, g=b,s,,
a rownanie (2.20) przyjmie postaé¢ [2]:
EJ ow = EI o'w q o'w
b, ox* a, oy* b, ox*
Wstawiajae do (2.21): w(z,y) = X(x)-Y(y) zastgpimy réwnanie (2.21)
ukladem dwu réwnan rézniczkowych zwyczajnych:
2.22) YW — 4 ¥Y =0 EJXWV | qgXU LkX=0.

=0

(2.21)

gdzie ot = ﬁ;—‘;‘ k=b, g,

a f§ jest parametrem, ktéry nalezy jeszcze okreslic.

Pierwsze z réwnan ukladu (2.22) mozna traktowaé jako réwnania
rézniczkowe drgan swobodnych poprzecznicy o diugosci b i sztywnosci
EI
——. Poniewaz wyboczenie rusztu nastgpi wedilug jednej poétfali w kie-
a;
runku osi y, interesowaé nas bedzie najmniejsza czestotliwosé drgan
wlasnych w = my.

Wiadomo z teorii drgan swobodnych preta, ze

wib =7 dla preta obustronnie swobodnie podpartego,

w;b = 4,730 dla preta obustronnie utwierdzonego zupehie,

wib = 3,927 dla preta w jednym koncu swobodnie podpartego,
w drugim utwierdzonego zupelnie,

w1b = 1,875 dla preta w jednym koncu swobodnego, w drugim
utwierdzonego zupelnie.

W zaleznosci od zatozonych warunkéw brzegowych dla poprzecznicy
przyjmiemy warto$é w; i wyliczamy parametr § ze zwigzku

EI
p="uf
&

Drugie z réwnan (2.22) traktowaé mozemy jako réwnanie wyboczenia
preta spoczywajacego na sprezystym podlozu o stalej podioza k = b5,
Ma ono postaé identyczng z réwnaniem (1.33). Mozemy wigc skorzystac
ze wzoru (1.36) jako rozwigzania naszego zadania. Je$li przyja¢, ze

X (x) = Z A;sinag;x, co spelnia warunki brzegowe, doprowadzimy roz-

i=1
wigzanie drugiego z réwnan (2.22) do ukladu nieskonczonego réwnan:

2+
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2 5
et k) &

W szezegblnym przypadku gdy q = const, znajdziemy sile krytyczna
ze WZoru:

(2.22) A,Gn, i=1,2.00, k=Dbpg.

am AR
a;
zgodnie ze znanym wynikiem [2].
Rowniez bez trudu znajdziemy uklad réwnan dla przypadku utwier-
dzenia zupelego rusztu w przekroju x = 0:

N1 % Gp.
£ —~ A, +k
(2.24) A;= D | S ael7P | A=1,20,09.
a(di+k) = %
& Ap+ K

Latwo wykazaé mozna, ze dla q = const wyznacznik ukladu réwnan
(2.24) daje sie sprowadzi¢ do wyrazenia
oo 2
(2.25) e =,
~ Ap+k—apq
Rozpatrzmy wreszcie ruszt skladajgcy sie jak na rys. 4 z podiuznic
i poprzecznic ulozonych w sposéb regularny, ale sciskanych w dwu kie-
runkach. Oznaczajgc stosownie do kierunku osi wspédirzednych przez q(x)
sile podtuzng w podluznicach, przez r(y) sile podiluzng w poprzecznicach,
napiszemy rownanie rézniczkowe ugiecia rusztu w postaci:

EI o'w , EJ o'w q ow T 0w

2.26 9 il 0.
(2.26) a, oy * b, ox* F b, ox* * a, oy*
Poszukujac rozwigzania w postaci w(zx,y) = X(x)-Y(y) otrzymamy
dwa uktady rownan
EI
(2.27) — YV +LYH —pY =0, __J:':)_‘I_sz AL :_XII_!_ﬂ-lX: 0.
£ L | i

Uklad tych réwnan rozwiazemy w przypadku najprostszym, miano-
wicie stalej sily Sciskajacej i swobodnego podparcia podluznic na jej
skrajnych podporach. Obcigzenie q(x) niech bedzie zmienne.

Zakladajac Y (y) = @; sin y; §y  py= —1:— otrzymamy z ukladu réwnan
(2.27) nastepujacy zwigzek:

‘ «  EI 4 .0

(228) ﬁ;‘ ===ty Y= 1, Zis
ai a’l
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Drugie z réwnan (2.27) napiszemy w postaci:

(2.29) EJ XY 4 q(2) X5 4+ 2L (EI)2 — 1)t X =0
9

i =1, 200

Réwnanie (2.29) ma identyczng postaé z réwnaniem (1.33), jesli w tym
ostatnim przyjaé k = k; = const. Odpowiadajacy réwnaniu (2.29) uklad
nieskonczony rownan liniowych zapiszemy, jako

o 2

(2.30) AY — APG., p=12,.. co
P a(dy+ k) Z_: i

gdzie

K=y (B} 7).
al

Poniewaz na og6l z goéry nieznana jest ilo§¢ poélfal przy wyboczeniu po-
przecznic, przyjmiemy najpierw i = 1 i z przyréwnania do zera wyznacz-
nika ukladu (2.30) wyznaczamy najmniejsza wartosé¢ i, Dalej przyjmu-
jemy i =2 i wyznaczamy 1® itd. Najmniejsza z wartosci A’ bedzie silg
krytyczna wyboczenia rusztu. _

W przypadku szczegélnym ¢ = const otrzymamy bezposrednio
z (2.30) zwigzek:

qm:ﬁﬁ;fﬂ, i, p=1,2.. .

Up
W przypadku utwierdzenia zupelego rusztu w krawedzi & = 0 i przy
q = q(x) wyznaczenie sily krytycznej prowadzi do wyznaczenia naj-
mniejszej wartoci A® z przyréwnanego do zera wyznacznika ukladu
réwnan. .

v ¢ Gur.
; (@) =5 — A+ K
(2.31) A 2NV sig l@, g R
a(dp+k) & y ar
:l -dr + i
i B=1,72, 03,
gdzie

W przypadku szczegélnym stalej sily g = const sile krytyczng znaj-
dziemy jako najmniejszy pierwiastek wyrazenia:
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(2.32) Z Ap+kf~a ry =0, i=1,2,.

=

Rozwazania nasze pozwolily na rozwiazanie szeregu zlozonych za-
gadnien stateczno$ci pretéw i rusztéw plaskich, poddanych dziataniu sit
$ciskajacych zmieniajgcych sie z miejscem. Wszelkie rozwigzania dla
pretéw nalezy traktowaé jako rozwigzania formalnie scisle. Efektywne
jednak rozwigzanie poszczegélnych przypadkéw prowadzi¢ bedzie do
wynikéw przyblizonych, spowodowanych tym, ze przy wyznaczaniu sil
krytycznych ograniczamy sie do znajdowania pierwiastkow wyznacz-
nika skonczonego rzedu. Rozwigzanie zagadnien statecznosei rusztow
obarczone sg dalszym przyblizeniem, spowodowanym przyjeciem ciaglego
sprezystego podloza. W pracy [2] przeanalizowano rzad przyblizenia tych
zatozen dla rusztéow na brzegach swobodnie podpartych przy stalych
sitach $ciskajacych. Przeprowadzone tam rozwazania przenie§¢é mozna
i na rozpatrywane tu przypadki wyboczenia rusztéw.

' Literatura cytowana w tekscie

[11 s. Timoschenko: Uber die Biegung von Trigerrosten, Z. A. M. M. 1933.
[2] W. Nowacki: Z zagadnien teorii rusztéw plaskich, Arch. Mech. Stos.
tom VI/I (1954).

K BOIIPOCAM ¥YCTOMYMBOCTH HPﬂMOﬂmﬁHBIX CTEPZKHEW
¥ INIOCKUX ITEPEKPBITHM

Peasome

B nepBoit wacti paboTel mpuBOAMTCA pemeHMe 3azauyu ob ycTonum-
BOCTM CTEP3KHA CIKATOrO OCEBOV HATPY3KOil ABAMomIedica dpyHKImMedr abo-
1meckl x. Pemienye mosydeHo myrem npeobpasoBaHmusA amddepeHnmanb-
HOr0O ypaBHEHHMA 3a/lauM B MHTEIPAJbHOE YPaBHEHME, M 3aMEeHbI IoCHIefHe-
T0 BGECKOHEYHOJ CMCTEMON JMHEMHBIX YpPaBHEHMIL. HpnpaBHeHme HYJIIO0
OTPeAeNUTENISA STO CUCTEMBI JAET yCJIOBME IIOTEPM YCTONYMBOCTM ¥ IIPU-
BOZuT X GecKOHEeYHOMY BEKOBOMY ypaBHeHmwo. Jlanee obcypaercs Bbl-
IMyYMBaHME CTEPIXKHA CXKATOrO0 OCEBOM HArpy3koi — QyHRLmMen x, Ha
YHOPYIMX OIOPaxX M JIEXKAIIEro Ha yIPYTroM OCHOBAHMUMU.

Pe3ynbTaTel MoJIyweHHbIE B TEPBOY HacTy PabOTHI MCIIONL30BAHBI BO
BTOPOJ acTy — IOCBALIEHHON 3a/iayaM yCTOMYUBOCTY TIEPEKPBITHIT C3Ka-
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TBIX OCEBBIMM HAIPy3Kamy, ABIAOIMMMUCA (byHKIMamu x wuamu y. Ipu
9TOM I[PMHATO, HYTO CTEPIKHM OIHOIO HANPABIEHUA PA3MOIIEHBL J0CTa-
TOYHO YaCTO TaK, YTO CTEPIKHYM APYIOr0 HampaBICHMA MOTYT paccMarpy-
BaThCA KaK JieKalue Ha yOpyrom ocHoBaHmu. IIpuM Takom NIpenmoio-
KeHyy TIpoTub crep:KHA naa S > S, MoxKkeT OBITH IpencTaByeH Cu-
cremoit amddepeHTHaNbHBIX ypaBHeHMit. OTu ypaBHenus npeobpaszo-
BaHBI B CHCTEMY MHTErpajJbHBIX ypPaBHeHMIt, a IIOCHegHne — B Gecko-
HEYHBIE CHMCTEMbBI JIMHEMHBIX ypaBHEHMIA.

B cayuae cTep:KHeH OAMHAKOBOTO CEYEHMs, PABMEIIEHHBEIX Ha OJMHA-
KOBBIX PACCTOAHMAX ¥ CXKATBIX OJMHAKOBOM HATPY3KON MJIA OIpeeseHus
KPUTHYECKON CUJIbI TIPMMEHEHa MOJENh OPTOTPONHOM IIJIACTHHKMA C HyJe-
BOJ 2KECTKOCTBIO KpydeHudA. B arom ciayvae pucddepeHnmasbHOe ypaBHe-
HMe 3afady € 4YacTHBIMM IIPOM3BOJAHBIMM MIOBENEHO Z0 OOBIKHOBEHHOTO
nudbdEepeHIMaNbHOr0 YPAaBHEHMA aHAIOTMYHOTO0 YPABHEHMIO BBINYYUMBAHUSA
C3KATOI0 CTEPIKHA JIEXKAIEr0 HAa YNPYrOM OCHOBAHMM. PeIIeHHe 9TOro
YPaBHEHMA NPUBOAMUT K OECKOHEYHOI CHUCTEME JIMHENHBIX YpaBHeHWMIL,

SOME PROBLEMS OF STABILITY OF STRAIGHT BARS
AND FLAT GRIDWORKS

Summary

In the first part the problem of stability of a bar subjected to an
axial force variable in function of 2 is solved. This is done by transfor-
ming the differential equation of the problem into an integral equation
and reducing the problem to the solution of an infinite system of se-
cular equations. The buckling condition is obtained by taking the de-
terminant of this equation equal to zero. The problem of buckling of
a bar compressed by a variable axial force and resting on elastic supports
and on an elastic foundation is also solved.

The above results are used in the second part, devoted to the problem
of stability of flat gridworks compressed by axial forces variable in
function of @ or y. It is assumed that the spacing of the members are
sufficiently dense in one direction so that the other members can be
treated as resting on an elastic foundation. Thus, the deflection of the
bar for S > S, can be expressed by a system of differential equations
which are transformed into a system of integral equations and then
into a system of infinite number of secular equations.
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I the case of bars compressed in a uniform manner, having the same
cross-section and evenly spaced, the critical force is found by using the
model of an orthotropic plate of zero torsional rigidity. In this case the
partial differential equation of the problem is reduced to an ordinary
equation analogous to that of buckling of a compressed bar resting on
an elastic foundation. The solution of this equation is reduced to that
of an infinite system of secular equations.

Prace zlozono w Redakcji dnia 22.11.1956 7.



