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STATECZNOSC RUSZTOW WZMOCNIONYCH PLYTA
Witold Nowacki 1 Artur Kacner (Warszawa)

Praca przedstawiona na zebraniu naukowym
Zaktadu Mechaniki, O$rodkéw Ciggltych IPPT PAN w dniu 8 listopada 1954 r.

W wielu konstrukejach inzynierskich, ladowych i wodnych, w kon-
strukcjach lotniczych i okretowych wystepuja ukiady pretowe polaczone
z plyta, w ktérych prety przenoszg sity podiuzne. W praktyce konstruk-
cyjnej albo nie uwzglednia sie w ogéle wspoldziatania pretéw z plyta, lub
tez przyjmuje si¢ tzw. »szeroko§¢ wspoldziatajaca« bedaca pewng wielo-
krotno$cig grubosci plyty, czesto do$¢ dowolnie okreslang.

' Zadaniem niniejszej pracy jest podanie Scislego rozwigzania statecznofei
ukladu pretéw wzmocnionego plyta w oparciu o teorie piyt.

Rozwigzania, nizej podane, dotyczg ukladow, w kitorych o$ zginania

pltyty pokrywa sie z osig zginania pretéw; dzieje sie to woéwczas, gdy
prety umieszczone sa symetryeznie w stosunku do plaszezyzny $rod-
kowej plyty.
""" Zakladamy, ze miedzy zebrami a ptyta nie wystapia sily tnace. Zalo-
zenie to, postulujace przesuwanie sie pretdw rusziu po plycie bez tarcia,
nie jest oczywiscie zgodne z rzeczywisto$cia. Jak wykazaly rozwazania
E. Chwalli [1], nieuwzglednienie sil tnacych daje nieco nizsze wartosci
sit krytycznych. Jest ponadto rzecza widoczng, ze ze zwigkszeniem ilosci
pretéw Sciskanych dokladno$é wyznaczenia sil krytyeznych podanym tu
sposcbem wzrasta. Dodajmy wreszcie, ze schemat tu przyjety jest typowy
dla wszelkich znanych rozwigzan w zakresie statecznosci plyt wzmocnio-
nych zebrami (poza rozwigzaniem E. Chwalli dotyczacym szczegblnego
przypadku . wyboczenia plyty wzmocnionej zebrami).

Dalej pomijaé bedziemy wplyw sztywno$ci na skrecanie pretow. Roz-
wazania Fr. Bleicha [2] i innych autoréw wykazaly, ze wplyw ten jest
nieznaczny. Niemniej jednak podano, w koncowe]j czeéci pracy, droge pro-
wadzaca do uwzglednienia tego wplywu.

Wreszcie zakladamy, ze kontakt Zebra z plyta odbywa sie wzdiuz linii
prostych; sprowadzamy zatem kontakt powierzchniowy do kontaktu linio-
wego.
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Podane tu rozwigzania stuszne sg dla obszaru sprezystego plyty i ze-
ber. W naszych rozwazaniach ograniczymy sie najpierw do plyt prosto-
katnych na obwodzie swobodnie podpartych; mozliwo§é rozszerzenia
podanej tu metody rozwigzan na inne przypadki podparcia omoéwimy
w ostatnich rozdziatach.

1. Ogdlne zwigzki

Niech dany bedzie ruszt skladajacy sie z r pretow podiuznych
o sztywnoéci zginania EJi(k=1,2,...,,7) oraz z p pretow poprzecznych
o sztywnosci zginania EI:(i=1,2, ..., p). Ruszt ten wzmocniony jest ptyta
prostokgtna o sztywnosei

¢ na zginanie N i bokach
s == e a,b. Prety podiuzne $ci-
e -— skane sg silami skupio-
- -+ - }a- nymi Sg(k=1,2,..,1)

D = ] L] S I (rys. 1).
S| L =~‘ S"—;q Gdy sila S jest wiek-
& }___él sza od krytycznej, ruszt
& S J]g..._f'.f 'y i plyta wyginaja sie.
"—*'—""é—" e ~ 7 Miedzy rusztem a piyta
Et’———‘;"" J powstaja sily wzajem-

nego oddzialywania pro-

Rys. 1 stopadle do plaszezyzny

§rodkowej plyty. Ozna-

czamy je przez t*(x) dla kierunku réwnoleglego do osi X, przez q“) (y)

dla kierunku réwnoleglego do osi Y. Réwnanie rézniczkowe powierzchni
ugiecia plyty przyjmie w tym przypadku postaé, [3],

(L)  NpEptw(x,y = 5‘2( Zq({)sinaﬂf;-';-
n=1 m=1

h=r

2 ! ; :
+ b ; 2 " sin B m.) sin ey sinfn y

nmw m"l'
Uy = El ’ ﬁm

Prawa strona powyzszego rownania jest rozwinieciem w podwoiny szereg
trygonometryczny sit wzajemnego oddzialywania rusztu i ptyty wzdiuz
prostych x=§;(j=1,2,.., p) oraz y=m(h=1,2,..., ). Wielkoéci g'/), t{®
sa wspolczynnikami Fouriera rozwiniecia funkeji g'/) (y), t™ (x). Rzedne
powierzchni ugiecia plyty oznaczono tu przez w.
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Ugiecie pretow okreSlaja nastepujgce réwnania rézniczkowe:

d* wy, d® ;
Bl + Si—5z =—t¥() (k=1,2,..,1),
(1'2) dt 1w,
Eli g =—4"W (i=1,2,..,p)

Przyjmujac rozwigzanie réwnania (1.1) w postaci
(1.3) (¢, y) = 2 2 Cn,m SIN an 2 Sin B Y,
=

speliajacej warunki swobodnego podparcia plyty wzdiuz obwodu, znaj-
dziemy
(14) wlx,y =

9 j=p 9 h=r
= — g,‘ q'/'sina, & + Z‘ t") sin fm nn .
Z- —————sina, x sinfmy,
Dl"l m |

m=1

l\ﬂs

b

gdzie

Dn.m =N (ﬂﬁ -+ ﬁfn}'}'
Rozwijajac z kolei t* (x) oraz ¢\ (y) w pojedyncze szeregi trygonometryczne
oraz przyjmujac (przy zalozeniu swobodnego podparcia pretéw) rozwiaza-
nie réwnan (1.2) w postaci

o o

wy () = 2 arsina,x, Wiy = 2 by sin fm y

n=1 m=1

otrzymamy
15 w o Lk e==1,2,..,7)
(.) wk(I)——'1m":'SIEE { = 1,48,..,7T)
S Qi sin B, y
(1.6) A W T rpdenii (i=1,2,..,p
Y m—1 Elfﬁm

Z warunku wspolnego ugiecia zeber i plyty wzdluz prostych
x=4§ 1=1,2..;p) oraz y=mns (K=1,2..,7),
tj. z warunkow
(1.7) w (&, y) = Wi (y) =122} ... p))
(1.8) w (2, k) = we () lle=1,2;: ;%)
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otrzymamy nastepujacy ukiad réwnan: j

(1.9.1) Z" L,:}E sin an & sinvan & .

Dy, m
h=r s t(m sin Oy & qm
n ? m : Y
A ln —_— —_——=0 l=1 2,.--, },.
-b ; ﬂm nh ré‘ D m + EI., ﬁ,: ( y p
92 i=pr ) e qf‘;;} sin Bm nk
1.9.2 = sin aq & e
{ } a j;: % EJ H’Z:: Dll. e
A=t = Sin ﬁm Th Sin ﬂpﬂ Nk t[f)
o I t{h] grerind pillind Huntveisd i At d . -[- : =0 (k=1 2,... ?').
,‘1? mgl: D"' L E JJ‘: au Sft ar? ’ ’

Otrzymaliémy dwa uklady réwnan liniowych jednorodnych. Przyrow-
nanie do zera wyznacznika ukladu réwnan, jaki powstanie po wyrugowa-
niu z (1.9.1) i (1.9.2) jednego rodzaju zmiennych: g, lub t,, stanowi kry-
terium stateczno$ci ustroju. Najmniejszy pierwiastek réwnania bedacego
rozwinieciem wyznacznika daje najmniejsza wartosé sity krytycznej.

Uklady réwnan (1.9.1)-(1.9.2) pozwalajg rozwigza¢ caly szereg przy-
padkéw szczegolnych. Niektérymi z nich zajmiemy sie, ze wzgledu na ich
znaczenie techniczne, bardziej szczegélowo.

2. Uklad réwnoleglych pretow S$cishanych, wzmocniongch plyta

Uklad ten jest typowy dla szeregu konstrukeji. W przypadku takiego ukla-
du odpadajg réwnania (1.9.1), rbwnania za$ (1.9.2) upraszczaja sie do postaci

h=r

2 Sin B nn Sin fin e tﬁfe :
2.1) - t - = (e =1,2
1) & 2‘ Z Do LB e U SIS S
m=1 {, i ] { Je |
Ay
b ____EJ_"__"'"“__'_IE_ 5
St EJ L8
s e N LS
s & I § o
e | -y
1 - q‘* ) >

o

Rys. 2

Rozwazmy najpierw przypadek najprostszy, ukladu, zlozonego z pretéw
o jednakowych wtasciwosciach geometrycznych i sprezystych, obciazonych
jednakowymi sitami skupionymi S (rys. 2).
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Zatem
9 2) E Ly £ 5‘1 Sgl_ﬁ‘n_r Th sin .Bm AR t}tk) =B {k ) 7)
( . b IZ ¢ :I_‘;l Dn,m EJ u;—-Saﬁ - eSS y
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
e B S
- b 1 / = Nbs . Nq»

Mozemy teraz napisaé réwnanie (2.2) w postaci

o =1
@31 D 6y TR =0 (% + 1,2, ...,7),
S . =1
gdzie i
O Si m M Si
(2.3.2) - . 2 sin ﬁn;?.’ mﬂmzm’
m—1 (_—2 ._|_ mﬂ)
e
0,5
(2.3.3) R — -n,_3 13,2 - _
0 (x o )

Warunkiem wyboczenia jest przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu
réwnan (2.3.1)

Bt R bis o bine B
621 (agg -t- R] e 62k wen 'sif

(2.4) A= — 0.

|
| Or1 hr‘.’. ce Org o tén’ + R}

Iﬁozwinieeie powyzszego wyznacznika prowadzi do wielomianu r - tego
stopnia :
(2.5) R 4 Cy R i+ CaR*+ iy + Coy R+ Cp =1,
édzie
Lo dsy Boy i Bis
c= St o=l
=1 |

| 6!1 6-—2 6:’{ |
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zas
Cr==3de (k=2,..,r—1).

Tutaj Ar jest minorem gléwnym rzedu k, utworzonym z wyznacznika C,.
Najmniejszy pierwiastek wielomianu (2.5) sluzy do wyznaczenia naj-
mniejszej sprowadzonej sily krytycznej

(2.6) §=y- ‘

Dla statej konfiguracji pretéw oraz przy stalym stosunku n/o (n - ilosé
polfal) nie zmienia sie ani wartoéé R, ani tez sila krytyczna s, co widoczne
jest z budowy wyrazen (2.3.2), (2.3.3) oraz zwigzkéw (2.5) i (2.6).

* Na tej samej drodze mozna wyznaczyé sile krytyczng dla ustroju,
w ktorym poszezegblne prety posiadaja rézne sztywnodei i $ciskane sa
silami réznej wielkoscei.

Przy sy=cns, Jo=dyJ ofrzymamy nastepujacg postaé¢ ukladu réwnan:

h=r
(2.7) D 4 tMR, =0,
h=1
gdzie
0,5
(2.8) Rp= e
lata ™

wspolezynniki zas dm okre§lone sg nadal zwigzkiem (2.3.2).

y Przyréwnanie do zera wyznacz-
nika ukiadu réwnan (2.7) sprowa=~
I dza si¢ do rozwigzania bardziej, niz
| w poprzednim przypadku, ztozone-
s £J, [ sl go réwnania sekularnego.
|
|
|
|
|

Wreszcie wyznaczenie sily kry-

. tycznej dla ustroju przedstawionego

e ey I Y -~ na rys. 3, w ktérym tylko jeden

- a Ly pret jest S$ciskany, pozostale zas

Rysi 8 (o réznych sztywnoSciach) spelniaja

podobnie jak plyta role elemen-

té6w wzmacniajacych, prowadzi do nader uproszczonego ukladu réwnafi.
Jedli oznaczymy jak wyzej

My

2

J},"-:-'th“ . R=
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_ oraz
_05 ¢ .
(2-9} QH _ d}l o ni (h = 2: 3! viey r) )
otrzymamy
tL‘J (611 + R) i t{f} é_;._- 3 R ﬂE:] f5“ =0 ’
o th) 8, + 2 (8g0 + Qo) + ... + 16, =0,
‘ tfi'” érl '{_' t.ﬁﬂ drﬁ + e + ti:) (érr _+ Qr} = 0.
W tym przypadku przyrow- 8y
nanie do zera wyznacznika ukla- e = \
du réwnan (2.10) prowadzi do §; | £Js 3 |5
réwnania pierwszego stopnia I z s
o jednej niewiadome;j. 32 ..E EJp 2 : S !: % o
=] |
Jedli sciskanych jest kilka 3 I £, 1 &E | s
pretow, pozostale za$§, niesciska- e_ _______j |
ne, spelniajg role elementow a N i
wzmacniajgcych (wraz z plyta), Rys. 4

czenia sity krytycznej jest oczywiscie analogiczna. Naktad pracy rachun-
kowej jest stosunkowo niewielki, jesli prety obcigzone posiadaja jednakowe

Tablica 1

b | dyy iy dpy
¢ |

2 00274 0,0193 0,0040
1 0,0917 0,1184 0,0544
1/3 | 02221 03678 | 02201
n day Byn day
o
'2 0,0193 0,0468 | 0,0156
r 0,1184 02475 | 0,1409
1/3 10,3678 07618 | 0,5054
L e L AL
2 | Oy ' 832 By
v |
2 0,0040 0,0156 | 0,0401
1 00544 | 01409 | 0,1718
13 | 02201 0,5054 0,4721

sziywnosei i Sciskane sg row-
nymi sitami. Roznice w sztyw-
nosciach pretéw wzmacniaja-
cych nie powoduja zwieksze-
nia nakladu pracy.

Na podstawie zwigzkow
(2.3), (2.5) i (2.6) wyznaczono
wartodei sily krytycznej dla
ustroju przedstawionego na
rys. 4 przy kilku kombina-
cjach sztywnoSci poszczeg6l-
nych pretéw, sit Sciskajacych
i stosunku bokéw plyty wzmac-
niajacej: o =a/b. Przyjmu-
jac kolejno ¢ =4, 1, 3
obliczono wg zwiazku (2.3.2).
wsp6lezynniki dur (tabl.l).
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Oznaczajac przez:

St wartos¢ sity krytycznej przy

EJ,=0, 5,=0, f% zf—r‘gﬂzx:ﬁ 15, S, =8,=8,
St wartosé sity krytycznej przy
EJ.
;”ﬁﬂ,&:qg#zgﬁﬁ=m,&m&=&
Si7 wartosé sity krytycznej przy
EJ,=0, S, =0, bE]{; El‘%ﬁ:zzl& Sy, =8;=25,

Str. wartoéé sity krytycznej przy

EJ, _EJ, _EJ,
bN ~ bN bN

otrzymano kolejno ze zwigzku (2.5) wartosci R,,, Ry, Rog, Ryoy [por. zwigzek
(2.3.3)] i ze wzoru (2.6) sy9,84, 804, 5155 dla

n 1
“G——-—Z,l, 3

Tak wiec przy §= 1 do wyénaczenia R, sluzy réwnanie typu (2.5)

R +C, Ry, + C. =0,

w ktorym
Ci= t?“ + 0y = 0,0917 40,1718 = 0,2635,
C,=0,0917-0,1718 — 0,0544* = 0,0128,,
skad
R,;=—0,1994,
15+01994 17,561.
Przy
n_ 1
o 3

uzyskuje sie R,,; jako najmniejszy pierwiastek réwnania

R?as +C, Rizaa +.Cy Rypg + Cy=0,
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gdzie ;
C, = b1y + Oy + 04 = 0,2221 4- 0,7618 + 0,4721 = 1,4560,
C, =843 0y — 0, + Oy Oy — O} + 0,y 03 — 83, = 0,1946,
all r512 6]3
C, O3y Opp 523 =0,0042,
6“1 61!2 633
skad Tablica 2
R, = —1,309, B g B L
_ e e ¢ 3
85— 15> (__) 432,00 Ris —0,0587 | —o0,3114 | —o0,9481
1309 Ris —0,0413 | —0,1994 | — 0,6002
1,67 43,44 — 511, Ry —0,0594 | —0,3556 | —1,1427
Riss —0,0877 | —0,4060 | — 1,3090

Wartosci Ry, Ryy, Ryy, Rjuy Oraz s, Sia, Soy, Si»s zestawiono w  tabli-

cach 2 i 3.
Tablica 3
n_, L CHN n_21
- () - R— - -— 0 - — 9 3 S

Sia 60,00 + 2,13 = 62,13 15,00 -~ 1,61 = 16,61 1,67 4 4,74 = 6,41

Sig 60,00 - 3,03 = 63,03 15,00 + 2,51 = 17,51 1,67+ 7,50=09,17
s | 60,00 + 2,10 = 62,10 15,00 + 1,41 = 16,41 1,67 4 3,94 = 5,61

Siuy 60,00 + 1,85 = 61,85 15,00 - 1,23 = 16,23 1,67 4+ 3,44 = 5,11

W tablicy 3 w wartosciach s wydzielono dwa czlony. Pierwszy z nich:
2 2
Z % wyraza wplyw sziywnoSci wlasnej pretow Sciskanych, drugi: %2 . —01’2—5
pochodzi od wzmacniajacego dzialania ptyty. Jak wynika z przytoczonych
w tabl. 3 wartoSci, wplyw wzmacniajacego dzialania plyty jest nieznaczny

w ustrojach krotkich i wynosi

< : 1 ... 3,03 .
przy L 0= najwyzej 63,03 100 = 4,8Y%,
przy =1 jest 1275511 100=14,39%
: y D ; 7,50 .
przy ustrojach za$ diugich: o =3, dochodzi do -100=1281,8Y,.

9,17
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Ponadto wplyw plyty na wielkosé sity krytycznej wydatnie wzrasta
z oddaleniem pretéw $ciskanych od osi ustroju n=">/2, a wiec $12 =813 >> 8.

Ly Na podstawie zwigzkéw
(2.9)-(2.10) wyznaczono na-
stepnie wartoé¢ sity krytycznej
; dla przypadku E J,=0,S,=0,
2 EJ‘ — Eig — A — —
— 1 & BN~ bN 4= 1% Si=0,
|| = - S, =38 (por. rys. 5). Niescis-
[ - ———l kany pret 2 spelnia w tym wy-
|_ 0 - 5 padku role elementu wzmac-
Rys. b niajacego.

=
~

.

Przy n/p =2 jest wg (2.9)

e

05 1
QQZT '§=0,0021.

(3]

Warunek wyboczenia zgodnie z (2.10) przybiera postaé
I(all + R) 6!2

l—
| % (bt Q|

skad

82 0,0193?
R=—3d++—2 = 002744+ —— - __=_—0,0198,

020+ Q4 0,0468+-0,0021

0,5

Jedli sztywnosé preta wzmacniajgcego dazy do zera: y,—>0, to Q,—oco
i R>—4,,=—0,0274.

Wtedy

1 0,5
2 (0274 0456.

§=60,00 4-
Dla ustroju diugiego (o = 3) otrzymano, przy zalozeniu, ze pret 2 jest
nieobcigzony i wzmacnia ustréj, w ktérym tylko pret 1 jest Sciskany,

0,5 0,3678
=—2-.34= 27000, R=—022214+——"2"—— _—__
Qs 15 Oi&asd 0,7618 + 2700 01158,

s=1,67 3t 00

01158 40,52,
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Przy z,->0 byloby w tym przypadku

05
P= 1,67 +- 32. 6]@'1 ———21,92.

Podobnie zatem jak sie¢ rzecz ma ze wzmacniajagcym dzialaniem plyty,

wplyw nieSciskanych, wzmacniajacych pretéw jest znacznie bardziej wy-
datny w ustrojach diugich.

Szczegblnie prosto przedstawia sie przypadek jednego tylko sSciskanego
preta wzmocnionego plyta. Z réwnania (2.3.1) mamy

(2.11) #0 (8, + R) =0,

Poniewaz w razie sily S wicksze] niz krytyczna plyta wygnie sie,
czyli t{'5£0, przeto jako warunek wyboczenia pozostaje

(2.12) 8, +R=0
albo
2 ] 2 a 1
@ig Su=Dr, Nal . e
b b o ' n Sin® B 7
2 2 n? 2
m=1,2,8... (_a - mﬁ)
e d

Ze wzoru (2.13) mozna, przy zachowaniu stalej sztywnoS$ci plyty N i szero-
kofci b, wyczerpaé wszystkie mozliwe przypadki zmiennosci Sk, badajac
zmiennoé¢ s jako funkcji parametréw g, o 1 2.

Zauwazmy, ze wystepujgca we wzorze (2.13) suma zalezy wylacznie od
wspblrzednej #, okreslajacej polozenie zebra Sciskanego, i od parametru n/p.
Widoczne tez jest, ze gdy x oraz m/p sg state, funkcja s () osigga wartosé
najmniejszq przy maksimum sumy

Z’“‘ sin® fn 7
2 i1
7 (@t
e

Roézniczkujge sume wzgledem # stwierdzimy, ze maksimum tej sumy
wystepuje dla n=">b,2. Stad wniosek, ze wzmacniajace dzialanie plyty
bedzie najmniejsze, w przypadku gdy zebro znajdowaé sie bedzie w osi
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_symetrii ptyty (y=1b/2). Na rys. 6 przedstawiono wartos¢ sity’ krytycznej
jako funkcje parametréw # i n/p. Zalozono tu y =0, a wigc przypadek
wyboczenia plyty $ciskanej sila skupiona. '

Rozwazmy dalej przypadek 7 ==0b/2 i badajmy zaleznos¢ s od parametru y
i n/o. Latwo. zauwazyé (rys. 7), ze ze wzrostem y wazrasta sila krytyczna
oraz ze wierzcholki krzywych wiefcowych oddalaja sie od siebie i prze—
suwaja sie w prawo. Ponadto, dla stalego n/p oraz stalej wartosei %

Str 1
Lom S
fa_
0 Sy, w sl
7, e ;}'W
m g-,cm*J’
N |
5t | Q
S | s

a
=
N

Q0 01 07 03 04 05 46 07 03 09 10 1
b
6

Rys.

wartosé sity krytycznej s, jak juz uprzednio wspomniano, nie zmie:

nia sie. Roznice pomiedzy rzednymi krzywych s(y,p) malejg szybko

ze wzrostem ¢ (przy y = const.). Tak wigcdla y =10 przy ¢ = 6 przyjecie

s==>5,54 obarczone jest bledem ~4,5%; przy y=10 mozna juz poczawszy

od p = 2 przyjaé z dostateczna dla celéw praktycznych dokladnoscig s =1,91.
Drugi czlon zwiazku wypisanego w ramce na rys. 7

05

N

(4

G

m=1,8.5..

a+m")

wyraza wzmacniajgce dziatanie plyty. Réwnoczeénie przy x =0 czlon ten
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przedstawia calkowity warto§é sprowadzonej sity krytycznej dla plyty bez
zebra, $ciskanej sily skupiona dzialajacg w osi n="b/2.

Sh
12,62

Wi | s 5=S(x.p) ,
Skr" % Skr

|
i 10,90 N Sley
’> S E] ! S nt p? 05

» AR R T

aky| || (gf +m2)t

,36 3, 25
—1 F =2,
N TR T %

i S v T

._*::Fa.___q.._—-—

191 191 101 19 19 191

197 1 191 197

Rys. 7

Jest rzecza ciekawa, ze przy pewnych wartoéciach p wzmacniajace dzia-
tanie plyty w ustroju z zebrem (y s 0) jest wieksze od sily krytycznej
dla samej ptyty (x=0). Na rys. 8 powtérzono fragment wykresu z rys. 7.

Archiwum Iniynierii Ladowe] z. 1. — 2
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Dla p = 04,5 (rys. 8) warto$¢ wzmacniajagcego dzialania plyty, ujeta klamrg
zwrocong w lewo, wynosi :

=

_ 0
1
2 ) g
m—ﬁ‘rﬁ (__——1' - ms)
- \e? .
i jest wieksza niz wartosé

S S
22 5 ’ 1

(na rys. 8 zaznaczona klamrg zwrécong w prawo) réwna sprowadzonej sile,
krytycznej dla plyty bez Zebra.

Zauwazmy jeszcze, ze sume wystepujacg w zwiazku (2.13) dla n=b/2
mozemy przedstawié wyrazeniem zamknietym ')

J].

Dla b—>o0, tj. dla preta Sciskanego, wzmocnionego pasmem plytowym nie-
skonczenie dlugim, jest
EJn*  4Nn

l215) Skrﬁ?—" ‘]" a .

Dla EJ =0, a wigc w przypadku pasma plytowego, $ciskanego silg sku-
piong, uzyskujemy znane rozwigzanie A. Sommerfelda [4].

Y Por. nizej (4.7).
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Bardzo wazna klase ukladéw stanowia te, w ktorych prety s$ciskane
rozmieszczone sg symetrycznie wzgledem osi y = b/2. Poniewaz najmniej-
sza wartos¢ sity krytycznej wystapi przy symetrycznej wzgledem y=b/2
postaci wygiecia plyty (jedna potfala w kierunku osi Y), zatem

=), = ) i,

Rzad wyznacznika (2.4) zmaleje do r/2 przy parzystej iloSci pretow;
przy nieparzystej ilosci pretow otrzymamy wyznacznik rzedu (r+1)/2.
Wspolezynniki 8w przybiora postaé

sin fmyn sin B
(2.16) B o i
n ]
m=1,8,5... (_T _|_ m—)
e

Sumowanie odbywa si¢ tu podiug ciggu liczb nieparzystych.
Bardzo prosto przedstawia sie

przypadek wyboczenia dwu pretow Ay
wzmocnionych plyta, przy syme- E ___________ ! "
trycznym rozmieszczeniu pretow 3__,_J £ = S |
wzgledem osi y =b/2 (rys. 9). 1'[' i I q,!

Zwazywszy, ze tl)=1®, znaj- g : £J 15l o)
dziemy g SR

T s X

(2.17) ts.i} [511 + 6y + R] =0. . Rys. 9

Uwzgledniajac dalej, ze

e . s . o2 o |
butou= Y Sin B 7y (S0 1y + SI0 fruna) __ 3 sin® B,

2 2 2 21
m=1,2,8... (‘n‘_‘1 o+ ma) m=13.5.. (Eﬁ_ gt mg)
e : e
ofrzymamy
n®  o? 0,25
(2.18 §=5— 45 = b
) X 0° n? S0® B,

2 2
m=1,8,5... (1"? e mg)
e

Na rys. 10 naniesiono zalezno$é s=s(n/p, ) przy x=_0.



P 025
$=Stn,p) x=0 S«r"n'?'f—sm‘ﬂmm
13y [ +m?)?
== e
S i S
— —]— A —
o
E=1
&
a=
00 Bf 02 03 04 65 05 07 08 09 10 1
b
Rys. 10
200
41,32
Haz 5=5(x,p)
2
—~ - ="k
I E=11 S
¢, p? 1
Sp=Xp2" 2 3[ 1
(B +m?)?
“m=157113
hr—E—‘.]
X=bN

g 4341

n=4
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Najmniejszg warto$¢ s otrzymamy dla 2, =0Db/2, a wiec w przypadku
gdy obydwa zebra znajdg sie w osi symetrii plyty stezajacej. Najmniej-
sze rzedne krzywych na rys. 10 sa oczywiscie dwukrotnie mniejsze od

odpowiednich rzednych z rys. 6.
Wreszcie przy 7, = b/3 przedstawiono na rys. 11 zaleznogé

Vo omr ot 0,26
(2.19) szs(x, *—}—_—x—e'z- e

Poniewaz dla m=1,5,7,11,13, ...

s M7

e MA o oe
sin’ 3 0,75,
za§ dla m=3,9,15,21, ...
sm" n;n =0,
otrzymamy
I 2 2
(2.20) s=go + L e
A ) n 1
3 Z Tt 2
m=1,5,7,11,13... (-—g + ma)
4 .
Z sumy wypadaja czlony o indeksach § e el S"
3-(2k —1), gdzie k=1,2,3,.. - T
. Dla ukiladu, jak na rys. 12, z trzema S =!l T - ; a
jednakowymi pretami, rozmieszczony- g > : — J
mi w odstepach réwnych b/4, otrzy- | ... ) (RS
mujemy po prostych przeksztalce- | a
niach Rys. 12
2z -
(2.21) =gl b
o~ n 1
4y e Y
m (_9_2" +m )

gdzie m przyjmuje nastepujgce wartodei: m=1,17,9, 15,17, 23, 25, ...
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Dla czterech pretéw w odstepach b/5 site krytyczng otrzymamy ze wzoru

n? | P 1

- 52 (—ﬂi——l T;)»

gdzie m=1,9,11,19, 21, 29,31, ...
Wreszcie dla r jednakowych pretéw, roziozonych w roéownych odste-
pach b/(r + 1), znajdziemy

2 a 1
(2.23) szx_‘:?_kﬂ_g_ =
(r+1) Y 73 ;
m (-——2—-{— m-’)
@
14g* 1
gdzie m =k(r+1)—r 7, k=1,234..

Wyzej rozpatrzono uproszezenia wystepujace w ukladach symetrycznych
wzgledem osi y = b/2 i regularnych, tj. z pretami jednakowej sztywnosci,
rozmieszezonymi w jednakowych odstepach i Sciskanymi jednakowymi
sitami.

Roéwniez i dla pretéw jednakowych i w sposéb jednakowy obcigzonych,
ale niesymetrycznie, nie w réwnych odstepach rozmieszczonych wzgle-
dem osi y = b/2, uzyskaé mozna znaczne uproszczenia rozwigzania, stosujac
sposéb przyblizony. Polega on na ograniczeniu si¢ do pierwszego czionu
sumy O [zwigzek (2.3.2)]. Przyjmujemy mianowicie, ze

(2.24) Sy s S P11 S0 By M

""""" 2 2
B
Takie przyjecie pozwala pomingé rozwigzanie réwnania sekularnego.
W zwiazku (2.5) jest teraz

sin® B, n, ..sin By n,-sinp, 9y ...sinpB,n, sinp, n,
C,=— 1 sin By, - sin By, ...sin® By, - Sin By 7y - sin By r
P ;
(z+) '
sinfyn,-sinfyy, ..sinf,n-sinfyn, ...sin*B, y.
stad .
|sinfy, ...sinpn, ...sin B,
1 y ) - sin ...sin f;n, ...sin
Cr=-—n—.3——-5;51nf31n|-51nﬁmg,... sin B, 7, Pme e Frme =0.

sin By ...sin fy9e ...sin B, 9y
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Z powyzszego wynika, Ze takze kazdy gléwny minor — rzedu wyzszego
niz plerwszy — z wyznacznika C, jest réwny zeru, tj. A4,=0. Rbéwna-
nie (2.5) redukuje sie do

RT+ BR1=0

1

skad
h=r
2 sz ﬁ| 'f}h
fi=1
R=—C =—— T \2
(1)
Zatem
)
2
(2.25) s= g+ .
e 2 Sin2 ﬁl Mh
1

=

Dla ukladu regularnego o r pretach w réwnych odstepach b/(r-1) jest

sin® B, gy =sin® bz
) r+1 ]
h=r
R':'—"PQL*TESinJ ?I’tl rj—l 2
(“—,,+1) = 2(%+1)
oraz )
n* {% + i_)
(2.26) st~y

Przystepujac do zbadania przydatno$ci wzoréw przyblizonych (2.25)
i (2.26), tj. stopnia dokladno$ci uzyskiwanej przy uzyciu ich do wyzna-
czenia wartoéci sily krytycznej, zauwazyé nalezy, ze roinia sie one od
wzoru dokladnego (2.6)
n®  o° 05

tylko drugimi czionami.
Niech sp: oznacza te cze$é sily krytycznej, ktéra pochodzi od wzmac-
niajacego dzialenia plyty i wyrazona jest przez drugie czlony wzoréw

%)  Analogiczny wzoér otrzymuje sie z modelu plyty ortotropowej. Patrz nizej
zwigzek (5.7).
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(2.6), (2.25), (2.26). O przydatno$ci wzoréw przyblizonych decydowaé bedzie
poréwnanie wartoSei Scisiej

' 0 00
(2.27) Spn' o ng {_ R}
z przybliZonymi:
n \2
i _“-_’_)
- e n
(2.28) Spr=———— ,

r
2 sin® B, mu
h=1

(iJr_e_)ﬂ
e  n

41

§

(2.29) 8 o=

W tablicy 4 zestawiono wartoéci sp; obliczone przy pomocy Wwzoru
Scislego (2.27) i przyblizonego (2.28) dla ukladu z jednym pretem Sciska-
nym przy roznych wartosciach 7, i n/o. W wierszach oznaczonych 4
podano roéznice pomiedzy obu wartoSciami s, zaokraglong do calkowitych
procentéw (por. rys. 6).

Tablica 4
= -
. Wzér | 5=03b|y=04b|5=05b
(2.27) 2,63
- 2 (2.28) 3,13
N : 1 4% +19%
| s (2.27) 202 | 191
s & s 1 (2.28) 2,21 | 2,00
N A% +9% +5%
L~ 1 i
i a=ph - 4 (2.27) 2,17 2,03
5 (2.28) 2,33 2,10
4% 7% +3%
) (2.27) 7,64 5,91 5,46
37 (2.28) 8,48 6,14 5,65
A% +11% +4% +2%

Jak wynika z tabl. 4, dla ustroju z jednym pretem $ciskanym wzér
(2.28) przydatny jest tylko przy n/o <1 i 5,=0,5b [w tym przypadku
wzor (2.28) jest identyczny z wzorem (2.29)].
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Jedynie przy diugich uktadach (¢ =a/b=3, n =1, n/p = 1/3), rowniez
przy 1, = 0,4b uzyskuje sie przy uzyciu wzoru (2.28) wystarczajacg doklad-
no§é. Ogoblnie stwierdzi¢ mozna, ze dokladno$¢ maleje przy malejagcym n/p
i zwiekszajacym sie oddaleniu preta $ciskanego od osi symetrii ustroju:

=b/2.
! Analogiczne zestawienie wartodci sp; dla ukladu z dwoma pretami Sciska-
nymi, symetrycznie rozmieszczonymi wzgledem osi n="b/2, zawiera tabl. 5.

Tablica 5
[ PR e
£ zor |#=03b|y»=04b|n=0,50b
g |
(2.27) 2,23 1,63 1,31
[ e 2 | (2.28) 2,39 1,73 1,56
s |8 st 1 A% | +728 | 4618 | +191%
| N ; & (2.27) 1,561 1,09 0,95
s |8 ! g 1 (2.28) 1,53 1,11 1,00
ild __________f‘___l - A% +1,3% +1,8% +5,3%
= a=pb 4 | 227 1,59 1,15 1,02
5 (2.28) 1,61 1,17 1,05
4% +1,3% | +1,7% | +29%
1 (2.27) 4,22 3,06 2,73
3 (2.28) 4,24 3,07 2,78
A% +0,5% -+0,3% +1,8%

W tym przypadku zakres stosowalnos$ci wzoru przyblizonego przy n/fe <1
jest juz znacznie wiekszy i rozciagga sie na uklady, w ktoérych prety Sci-
skane znajduja sie we wzajemnej odleglosci nie przekraczajacej ~ 0,5b.

Dla ustrojéw niesymetrycznych z dwoma i trzema pretami Sciskanymi
uzyskano wyzej $ciste rozwigzania przytoczone w tabl. 3. W tabl. 6 zesta-

Tablica 6
i
E Wzér | sfy sis sha slog
e e = e
. la ol 3 (2,27) 2,10 1,85
| 2 | (228 2,22 1,94
: . A% | +8.7% | +49%
| |
3 (£ | s
e zi @2n | 1,61 2,51 1,41 | 1,23
s g Z[E 1) s 1 [@28) | 1,80 2,84 1,43 1,24
: gr I A% | +11,8% | +132% | +1,4% | +0,8%
a=pb 2,27) | 4,74 7,50 3,94 3,44
112,28)| 5,00 7,87 3,95 3,45
3| Ay | 4520 | +49% | +03% | +03%
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wiono drugie czlony wartosci sy, ..., $105, bgdace wyrazem wzmacniajacego
dzialania plyty i oznaczone jako s{’;, sbf, spl, sfl,. Przy kazdej z tych war-
“tosei podano odpowiednig wartoSé s, obliczong z wzoru (2.28) oraz ro6znice
pomiedzy wartoscia Scisla a przyblizong (w procentach, A7%).

‘Dla ukladu z trzema pretami Sciskanymi, z ktérych pret 1 znajduje sie
w bardzo malej odlegloéci od krawedzi ptyty [co, jak wiadomo z poprzed-
nich wnioskow, wplywa wybitnie niekorzystnie na dokladno$¢ wyznaczenia
wartoéei sy z wzoru (2.28)], uzyskano wystarczajaca dokladnoséé nawet przy
n/p = 2. Przy n/o <1 réinice pomiedzy wartoScig fcislg a przyblizong sff,
utrzymuja sie ponizej 1Y,

Odnoénie ukltadéw z dwoma pretami S$ciskanymi wysnué mozna wnio-
ski analogiczne do tych, jakie wynikajg z tablicy 5: przy n/e<C1 dobra
dokladnos$é uzyskuje sie z wzoru (2.28), jeSli wzajemna odleglo§é pretéw
Sciskanych nie przekracza ~ 0,5b (por. wartoéci sf}). [Prety powinny byé
przy tym rozmieszczone tak, aby kazdy z nich znajdowal sie w innej po-
l6wee ukladu. W przeciwnym przypadku dokladnosé rozwigzania uzyskiwa-
nego z wzoru (2.28) maleje].

Dla ustrojéow z pretami, rozmieszczonymi w réwnych odstepach b/(r-1),
sprawa doktadnoéei wzoru (2.29), przy pomocy ktérego wyznacza sie czesé
sily krytycznej pochodzgcg od wzmacniajgcego dzialania plyty, moze byé
rozstrzygnieta w prosty sposéb.

Je$§li oznaczyé przez sp; drugi czlon we wzorze Scistym (2.23), to dla
uktadu zr pretami mozna napisaé

(2.30) s;r}=i; S ;u_l. 1
(r+1) } e
m (Eé + mz)
14(—1)k—1
m=@F+1k—r ? i k=1,2,3,4,..].

Réznica miedzy przyblizong wartoscia Spr wg wzoru (2.29) a Scislg s w
wzoru (2.30), wyrazona w procentach od s!), da sie teraz przedstawié

pt?
w postaci
5,,—si) X 15 '
(2.31) A%=—"*T"‘100— [( +1) A 1J100
Sp
=

ﬁ?!*“
Im=@+1Dk—r * ; k=1,2,3,4,..].
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W tablicy 7 zestawiono wartosci 4Y obliczone wg wzoru (2.31).

2 (r} ’ " g %
5 §
Tablica 7. 43— PL_ P 100 Wnioski wynikajgce z tabl. 7.

sty sa oczywiste i nie wymagaja
. dodatkowych sformutowan.

% r=1 r=2 = r=4 Wspolng cecha wzorow
T2 | 16505 | 4005 | 125y | o025y  Preyblizonych (2.25) i (2.26),
"1 | 480y | o6y | og0p | opsy 2K wynika z tablic 4-7, jest

~—  to, ze daja one wartoéé sily

_; 1,765 | 0,25% | 008y | 003  krytycznej zawsze wiekszq od

obliczonej wzorami $cistymi.

Przy pomocy przyblizonych zwigzkéw (2.25)i(2.26) mozna otrzymywaé
wykresy zmienno§ci funkcji s =s(y, n/e), przy stalej konfiguracji pretow,
w sposéb nader prosty. Oznacz-
my w zwigzku (2.25) mianownik
drugiego czlonu przez U, tj. przyj-
mijmy

Y

h=r

(232) U=2 2’ sin® g,
h=1

'
oraz T S

(2.33) V=V UXFI.

Fatwo wykazaé, ze przy powyz-
szych oznaczeniach wspblirzedne
miniméw funkeji s = s(y, n/p)
okreé§lone sg wzorami

Tmn
Spnet

=1

(2.34) omin=V,2V,..,nV,...,

(2-35) Smin =— %—(V"’ + 1), Rys. 13

wspoirzedne za$ wierzcholkéw (punktéw przecigcia sgsiednich gatezi krzywej
wiencowej) — wzorami

(2.36) onni1=VV2 VV8,., Vynnti),..,
1 &
(2.37) Sn,n+1== Smin + m U

(por. rys. 13).
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Zwigzek (2.34) otrzymujemy przyrownujgc do zera pierwsza pochodng

funkeji
2
n? ( M n

n
s=x? + T wzgledem z=*g

S
1]

]

zwigzek (2.36) — z relacji:
& n n+4+ 1\ .
sle,—1] —s %, =0.
.(x e) (x 0 )

Na podstawie zwiazkéw (2.34), (2.35), (2.36)1(2.37) wyznaczono wspbl-
rzedne punktéw charakterystycznych wykresu s=s(y,n/p) dla ukladu re-

Sk e S
N ol 8 n,p)
g ¥ o AL N rvx—"ﬂff;")
8 | £7 alen) L8 P
bt s}
& a=pb
: \/
S /\- ~ V'
~ -
,_/(\ —— x =10
L 8 5 8 2 3
o P e S v“
1
=y (18
| 1 ] ) ) —
SEINTWIBEE 8 S8 B8 88 C
Rys. 14

gularnego z dwoma pretami (rys. 14), przyjmujac U=r-+1=3 [por. (2.26)].
Wykres s=s(z,n/p) dla tego ukladu sporzadzony na podstawie wzoru $ci-
stego (2.20) podano wyzej na rys. 11. Poréwnanie wartosci z obu wykreséw
wskazuje na bardzo dobrg zgodno$é rozwigzania przyblizonego i $cistego.
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3. Ruszt wzmocniony plyta. Przypadek swobodnego podparcia plyty na obwodzie

Przyréwnanie do siebie ugie¢ plyty i rusztu doprowadzilo do ukladu
réwnan (1.9). Warunkiem wyboczenia bedzie przyréwnanie do zera wyznacz-
nika tego ukiladu. W przypadku ogélnym jest to zagadnienie rachunkowo
bardzo skomplikowane i dlatego ograniczymy sie wylacznie do ukladéw
regularnych o r pretach podluznych o sztywnosci EJ — (%), rozmieszczonych
w odstepach b/(r-+1), éciskanych jednakowymi silami S, oraz o p pretach
poprzecznych o sztywnosci na zginanie EI — (), rozmieszczonych w odste-
pach a/(p+1).

Droga prostych przeksztalcen mozemy uklady (1.9) doprowadzié do
postaci

J=r C5 fi=r = tWsina, §,

B11) 3 @ 4t 22 e S sing,q, 3 E o,

=1 =1 n=1 a.imn

j=r (/) sin ﬁm Mg h=r 0,5 ti:”

< qﬂ'l
(3.1.2) 2 sin a,, SJZ‘_-D__—— Z ) 5’*4_ ———a— =0,
g A=

j=r m=1 fa,m

gdzie

o=a/b, =3 "“pne s= Sur N2

. <1 sin Un Ej sin an &;
=

I [:.—. T T T e e S f——— -

= D.u. m | “! L

5 Slnﬁm?}kSlnﬁm?}k__ N - EJiy) PR ‘\
e = D =0, | {
n, m |

e | H] Lajew
| it

n? 9 2 [_____ el ) -
= | — R et ey
Dn,m (92+m) . __.____-2' - ,__L,__Z o
Rys. 15

Rozpatrzmy przypadek najprostszy, mianowicie ruszt skladajgcy sie
z dwu tylko pretéw, wzmocniony plyta (rys. 15). Dla ukiadu przedsta-
wionego na tym rysunku jest

L e R e - )
qw—qgn}_.‘_qm’ .tgl)_t.[qk]_tn! a, a '5!,.,1, 2 ’ ﬁn.-nh_ﬂm’?k_ 2
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Uklad réwnan (3.1) uprosci sie do postaci

.. n
e=a tn 511 -

. Mo oy o
(3.2.1] Om Gm + @ 51N _'2_ 21 DH‘ ”‘;' = )

n=1

..mn
e q;ﬂ sSin——

1 . nm 5
(3.2.2) t. H, + ?sm 7 2, S 0,
gdzie
Gm—‘ "‘:E; D" . ?md i)
Hy= ¥ 1, l)_»f —_—

n=1,3,5,...; m==1,3,5,..).

Eliminujgc z ukladu (3.2) wielko§é qu, otrzymamy ostatecznie uklad réwnan

(3.3) ti = Z tr Kin=20,
k=1
gdzie
- *1)2 N
K=~ Z G- D;.' ‘Dt
3=1,3.5,...; Kk==1,38,5,.; 31=1,3,b,..)

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu (3.3) jest warunkiem wy-
boczenia. Wyznacznik ukltadu przyjmuje tu posta¢

K,,—1 Ky, Ky 1
K K..—1 K '

(3.4) _ a1 34 a5 |=0.
K, Ky Kis 1

Przyjmujac pewng ilo$¢ wyrazéw wyznacznika (3.4), mozemy z dowolng
zadang dokladnoécia wyznaczyé wartoéé sprowadzonej sity krytycznej. Za
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pierwsze przyblizenie postuzy¢ moze np. warto$é s obliczona metodg mo-
delu ptyty ortotropowej?).

Przy najmniejszej wartosci sily krytycznej rozwazany ustréj wyboczy
sie wg powierzchni o jednej polfali w kierunku osi Y. Bardzo dobre przy-
blizenie uzyskamy zatem podstawiajac w ukladach réwnan (3.2): m =1,
tj. nadajac im postaé

tn Sin ot
(3.5.1) G4s N R =
R q Qfﬁ D =0,
1 .
(352} iy Hy - q Qb sin -2— == 0,
n
gdzie
nt o\ =1 1 11 TR
Dn === X ) == y R 3 s el Rt e .
(9-+ ) & ; D, * gt AT D By SR A g (x s 3)

Podstawiajgc nastepnie Cy,=D, - Hy,=1+ D,/R, i eliminujge z ukladéw
(3.5) zmiennag g otrzymamy

1 v
GC; - Dy,

(i=1, 2,8:; k=1,238.; n=2k—1).

(3.6) tr=(—1)*

Przejdzmy teraz do warunku wyboczenia, tj, do przyréwnania do zera
wyznacznika ukladu (3.6). Przyjmijmy jako pierwsze przybliZzenie

1 1
i — == - - ;= [ . .
i=1, k=1, n=1,G=G=F+ 5.
Uklad (3.6) zredukuje sie do jednego réwnania
' 1
t, =1, ——'—-'—Gmcl D, ¥

Warunek wyboczenia przybiera zatem postaé

L. git=p.

(3.7.1) o)

Nastepne przyblizenie
1 1

+:2":I’

1
= == (2) — " i
i=1,2, k=1,2, G D1+

! Por. nizej zwigzek (5.7).



32 Witold Nowacki i Artur Kacner

prowadzi do wyznacznika

1 1
[ 1= o C.D, GO C, D, - _L(__l__ 3 _1__) —p
1 1 GO\C. D; " CDs
| GOC,D, 1—%ec,p,
lub ,
(3.7.2) 11 gw—o.
C,D, C,D,

Przy i=1,2,3,.., k=1,2,3,... olrzymamy po prostych przeksztalceniach
jako rozwiniecie wyznacznika

1 1 1

iy &n, T &b, T G,

-G =0.

Dla nieskonczonego ukladu réwnan zapiszemy zatem warunek wyboczenia
w postaci

1 A A '
B7:3) - EE_G“;"Q_D}"‘(ZE""E?)”“

lub

ju Rozpatrzmy teraz ruszt, wzmocnio-
ny plyta, przedstawiony na rys. 16.

I [ Dla tego rusztu
o Megy |V r s“’f; g e
=53, e = = i =t =1t .
5 =! ey | |E) L éni“__’} m = Im = A S Tl
I B nu 2nm
|__________:_____ | Lm' - an‘51=_3_; ap &y = 3

2mm
3

m
ﬁnﬂh‘——‘—:?: Bmmy=
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Przyjmujac m =1, na podstawie (3.1) otrzymamy

v TRE . nm . 2nm
e.,sm”T—i—sstmT 0.5
(39.1) g 2 B |
tnsin R
y 27w 3
+o0 (sm gt smT) % B =)
_sinz—;-[ —l—sini;—sin—;— 05
(3.9.2) = I e
elre
1 . @, nw . 2nx)
+q- gDn-sm?(sm—:;— +sm-—3—)—0.

Eliminujgc z (3.9) zmienng q i biorge pod uwage, ze przy n parzystym
oraz n=23,9,15,... znikajg sumy funkcji trygonometrycznych wystepujgce
w ukladach (3.9), ze natomiast przy pozostalych warto$ciach

1+ (—1yk—1
n=3k—2 2 =1,5,7,11,18;...; k=1,2,3,..
mamy
SR TE A g Wy
3 3 3
2nx o NTT 3
9 AL gieet @
\sm —1-sm 3 sin 3 2 si 3 5 ?
otrzymamy ponownie uklad (3.6)
; 1 o ts
tfzt_l)hf'k % T 7
GC: e D}z
w ktérym teraz
. | 1 D, n2f n?
B = L g D2
R T R Pl
14(—1)k—1
(1=1,2,3,..; k=1,2,3,..; n=3k—2 *? =1,5,7,11,13,...).

Archiwum InZynierii Ladowej z. 1. — 3
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Rozwiniecie wyznacznika ukladu (3.6) przybierze zatem postaé :
ek o ) i
e 1 1 [n=3k—2 *? :
(3.10) Z [n® N v mR +—_37=0 (k=1,2,3,..) i
n (—-;-i-l) +3—a(x--—3—5) =Sty Gyl
| @ e

Dla ukladu przedstawionego na rys. 17 otrzymamy w analogiczny spostb
jako warunek wyboczenia

14 (—1)k—1
o 1 ok [n=38k—2 2 |,
(3.11) ; (3;+1)2+23;(x3;_,_3) 3y (k=1,2,3,..),
e 0*
Y
: NoNerly)  \Enly) ; ol === E?( ;)—‘——*r 5
Il g s e | 5
8 1Y) 1__: S - (x) - .
= A 3 E£3(x) L. &
— I'-‘
| | L
e e 0 O P S R

dla ukladu za$§ z rys. 18

2"‘:‘ i 1 m=2k—1),
12 2 TN -
(8.12) n (Es-+1)+3_..(xl_s) 2y (fe=1,2.8,...\.

Uogdlniajac zwigzki (3.8), (3.10), (3.11) i (3.12) na uklad r pretéw o sztyw-
noéci EJ, rozmieszczanych w odstepach b/(r+1), &ciskanych jednakowymi
silami S, wzmocniony plyts o sztywnosci N oraz p zebrami poprzecznymi
o sztywnosci EI, w odstepach a/(p + 1), zapiszemy dla takiego uk!adu
warunek wyboczema w postaci

o

(3.13) 2(113 . L 41

Dy
?+1)+(r+1)§;(x—g’?-—s) (p+1)s

14 (—1)h—1
[n=@+1)k—p ? i k=1,2,3,..].
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Najmniejszy pierwiastek powyzszego réwnania nieskofczonego jest naj-
mniejszg sprowadzong silag krytyczng ukladu

b

stkr-'ﬁgé-.

Stosujagc do wyznaczenia sity krytycznej ukladu regularnego metode
modelu plyty ortotropowej z zerows sztywnoécig pretéw rusztu na skreca-
nie, otrzymuje sie’) na wartos¢ sity krytycznej wyrazenie (przy m =1):

ﬂ?. P+1 9'.'3 1 n iz
(3.14) el e y—~n—g-+-r+1( + )

Przyjmujac w zwigzku (3.13) n=1 otrzymamy

_ 1 ptl o, 1 (1 ¥
(3.15) T e e R

tj. zwigzek (3.14) przy n=1.

Tok postepowania przy obliczaniu sily krytycznej ze zwigzku (3.13)
objasénimy na przykladzie ukladu przed-

u ]
stawionego na rys. 19. Przyjmujac __bF77 -
x =25, y=1, p=23/2 obliczymy jako S ] 2
pierwsze przyblizenie wartos$é s z wzoru s || x=z» ¥ LS r
(3.14). Podstawiajac r=1, p=1 otrzy- . e
mamy s=5,71. Podstawiajac nastepnie | 8 Bies
otrzymana warto§¢ do zwiazku (3.13) her Ferpei=i=e=nr :
uzyskamy dla n =1,3,5,7, ... ciag war- I A S
tosei: Rys. 19

— 0,500 + 0,01715 + 0,00157 +- 0,00038 + 0,00013 +...+ 0,500 = ~ 0,01923 .

Jeli oszacujemy sume wyrazow powyzszego ciggu, poczawszy od drugiego,
na: 0,01715 +0,00157 + 0,00038 +0,00013 +- ... + 0,500 = ~ 0, 520, bedziemy
mogli obliczyé z wystarczajacq dokladno$cia poprawiong wartosé s, przy-
rébwnujgc pierwszy wyraz nieskoficzonego szeregu ze zwigzku (3.13) do
warto$ei — 0,520, tj. podstawiajac -

1

4 D 4 1 T
(_9_ +1) +2'?(2,5'j—8)

— 0,520,

skad s =5,63.

) por. nizej (5.7).
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Istotnie, podstawiajac poprawiong wartosé s do zwiazku (3.13), otrzymamy °)
nowy cigg wartoSei:

— 0,520 + 0,01667 - 0,00157+0,00038+C,00013 + ...+ 0,500 = ~ —0,00125.

Jest rzecza oczywists, ze dokladno$é wzoru przyblizonego (3.14) wzrasta
wraz ze zwiekszeniem iloSci pretéw Sciskanych r i zeber poprzecznych p.

Nalezy jeszcze ustalié granice stosowalnoSci zwigzkéw (3.13), (3.14)
w zaleznoSci od iloSci i sztywno$ci zeber poprzecznych p i y. W tym
celu postuzymy sie zwigzkiem (3.14), ktéry przy oznaczeniach

(3.16) M=1+(-+1)z,
(3.17) L=1+(p+1)y
doprowadzimy do postaci

ok
T el

3.18) s

n e
(2+M02-{Ln2.

Zwiazek (3.18) pozwala w sposob szybki i prosty otrzymaé wykres
s=3s(y,y,0) oraz wspolrzedne punktéw charakterystycznych tego wykresu.

d
Rézniczkujac (3.18) wzgledem z=mn/p otrzymamy — z relacji Ti% =0 —
wspoélrzedne miniméw funkeji s=s(y,y,0):

¢/ M 2 —
(319) _'gml’ﬂ= T‘I.]/-I‘, Smm=‘;-:F‘1—(1 ‘|"V ML)

Dalej z réwnania:

o) =olin =

otrzymamy wspolrzedne punktéw przeciecia sgsiednich galezi krzywej wien-
cowej:

e = oM
(3'20) gu.fl-l—l =]/ﬂ' (n+1)l/£’ Su,nel:smiu + %.ﬁ#i)
Na rys. 20 przedstawione sa wykresy s=s(y,7,0) dla ukladu regularnego
z czterema pretami Sciskanymi i dwoma Zebrami wzmacniajacymi: r= 4,
p = 2, sporzadzone na podstawie (3.18), (3.19), (3.20). Sztywnos¢ zeber $ciska-
nych y =5, sztywno$é zaé zeber poprzecznych przybiera kolejno wartosei:
y==0-dolna krzywa wiencowa, y = 0,058 -krzywa $rodkowa i y==0,188-

%} Przytoczone obliczenie wykonano przy uzyciu suwaka logarytmicznego dt. 25 cm
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-goérna krzywa wieacowa. Krzywa s$rodkowa i gérna traca swoja waznosé,
jako wykresy najmniejszych wartosci sprowadzonej sily krytycznej —
w obszarach, w ktérych (rys. 20) zaznaczone sg linia kropkowang. W tych

sh

Ly
]
L]

obszarach wartosci najmniejszej sily krytycznej odezyta¢ nalezy z galezi
dolnej krzywej wiencowej odpowiadajgcych ilosci péifal powierzchni wy-
boczenia w kierunku osi X:

n=(p+1)=3, 2(p+1)=6, 3(p+1)=29 itd.

Istotnie, dla rozpatrywanego ukladu zawsze sa mozliwe postacie wybo-
czenia wg powierzchni, o ilosci podifal w kierunku osi X rownej wielokrot-
noéci (p+1):3,6,9,12 ..., z liniami wezlowymi wzdluz zeber poprzecznych,
tj. dla ukladu regularnego czterech pretéw podiuznych wzmocnionego
jedynie plyta (y==0).

Z rys. 20 mozna zatem wyciagnaé nastepujace wnioski.

(a) Dla kazdej wartosci o ustalié mozna pewng graniczng warto$é¢ sztyw-
nosci zeber poprzecznych y, . — tzw. sztywno$¢ dostateczng majgea te
wiasno$¢é, ze dalsze jej zwiekszanie nie pocigga za soba wzrostu warto$ci
sity krytycznej ukladu. .
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(b) W obszarach I jest y{f), = 0; sztywnos¢ zeber poprzecznych nie wpty-
wa tu na wzrost sit krytycznych.

(c) W obszarze II mozna w drodze zwigkszania y uzyskaé wzrost sit
krytycznych; tutaj p{'), =0,054; przy y > 0,054 wzrostu sit krytycznych
w obszerze II uzyskaé juz nie moina, natomiast nastepuje jeszcze wzrost
sil krytycznych w czefci obszaréw III i IV.

(d) W obszarze III mozna spowodowaé wzrost wartofcei sit krytyez-
nych, zwickszajgc sztywnoéé zeber poprzecznych az do %) = 0,181; przy
y = 0,181 nastgpuje wzrost sit krytycznych juz tylko w czesei obszzru IV.

Granice poszczegolnych cbszaréw i wartoéei y, ., okreslié mozna w prosty
sposéb przy pomocy zwigzkéw (3.18)-(3.20).

4. Ruszt wzmocniony plytg. Przypadek calkowitego utwierdzenia
przeciwleglych brzegdw plyty

Dotychczas rozpatrywaliémy zagadnienia statecznodci rusztu wzmoenio-
nego plytg przy uzyciu podwojnych szeregéw trygcnometrycznych. Wy-
kazemy ponizej, Ze zagadnienie to mozna rozwigza¢ przy uzyciu pojedyn-
, czych szeregéw trygonometrycznych.
} s Sposéb ten pozwoli réwniez na roz-
i—‘- wigzanie tych przypadkéw, w kto-
|
|
f

- A

rych tylko dwa przeciwlegle brzegi
' s swobodnie podparte, pozostale zas
== - % mogy byt utwierdzone calkowicie lub
swobodne.

e

Rys. 21 Rozwazmy przypadek najprostszy,

pret &ciskany sil3 P, wzmocniony

plyta prostokging (rys. 21). Oddzialywanie plyty na zebro t(x) wywoluje

(por. [3]) nastepujace ugiecie plyty na obwodzie swym swobodnie pod-
partej:

oa

1 3
(4.1) w, (x,y) = 2 2 (En sinh an y + Fy an y cosh a, y) sin an

n=1 L

0<y<m),

1 f e ’ ’ ’ * '
(4.2) wy (x, y) = 2 2 (Ehsinhany'+ Fjiany' cosh an y') sin a,

n=1 ”

(0<<y" <<7u).
Tutaj

(4-3} EHEEH tn, Fr;:f'ntn,
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1

i h it
Ep= =3 Naysinh a, b |27 cosh apn’ +sinh ann’ — anb M) 1

Smh an b
sinhany’

Fo=— 9 Naxsinhasb °

Zmieniajagc we wzorach (4.3) # na %’ i odwrotnie otrzymamy odpowiednie
wyrazenia na By Fse :
Ugiecie zebra wywolane oddzialywaniem t (x) oraz dziataniem sity S
przybiera postaé
(4.4) W =—
n=12...

tﬂ Sin Oy XL
4 ___ 2
EJa'— Sa?

Z rownoéci ugiecia plyty i zebra w przekroju y==n, tj. z warunku

w(x,n)="w (x)
otrzymujemy zwiazek

tu

(4.5) Ensinhan -+ Fnanncosha,n + EJaz-—-S

=0,
skad latwo znajdziemy site krytyczng:

(4.6) Ser=EJa} + = — —1_ R —

E,sinha,n + Fnanncosh ax

Przyjmujac kolejno n = 1, 2, ... wyznaczy¢ mozemy krzywa wiencows
dla sity krytycznej jako funkeji parametréw o oraz x.

Podane tu rozwigzanie bez trudu rozszerzyé mozemy na dowolng ilosé
pretow Sciskanych. Otrzymamy tu uklad réwmnan identyczny z ukladem
(2.3.1). Wynika to stad, ze przyréwnanie odpowiednich wyrazen, uzyska-
nych przy uzyciu pojedynczych i podwdjnych szeregow, daje

; at 1 [ ’ . :
(4.7) One = ab ——————ar? sinha, b [(an 1k cosh an i -+ sinh axnk
anb q . i »
— it sinh ay m,) sinh au 9n— an gp sinh a, nk cosh a, 71;.] »

(h<<k).
Dla h >k nalezy we wzorze (4.7) przestawié #x z nh oraz nme z 7k.

Jezeli brzegi y = 0, y = b plyty nie sa swobodnie podparte, postuzy¢
sie mozemy réwniez metodg pojedynczych szeregéw trygonometrycznych.
Przyja¢ nalezy ogélniejsze, niz to uczyniono we wzorach (4.1), (4.2), wy-
razenie dla ugiecia piyty.
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Przyjmujemy

(4.8) w,; = 2 '::? (En sinh ap y "f" Fyan y cosh oLy Y + Gu cosh an Y +

a=1 "

“f— Hn any sinh apy y) sin an T
(0<y<m),

(4.9) Wy = 2 -i—z (En sinh ap 9y’ + Fran y’ cosh an y’ 4 Gh cosh an y' +

ks n ’ . .
el + Hj any sinh an ') sinan x

0<y <7).
Mamy tu osiem statych calkowania. Na brzegach y =0, y="b mamy po

dwa warunki brzegowe. Wzdluz prostej y=#» mamy nastepujace wa-
runki brzegowe

a Ow, ___ Ow, 0w, _ Pwy
wl——WQ, dy — ayr 1 ay ayra ?
(4.10)
— N (G + o) = 6o

Po wyznaczeniu statych Eu, Fy, G,,,H,, mozna ze zwigzku
w (x, ) =w (x)

uzyskaé warunek wyboczenia plyty. Droga ta jest nader ucigzliwa i ko-
rzystaé z miej nalezy jedynie w przypadku pltyty wzdiuz krawedzi y = 0
lub y = b swobodnie podpartej.

y 8i) W przypadku plyty wzdluz brzegéw

| y =0, y=D>b zupemie utwierdzonych

. [ £ - wygodniej jest postuzyé sie podwéj-
|

|

;I ] e . nymi szeregami trygonometrycznymi.
| Rozwazmy plyte prostokatng we-
|

I dlug rys. 22, na ktéra wzdtuz prostej
L_ Agr"—'"'—"j y =1 dziala obcigzenie normalne
(oddzialywanie zebra na plyte) a na
Rys. 22 brzegach y =0, y=>b momenty A(x),
Blx).

Ugiecie wywolane tym obeigzeniem wyraza wg W. Nowackiego [5]
wzor

(411) w=

ﬂ

n,m

S i sin ap x sin ﬁmy {[A = (_ l)m Bn] ﬁm"i"tn smﬁm'q]

m=1
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Tutaj A,, B, sa wspélczynnikami rozwiniecia Fouriera momentdéw
A (x), B(x), roztozonych na brzegach, za§ Dp,m = N(a? + ,2)%.

Zadamy teraz, aby wzdiuz prostych y=0, y=1> bylo
(4.12) ' L) T

oy =%

Ponadto zadamy, aby ugiecie plyty i-preta w przekroju y =1n bylo jed-
nakowe:

(4.13) w (x, ) = W (x).

Otrzymamy uklad trzech réwnan jednorodnych

c- o (= )mﬁm o Bmsin fimn
A — B tn‘ Mttt =5
umr:l oo Dn m m;;. Dﬂ it i m:IZ'z... D, m ?
< o Ui B
— An _.IT__L + Bn D =
. n,m o n. m
(4.14) m=1,2.. m=1,2.,
— T 1 ” m i
i 3 (S el g,
m=T, 2., s
A, _ﬂim SDDE_ﬁ_m n B, 2 (—1) gm sin fmn A
m=1,2... Lot m=1,2... fiim
‘ .
1 Sin® B, 1 ; 1 .
+tﬁ|(‘m.—12 'Du,,m + EJG:_SQE)_O.

Priyi‘éwnanie wyznacznika ukladu réownan (4.14) do zera jest kryte-
rium wyboczenia ukladu.

Dla przypadku szczegélnego, preta Sciskanego umieszczonego w poto-
wie rozpietosci plyty, jest A, = B,,.
Uktad réwnan (4.14) uproéci sie do

m—1

Ap S‘ 2 + ta Zm: ﬁ( 1)2 =0,

Dn m D:x m
m=1, m=1,8...
(4.15) Hoy
){?I‘T'l o 1
Y1 ) ST (S -
A —;23 + D, m ol s D,,.m"_ EJal —Sa? 0.
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Z przyréwnania do zera wyznacznika powyzszego ukladu réwnan mamy:

S
2

4. Dam
(4.16) Sm=EJa§+—i—é——---— - b AT e
S-SR - | = Bal=17 i
L5 e
m‘:%; .I_)ﬂ‘ m.xm:?f,.la.., Du.m m_—%... Du, m

Przedstawiony tu sposéb latwo daje sie uogblnié na wiekszg ilogé $ci-
skanych pretdéw, wzmocnionych plyts.

Jak widzieliSmy uprzednio, rozwigzanie zagadnienia wyboczenia rusz-
tu o krzyzujgcych sie pretach, wzmocnionego plyta dookota swobodnie
podpartg, natrafialo na duze trudnosci rachunkowe. Wzrosna one wielo-
krotnie w przypadku plyty na brzegach utwierdzonej. Przy jednakowych
pretach, w jednakowych odstepach rozlozonych i jednakowych sitach
§ciskajacych — dojdziemy w spos6b najprostszy do wynikéw stosujae me-
tode przyblizong, polegajaca na zastapieniu ukladu ,ruszt-pltyta‘ modelem
plyty ortotropowej.

5. Ruszt geslozebrowy wzmocniony plyty. Metoda modelu plyty ortotropowej

Rysunek 23 przedstawia ruszt gestozebrowy, wzmocniony ptyta, z pre-
tami podtuznymi o sztywnoéci EJ, w réwnych odstepach b,=b/(r+1) sci-
skanymi jednakowymi silami S, oraz z zebremi poprzecznymi o sztyw-
noéci EI, rozmieszczonymi w od-
stepach a,=a/(p+1). Prace takiego
R e T B 5 rusztu przesledzi¢ mozna na modelu

J

wyidealizowanym, plyty ortotropo-
wej. Do réwnania rézniczkowego

!
;i I 11 ;l':[
=
<

Thhdddal

tej plyty ortotropowej dojdziemy
L) S l W nastepujgcy sposéb [6].
_,'[“g,T—u—"_" il Y Ustawiamy najpierw réwnanie
S rozniczkowe ugiecia rusztu pracu-
Rys. 23 jacego bez udzialu plyty: '

EJ 0'w _ EI 0'w , S 0w

(5.1) b, 3 T . —@;-F*b—l *d":c—g.:_‘:(x,y)-

Tutaj w oznacza ugigcie rusztu nie wzmocnionego plyta 7 (x, y) jest obeig-
zeniem dzialajagcym na ruszt, prostopadtym do jego plaszczyzny.

Rownanie rézniczkowe plyty pracujacej samodzielnie, bez udziatu
rusztu, pozostajacej pod dzialaniem obcigzenia r(x, y), przyjmuje postaé
(5.2) Np*piw=r(x,vy),

gdzie N jest sztywnoscig na zginanie ptyty, a w jej ugieciem.
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Polgczmy teraz plyte z rusztem w jedng cato$é. Zadamy zatem, aby
ugiecie plyty i rusztu bylo jednakowe, tj. zagdamy, aby w (x, y)=w (x, y).
W wyniku polgczenia rusztu z ptyta oddzialywanie wzajemne plyty na
ruszt i — przeciwnie — rusztu na plyte beds co do wartosci bezwzglednej
sobie rowne, ale przeciwnie skierowane. Zakladajae, ze oddzialywania te
sg rozlozone na powierzchni plyty i rusztu w sposéb ciaggly, mamy dalszy
warunek: 7(x,y)=—r(x,9).

Réwnanie rézniczkowe ugiecia rusztu, wzmocnionego plyta, otrzyma-
‘my dodajac do siebie réwnania (5.1) i (5.2). Réwnanie to ma postaé

EJ o'w , EI 0'w S 0w

2 L=k e i S ——
(5.3) Npprwt EL A Ty T

=0.
Rownanie to traktowaé nalezy jako przyblizone z tym, ze dokladnosé jego
wzrasta ze wzrostem iloSei zeber rusztu.
Rozwazmy kilka przypadkéw wyboczenia rusztu wzmocnionego plyta.
(a) Niech uklad nasz bedzie na wszystkich swych krawedziach swo-
bodnie podparty. Rozwigzanie réwnania (5.3) przyjmiemy w postaci

(5.4) W= Ap, mSin a, = sin fn y

Zalozenie to spelia wszelkie warunki brzegowe zadania. Wstawione do
réwnania (5.3) — daje nastepujgcy zwigzek:-

(5.5) (a2+ﬁ) Hk "-!———ﬁm Sa;f:u.
I
Wprowadzajac oznaczenia
Bl _ Bl _a __ & . b
Nb ¥ Na " T T p+1t YT rE1?

gdzie r, p oznacza ilo§¢ pretéw ulozonych w kierunku osi x, y, doprowa-
dzimy réwnanie (5.5) do postaci

o0 “2
58  Se= [(T+1)x ++1)y 2 m4+(—";—+—;_-m~)].

b( —f— r+1)
Najmniejszg warto$é krytyczna otrzymamy, jak latwo to stwierdzi¢, ze
zwigzku (5.6) dla m = 1.

Zatem

N=z*

(5.7) Skr =1 D

[(—I—l)x + 1)y (L#ﬂ.
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W przypadku kwadratowego rusztu wzmocnionego ptyta otrzymamy naj-
mniejszg warto§é krytyczna przy n = 1:

Na* r+1z+@+1)y+4
a*

(58) Skr T+ 1

Zauwazmy tutaj, ze w przypadku szczegélnym N =0 otrzymamy z row-
nania (5.5) wyrazenie dla sity krytycznej rusztu nie wzmocnionego ptyta
(por. [7])

EJ#* [n? o* {
(5.9) Srzr———-—bu—‘(?—f—k—ni),
gdzie

et

(b) Zajmijmy sie rusztem, wzmocnionym plyts, utwierdzonym zupei-
nie wzdluz krawedzi x = 0, x = a. Ruszi, swobodnie podparty na wszyst-
kich brzegach, obcigzamy momentami, rozlozonymi w sposéb ciagly,
wzdhuz krawedzi =0, x=a.

Ugiecie ukladu przyjmie tu postac

oo = _ n

(5.10) %Z Z' [An— D —(—=1)"Bu] ay —sin ap x sin Bm ¥y,
: n=1 m=1 1%

gdzie
Du,m=N(a3+ﬁ,ig EJ ‘E'_'B‘ s‘ 2

Wielkoéci A,,, B, sa wspblezynnikiem rozwiniecia Fouriera momen-
tow utwierdzenia.

Z warunku zerowej wartoSci wyrazenia

(5.11)

otrzymamy dwa uktady réwnan. Rozwazy¢ trzeba dwa przypadki szczegol-
ne: posta¢ symetryczng i antymetryczng wzgledem prostej x=a/2. W pierw-
szym przypadku jest A,, = B,,, w drugim A,, = — B,,. Dla symetrycznej
postaci wyboczenia warunek (5.11) prowadzi do zwiazku

(5.12) S’ 4y,
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Dla antymetryeznej postaci wyboczenia otrzymamy
e a;}]

5. —
( 13) Dy, m

0.

n=2,4...

W obu réwnaniach nalezy przyja¢ m = 1, gdyz mozliwe jest tylko wybo-
czenie wedtug jednej poifali w kierunku osi y.

Dla rusztu kwadratowego, wzmocnionego plyts, otrzymamy przy sy-
metrycznej postaci wyboczenia

(5.14) 3 : n’ 3 =P
Sy AR W AV ey

Najmniejszy pierwiastek s réwnania (5.14) okresli nam site krytyczng
ukladu. . :

Dla rusztu kwadratowego, nie wzmocnionego plyts, otrzymamy przyj-
mujac w zwigzku (5.10) i dalszych N = 0, nastepujacy warunek wybo-
czenia:

(5.15) Jl 0,
=13 n® 4k — — s,
pec
gdzie
kLB Sub
o J ﬂ] ’ 81 o EJJ’EE -
Dla antymetrycznej — wzgledem osi @ = af/2 — postaci wyboczenia

nalezy we wzorach (5.14), (5.15) przeprowadzi¢ sumowanie wedlug liczb
parzystych n = 2, 4, 6, ...

(¢) Niech brzegi rusztu y = 0, y = b, beda utwierdzone zupeinie, na-
tomiast brzegi x = 0, * = a swobodnie podparte. Na podstawie analogicz-
nych jak pod (b) rozwigzan otrzymamy dla symetrycznej wzgledem osi
¥ = b/2 postaci wyboczenia nastepujgcy warunek:

25 2

(5.16) Oty i e R = )

2 o 2 n 3
n AR (1) oy + Dy Zymi+ (? + -%m‘*) —(r+1)s
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Przy wyboczeniu ukiadu wedlug jednej, dwu, trzech itd. p6ifal, wsta-
wié nalezy do réwnania (5.16) kolejnon = 1, n = 2, n = 3, ...

Dla rusztu nie wzmocnionego plyta warunek wyboczenia przyjmie
postaé

(5.17) R
m=1,85.. n®+k = s,

gdzie

I b _ Seb
J a, ' BEIn®’

Przedstawiony tu sposéb rozwiazywania zagadnien statecznoéci mozna
rozszerzy¢ i na bardziej zlozone przypadki utwierdzenia ukladu, kiedy
dwie, trzy wzglednie wszystkie cztery krawedzie sa zupelnie utwierdzo-
ne. Prowadza one do dwé6ch ukladéw réwnan o nieskonczonej iloéci nie-
wiadomych. Przyréwnanie wyznacznika do zera jest poszukiwanym wa-
runkiem wyboczenia. Przypadkéw tych nie rozwijamy tu szerzej; omé-
wione sg one obszernie w pracy jednego z autoréw niniejszej rozprawy
[5] w odniesieniu do plyty nie wzmocnionej rusztem. '

6. Uzuapelnienie. Uwzglednienie sztywnosci skretnej pretéw rusziu

W naszych rozwazaniach mie uwzgledniliSmy dotychczas wplywu
sztywnosci skretnej pretéw na wyboczenie ukladu. Wplyw ten na ogét jest
nieznaczny i dla pretéw o przekrojach T,| , | posiadajgcych malg sztyw-
noét skretng, mozna go po-
mingé. Stan ten potwierdzaja
do$wiadczenia G. Erleman-
na |8]. Jednak dla ogélnosci
naszych rozwazan wplyw ten
pokrétce oméwimy.

Niech dana bedzie plyta
prostokatna, na ktérg wzdluz
prostej y=m, dziala obcigze-
nie normalne t(x) i mo-
ment m{ (x) (rys. 24).

Rys. 24
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Ugiecie plyty przyjmuje tu postaé (por. [3])

n=1 m=1

sin an x - sin
(6. l} w==—+ 2 Z o ﬁm Y (t" sin B, n, + m B, cos B, m,),

gdzie
Dn m=N (a ﬁz ]"

Ugiecie k-tego preta, wywolane obcigzeniem t*)(x) oraz silg $ciskajaca
Sy, przedstawia wzoér

el

(6.2) . sma,.:r

{ -
&y E'Jk a;— S, a’

Kat skrecenia k-tego preta .opisuje réwnanie rézniczkowe

d* q,‘
(6.3) GCk = — m (x).
GC, jest tu sztywnoscig preta na skrecanie.
Przy zalozeniu swobodnego podparcia koncoéw preta, najwygodniej

bedzie przedstawié rozwigzanie réwnania (6.3) szeregiem trygonometrycz-
nym

(6.4) : [ —2 @¥sin a, x.

n=1

ZWazywszy, ze

m® (x) = 2 m{flsina,x,

n=1

otrzymamy rozwigzanie réwnania (6.3) w postaci

e k)
(6.5) == go grsine,?® = 1,2,7)
k“n
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7 warunkéw wspélnego ugiecia oraz kata obrotu plyty i zebra w prostej
y=1,, mamy
w (x, 7,) =w, (x),

k=1,2,..,1).
\6:5) ow(m,m,) ( B
— =, (2,

dy
Wstawiajae do powyzszych zwiazkéw w (x. ) ze wzoru (6.1) oraz.we, @k
ze wzorow (6.2), (6.5), otrzymamy uklad réwnan

Ay > sin sin e > f.cos sin
2 1) 4 ﬁm n?_:___ﬁ@ﬂk _I_Z mﬁ” ﬁm ﬁmnk 6::1’?&'— i
4 n.m — Du, m
h=1 m=1 h=1 m=1
R b
& n =0
(67) 2 [EJJ( a:_skr GE ,
‘!‘2_’ tl"\ c _ﬁmSinﬁm nhlcosﬂmj!{__}_ .
"
=1 m=1 Dn.m _
h=r o 2 g & (%)
i cosB, m,cos-f m m
im m m'th m Ik n —
+ ) mn > Ds LT
h=0 m=1 i £ .

(t= 10,7 m=1,2, .., ).

Przyréwnanie do zera wyznacznika ukladu réwnan (6.7) jest poszuki-
wanym warunkiem wyboczenia.

Przedstawiony tu sposéb daje sie bez trudu uogélnié na uklady krzy-
zujacych sie pretéw, wzmocnionych plyta.
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Peaome

YCTOMYHUBOCTE POCTBEPKOB YCHJIEHHBIX INJIACTHHKOHM

B pabore paccmaTpyuBaeTcd BOIPOC yCTOMYMBOCTM NPAMOYTOJBHBIX POC-
TBEPKOB, YCUJIEHHBIX IUIACTHHKO} B CIyyae, KOT/Ia CTEPIKHM OJHOTO Harpa-
BJIEHUA CIKMMAIOTCH OCEBBIMM YCHMIMSIMM,

ITpu cBOBOAHOM ONMpaHMM CHUCTEMBI IO KOHTYPY — OCHOBHBIMM 3aB¥-
CHMOCTAMM ABJIAIOTCA ycuoBuA (1.9) Belpaykaiomue paBEeHCTBO NporuboB
CTEepIKHENM POCTBEPKA M IJIACTHMHKH.

Kax gacteplf ciyuall noxpobHo ofcy:kpaeTcd cucTeMa NnapasiielbHbIX
CKATBIX CTEPIKHEN yCUIIEHHBIX TIJTacTHMHKOM. JI1a cucrem 9Toro pona obmue
3aBUCHMMOCTY IPUHMMAOT BHMJE ypaBHeHu: (2.7); mpy CTEepIKHAX ONMHAKO-
BOJ{ MKECTKOCTM, CIKMMAEMBIX Pa3iMYHBEIMM IO BEJIUMYMHE YCHUIIMAMM —
(2.3.1); xorz1Ta He BCe CTEPKHU CHCTEMBI IIOABEpPIKEHB! cxkartuio — (2.10).
IIpuBepeHHBIE YMCIIOBBLIE TIPUMEPELI MOACHAIOT IIOCJIELOBATENLHOCTL pac-
YEeTOB IPU ONPEeNeHMM 3HAYeHUA KPUTHUYECKOM HATPY3KM M ABIAIOTCA
IIEPEeXOloM K paccMOoTpeHuio S KpMTUY. Kak (PYHKIMKM OT[AeNBHBLIX Tapa-
meTpos (rpacdmkmu — pue. 6, 7, 8, 10, 11). Janee yxazaHbl yHIPOIISHMA, BbI-
CTYHaole B CUMMETPMYHBIX CHMCTEMax, M [JaHO BEchbMa IIPOCTOe, TOYHOE
pemenue pJas perynapHerx cucrem (2.23). 3arem BeiBeseHE! (2.25), (2.26),
ABJAIOIITMECH HpHﬁJIM}ICEHHbTMH pPelueHMAMM, YVCTaHOBJIEHBI IIDEAeJbl MX
NPUMEHAEMOCTH M CTereHb TouyHocTu (rabi. 4, 5, 6, 7 u rpadwmx puc. 14).

PaccyzxpaeHma KacaroliMecsd POCTBEPKa YCMJIIEHHOTO ILJIACTMHKOJ orpa-
HUYMBAIOTCA PEIyJAPHBIMM CHCTEMaMy. TOHHOE pelleHue B caydae poc-
TBEpKa, COCTOALIEr0 M3 OFHOIO CIKATOTO CTEPIKHA M OJHOTO HepleHIUKYy-
nsipHoro pebpa, Bemer K coorHomenmaM (3.3), (3.4). Eciu nmpuHATH, 4TO
TIOBEPXHOCTEL M3TMba CHMCTEMBlI B CeUYEHMAX IMEePIEeHAMKYIAPHBIX K Hampa-
BJIEHMIO CIKATHUA MMeeT (pOpMY CHMHYCOMH ¢ OIHOI IIOJIYBOJIHOI — pelieHne
oJsiyyaercsa us bes3xoneynoro ypasueanda (3.13). Obcyxpenue odyacTy npyu-
MeHsgemocTH ypaBHeHuA (3.13) B 3aBMCHMOCTM OT ¥KECTKOCTH IIOIIEPEYHBIX,
He IOABCPraeMbIX cikaTHio pefep IMOKa3kIBAeT, YTO BO MHOTMX CIyHadax
EpUTHYEcKas HArpy3Ka POCTBEpKa [OJKHA OBITEH ompepeseHa u3 bopMyd
(2.23), (2.26), T. e. KaK A CUCTeMbI NAPAJJIEJBHBIX CXKATBIX CTEPZKHEH
YCHMIIEHHBIX ITacTuHKOM (rpadmk — pue. 20). Pe3yabpTaTbhl MHUCKYCCHA

[AlOT TakkKe yKasaHWsd, Kacaloluecs PalMOHAJIBHOTO MOAG0pa KeCTKOCTH
CIKATBEIX CTEpIKHEH, IonepeyHbIX pebep M NIacTMHKM -— IIPECcJIeiyeinero
1[EJTh TOBBIIIEHMS 3HAYEHUA KPUTUIECKO HATPY3KM.

IIpu 3aiueMIeHny KPaes IINUTEL, IapaJielbHEIX HaTpABICHUIO CXKATHA,
MaHO peleHye NJA CHCTeMBI C ONHUM CKAaThIM CTepIKHEeM — ABYMA METO-
MaMM: TIPM MCIIOJIB30BAHMM TPUTOHOMETPMYECKMUX PAAOB (PYHKIMIMA OINHOU

nepemenHoi (4.8), (4.9), (4.10) 1 — ABOMHEIX TPUrOMETPUYECKUX PANOB —
(4.14),

Archiwum Inzynierii Ladowej z. 1. — 4
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Jlna peryJjapHBIX 4acTOPeOpPMCTHIX POCTBEPKOB 3aIlEMIICHHBLIX I10
KpafMm, JaHO IPOCTOE PeIlleHye IIOJYYEeHHOe ITIPM ITOMOIUM MOAEJM: Poc-
TBEPK -+ INAacTMHKA = OPTOTPOIIHAaA IJAcTMHKA. B ciaydyae 3ainemiieHuUs
70 KpasAM CMCTeMbl NepHeHAMKYIAPHLIM K HaTIpABJIEHMIO C3KATHA — 3Ha-
YeHMe KPUTUYECKOT0 YCHMIMA onpeneisercd M3 0e3KOHEUHBIX ypaBHEHM
(5.12), (5.13). Ecom s3aureMJieHBI Kpas CUCTEMBI [apajuleabHBIE HAlpaBJe-
HUIO CIKATHA, YCJIOBME IIOTEPHM YCTOMUMBOCTM NpMHMMAaEeT hOPMY 3aBMCH-
moctu (5.16).

B zarmounTensHO YacTy paboThI IPUBENEH METOA paspelaroumi 1o-
NOJHUTEILHO YYEeCcTh BIMAHME Ha BeIMYMHY KPUTUUIECKON HArpy3KM
2KECTKOCTH ITpY KPYHEHMM — CTEpzKHEH, BXOAAIMX B COCTaB CHUCTEMBL
KpurepmeMm mnorepy yCTOMUMBOCTM ABIAETCA B 9TOM CJydae NpMpaBHEHue
K HyJIO JeTepMMHaHTa cHMcTeMpl ypaBHeHuir (6.7), BeIpamKaronmx, Kpome
YCIOBMIL paBeHCTBa IIPOruBOB CTEpPIKHEN M IIIACTMHKM, TAK¥Ke yCJIOBMH
PaBeHCTBA YIJIOB IIOBOPOTA CTEPIKHE! M ILTACTMHKM.

Summary
THE STABILITY OF GRATE STRUCTURES REINFORCED WITH PLATES

The subject of this paper is the solution of the problem of stability of
rectangular grates reinforced with plates and having parallel bars
subjected to compressive forces.

With a free support on the periphery, basic relations are found in the
form of Egs. (1.9) expressing the conditions of identity of deflection of
plate and bars.

As a particular case a system of parallel bars reinforced with a plate
and subjected to compression is discussed. The general equations take,
for such system, the form of Eqgs. (2.7) or, for various compressive forces
and equal rigidity of the bars — that of Egs. (2.3.1). In the case when not
all members are loaded it takes the form of (2.10). Numerical examples
illustrate the procedure of determining the critical force and are discussed
before passing to the problem of variability of critical force in fumction
of each particular parameter (Figs. 6, 7, 8, 10, 11). Next, simplifications of
the problem in the case of symmetry of the system are indicated and the
exact and simple solution (2.23) for regular systems is given. Further,
approximate solutions in the form of Eqs. (2.25), (2.26) are derived and
the limits of their applicability evaluated as well as the degree of
exactness with respect to the exact solution (Tabs. 4, 5, 6, 7 and Fig. 14).

The considerations relating to a grate reinforced with a plate are
confined to regular systems. The exact solution in the case of a structure
composed of one strut and one perpendicular stiffening rib leads to the
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relations (3.3), (3.4). The assumption that the shape of the buckling surface
in cross-sections perpendicular to the direction of compression is re-
presented by a sinusoidal half wave permits to obtain a solution, starting
from the infinite equation (3.13). A discussion of the range of applicability
of Eq. (3.13) in function of rigidity of noncompressed ribs indicates that
the critical force of the grate should be in many cases determined from
Eqgs. (2.23), (2.26), 1. e. as in the case of compressed parallel struts
reinforced with a plate (Fig. 20). The results of the discussion give some
directions for a ratiomdl choice of rigidity of compressed members, rein-
forecing ribs and plate, in order to increase the critical force.

If the plate is built in at the edges parallel to the direction of com-
pression, a solution is obtained for a system with one compressed member,
by two methods, the first, using single (4.8), (4.9), (4.10), and the other,
using double trigometric series (4.14).

For regular gridworks built in at the edges a simple solution is obtained
from a model constituted by an orthotropic plate replacing the grate and
plate system. If the edges, perpendicular to the direction of compression,
are built in then the value of the critical force can be obtained from the
infinite equations (5.12), (5.13). On the other hand if the edges parallel to
the direction of compression are built in then the buckling condition is ex-
pressed by Eq. (5.16).

In the final part of the paper a method of evaluation of the influence
of the torsional wigidity of parallel bars subjected to compression and
reinforced with a plate on ‘the critical force is indicated. The buckling
condition is expressed in this case by the determinant of the system of
equations (6.7) which express the conditions of identity of deflection of
bars and plate, and those of identity of rotation angles of bars and plate,
taken as being equal to zero.



