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STAN NAPRĘŻEŃ WYWOŁANY W PÓŁPRZESTRZENI
SPRĘŻYSTEJ DZIAŁANIEM CHWILOWEGO ŹRÓDŁA CIEPŁA*)

Rozpatrzono stan naprężenia występujący w pólprzestrzeni sprężystej
wywołany działaniem chwilowego źródła ciepła umieszczonego w płasz-
czyźnie ograniczającej tę półprzestorzeń. Zagadnienie rozpatrzono jako
quasi-statyczne. Wzdęto pod uwagę stan naprężenia w półprzestrzeni sprę-
żystej izolowanej termicznie w płaszczyźnie ograniczającej (z = 0) oraz
w przypadku, gdy w tej płaszczyźnie panuje stała temperatura T = 0.
W końcu rozpatrzono stan naprężenia wywołany działaniem •ciągłego
w czasie źródła ciepła.

1. Ogólne ujęcie zagadnienia

Niech dana będzie izotropowa i jednorodna półprzestrzeń ograniczona
płaszczyzną z = 0. Niech w płaszczyźnie tej w początku układu współ-
rzędnych działa skupione chwilowe źródło ciepła. Wywoła ono w półprze-
strzend sprężystej pole temperatury T i stan naprężenia a-,j jako funkcje
miejsca i czasu. Rozwiązanie traktować należy jako wyznaczenie funkcji
Greena dla zagadnienia ogólniejszego, a mianowicie dla działania rozmiesz-
czonych w obszarze F płaszczyzny z = 0 źródeł ciągłych w czasie. W przy-
padku źródeł ciągłych nie zmieniających się w sposób nagły w czasie
można traktować stan naprężenia jateo quasi-statyczny. Założymy więc,
że w równaniach podstawowych teorii sprężystości pominąć można człony
inercyjne. Przyjmiemy dalej, że płaszczyzna z = 0 jest wolna od naprężeń
oraz że w nieskończoności powinny znikać składowe stanu naprężenia w do-
wolnej chwili t.

Rozpatrzymy dwa warunki brzegowe natury termicznej. Przyjmiemy
raz, że płaszczyzna z = 0 jest izolowana termicznie (dT/dz = 0), a drugi
raz, że w płaszczyźnie 2 = 0 temperatura T = 0 (z wyłączeniem punktu
przyłożenia źródła cieplnego).

*) Piraca przedstawiona na zebraniu naukowym Zakładu Mechaniki Ośrodków
Ciągłych I.P.P.T. PAN w dniu 28 stycznia 1957 r.

[413]



414 W. NOWACKI [2]

2. Półprzestrzeń sprężysta w płaszczyźnie termicznie izolowana

Jeśli w nieograniczonej przestrzeni sprężystej umieścić źródło chwilo-
we ciepła, to pole temperatur opisane będzie związkiem1)

(1) T =

gdzie R = (;r3 4- y2 -|- 23)1/2, d• = 4 kt,

W~Q z, X

QC QC

Q— ilość ciepła wydzielonego przez źródło ciepła na jednostkę czasu,
Q — gęstość,
c — ciepło "właściwe,
A — przewodnictwo cieplne.

Łatwo zauważyć, że dla z = 0 pochodna dT/dz = 0. Tak więc wzór (1)
określa zarazem pole temperatury dla połprzestrzeni sprężystej w płasz-
czyźnie z = 0 termicznie izolowanej. W celu wyznaczenia składowych
stanu naprężenia o,-;- w przestrzeni sprężystej nieograniczonej posłużymy
się potencjałem termosprężystego przemieszczenia 0. Funkcja ta związana
jest ze składowymi stanu przemieszczenia związkami

. „ 30 Ó0 00

a z polem temperatury 2 ) równaniem

(3) V20 = -r-^ atT >
y J 1 — v
gdzie

" óx* ^ dy2 ^ dz2 ' -

v — liczba Poissona,
at — współczynnik termicznej rozszerzalności liniowej.

Znajomość funkcji 0 daje możność wyznaczenia składowych stanu na-

prężenia O;J z wzorów

(4) ff„=2<

gdzie: a^ — symbol Kronneckera,
G — moduł odkształcenia postaciowego.
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Zauważmy, że pole temperatury T można przedstawić za pomocą
współrzędnych walcowych całką Fourier—Hankela

W F F(5) T (r, z, t) = ^ - j . aJ0 (ar) exp [- kt (o« + /?z)] cos £z da dy ,
o o

gdzie r = (x2 + y2)1/*.
Stosując do tego związku transformację Laplace'a otrzymamy

L (T) = T* = f e-vt T (r, z, t) dt =
o

(6)

Stosując do równania (3) transformację Laiplace'a i wyznaczając funkcję
0* za pomocą całki Fourier—Hankela znajdujemy, że

1 + * w
0* = _. __L_ a

CO Cxi

(a2 + /32)1 cos jffz da dfi

albo, po wykonaniu caiłkowań,

Wykonując odwrotną transformację Laplace'a otrzymamy

(8b) fi^-l+UW*
1

gdzie Erf-^==-4=-f e~*dn.
/? y Jo

Korzystając ze związków (4) znajdziemy, żeże 3 )

r dr

3 ^ / J j
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( +

0*22 "
r <3r / R 3

o „ <3<Z> 3Krzr . R 2Re L
CT = 2G = Erf — — T=— 1 -\

drdz R5 I yd /& \
r^ 1 + v WG

gdzie K = -r-1— at — —
1 — V ZTT

IT)]

Zauważmy, że w płaszczyźnie z = 0 znika naprężenie arz, natomiast
różnym od zera jest naprężenie azz. W celu zniesienia występującego
w płaszczyźnie z = 0 naprężenia a77 należy do składowych stanu naprę-
żenia Gjj dodać składowe stanu o-rr Te ostatnie otrzymamy rozwiązując
zadanie przestrzenne, w którym należy wyznaczyć w półprzestrzeni sprę-
żystej stan naprężenia a,j wywołany działaniem naprężenia — azz\z=,0,
działającego w płaszczyźnie z — 0, ograniczającej rozpatrywaną pół-
przestrzeń sprężystą. Do wyznaczenia stanu naprężenia aVj posłuży funkcja
Love'a <p, która powinna spełniać równanie biharmoniczne4'

(10) V 2 VV=0

z warunkami brzegowymi

(11) o*e + ax\ = 0 > o>J = 0 oraz

(p = 0 w nieskończoności.

Po określeniu funkcji 95 wyznaczymy składowe stanu naprężenia a;j
z wzorów

2G d I „, d2®

= 2 G <)
ff"-t-nraTdi

2G d
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Jeżeli funkcję rp przyjmiemy w postaci

(13) 95 = J Z(a,z,t)J0(ar)da,
o

gdzie Z = (C + Daz) e~tt\

przy czym z warunku brzegowego ar2 | 2 = o = 0 wynika, że C = 2 rD, to skła-
dowe naprężenia ai;- możemy przedstawić wzorami o postaci całkowej

o„ = 1S2 D[a,t)aH
o

D ̂ a't} a3e~ "* [2 vJ°

(14)
DO

n 7 j ^ M ) " 3 ^^ a ? = =

f D ( *) ie~"Z J ^ > d a '
Wielkość D (a, £), jako funkcję patrametru a i czasu t, wyznaczymy z pierw-
szego warunku brzegowego grupy (11). Wykonując transformację odwrot-
ną Laplace'a na funkcji <£* [wzór (7)] otrzymamy

o o
(15)

-f jS2)-1 exp [ — Jct (a2 + /52)] cos fiz da dp.

Po wykonaniu całkowania względem parametru /S otrzymamy
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(16)

\ l/± *- E r f c l ^ / ± + * \ ] • da.

Z pierwszego warunku brzegowego grupy (11), który można przedstawić
w postaci

(17) -

uzyskamy

(18) D {a, t) - i ± ^ o, ^ L (1 - 2 ») <T* Erfc ^

Tym samym określone są składowe stanu naprężenia a-,j na podstawie
wzorów (14). Ostateczny stan naprężenia ai} wyznaczymy przez superpo-
zycję stanów o;j oraz cr;y. Niestety, składowe stanu o-,j nie dadzą się przed-

, stawić w postaci zamkniętej za pomocą znanych i stabuilaryzowanyoh
funkcji.

Rozważmy przypadek źródła ciągłego w czasie. Niech w czasie od t = 0
do t = t będzie wyzwolona ilość ciepła W(t)cc na jednostkę czasu. Funkcje
temperatury oraz składowych stanu naiprężenia przyjmą postać

t

T (r, z, t) = (nk)-3'2 Jw (f) e~*'«*<J-n(t - t')-3/z dt',
o

(19)

ay (r, z, t) = / W (f) ag (r, z, t -1 ') dt',
o

gdzie a« oznacza naprężenie wywołane jednostkowym chwilowym źród-
łem ciepła.

Rozpatrzmy przypadek szczególny, gdy W(t) — const. Wtedy pole
temperatury wyrazi się wzorem

(20) T(r,z,t)=

Funkcję <2> możemy przedstawić w postaci całkowej

aJ0 (ar) [1J J
o o

(21)

albo
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+
I \ 2 R2

(22)
/ / R«

Naprężenia a;; można wyznaczyć z wzorów (4), wielkość zaś D (a, t)
z pierwszego warunku brzegowego grupy (11) w postaci

(23)

gdzie

o

= 2 ae~kta'"]/— + (1 - 2 a2kt) Erfc (a ]/"kF) .

W przypadku granicznym, gdy t ->• oot mamy do czynienia ze źródłem
ustalonym. Przechodząc do granicy otrzymamy stąd.

_ , . W _ . . 1 4- v

(24)
_ 1 + v W 1 — 2 v
DM (a) = -—!-— a

v ' l - »
a3

Korzystając ze związków (4) otrzymujemy składowe stanu naprężenia
Yooi K

Grr = —

(25)
K / zM - c ^ Krz

1 +"~ - 2R
Składowe stanu naprężenia a,-y uzyskamy z wzorów (14), przy czym dają
się one wyrazić w sposób zamknięty wzorami

* ? • ? •
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Dodając do siebie składowe stanów naprężenia o-,] i o;;- otrzymamy naprę-
żenia ostateczne

a^=-(l~v)K(R + zr, ffM = K(l-r

<27)

Przypadek ustalonego źródła ciepła prowadzi do nader interesującego
wyniku. Składowe stanu naprężenia a^ i o^ są mianowice równe zeru
•dla dowolnego punktu półprzestrzeni sprężystej. To stwierdzenie jest słusz-
ne również dla źródeł dowolnie rozłożonych w płaszczyźnie. Wynik taki
uzyskali wcześniej E. Melana i H. Parcus2) innym sposobem.

Zauważmy, wracając do ciągłego źródła ciepła o stałej intensywności
W, że funkcje T, 0 oraz ai} tam występujące możemy przedstawić w po-
.staci

T = TM - T,, ® = 0^-&1, D^D^~D1;

(23)
(M) (1)

ffy = Oii — mi >

gdzie funkcje Tlt
 (I>x, Di i ajp zależą od czasu i miejsca, podczas gdy wiel-

kości Tv*., 0CO, I5oo i ô **' są niezależne od czasu. Dla naprężeń arz i ozz

otrzyraamy

(29) fTra = - t T ( 3
1 ) , fe--^-

Naprężenia te znikają dla t = oo przyjmując dla określonej chwili t0 war-
tości maksymalne.

3. Półprzestrzeń sprężysta, której płaszczyzna ograniczająca z = 0
utrzymana jest w stałej temperaturze T = 0

Rozwiązanie tego przypadku uzyskać można bezpośrednio z rozpatry-
wanego poprzednio. Niech w przestrzeni nieograniczonej działa w po-
czątku układu współrzędnych chwilowe dipolowe źródło ciepła o wydaj-
ności W. Wtedy korzystając z wzorów (1) otrzymamy

2 ( r Ą t ) (e )

Widoczne jest, że w płaszczyźnie 2 = 0 spełniony jest warunek T = 0.



T9] S T A N N A P R Ę Ż E Ń W Y W O Ł A N Y D Z I A Ł A N I E M C H W I L O W E G O 2 R O D Ł A C I E P Ł A 4 2 1

Korzystając z wzoru (8b) uzyskamy

J
1 -v in dz \ i/&

1 + v W z I . R 2Re-R'l&at Erf ——
l - v ' 4n R 3 '

Znajomość funkcji <X> daje już możność wyznaczenia składowych stanu
naprężenia o;j- na podstawie wzorów (4). Składowe te otrzymamy również'
bezpośrednio z wzorów (9) wykonując na nich operację d/dz. Uzyskamy
w ten sposób kolejno

R5

2Kz f„ L , R 2Re~li'^\ 4R 3 e"" / l ł /. , 2 \l
a „a = I 3 Erf —— — I = — 1 Ą R21

R5 |_ \ \/$ ynd' j $\/n-d \ § /J
(32)

R2 / ]/§ y

4R 3 e~ E I / *
3 #

R3 \\ R2

R2

Dla 2 = 0 znika naprężenie azz, nie znika jednak składowa orz. Dodatkowe
składowe stanu naprężenia atj otrzymamy z rozwiązania równania Lo-
ve'a (10) z warunkami brzegowymi

(33) c r J , . o - 0 , ^ + ^ U „ = 0 oraz

(p = 0 w nieskończoności.

Przyjmując funkcję cp w postaci (13), przy czym ze względu na pierw-
szy warunek brzegowy grupy (33) wstawiamy C = — D (I - 2 f), możemy
składowe stanu naprężenia oVj opisać całkami
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= x = ^ r r ° («' *•) a3e~" R* -

D («' *) a3e~" [ 2 vJ°
(34)

o

[2

a2Z = 1 '^ z f D(a,t)aie~a!! J0(ar)da,

o

Tz 1 — 2 v I '

W celu wyznaczenia wielkości D (a, t) wygodnie będzie przedstawić
funkcję 0 w postaci całkowej

0 0

(35)
+ ft*)-1 exp [— kt (a2 -f- /?3)] sin flz da d/?.

Postać tę otrzymamy, jeśli do funkcji 0* wyrażonej wzorem (7) zastosu-
jemy odwrotną transformację Laplace'a, a następnie wykonamy ope-
racje djdz.

Funkcję 0 możemy wyrazić również związkiem

_ l+v W F _ . , r _a g_ . /a)/$ z
0 = ! a a J ( a r ) \ e a" Erfc S

l
(36)

W F _ . , r _ag_ . /at; aJ0(ar)\e a" Erfc

I 2 ^
Z drugiego warunku brzegowego grupy (33), który przedstawimy związ-
kiem
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(37)

uzyskamy

— l v
o

D(a,t)a*J1(ar)da=O,

Tym samym określone są składowe stanu naprężenia a;j-. Niestety nie
dają się one przedstawić w postaci zamkniętej. Ostateczne naprężenia
otrzymamy przez dodanie naprężeń o;j i a^.

Rozpatrzmy jeszcze przypadek działania ciągłego źródła ciepła o sta-
łej wydajności W.

W tych warunkach otrzymamy

(38) T(r,z,t)==—^--^-fl-Erf-—- +

oraz

i — v o TIK a
39)

Przyjmując funkcję $ w postaci

1 4_ v W

(40)

możemy wyrazić wielkość D (a, i) z drugiego warunku brzegowego (33)
wzorem

gdzie

„ , ,. 4a _

(42)
'Jct= (1 + 2 a2kt) Erfc (a j/kt) — 2 ae "*'a°' l /-

71
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Tym samym określone są składowe stanu naprężenia o\j, które wyznaczy-
my z wzorów (34).

Wstawiając do wzorów (38) i (39) t — oo otrzymamy funkcję dla przy-
padku ustalonego źródła ciepła

(43) Ł M - ^ ^ , *.(*<)_ . . ^ i ^ - j j . .

W tym szczególnym przypadku ustalonego źródła ciepła można wy-
znaczyć w postaci zamkniętej wszelkie składowe stanu naprężenia.'Rów-
nież i w tym przypadku, jak to wykazał E. Sternberg5), znikają napręże-
nia OjjZ i arz.

Praca wpłynęła do redakcji 15.111.1957.
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CocTOHHue Hanpfl>KeHHH B ynpyroM nojiynpocTpaHCTBe,
BBi3BaHHoe fleftcTBHeM MrHOBeHHoro HCToqHHKa Tenjia

K p a T K o e c o f l e p x a H H e

B pa6oTe paccMOTpeHO cocToaHMe BO3HMKaioin;ero B ynpyroM nojiy-
npocnpaHiOTBe Hanpa^ceHuia, Bbi3iBa(HHoro p,eiioBMem, MraioBeKHOiro Te-
rrjia, KCTOHHpnca pacnojiojKeHHoro B lUiocKOcim orparaHHJMBaiomeii ynpyroe
noJiynpocrpaiHciiBO..

Bonpoc paccMOTpen, KaiK quasi CTaTMHecKMM. IIpMHaTo BO BHHMaraie
cocTonime HanpasieHMa B ynpyroM nojiynpocTpaHCTBe, M30JinpoB,aKHOM

B orpaHM^jMBaiomeii njiocKOCTM (z — 0), a Taxxce M B TOM
Korfla B STOM IKIOCKOCTH cymecTByeT nocTOHHHaa TeMnepaTypa

T = 0.
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IIojib3yacB
c noJieM TeMneparypfci (ypaBHeHMeovt (3), onpeflejieHŁi corjiacHO cbopMyjiaM
(4) cocTaBjiHioixijwe COCTOHHIIH HanpajKeHPiH ay, B03HHKaK>miie B y n p y r o M
Heo^aBM^eanoiM npocTpaBCTCBe.

TIpM6aBJIHH K COCTCMUłniO ffy COOTIBeTCTBeHlHlO nOflo6paHHOe COCTO-H-

HHe on, no.nyneHo n p « jfonojn>30BaHinM dpyHKii;MM Love'a pe3yjiBTM-
p y i o m n e cocTaBJiHK)m;ne cocTOflHHH tt&npRTKeamn ait, KOTopBie B B I -
nOJIHillOT BCHKMe rpaHMHHBie yCJIOBMH B nJIOCKOCTM 2 = 0.

B 3£UKJiK)He[HKe paccMOTpenao cocTOHHrae 'HanpfUKeiHira, BBi3BaHHoro-
HenpepŁiBnoro no speMenM,

Stress Distribution in an Elastic Half-Space by the Action of
an Instantaneous Source of Heat

S u m m a r y

The paper considers the stress distribution occuring in an elastic
half-space as a result of the action of an instantaneous source of heat,,
placed in the plane bounding the elastic half-space. The problem is con-
sidered as a quasi-statical one. The author takes into account the stress
distribution in an elastic half-space thermally insulated in the bounding
plane (z = 0) and in the case of a constant temperature T = 0 obtaining-
in that plane. Using the potential of the thermoelastic displacement 0
connected with the field of temperature by equation (3), the author deter-
mines from formulae (4) the components of the stress distribution OJJ.
occurring in an unbounded elastic space. By adding a suitably chosen
distribution a,-j to the distribution o-,j he obtains by means of the Love
function the final components of the stress distribution aVj which satisfy
any boundary conditions in the plane z =0. Finally the stress distribution
resulting from the action of a source of heat continuous in time is consi-
dered, i


