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STAN NAPREZEN WYWOLANY W POLERZESTRZENI
SPREZYSTE] DZIALANIEM CHWILOWEGO ZRODLA CIEPLA®)

Rozpatrzono stan naprezenia wystepujgcy w polprzestrzeni sprezys'.ej
wywolany dzialaniem chwilowego #rédia ciepla umieszczonego w plasz-
czyiznie ograniczajacej te polprzestrzen. Zagadnienie rozpatrzono jako
quasi-statyczne, Wzieto pod uwage stan naprezenia w pélprzestrzeni spre-
zystej izolowanej ftermicznie w plaszezyzinie ograniczajgcej (z = 0) oraz
w przypadku, gdy w tej plaszezyinie panuje stata temperalura T = 0.
W koncu rozpatrzono stan naprezenia wywolany dzialaniem cigglego
w czasie Zrddla ciepla.

1. Ogdélne ujecie zagadnienia

Niech dana bedzie izotropowa i jednorodna pélprzestrzen ograniczona
plaszczyzng z = 0. Niech w plaszezyinie tej w poczatku ukladu wspét-
rzednych dziala skupione chwilowe Zrédlo ciepta. Wywola ono w podlprze-
strzeni sprezystej pole temperatury T i stan naprezenia o;; jako funkcje
miejsca i czasu. Rozwigzanie traktowa¢ nalezy jako wyznaczenie funkcji
Greena dla zagadnienia ogélniejszego, a mianowicie dla dzialania rozmiesz-
czonych w obszarze I' plaszezyzny z = 0 zrddet ciggltych w czasie. W przy-
padku zrodel cigglych nie zmieniajgcych sie w sposdb nagly w czasie
mozna traktowaé stan naprezenia jako quasi-statyczny. Zalozymy wiec,
ze w réwnaniach podstawowych teorii sprezystosci pomingé mozna czlony
inercyjne. Przyjmiemy dalej, ze plaszczyzna z = 0 jest wolna od naprezen
oraz ze w nieskonczonosei powinny znikaé skladowe stanu naprezenia w do-
wolnej chwili t.

Rozpatrzymy dwa warunki brzegowe natury termicznej. Przyjmiemy
raz, ze plaszczyzna z = 0 jest izolowana termicznie (0T/0z=0), a drugi
raz, ze w plaszezyznie z = 0 temperatura T = 0 (z wylgczeniem punktu
przylozenia zrédla cieplnego).

*) Praca przedstawiona na zebraniu naukowym Zakladu Mechaniki Oérodkéw
Ciggltych IL.P.P.T. PAN w dniu 28 stycznia 1957 r.
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2, Pélprzestrzen sprezysta w plaszezyznie termicznie izolowana

we ciepla, to pole temperatur opisane bedzie zwigzkiem?!)

W - "“
(1) TﬂWe R“’
gdzie R=(z+y? + 2, =4k,
Q A '

vE© e

Q — ilosé ciepla wydzielonego przez zrdédlo ciepta na jednostke czasu,
o — gestose,

¢ — cieplo wlasciwe,

A — przewodnictwo cieplne.

Eatwo zauwazyé, ze dla z = 0 pochodna 0T/0z = 0. Tak wiec wzor (1)
okre$la zarazem pole temperatury dla pélprzestrzeni sprezystej w plasz-
czyznie z = 0 termicznie izolowanej. W celu wyznaczenia skladowych
stanu naprezenia o; j W przestrzeni sprezystej nieograniczonej postuzymy
sie potencjalem termosprezystego przemieszczenia @. Funkcja ta zwigzana
jest ze skladowymi stanu przemieszczenia zwigzkami

(2) =%—ii, vsg, wzaaf,
a z polem temperatury ?) rownaniem
(3) vio = 10 ar,
gdzie ; . . |
= aaa:-z i ai;‘-’ = :z3 >
» — liczba Poissona,

a, — wspolezynnik termicznej rozszerzalnosci liniowe].
Znajomosé funkeji @ daje mozno$¢ wyznaczenia sktadowych stanu na-
prezenia o;; z WZOorow

- o s
(4) G'b-— 2G( ézdj V @6;;), ?‘;J m: y:zr
gdzie: o;; — symbol Kronneckera,

G — modul odksztalcenia postaciowego.
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Zauwazmy, ze pole temperatury T mozna przedstawi¢ za pomoca
wsp6irzednych walcowych catka Fourier—Hankela

(5) T (r,2t)= % f f aly (ar)exp [— kt («® + p%)] cos fzdady,

gdzie r = (2 + y?)'2,
Stosujac do tego zwigzku transformacje Laplace’a otrzymamy

L(T)=T"= fe—ﬂT(r, z,t)dt =

(6)
=37k f f aJ, (ar) (02 S —)_1 cos fzdadp.

Stosujgc do réwnania (3) transformacje Laplace’a i wyznaczajac funkcje
&* za pomocy caltki Fourier—Hankela znajdujemy, ze

@t = — ii: ’-2n2kff ol (ar) [(aurﬁﬂ

)@+ 0] cospeaay

(7)

albo, po wykonaniu catkowan,

(8a) D* = 13y oW {1 — exp[ (—E—)”2 R]} ps.

~ 1—» 4zR
Wykonujac odwrotng transformacje Laplace’a otrzymamy

1—1'—1-" ’a‘W R

8b D= — Erf ——,
2h 1—v 4aR Vo
rRVE
2 —i
dzie Ef——:——: e Tdn.
& ]/0 ]/:azaf 4

Korzystajgc ze zwigzkéw (4) znajdziemy, ze
_ 2
(a¢+1 0P Kl{( 32) R

. =—2G S S P
7 022 T oor R? R? Vo ¥

— RYY
et By,
Vad R? )
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- QRe ™ B¥ 2R2
e 0 e I

0z% or? Vo ]/m‘} 9
(9)
a 2
G = —tE| L 220 By ST ms & o
. ot o or R? R? Vo
— R¥& ] 2
_2Re”” [2__3?' (1+3_@“)]}
3 — RS
= g0 =3KTZ[Erf R 2Re’” (1+Eﬁ)],
oroz  R* | Y0 T 3 9
Jdte K — 1+» WG

l—vat 2x

Zauwazmy, ze w plaszczyznie z =0 znika naprezenie o,,, natomiast
réoznym od zera jest naprezenie o,,. W celu zniesienia wystepujacego
w plaszczyZnie z = 0 naprezenia 0,2 nalezy do skladowych stanu napre-
zenia a_,, dodaé¢ skladowe stanu ?,‘, Te ostatnie otrzymamy rozwigzujac
zadanie przestrzenne, w ktorym nalezy wyznaczy¢ w poélprzestrzeni spre-
zystej stan naprezenia a” wywolany dzialaniem naprezenia — ””|.==-n-
dziatajgcego w plaszczyznie z = 0, ograniczajacej rozpatrywang p6}-

przestrzen sprezysta. Do wyznaczenia stanu naprezenia o; j postuzy funkcja
Love'a ¢, ktora powinna spelniaé réwnanie biharmoniczne®

(10) ViVip =0
z warunkami brzegowymi
(11) ;ee S Ea: e 0, ;3‘150 =0 oraz

= 0 w nieskonczonosci.

Po okresleniu funkeji ¢ wyznaczymy skladowe stanu naprezenia o,‘,

Z Wzorbw
=  2G d(_, . O
o Sy EE(“V‘?’" a«rz)’
- 2G o[, 1 dp
Oy =12y BE(N‘T’_? a»r)’
(12)
= 2G 0 d*p
= 1 i L 1 - 2 —
%t =T 2y oz [(2 Ny azz]'
= _ 2G 9 . O
"”*—1?27‘5;[(1"”)“‘? azz]
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Jezeli funkcje @ przyjmiemy w postaci
(13) @ =f Z (a,2,t)J, (ar) da,
0

gdzie Z = (C + Daz) e,

przy czym z warunku brzegowego =0,.z] = 0 wynika, ze C = 2 »D, to skla-

dowe naprezenia o;; mozemy przedstawi¢ wzorami o postaci catkowej

=0

= 2G ~ - az
T = I—:WJ. D (a,t)d’e [(1 — az)J, (ar) +
0

+ (2v 1+az) )]

_ °G [ =]
0

Jy (ar)
(14)

Tor = ~1—2_G2—vf D (a,t) a*e”“ (1 + az) J, (ar) da,

0

o 3G [ i
Or: :_-1-?2_"—_[ D (a,t)ate”* J, (ar) da.

0

Wielkosé D (a,t), jako funkcje parametru a i czasu t, wyznaczymy z pierw-
szego warunku brzegowego grupy (11). Wykonujac transformacje odwrot-
ng Laplace’a na funkcji @* [wzér (7)] otrzymamy

 JEN 1+" W ffa.!u(ar)(ag

+ f?)" exp[— kit (a2 - f7)] cos pz dadf.

Po wykonaniu catkowania wzgledem parametru f otrzymamy

(15)

oo

14 W —az al/a
(D————l_vatﬁf.fo(ar)[e Erfc( ol
0




418 W, NOWACKI [6]

(16)

z . ay/ 9 2z

R Erfc( B _)] . da.
Vo ) A\ 2 eyy

Z pierwszego warunku brzegowego grupy (11), ktéry mozna przedstawié

w postaci

oo

*e 1 00 . 2G . B
(17) —2G( e+ Fr_)hﬁiﬁ—zvf D (4, )8, (ar) da= 0,
0
uzyskamy
14y W g Y
(18) D (a,t) = T3 a£4—u(1—-2v)a Erfc—-z—-—

Tym samym okre&lone s3 skladowe stanu naprezenia o; j na podstawie
wzoréw (14). Ostateczny stan naprezenia ¢;; wyznaczymy przez superpo-
zycje stanow o; ; oraz o;;. Niestety, skladowe stanu o ; nie dadzy sie przed-
stawi¢ w postaci zamknigtej za pomoca znanych i stabularyzowanych
funkeji.

Rozwazmy przypadek zrédia cigglego w czasie. Niech w czasie od t =0
do t = t bedzie wyzwolona ilosé ciepla W(t)oc na jednostke czasu. Funkcje
temperatury oraz skladowych stanu naprezenia przyjma postac

t
T (1,2, t) = (k) ™" [W (¥) e~ M0 )~ arr,
.0
(19) :
Ty (Tr 2, t) = f W (t’) oy ('i', 2,t— t’} dt’,

gdzie ofj oznacza naprezeme wywolane jednostkowym chwilowym Zréd-
tem ciepla.
Rozpatrzmy przypadek szczegolny, gdy W(t) = const. Wtedy pole

temperatury wyrazi sie wzorem
L 1 —Erf l_. .
4 kR Vo ,

Funkcje @ mozemy przedstawi¢ w postaci catkowej

1+
o=—F7 ,Mgkffmf (ar) [1 +

e (a‘+ﬂ')] (a? + p2) % cospzdadp

(20) T(r,2,t)=

(21)
albo
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1+» WR R
1-va‘8nk[ (+ )r]/19+

/S5

Naprezenia TI” mozna wyznaczy¢ z wzoréw (4), wielkosé zas D (a,t)
z pierwszego warunku brzegowego grupy (11) w postaci

(22)

149 W 1—29
(23) D(a,t):—l—;——;atm———c@—[l—f“(a,tn,
gdzie
4 gde ke A ekt dp
F (G, t) = = (ag + ‘&'2)3 =
(1]
—kie? _E- Tt
=2ae ?—{—(1-—2aﬂkt)Erfc(a|/kt)

W przypadku granicznym, gdy t— 0, mamy do czynienia ze zrédlem
ustalonym. Przechodzac do granicy otrzymamy stad

W +v WR

Tingl=pm > P=lB) =g g0

(24)
D...(¢) — 1 + ¥ W 1--2»
g 4k a® '

Korzystajac ze zwigzkéow (4) ofrzymujemy skladowe stanu naprezenia

= K 72 = K
(=) _ (S
ki = 2R(1+R2)’ gy 2R’
(25)
— K 22 - Krz
(=) _ =y _
Tz = 2R (1 + Rg) Orz = _2 R_s .

Skladowe stanu naprezenia o;; uzyskamy z wzorow (14), przy czym daja
sie one wyrazi¢ w sposéb zamkniety wzorami '

=(.x.) KTz 2

o —T[W““R+2(1 ")R+z]'

=(oa Kri1 1 1
(26) T = [_‘R+2(1"")("_'—R+z__3)]’
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Dodajac do siebie skladowe standéw naprezenia ;,-_, i?,-j ofrzymamy napre-
zenia ostateczne

- = 1 1
o5'=—(1 —ER+2)?, c;,g,sz(l-—y)(T{—_i_—g—ﬁ—R—):
(27)
o&'=0, o7=0.

Przypadek ustalonego zrédia ciepta prowadzi do nader interesujgcego
wyniku. Skladowe stanu naprezenia ¢$” i o5 sa mianowice réwne zeru
dla dowolnego punktu potprzestrzeni sprezystej. To stwierdzenie jest stusz-
ne rowniez dla zrédet dowolnie rozlozonych w plaszczyinie. Wynik taki
uzyskali wezesniej E. Melana i H. Parcus® innym sposobem,

Zauwazmy, wracajac do ciaglego zrodla ciepla o stalej intensywnosei
W, ze funkcje T, @ oraz o;; tam wystepujace mozemy przedstawi¢ w po-
staci

T:TM—T,, (DZQ)M—@I, D=Dm“-D1s
(28)
oy = D_;w) | [}'Ejl),

gdzie funkcje T, @1, Dy 1 of) zaleza od czasu i miejsca, podezas gdy wiel-
kosci Ty Py Do i 0™ sg niezalezne od czasu. Dla naprezen o,, i o,,
otrzymamy

(29) Onw=—0%s Gu=—ok.

Naprezenia te znikajg dla t = oo przyjmujac dla okreslonej chwili t, war-
tosci maksymalne.

3. Pélprzestrzen sprezysta, ktorej plaszczyzna ograniczajaca z = 0
utrzymana jest w stalej temperaturze T = 0

Rozwigzanie fego przypadku uzyska¢ mozna bezposérednio z rozpatry-
wanego poprzednio. Niech w przestrzeni nieograniczonej dziala w po-
czatku ukladu wspdlrzednych chwilowe dipolowe zZrddlo ciepta o wydaj-
no$ci W. Wtedy korzystajac z wzoréw (1) otrzymamy

w i

()2 oz

(30] T(T‘, Z,t) — W

O T

Widoczne jest, ze w plaszczyZnie z = 0 spelniony jest warunek T = 0.
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Korzystajac z wzoru (8b) uzyskamy

Drzt)= —et? o W 0 (pagy B\ _
1—w 470 0z 1/19'

(31)

— R* &
149 %1 z Exf R_ B 2Re_
1—» 4x R? Vo V 7d

Znajomos$é funkeji @ daje juz moznos¢ wyznaczenia sktadowych stanu
naprezenia o;; na podstawie wzoréw (4). Skladowe te otrzymamy rowniez

bezposérednio z wzoréw (9) wykonujac na nich operacje 0/0z. Uzyskamy
w ten sposob kolejno

;" o 2Kz =3 (4_— 5z E]’_‘f R— . 2R e__glhg, _:_
RS R? VD V

4R e 22 2R? ]
i e 4 _— 5 3
9 Y/ b [ R? ( * & )J[

. — RS g3, RO
e e 2Kz [3 (Erf R_ B 2Re )_ 4 Rle (1 + iRz)] ’
R3 Vo

Vad JVad i
(32)
— I
0, = — 6 Be {(2— Ge Erf R_ 4+ 3ef__ﬁ ﬁ’_z__z -+
R? R? Vo V79 \ R?

4Rse™ FIP g2 2
T e | ==, 5 —-—R?‘ — 2 3
A 39 7o [RQ( +19 ) ]}
9 — RS
e GK-‘." [ 1 bz (Erf R“ B 2Re_ )+
RS | R? G, V ad
— RYS o
e T E o pt sl
39 |/ ad R2 D
Dla z = 0 znika naprezenie F(—:”, nie znika jednak sktadowa _r}”. Dodatkowe

skladowe stanu naprezenia 7:” otrzymamy z rozwigzania rédwnania Lo-
ve’a (10) z warunkami brzegowymi

(33) Oes

2| a=

0 =0 ) Oz + Ur-’.[;gu =0 oraz
@ = 0 w nieskonczonosci.
Przyjmujac funkcje ¢ w postaci (13), przy czym ze wzgledu na pierw-

szy warunek brzegowy grupy (33) wstawiamy C = — D (1 — 2 »), mozemy
skladowe stanu naprezenia o;; opisaé catkami
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=

=gy i D t)e™ [ (2 —a2) gy (o) +
+(2«p_2+az)”aﬂ] :

= 2G At —ez
Usgq,z T_—-__2_1!_f D(ﬂ, t) ale [2 'lJ'Ja(C(T)+

(34) ar
- 2+az)J1( )] ,

]

= 2G g
0., =—1—_—2ﬂ-zf D(a,t)a*e™™ J, (ar) da,
0
0. = _I_%%Tf D (a,t)a®e™™ (1 — az) J, (ar) da.

Q

W celu wyznaczenia wielkosci D (a,t) wygodnie bedzie przedstawic
funkcje @ w postaci catkowej

149 w ;e
O= — 1o ffaﬁ.}'n(ur)(a2+
. 00

+ ) exp [— kt («* - p2)]sin fz dadp.

(35)

Posta¢ te otrzymamy, jesli do funkcji @* wyrazonej wzorem (7) zastosu-
jemy odwrotng fransformacje Laplace’a, a nastepnie wykonamy ope-
racje 0/0z.

Funkcje @ mozemy wyrazié réwniez zwigzkiem

==

b= - iz , i alJ,(ar) [ e Erfe ayy il
1—» 8 mk 2 Vo
1]

(36)

— e“Erfc (a ]2/5 ]70 )] da.

Z drugiego warunku brzegowego grupy (33), ktéry przedstawimy zwigz-
kiem
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1P ~
oroz

2G
— 1_2wa(a,t)a"‘J1(ar)da——_0,

z=0

(37) 2G

]
uzyskamy

D(at) =1 (1 -—Zv)a,-‘g‘-Erfcalz/g ;
Tym samym okreélone sg skladowe stanu naprezenia ;; ;. Niestety nie
daja sie one przedstawi¢ w postaci zamknietej. Ostateczne naprezenia
otrzymamy przez dodanie naprezen a_,-j i é:;j.
Rozpatrzmy jeszcze przypadek dzialania cigglego Zrodla ciepla o sta-
lej wydajnosci W.
W tych warunkach otrzymamy

W -4 | 4R — RY$
38 T(r,2t) = —— — 1 —Ert 2 e
(38) (7, 2,1) 4kR3l 1/17‘+I/rr:9 ]
oraz
14w w =z 9 R

&(r,2,t) = — o —— — 1 — (1 — Erfc — -+

(r.z1%) 1o " Bk R[ ( 2R2) )
39)

sl "1_9“ — RS
-xV7e ]

Przyjmujgc funkcje @ w postaci

1+
D= — e ff afJ, (ar)[1 4

— &M P (gt 4 pytsin prdadp,

(40)

mozemy wyrazié wie}koéé D (a,t) z drugiego warunku brzegowego (33)
wzorem

(41) D (o, t) = 1i: (1—2v)q, B‘Zk a2[1 — F (a,t)],
gdzie
A gt . *e P
F(a,t)zin—-e f_(g*T-ﬁ*)T dp —
(42) '

4

=(1+2azkt)mrfc(a1/1¥€)_2ae"“““l/” -
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Tym samym okre$lone s3 skladowe stanu naprezenia o; j» ktore wyznaczy-
my z wzorow (34).

Wstawiajge do wzorow (38) i (39) t = o0 otrzymamy funkcje dla przy-
padku ustalonego Zrédla ciepla

W z
47k R3’

149 W =z

T—5 * Bak R

(43) T..(r,2) = D, (1,2) = --

W tym szczegélnym przypadku ustalonego zrédla ciepta mozna wy-
znaczyC w postaci zamknietej wszelkie skladowe stanu naprezenia.r Row-
niez i w tym przypadku, jak to wykazal E. Sternberg?®, znikajg napreze-
nia o, 1 or,. ‘

Praca wplyneta do redakeji 15.I11.1957.

LITERATURA

1.H. S. Carslaw i J. C. Jaeger: Conduction of Heat in Solids, Oxford 1947.

2. E. Melan i H. Parcus: Waermespannungen stationaerer Temperaturfel-
der. Wien 1953.

3. W. Nowacki: Stan naprezenia wywolany w przestrzeni i pélprzestrzeni scre-
iystej dzialaniem chwilowego Zrodia ciepta. Bull. Acad. Polon. Sci., 1957.

4, A, B, H Love: A Treatise of Mathematical Theory of Elasticity. London 1927.

5. E. Sternberg i E. L. Mc Dowell: On the Steady-State Thermoelastic
Problem for the Half-Space (I). II Intern. Congress of Applied Mechanics. Brussels
1956, Book of Abstracts.

CocTosiHue HANpDKEHWH B YIPYIOM IOJYIPOCTPAHCTBE,
BBI3BaHHOE J[eiCTBHEM MIHOBEHHOIO HCTOUHHKA TeILIa

Kparkoe cofepxaHuUE

B pafore paccMOTpPEHO COCTOAHME BOZHMKAKINEr0 B YIPYTOM TOJY-
NPOCTPAHCTEE HAMPAMKEHWMA, BHIZBAHHOIO NEMCBMEM, MIHOBEHHOTO Te-
1118, MCTOYHMKA PACIIOJNOKEHHOTO B IIOCKOCTHM OrpaHM4MBAlOLIel yupyroe
MI0JIY TP OCTPAHCTEO,

Boupoc paccMoTpeH, Kak quasi crarmueckyii. IIpMHATO BO BHMMaHME
COCTOAHME HANPAREHNA B YIIPYTOM IOJYIIPOCTPAHCTBE, M30JMPOBAHHOM
TEPMUYECKHM B OrpaHMuUMBAOLIEl niockoen (z = 0), a Taxke M B TOM
caydyae, KOrjla B 9TOJ IJIOCKOCTM CYILIECTBYET IOCTOAHHAA TeMIIepaTypa
T =0.
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[Mone3yAck moTeHUMAJIOM TepmoyInpyroit medopmarmy P, CBA3AHHBIM
C IIOJIEM TeMIEPaTypsl (ypasHeHueM (3), OIpefeieHbl CorJIacHo opMyIam
(4) cocraBiAIOlMe COCTOAHMA HAILPAKEHUA &_u, BOZHMEKAIOIIME B yINpPyTroM
HeorpaHu4IeHHOM IPOCTPaHCTBE,

I[IpubaBiAA K COCTOMHIIO Ejj COOTBETCTBEHHO nojgobpaHHOE COCTOA-

HUE 0j, HOJMYYEHO IIPM MCIOJb30BaHMK GyHKUmM Love'a pesynbru-
PYOIIME COCTABJAIOIIME COCTOAHMA HANPAYKEHUA 0, KOTOPBIE BhI-
IIONHAIOT BCAKME IPAHMYHBLIE YCJOBMA B INIOCKOCTHM z = 0,

B zaxmioyenne pPaccMOTPEHO COCTOAHME HAIPAMNKEHMST, BBLI3BAHHOTO
OeiicTBMeM, HENpPephLIBHOTO 10 BPeMEeHM, MCTOYHMKA TErLia,

Stress Distribution in an Elastic Half-Space by the Action of
an Instantaneous Source of Heat

Summary

The paper considers the stress distribution occuring in an elastic
half-space as a result of the action of an instantaneous source of heat,
placed in the plane bounding the elastic half-space. The problem is con-
sidered as a quasi-statical one. The author takes into account the stress
distribution in an elastic half-space thermally insulated in the bounding
plane (z = 0) and in the case of a constant temperature T = 0 obtaining
in that plane. Using the potential of the thermoelastic displacement @
connected with the field of temperature by equation (3), the author deter-
mines from formulae (4) the components of the stress distribution o J
occurring in an unbounded elastic space. By adding a suitably chosen

distribution o0;; to the distribution o;; he obtains by means of the Love
function the final components of the stress distribution o;; which satisfy
any boundary conditions in the plane z =0. Finally the stress distribution
resulting from the action of a source of heat continuous in time is consi—
dered. [



