
R O Z D Z I A W XIII

Sposoby poprawiania rachowanych pofozeń jeo graficznych
gfównych punktów karty za pomocą wzorów trygonometry-

cznych różniczkowych. !

i58. Często się zdarza zrobić -omyłkę, w rachowaniu współprzyslaw stano-

wisk odniesionych do linii południowcy i dragiey osi donicy prostopadłcy; wpły-

nie ona oczywiście na niedokładność rachowanych długości, szerokości i pozio-

mołuków głównych punktów karty Łrai.u.- Oprócz tego, czasem popełnimy mały

błąd w obserwacji pozionrołuku, szerokości lub długości stanowiska, z którego

rachuiemy położenia Jeografcczne "innych punktów. Moźc się trafić, źe sprawdza-

jąc wymiar podstawy odkryliśmy omyłkę, wpływająca na niedokładność racho-

wanych boków troyltątów. W takich przypadkach można się obeyść bez, powta-

rzania na nowo całego rachunku; dość mieć.wzory trygonometryczne różniczko^

we, daiące poprawkę rachowanych ••elementów,

Puissmit w rozdz. 17 pierwszego tomu swoiey Jeodezyi zebrał i wyfożył
1 • ' ' ' ' 1 **"

zręcznie kilka w tym celu zagadnień, które tu z porządku przytoczymy.

• • • ' , ' • ' • • ' • ' • • - • : • . ' . ' ' • ' . , * ' ; • "

159. Zagadnienie 1. Znaleźć Mad popełniony w wyrachowaney szeroko-

ści jcogr-aficzney, długości i poziomołuku stanowisk, z odlcrytey małcy omyłki we

współprzystawach odniesionych do linii południowcy i drugiey osi do mey pro-
. . . • • ' ••

iStopadłey' - • '•>• , • • ' • • , _ ',' , :
: ,"

tym razie rezónowanie nasze zastosuie, się do wtórów (*) podanych



W§. i47• rozdz. XII. Łiniia południowa nieśli będzie osią odcinków x, a druga

oś do niey prostopadła niech wyraża oś przystaw y.

• <••'•• Jeżeli odcinek x iest Mcdny o ds-j wtenczas szerokość jeograficzna L be-

dzic bfadna o € E — d k " ; Nazwawszy, promień krzywizny odcinka x

mamy; d Ł = n rr, W- :

.,, lt,Cq /lo odmiany y. Zrózniczikowayęszy...we wzorze («) §.147. f0rzd2..XIŁ

wartości na I/, P i, z c p . d o y , biórac wyrazy, piorwsze ^'siarcaaiącc t do racho-

Tpyania .dL', dP> i. da, znaydziemy: ..-• • ,,1;.i: ^.. v .; .,, ,

r.dostl

• • .'"','• ,• : , " '•••••.••-•• j ; .. i : . , ! . : . r / r r r . . t j ; . - ' ': , \ i . ' r , 1 > • . ' ' ; ' v . ' ' - 'J

Gdybyśmy ieszeże odkryli Mad w szerokości L, wtenczas lepiey byleby na >

nowo rozwiązać wzory («), aniżeli udawać sie do wzórdw różniczkowych.

I6D. ' %dgadniehie'"z. BoMr&ćglŚzy omyfkę w Mj^^owariym 'lub w wŷ -

rachewanyiii.pozio.nio-faku:, który wraz $ innemirelementann,s&źyt do oznaczenia

jpoTozeń jec^i-ąficznych stanowisk, znaleźć wzory na b'1'ędy. s.tąd wynikłe w racho-

wanych dfagoąciach i szerokościach,główny cli punktów karty kraiu'. J( .

' ' Dla rozwiązania tego zagadnienia udaię się do wzorów (P) podanych -w r̂-i 5u

rozdz. XII. Mamy tajm V. i P ' wyrażone przez iuateyą-•%. ''• lVó£riiezfcuiąc- war-

tość na %/ co do Z, i biorąc tylko pierwszy wyraz- wyslarćzaiący <Jo znalezie-

nia wartości Ha dl/, będzie: d L ^ c w s t Z . dZ=wstcwśtZ,c]Z. ;"'s-; ,

A że w troykącie kulistym BP A {fig-'%)', mamy. — - — ~ — — — ; praelo
• • ' " • • « • • ' • • ' / • " ' • . ^ ' ' ' , , : . • . •.',i • [ ? '\••; •'• ''•••• . ? f ' ' ! - • ; ' ! ! ' . ' • . ' • • • ' . - U - * f V * ł * • fcr»ł' * " ' • '

wsts.wstZr^wslP.dostŁ', • i: dL^wsCrP,. dostL'...dZ. •/
•'.;•:• ' r ': • • - ' . ' 5 o



Podobnież, róźniczkuiąc wartość na P„ mamy i d P = ~ — ~ . dZ,

dP =EB wslP. dosty Z„ dZ.l Pamiętać potrzeba,, za wzrost póziomołuku

dl/ — wst P t dost I/. dZ:>. uważa się tu od południa na zachód.

Wzory (3) bardzo, sa dogodna do rozwiązania podanego zagadnienia. P. Puis-

sant wyprowadzi! ie wcale- inną i daleko, dłuższą drogą.. U niego, wzór na dP

skfada się ze dwóch, wyrazów, przeta iest trudmey.szjm do rozwiązania 'od wzo-

ru przez nas- podanego.. Wartość zaś. na dL// ziipeinie iest tał sama.

Chcąc ze wzoru- dP7== wst P. dosty Z. dZ wyprowadzić wzór Puissana, nale-

ży podstawić za dosty Z wartość;.z, trpytąta, pBa (̂ /î ". 3g), ułożoną stosownie do

(4) zrównania: głównego- trygonamctryi kulislcy.. Mamy bowiem:

dosty pB. wst pa=d'©st pa.,dost P -|- wst P. dosty paB.

Czyli:. ". • styL^.dostl^wstŁ.dostP—wstP. dóslyZ.

Slądi . : dostyZ; = wstL..dostyP — styL'.

Zatemr. dPr^CwstŁdosl ,^—-J^-dostL) dZ;—~a:wstE. wst 2 l P. dZ..

dostL''

U Puissana^wypadło i dP^wśtLCr^-styL'. dostyŁ.dostP) d Z ^ a ws't2iP. wstL. dZ.

Piózniea znaków nictit nte staiiówi; bo tylko wzór dP=wstP.dosl.yZ. dZ*

dosty Z,, z pewnością pokaźnie* kiedy za powickśzeriierit dZ rośnie dP

; Równieś należy .pamiętać;,, ie i we wzorze d l / ^ w s t P. dostL.dZ., powsta-

łym1 z przemiany w.zoru:dE/;==wst<fivWstZ,.v:kied'y Z, iest w pierwszcy i drugiey

ćwiartce koł»v to +dZL d'aie -(rdLv/i- w Irzćciey zaś: iezwartey -{-dZ odpowia-

da— dl/ i wzaiemnie.. Tej wazney uwagi nie źrebił Puissanł.

W trójkącie- PBA (fig- 3j))> znaleźćocTmfanę poziomołukti.z=.ABP, przez

funkcyą, odmiany poziióraółuku:Z^=: PAB* •' ':'•*?•.. • - v vŁ
 :



W tym, troykącie mam-, wst L = dost z. wst <?> dost L'-f dost<p,wsll/.

' V-!W tćiw zrównaniu za odmianą poziomołuku Z odmienia się z i L'j zróźni-;

czkuymy więc ta zrównanie co da z i i / . Będzie r

•• o ==t— wst 9. dost I/, wst z„ dz — wst ?. dost z..wst V. dL'-f dost <p. dost L'. dL'.

Kładąc w tera zrównaniu za wst?. dost z wartość ze zFÓwnania pierwszego, toiest^

• w S t . d o s t Z = =
w s t Ł 7 d o ^ v v s t L / , otrzymamyr ,

dost1/

. dost L'.dL'= wst f, dost I/, wst ^ dZ,
dostL'

dostL'''

(dosty-^-wstL.wstL^, 1 T /. . j . . T / . „ T—t—-i- \ d I / = wst ?. dost L'. wst z. dz..
doslL' /

W troykącie APB mamy; d o s t P = = ; d o s t / ~ W ^ L - w s t

dost L dostL'

dost P. dost L . d L ^ wst c. dost V. wst z. dz;: d L ' ^ : ^ - ' . w s t ? w s U d z ,
dostL dostP

A Że w troykącie APB..:;:;. 3S2L?. iiJ2*» '
wśt dostLwśt<p dostL dostL,

zatem: dL^r

W §. 160. zagadnienia drugiem znaleźliśmy: dJ/== wstP.dostL'.d£,

-Stąd: wstP.dostL'.dZ=:dostLCstyP.dz...,. dz = dostP.dZ..,.. (4)..

,We wszyslkicji czterech ćwiartkach -f-dZ daie -f dz,. a —dZ daie —dz,

161. ZagaĄnienie 3. Zdarzyć się może, żeśmy popełnili mafyMad w dłu-

gości i szerokości jcograficzncy giównega stanowiska sieci troykątow, potrzeba

Więczpalcźć wzory róźniezkowc na poprawę długości r szer&kości i poziomo-

luków mieysc innych rachowanych z położenia mieysca pierwszego.
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Jeżeli długość punktu głównego karty powiększa się o /-, oczywista Iest rzecz,,

25.C i dfugości rachowane,wszystkich innych stanowisk, leżących w kierunku licze-

nia długości jeograficznych, trzeba także powiększyć o «". .. .. ;.

.' Co:do szewjiosci, Pozwólmy, ze szerokość! jeograficzna L głównego pun-

ktu mappy -była bledną o dL.; przeto we wzorach (P) .£.x5i> rpzdz. XII; szu4'

kaymy różniczek na dl/, dP i dz, •ćo do dL. Będzie::
• ' ' , < • < * • . . . . . . . . : . • ' ' '•' ' . '• ' '

ar 11 AT ' i WSt2<p. WSt2 Z. dL c ' J • ir- " c a * '" •
d L ; / = d L — | - -V—-. ; a ze dowiedliśmy w S, 160, ze:

?. wstZ — wst P. dosLL'; przeto-: ' dL" == dL'— f wst 2 P. dL.

, . , ^ L ^ ^ O — | w s t 2 P ) d L — ( t — 2 w s t 2 t ' P ) d L = d o s t P < d L :

Ponieważ różnica dfugości P iest zawsze bardzo mała, przeto dL prawie

riiezem się nie różni od dL"/ \

Rózniczkuiąc wartość na P' mamy: • dP — w s t ^ w ' t Z i ^ g j I i dL.
, • " ' ; . ': ; .. •,, • , •' - d o s t a : L ' ._.•;'•. - '.':;

* dP'=wstP.slyL/,dL

AT , • . •' j wsti?. wst Z.dL' •, ws tP • 1 T ; ' ; < wstP' j ' t v f r • '• • •'•'
TNakomec: dz==:—I S—-.-• — — L-, d L ' = • — -. ^r-dT/;:

dóst 2 L' dostL' d o s t L ' ' .
dP—wstP. . s^L ' .dL. . : • ; ' '"•. '

:
 AJ/_ w s t P c l o s t P

d o s t L ' • ' • •••'•' d o s t L '

Puissant rozwiązaiąc toż samo zagadnienie wcale innym sposóLera, •otrzy-

mał' wzory niczera się nie różniące'od wzorów tu -dowiedzionych.

Kiedy dL iesf; doddtne, to i dP i dL" sądodatne i wzaiemnie. Ćo zaś do

poziomofuku, dL.dodatne daie dz odje«ine., kiedy Z iest w pierwszey lubtlrugiey

ćwiartce; kiedy zaś Z iest w trzeci-ey lub ciwartey ćwiartce, wtenczas dL dodatrłć

daiedz dodatne, a dL odjemne uczyni dz odjeinne'm.

1-62. Zagadnienie 4. Sprawdzaiąc wymiar podstawy, ieżcłi w podaney na '



nią długości odbyicmy małą omyłkę, iak poprawić długość boków sieci troyką-

lów z nicy rachowanych ? !• _

Nazwiymy długość początkową podstawy przez B., a znalezioną poprawkę

przez -f-clB; długość wyrachowaną któregokolwiek boku z sieci troykątów ozna-'

czmyr przez X, będzie:

t
log (X+;dX)=logX+ log ( i•+.,-£)= % X+ M ^ _og

Naycześeiey poprawka podstawy tak iest ma'1'ą., źe pierwszy wyraz szeregu

M. _ wystarcza do znalezienia wartości na log (X + dX). , .•.-.*

i63. W rachunku długości i szerokości jcograficzncystanowi.sk odbywanym

za pomocą wzorów (P) I)t'lambra. podanych w §. i5i, rozdz. XII, naznacza się

z początku pewna wartość spłaszczenia a. Zwyczaynie zakłada się średnia war-

tość, «, to ies,t -g-J-J-* Kiedy wyrachowane długości i szerokości stanowisk, obie-

ranych do sprawdzenia robot jcodczy-cznych, nie zgadzają się z obserwowanemi,

wtenczas wnieść należy; że inne spłaszczenie iest w iriieyscach obserwacyy, a

nie ^fj. Tu się, otwiera Obszerne pole robot praktycznych i sprawdzeń,. biorąc

rozmaite spłaszczenia, podslawuiąc ie we wzorach (P), i uwazaiąc zgodność dłu-

gości i szerokości stanowisk rachowanych i obscrwówtinych..

Oprócz tego, po wynalezieniu spłaszczenia pewnego służącego rozmierzane-

nm krajowi, za pomocą sposobów podanych w rozdziale XL koniecznie trzeba ie

podstawie we wzorach (P), i nanowo szukać położeń jeograficzrrych stanowisk.

- Te obie okoliczności przedstawuią następne zagadnienie. Dla ułatwienia ro-

boty 'i uniknienia powlarzań ńanowo długiego rachuku długości i szerokości,.- zna-

leźć wzory trygonometryczne różniczkowe, które służyłyby do poprawienia ra-



chowanych wprzódy położeń jcograficznych stanowisk w pewnem przypuszczeniu

spłaszczenia,, na spłaszczenie odmienne.. . -

Mamy z §,. i5r. dL=L'/~L~ — (<fvdostZ+|c
2'.wsti//.,wst2Z;styL)Ci+2«.dost:!L).

dP^IVFM=:^ r. |^..wst^wSt3Z.^.
dostL dostL.

Poszukaymy poprawki' na dL i dP dla odmiany *,

Pierwszą poprawkę nazwiymy ogólnie przez dL',. a drugą oznaczmy przez dP'

Ilość ^ - J l — ^ - a . w s t s I ) ; . a =
2 0 0 0 0 0 0 0 - (

a.wsti" _ « \

A z §. i37.. log-a^. l o g : 2 0 0 0 0 ^' + M f̂  +' l ! -

C 0 d aC0.
2.

Ta różniczka koniecznie iest potrzebną da znalezienia wzoru na cl ?",.

E d « x : d ad ż = ^ . w s t E . d « ; : .,
a. wst 1" a2.wsti"

Zamiast —- śmiało; można położyć t";. przetD::

(2). d c.^—— <wst 2L. d«—c'7. l i
. ' ' . - . • ' . 2 - " '

Dla znalezienia wzora_na* dLf'=-1—'d*,. rózniczkuymy wartość dL., uwaźa-
, d*.

ląc ę i «' za zmienne.. Będzie:.

dŁ':==!—dostZ.d^—2<?dbslZ',dostsL. d«..

Inne wyrazy wypac?aiaoce z różniczkowania naymnieyszego nie maią- znaczenia..

dL.'=F«fcwst2 L..dó5tZ..d*rfi'»dośtZ..d*.— 2?..dostZ.dost2L.cl«..

Zamiast c.,d
!ostZ można położyć -r-dL, to nie-sprawi o",óo t omyłki.

Stąd: wypadnie i. dL'=;-— wstsL..dL. d*--— | d L . d».+ 2'dbstaŁ.dL. d*. <

• ..,. dLf= 3;dost3L..dL.d« — dL.d«—-idL.d«...

Zatem :: (3)....,r.... dE'ś=3> dbstaLdL. d-^-fdl.d«»

'Inaczey:: • ;, d I / = = — | d L . d < i —
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(3 ' ) . . . . . . . . d I / = | dost 2 L d «. dL.

Szukając d P ' = - — da, nalepy różniczkować wzór na dP, uważaiac « za
cl *

zmienne z przyczyny odmiany a. Śmiało można zaniedbać różniczkę drugiego

wyrazu, iako •= o.. .

dP«5?Lf d * = - ^ ^
doslL clost L clostL 2

dPfca — dP. wst2 L. d *.—• I dP. <I« = = — dP. d «-f dP. tfost»I. d a — j dP. cl«..

(4). . . . . . . d P ' = — I dP. d a -f dosl3 L. dP. d «..

Inaczey: d~P7= — | dp. d «(3 — 1, dost* L) ==—f dP. d « ( 2 — dost 2 L)'„

(40... • •: d P A ~ — dP. d s + i dost 2 E. dP. d«...

Wzory (3): i (4) podał bez. dowodu: pierwszy P, Fuissanf, na Ićarcie 4or

drugiego wydania swoicy Topografii. Szukafera ich- zaraz: dowodu.po przeczy-

taniu tego dzieła; po rozlicznycli probacli trafiłem' na> drogę tu wskazaną, kldr*

zdaic się bydź naykrótsza^ i naywTaściwszą'. Przekonywałem1 sie,' że opuszczane

wyrazy żadnego nie maią znaczenia,, zasianawiaiajc się nad ich mafości;ri-rozwią-

zuiacc szczególne.-zagadnienia- Z» poniocaa logarylmów- Nowe te nieznane doląd

w Jeodezyi wzory, wielką zrobią przysługę inżynierom-jeografom- Skracaiąone

niezmiernie'robotę; która byłaby tym> dłuższą,, rozwiązuiąe na1 nowo same- wzo-

ry ((3) , że a trzeba uważać: za zmienne;.

Wzory (1) i (2)* także mogą się często przydae w praktyce..

Podałem tu na? dL/-i; dP/-wzory przeżeranie; wyprowadzone (3') i (40 ieszcze

prostsze- i prędsze do> rozwiązania od wzorów P. Puissana: W ważnych tego

rodzaiu pracach,, gdzie iedha. robota- daie się pospolicie dwóm osobom do racho-

wania, dla sprawdzenia wypadków, można użyć obu wzorów.. .



R O Z D Z I A W XIV.

O rachowaniu pomerzchni zienii lub iakieykolwick iey

• v części, . •

164. Wiemy, ze powierzchnia kuli == 4 * r a ~ K. Stąd: logK=:log4« +2logr,
i • • /

Stosuiąc ten wzór do powierzchni kuli ziemskiej, i biorąc środnią wartość na r

wypadającą z póTsummy promienia uważanego przy biegunach i przy równiku,

na który wyprowadziliśmy! wartość w §. IOJ , rozdz. XI. znaydziemy.:

log K = l o g 4 * -f 2. log 6,80387926^4 =314)7
Stąd powierzclinia kuli ziemskiey K=5o<)2938o65o hektarom. Jeden hektar za-

wiera IÓOOO metrów kwadratowych. v •

*'..., 165. Na kuli troykąt -równoboczny i rÓwnokątny, którego każdy kąt i-cst

prosty, iest poiową taśmy kąta proslcgo; iego powierzchnia iest ósmą częścią po-

wie rzchai kuli. Powierzchnia jakiegokolwiek troykata kulistego ABC równa się,

i'2.wst i//(A-|-B-fC—1800); przeto powierzchnie troykątów kulistych maią się do

siebie iak ich przepeTniciiia. Będzie sie więc miafa powierzchnia jakiegokolwiek

troykąta kulistego ABC,do powierzchni trójkąta równobocznego i równokąlne-

got> którego k a % kąt — ^o 0 , czyji <lo• -f JK:== (A-fB-fC—i8o°):90°.

Stad; . P O # : A A B C . = = ^ ~ (A+B+G—1800).'
' . , . . , „ ., •;; . , 0 . 9 0 : ' : ( > v - ^ - . _ . .. \ • • ., ..•:• ; | - : •

• • . • • • • . V , • • . ' " ' ' • • . - • • ' . . . • • ; • ' : ' • " " ' "

A ponieważ log——- = 11,8496358q84;
1 • ' 8 '9° v " Z,

zatem do logarytmu przepełnienia trójkąta kulistego wyrażonego w częścidch



— 2o5 —

stopnia, dodawszy 11,8496358984, znajdziemy logarytm powierzchni trbykąta

kulistego wyrażonej w metrach kwadratowych.

Uzywaiąc tego prawidła, łatwo znaleźć powierzchnią iakiegokolwick wielo-

kąta kulis lego, podzieliwszy go Ba tr-oykąly.

166. Maiąc karle odrysowaną sposobem Kassyniego wyfoźonym w rozdzia-

le \, gdzie wszystkie punk ta odnoszą się do linii południowcy 1 drugiey osi do

riiey prostopadTey, mamy tem samem pewną zdjętą cześć powierzchni ziemi po-

dzieloną na trapezy ABmm' (ffg.Ą3j,_yvktórych znamyljok mm'', czyli odlegfość

stanowisk przeniesioną na liniią południową i boki Am iBn/, czyli y i y'. Chcąc

wyrachować powierzchnią ABmm', przedłużmy bolci Am i Bm' aż do punktu P,

który będzie biegunem naszcy linii południowcy 5 , .

•p ow: A B mm7 = po w: P m ni' — p o w; P AB. >N

A'k .pow:Pmm'/=r2wsti//(P4-m+m'—i8o0) = i'2wsti/r/.P,

%.', \>ow. PAB =r a wsti"{P-f-A+]$— i8o0').

Przeto': pow: ABmm' =:r2!wst 1" (180*— (A+B)).

Nieznamy kąlów A i B, potrzeba więc znaleźć wartość na przepeTnicnie

x — (180 0— (A+B)) przez f (y.y'.mm').

Mamy z analogii Nepera w trójkącie PAB..../'

s t j ł (A+vB) .=: dostj | P < ^ i [ a - = ^ = dostyf mm'.J J I dost|Xa+b). J

Przeto: gtyj ic^aostyilA^B^stTi-mm^ w t * <*+?). r...... ':• - a&sąiy—-y')

Bo rozwiązania tego wzoru potrzeba y, f, i mm' dane w melraclj lub sa-

źniach zamienić na części okręgu koTa,

167. Powierzchnia pasa kulistego równa się wysokości iego rozmnożonej

prz.cz okrąg M a wielkiego. Niech L i V będą szerokości jeograficzne kot koń-
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czaocych pas, a promień średni kuli ziemskiey oznaczmy przez r. Będzie po-

wierzchnia pasa kulistego —

= 2* r 2 (wstl/—wstL)=4 * r 2 . wstj (I/—I) doitj (I/+Ł).,.".. (a).

Wiemy z Jeografii astronomiczney, ze kula ziemska dzieli się na pięć pa-

sów. Naprzód na pas gorący (zone torride), zawarty pomiędzy równoleżnikiem

raka i koziorożca. Na dwa pasy umiarkowane (zones temper ees), leza.ee na swo-

ich półkulach między zwrotnikiem i kołem biegunowym; i na dwa pasy zimne,

albo lodowate, (zones glaciales).,, które lezą pomiędzy biegunem i lołem biegu-

nowem; ieden na półkuli półhocney, drugi na południowcy. Szerokośćjeogra-

fićzńa obu równoleżników bierze się tu przez przybliżenie, i naznacza = 2 3 ° . 28';

a szerokość jcograficzna w szczególności każdego kofa biegunowego'= 66°. 32'.

.Według tego założenia, szukaiąc powierzchni pasów na kuli ziemskiey, znale-

źlibyśmy: dwa pasy lodowate. ; I, = 4 2 I 2 2 7 3 2 o 6 hektarom,

, dwa pasy umiarkowane =2643624,0880.

paś goraocy . ; '. . . , . =2028086764.0.

• '•} ' Ponieważ ziemia iest rzeczywiście bryTą zbliżoną do ellipsoidy obrótowcy

a nic doskonałą kulą , przeto tak powierznia kuli iako tez i powierzchnie pasów

przez przybliżenie xsą tylko wyrachowane. Lubo bowiem troykąty sfcroidyćzne

wypadające z jeodezycznych rozmiarów, dla małości swoicy, śmiało mogą bydź

brane za kuliste; większe Jednakowoż części powierzchni ziemi, ieżeli maią bydź

ściśle ocenione, muszą bydź rachowane iako sferoidyczne. Wzory w tym celu

podane są, przez Pttissana, ftelambra, Onaniego i jmnych sliwnych JeomeLrów.


