o

ezenie zbliza sic do zera, innemi sfowy krzywa obiega weigz punkt @,
zblizajac sig doft asymplotyeznie; jest lo spiralna, posiadajaca punkl
asymplotyczny .

Tak wige, jezeli 0§ chwilowa znajdzie si¢ w plaszezyinie gra-
nicznej, to nastepnie dazy ona weigz do lrzeciej osi gtownej punktu 0.
Po pewnym czasie kyl pomigdzy temi prostemi staje si¢ znikomo
malym, i mozemy uwazaé¢, nie popetiajac wyraznego bledu, 2e cialo
obraca si¢ stale okoto owej osi glownej.

129. Przypadki szczegblne. Rozwazymy osobno ten przy-
padek szczegélny, w ktorym momenty bezwladnosci wazgle-
dem dwdéceh osi gléwnych srodka O, mianowicie 4 i B, sg ro-
wne. Przypadek taki zachodzi np. w tym razie, gdy cialo jesl
jednorodng brylg obrotu, i punkt O lezy na osi symetryi.

Oznaczmy te o§ glownag punktu O, ktérej odpowiada mo-
ment bezwladnosei C) nie réwny A, przez z. Wiemy, %e w pla-
szezyznie dwdeh pozostalych osi glownych, czyli w plaszezy-
7znie prostopadlej do z, wszystkim prostym, przechodzacym
przez O, odpowiadaja momenty réowne 4, i kazdg z tych pro-
stych mozna uwazac¢ za o gléwng.

Poprowadzmy przez os z i przez weklor o plaszczyzne
i oznaczmy jej prosta przeciecia z owa plaszczyzng réwnych
momentéw przez x. Roztézmy nastepnie © na skiadowe o, i w,
w kierunkach z i @. Wektor H posiada w tych kierunkach
skladowe Cau,, Aw, i oczywiscie lezy w plaszezyznie zx.

Podobnie, jak w par. 125, otrzymamy tu réwnania

C*0,2+ A% 2=H"*
Ooj?+ 4o =T

Z réwnan tych wynika, ze o, i o, sa stale, a zatem i szybkos¢

(1).

wypadkowa o= Vo2 +0,? jest stala,
Tak wiee w rozwazanym przypadku szezegélnym szybkosé
kqlowa nie zmienia sig co do wielkosci.

Wektor o tworzy z osia z kal arctan :;1 Kat ten jest sta-
{ ]

ly, gdyz o, i v, s3 stale. Z tego wynika, ze prosta z jest osig
stozka ruchomego osi chwilowych, i ze stozek ten jest kolowy.

Wektor H tworzy z osig z kat arclan‘éﬁm , a kat pomie-

: ; : Aw,
dzy wektorami H i ® wynosi arclano % _ arctan—2, Kal ten
w, Wy,
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jest lakze staly, a poniewaz linia wektora H zajmuje niezmien-
ne polozenie w przestrzeni, przeto jest ona osig stozka stalego
osi chwilowych, i stozek ten jest réwniez kolowy.

Sprawa wige w rozwazanym przypadkn jest szezegolnie
prosta. Ruchomy stozek kolowy, kidrego osia jest prosta z, to-
czy si¢ po réwniez kolowym stozku stalym, kidrego osig jest
linia weklora H. W par. 40 nazwali$my ruch taki precesya.

Przypusémy, ze z jesl osig najmniejszego momentu. W la-

: . A : Aw, Wy
kim razie —>1, i arctan—— >arclan-—, a zalem o lezy po-
C Cw, I

miedzy H i z, i stozek ruchomy toczy sie zewnetrzng strong
po stozku stalym. Przypadek ten wyobraza fig. 67, na klérej
stozele bardziej ostry nalezy uwazaé za staly. Jezeli z jesl osig
najwiekszego momentu, to H lezy pomiedzy z i , i stoZzek ru-
chomy obejmuje stozek staly, stykajac si¢ z nim slrona we-
wnelrzng., Przypadek laki widzimy na [ig. 68, gdzie znowu sto-
zek ostry ma byé stalym.

Fig. 68.

Jezeli cialo obraca sig okolo prostej z, to na tej prostej
lezy rowniez weklor H, i o$ obrotu jest stala. Dajmy w tym
razie wektorowi H maly przyrost geometryczny. Odchyli sig
on cokolwiek od osi z i powstanie mata skladowa H; na osi z.
Skutkiem tego powstanie takze na tej osi mata skltadowa o,=
=]:—If wekiora o, a zatem weklor fen utworzy maly kal z osia z,
ktéry pozostanie juz nadal bez zmiany. Z tego wida¢, Ze ruch
zmieni sie w malym stopniu, i mozna uwazaé¢ ruch okolo osi z
za trwaly.

Przypusémy teraz, ze ciato obraca si¢ okolo prostej ,
prostopadlej do z. I w tym razie wektor H lezy na osi obrotu,
ktéra nie zmienia sie z biegiem czasu, ale ruch taki jest nie-
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trwaly. Istotnie dajmy wektorowi H przyrost dowolnie maly.
Jezeli tylko wektor ten wyjdzie z plaszezyzny rownych mo-
mentdw, to osig stozka ruchomego stanie sie prosta z, i 0§
chwilowa zacznie wedrowaé w ciele, odchylajac sie coraz bar-
dziej od polozenia pierwotnego. Stozek ruchomy bedzie w tym
razie bardzo rozwarty, a stozek staly bardzo ostry. Osig tego
drugiego jest wektor H, ktory zmienil bardzo malo polozenie
w przestrzeni, a zatem w przesirzeni o obrotu bedzie zmieniala
potozenie bardzo mato.

Rozwazania powyzsze wyjasniaja znany fakt, Ze szybki
ruch obrotowy do pewnego stopnia utrwala polozenie osi obrotu
w przestrzeni.

Wyobrazmy sobie bryle obrotu, ktérej $rodek cigzkosci O
jest unieruchomiony. Mozemy uwazaé, ze zadne sily na nig
nie dziatajg, gdyz moment sity cigzenia wzgledem O jest ze-
rem. Nadajmy takiemu cialu bardzo szybki ruch obrotowy
okolo osi symetryi; skutkiem tego powstanie bardzo duzy wek-
tor H w kierunku tejze osi,

Wymierzmy bryle uderzenie, skierowane np. prostopadle
do osi symetryi, i niechaj h oznacza moment impulsu wzgle-
dem 0. Oczywiscie wektor H otrzyma przyrost geometryezny h
i odchyli si¢ od dotychczasowego polozenia o arctan%.Ponic-
waz H byto duze, przeto kat ten jest matly, a wiec wektor H
zmieni nieznacznie polozenie w przestrzeni. W dalszym ciggu
of symetryi bedzie tworzyla z tym wektorem matly kat staly,
zataczajgc w przestrzeni stozek bardzo ostry. Bedzie si¢ wyda-
walo, ze bryta i dalej wiruje okolo nieruchomej osi symetryi.

0§ symetryi tem mniej zmienia polozenie pod dzialaniem
uderzen, im wigkszy jest wektor H, lub im wigksza jest szyb-
kos¢ katowa bryly. Gdyby szybko$é poczatkowa byla mata
lub rowna zeru, to nawet stabe uderzenie odchylitoby znacz-
nie wektor H od osi symelryi, a zatem ta o$§ zmieniala by
bardzo znacznie poloienie w przestrzeni, i dalszy ruch ciala
bytby na pozér zupelnie nieregularny.

Przypu$émy wreszcie, 2e A=B=C. W takim razie cialo
jest kuliste; znaczy to, ze momenty bezwladnodci jego wzgle-
dem wszystkich prostych, przechodzgcych przez O, sa réwne,
i kazda z nich mozna uwazaé za o$ giéwna.
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Gdy wprawimy w ruch takie ciato, to w kazdym razie
wektory H i o znajdg si¢ na jednej prostej, a zatem o$ obrotu
nie bedzie zmieniata polozenia ani w ciele, ani w przestrzeni.
Ruch ten jest oczywidcie trwaty.

Prz. 1. Cienka jednorodna sztaba moZe poruszaé si¢ swohodnie
okoto swego §rodka, Wprawiamy ji w ruch okolo osi, tworzace] z nig
kgt dowolny. Dowie$¢, ze szlaba, pozostawiona nadal samej sobie, be-
dzie zataczala w przestrzeni plaszczyzne.

Prz. 2. Prosty stozek kolowy, ktérego wysoko§é=h, a kal wierz-
cholkowy ma 60° moze si¢ swobodnie obracaé okolo swego $rodka
cigzko$ci, Jaki bedzie tor wierzeholka, gdy wprawimy taki stozek

w ruch okolo osi, tworzacej z jego osig kat «? Odp. Kolo o promieniu
21hsina

4V49+415coste
Prz. 3. Okraglej tarczy, ktorej Srodek jest nieruchomy, nadano
szybko§é katows w okolo osi, tworzgcej z plaszezyzng larczy kit e

Po jakim czasie tarcza powrdci do potozenia pierwolnego? Odp.
2n

wVit3sinta’

Prz, 4. SzesScian obraca si¢ okolo jednego ze swych wierzchol-
kow, i zadne sily zewngtrzne nan nie dzialaja. Niechaj v, w,, w; ozna-
czajy skladowe szybkoSci kgtowej w kierunkach kra_wcdzi, przecho-
dzaeych przez $rodek ruchu; okazad, ze sumy w;+w,+wy 1 024w, w,?
s slate.

130, Roéwnania Eulera. Niechaj znowu punkt O ciala

sztywnego bedzie nieruchomy, ale przypuscimy teraz, Ze na
cialo dzialajg sily Py, P,... Jezeli te sily sprowadzaja sie do
jednej wypadkowej, przechodzgcej wecigZz przez O, czyli jezeli
suma geometryczna ich momentéw wzgledem O jest stale ze-
rem, to nie wytwarzaja one zadnych przyrostéw wektora H;
wektor ten nie zmienia sie ani co do kierunku ani co do wiel-
kodci, a zatem ruch ciala calkowicie odpowiada teoryi, wyto-
zonej w par. 125 i nastepnych. Od sit Py, P, ... zalezy jedynic
reakecya w punkecie O, lecz na ruch ciata nie wywieraja one
zadnego wplywu,
' W przypadku ogélnym, gdy suma momentéw sit P, P, ...
wzgledem O nie jest zerem, badanie ruchu ciala jest wogéle
trudniejsze. Czesto bywaja tu uZyteczne tak zw. dynamiczne ro-
wnania Eulera, ktére wlasnie mamy teraz poznat.

Niech A, B, C oznaczaja, jak poprzednio, gtéwne mo-
menty bezwladnodei wzgledem punktu O; osi gldwne oznaczy-
my tym razem przez a, b, ¢. Oznaczymy dalej te proste prze-
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strzeni, an kloryeh w chwili { przypadaja osi «, b, ¢ odpowice-
dnio przez a, y, =

Rzuty wektora H na osi gléwne bedziemy oznaczali przez
H,, H,, H,, a na &z, y, z przez H,, H,, H,, W chwili { pier-
wsze nie roznig sie od drugich ale juz w chwili naslepnej,
gdy osi «, b, ¢ zajmg nowe polozenia, zaznaczy si¢ roznica za-
réwno co do wielkosei, jak i kierunku.

W analogiczny spos6b bedziemy oznaczali rzuty wektora .
Pragniemy wyrazié¢ przyrosty dH,, dH,, dH,, kiére w czasie d!
otrzymaja sktadowe H,, H,, H, w funkcyach 0., w;, o,.

H,, H,, H, sa sktadowemi wektora F, a zatem H, jesl
w kazdej chwili réwne sumie rzutéw tych sktadowych na pro-
sta . Z tego wynika bezposrednio, ze dH, bedzie rowne sumie
rzuléw przyrostow, ktére w czasie df olrzymaja owe skladowe.

Skiadowe H,, H,, H, sa to wektory ruchome, takie wia-
$nie, jakie rozwazaliSmy w par. 50 i 51. W czasie df kazdy
z nich otrzyma pewien przyrost geometryczny, ktory rozlozymy
zaraz na dwie skiadowe, a mianowicie na przyrost styczny
i przyrost normalny. Pierwszy z nich, jak wiemy ze wzmianko-
wanych paragraféw, posiada kierunek wektora ruchomego,
a drugi jest don prostopadty.

Przyrosty styezne wynosza (H,, dH,, dH,. Rzut pier-
wszego na o8 x jest rowny dH,, rzuty dwdch pozostalych sa
zerami. Rzut przyrostu normalnego skladowej H, na o$ 2 jest
takze zerem, potrzeba wiec jeszcze lylko wyznaczyé rzuty przy-
rostow normalnych sktadowych H, i H,.

O$ b obroéci sie w czasie dl o kgt w.dl okolo osi ¢ i o0 kal
w.dl okolo osi ¢. Stosownie do tego przyrost

0.c x normalny wiektora I, bedzie mial dwie
! sktadowe, a mianowicie sktadowa Hyw,dl,
/ potozong w plaszezyinie be lub yz, oraz
/ % sktadowa Hyw,dl, polozona w plaszczyznie
i ab lub ay. Rzut pierwszej na o$§ = jest

oczywiscie zerem, druga jest rownolegla

haddtl — do z, ale zwrécona w strone ujemng, a za-
— v tem rzut jej = — Hyw.dl,

Prosta ¢ obrdci sie o kal w,dl okolo

é a i o kat wudl okolo b, a zatem skladowe

Fig. 69. przyrostu normalnego weklora H, beda
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Ho,dt | Huoudl. Pierwsza lezy w plaszezyinie yz, i rzut jej na
o$ 2 jest zerem, druga lezy w plaszesyznie za, i rzut jej jest
vowny -+ Hywydl,
Wypada wigc, ze
dHy = dH, ~ Hyw,dl + H,wydl.
Lecz Hy=Auw,, a zalem dH,=Adw,; dalej Hy=Buw, i H,=Co,,
Wstawiajge to w wyrazenie powyzsze, otrzymamy
dH,= Adw, - (B— C)wow,dt . . . . (1).
Oznaczmy przez L, M, N odpowiednio sumy momentow
sit P, P,... wzgledem osi z, y, z. W takim razie dH,=Ldl,
a zatem Adw,—(B- C)wywdl=Ldl. Z lego oraz z dwoch ro-
wnan analogicznych olrzymamy

dovy o
4 - (B-C)wyw, =L,

B%’—:EL(O— A)w,0,= M,
C Ei;’:"ﬁ(A —~ Bjusiy =X,

Sa lo wlasnie réwnania Eulera.

131. Inny dowdéd. Spos6b, w jaki otrzymaliSmy w pa-
ragrafie poprzedzajgcym rdwnania Eulera, jest bardzo prosty.
Pozwala on nawel przy niewielkie] wyobrazni geometrycznej
przypomniec je sobie od razu bez zadnych rachunkéw. Dobrze
bedzie jednak poznaé jeszeze inny spos6b, prawie réwnie pro-
sty; przyczyni sig to do lepszego zrozumienia rzeczy.

Zachowamy wszystkie oznaczenia poprzednie i jeszcze ozna-
czymy przez () koniec wektora H. Wspdlrzedne tego punkiu
w uktadzie a, b, ¢ beda H,, H,, H,, a w uktadzie «, y, z H,,
H,, H,, jezeli wspélezynnik proporcyonalnodci jest rowny je-
dnostce. W czasie ¢ wspdlrzedne te sg odpowiednio rowne, jak
juz zaznaczyliSmy w par. poprzedzajgcym.

Wektor H zmienia sie z czasem zaréwno co do wielkosei,
jak i kierunku, a zatem koniec jego @ jest ruchomy. Szybkosé
(bezwzgledna) punktu @ posiada dwie skiadowe, a mianowicie
szybkosé w wzgledem ciata, czyli wzgledem ukladu a, b, ¢,
i szybkos$é¢ unoszenia u, t. . szybkosé tego punktu ciata, w kto-



— 330 —

rym w chwili ¢ przypada punkt (. Wyznaczymy rzul szybko-

(L

dt
Oczywidcie rzut ten jest réwny sumie rzutéw skladowych

w i n, czyli

$ci bezwzglednej na of x, czyli

dH

—(?fﬁ=w_,u—|—u:= R G
W chwili { wx=w.,=£‘%= %G%f; 1, znajdziemy przy po-

mocy wzordw, ktére poznaliSmy w par, 46. Mianowicie

u,=0,H —~vH,
Lecz wy=wy, w,=0, H,=H,=Co, i wreszcic H,=H,=DBuw,
a zatem

= (C— B)ayo,.
Wprowadzajac to do (1), otrzymamy

dH, dw,
iR ) O

. i} dH, L e
a poniewaz z drugiej strony —%:—d(—?, przeto wypadnie, jak
poprzednio
dw,
A -
Réwnania Eulera S$ciggaja si¢ do osi niernchomych, ale
do coraz innych, a mianowicie w kazdej chwili do tych, na
ktérych przypadaja wowczas osi gléwne punktiu O, a zatem
mozna uwazaé, ze réwnania te dotycza osi giéwnyeh, t. j. pro-
stych, nalezacych do ciata i poruszajgcych si¢ wraz z niem.
Prz. 1. Okaza¢, ze rownania (1) i (2) par. 125 wynikaja z ré-
wnan Eulera.
W przypadku, gdy na ciato sily nie dzialajg, L=M=N=0. Mno-

Zac rownania Eulera odpowiednio przez_w, w, w i dodajac, otrzy-

(B - C)wyw,=L. .

mamy
Aw dw + Bo,dw, + Cw dw,=0,
a mnozjc przez dw, Buw,, COw, i dodajge, otrzymamy
A*w do, 4 Biwydo; 4+ 0w dw,=0.
Calki tych réwnan sg réwnaniami zgdanemi.

Prz. 2. Punkt O ciala jest nieruchomy, i Zadne sily z wyjatkiem
reakeyi nie dzialajg. Poczatkowo wektor w lezal na przecigciu jednej
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z plaszezyzn granicznych i plaszezyzny za. Wyznaczy¢ o w fun-
keyi L
Wyznaczamy naprzod oy w funkeyi . Wedlug drugiego rowna-
nia Eulera bedzie
dwy

BW=-(A—~C')w,wx Y % % 3 % ® oa a w (2}.

Dalej z (3) i (5) w par. 125, uwzgledniajgc H®*=RBT, otrzymamy
0 (4—C)w;*=(4—B)T—B(A—By/,
A(C—A)w*=(C—B)T—B(C—B)uw,? .
Zakladamy T=Bw?® Znaczenie stalej w, jest jasne; takq warloié przy-
bierze szybko$¢ katowa, gdy osig obrotu stanie si¢ prosta y. Przy po-
mocy tego zwigzku z dwoeh rownan ostatnich otrzymamy
Bsna(wl‘a_myz)z
W S e e — ———
(4—0)?
(4—B)(B—0)
AC '
¢wiartce plaszezyzuy zx, w ktorej wspolrzedne z i x sy dodatnie.
W takim razie o,, w, a wiec i ww, muszq by¢ dodatnie, i

gdzie n*= Przyjmiemy, ze poczatkowo o lezy w tej

Bn(w,®—uw,*)
gy == ——— —— =,

E 11'_'0
‘Wprowadzajac to do (2), znajdziemy
dwy,

——=—n(m,2—w?).

di
. wl(gm“lt-e_-ﬂ"'"lt)

o t+e—1tw1t

Skﬂd Wy =

Z tego réwnania wynika, ze wy, zbliza si¢ asymptotycznie do —uw,.
Jest to zgodne z prz. par. 128, wedlug ktorego os chwilowa zbliza
sig asymplolycznie do osi y.

Znajdziemy juz leraz latwo, ze w?=w,*4n*(w*—o0,?); gdy wy, zbliza
sig do wy, to i w zbliza si¢ do w,.

Prz. 3. Cialo obraca si¢ okoto punktu nieruchomego pod dzia-

dT ;
laniem sil jakichkolwiek. Dowie$¢, ze -d—I=NE!, gdzie T oznacza silg

zywa, N sum¢ momentdw sit wzglgdem osi chwilowej i Q szybkosé
kalowa.

Prz. 4. Ciato jest w ruchu kulistym okolo punktu O i pozostaje
pod dzialaniem sil, ktére w kazdej chwili wywolalyby ruch okolo
osi, prostopadlej do Owezesnej szybkoSci katowej, gdyby wowezas
cialo bylo w spokoju. Dowies¢, ze w tych warunkach szybko$¢ ka-
towa pozostanie stalg co do wielkosei tylko w takim razie, jezeli mo-
menty bezwladno$ei wzgledem dwéch osi gléwnych punktu O sy
rowne. '
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7 przyloczonych okoliezno$ei wynika, ze

Lma Muw, Nl{]f

—_— =),
A B ¢
Przy pomocy lego zwigzku olrzymamy z rownaf Eulera
d(w?)

ABC.

= =24~ B)(B— C)(4—0).

Prz. 5. Prostopadioseian, posiadajgcy krawedzie 2a, 2a, 20, obra-
ca si¢ okolo swego $rodka; dziala nan jedynie sila cigzenia wraz z re-
akeyg, a skladowa szybkosci kalowej w kierunku osi symelryi =uw,.
Dowies¢, ze szybko$é kglowa okolo kazdej z pozostalych osi gldwnych

— . ; : 2x(b*+a?)
zmienia si¢ okresowo, i wyznaczy¢ diugosé okresu. Odp. -W—-a—a).
iy e

Prz. 6. Plyta w ksztatcie jednej pellicy lemniskaly moze sig po-
ruszac¢ okolo punktn wezlowego, i Zadne sily nanig nie dzialajy. Ply-
la olrzymala w pierwszej chwili szybko$¢ katowg okolo jednej ze sty-
cznych w punkeie wezlowym; wyznaczyé stosunek najwigkszej szybko-
/3n+4

3

Oznaczmy przez m, i, z osi glowne $rodka obrotu, i dajmy na lo, zZe
pierwsza przechodzi przez pole plyly, a trzecia jest prostopadla do jej
plaszezyzny. Z dwoch rownan Eulera wynika, ze w,2+4w,f=w,?, gdzie
wy oznacza szybko§¢ poczatkowa. Zatem w?*=uw’+w,? i w osigga ma-
ksymum i minimum jednocze$nie z w,. Biorge pod uwage trzecie
rownanie Eulera oraz réwnanie sily zywej, dojdziemy latwo, 7¢ w,
osigga maksymum, gdy w,=0.

$ei kqtowej do najmniejszej. Odp.

Prz. 7. Na cialo szlywne, bedace w ruchu kulistym, dziala laka
para sil, ze kwadral momentu ilogci ruchu wzgledem $rodka jest pro-
porecyonalny do -sily zywej. Dowiesé¢, ze plaszezyzna, zawierajaea we-
ktory H i w, jest prostopadia do plaszezyzny, zawierajacej pierwszy
z nich oraz moment pary.

Z véwnan (1) i (2) w par. 125 oraz z rownai Eulera olrzymamy

LHAMH,+ NH, — D(Lw,+ Mw,+ Nw,)=0.
Oznaczmy przez & i 4 katy, ktére moment pary lworzy z H i w, a przez
¢ kat pomiedzy H i w. Wiadomo, ie wcos p:% (par. 125, prz. 2), Slad

i z poprzedniego réwnania wynika cos # cos p=cosd. Zwigzek ten jest
dowodem wypowiedzianego Lwierdzenia.

Prz. 8. Cialo porusza si¢ okolo nieruchomego punktu 0. Momen-
ty bezwladno$ci wzglgdem osi glownych =, y, z tego punkiu wynoszy
A, 4, €, 1 w kierunku osi z dziala weigz para o stalym momencie N.
W pierwszej chwili cialo miato szybko$¢ katowsa w, okolo osi y. Wy-

. . x (4=C)0ws* 2*
znaczy¢ stozek ruchomy osi chwilowych. Odp, == tan ~-———— —— .
y 24N 2t §°
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Z dwoch rownan Eulera dojdziemy, z¢ w2+w,?=w?, a z trzecie-
go, ze Co,=Nt; naslgpnie otrzymamy w,, w, w funkeyach [ Nalezy
zachowac¢ jednorodno$¢ réwnan.

Prz. 9. Punkt O ciala szlywnego jesl nieruchomy, a momenty
bezwladnosei wzgledem jego osi glownych @, y, z wynoszy odpowie-
dnio 4, 4 i €. Cialo otrzymaio szybko$¢ kgtowa okolo osi, lworzgcej
z osig z Kyl 7o, a dalej dziala na nie para opoOZniajgca (np. opor po-
wielrza), ktorej moment jesl skierowany zawsze wedtug osi chwilowej
i proporcyonalny do szybko$ci kglowej (wspdlez. proporcyonalno$ci
==k). Jak zmienia si¢ z czasem kal ¢ pomiegdzy osig chwilows i osig z?
i
Odp. lany=tanye ¢ Jezeli 4> ¢, to o chwilowa odchyla si¢ co-
raz bardziej od osi z zblizajgc sie asymptotyeznie do plaszezyzny
rownych momentéw. Jezeli 4< 0, lo 0§ chwilowa zbliza sie asympto-
lyeznie do osi z. Jezeli wreszeie 4=(, Lo kgl pomigdzy temi osiami
jesl staly.

132. Precesya regularna. Na fig. 70 prosta 0C wyo-
braza o$ symelryi jednorodnej bryly obrotu, a zarazem o$ ma-
teryalng, wystajaca z tej bryly w obydwdch koncach. Koniec
dolny osi jest osadzony w lozysku kulistem nieruchomem O, a ko-
niec gorny w lozysku ruchomem cylindrycznem C. To ostainie

D

o
Fig. 70.

taczy sie zapomoca sztywnego lekkiego $ciggna UD z fozyskiem
D, nasadzonem na nieruchoma o$ pionowa OD, przechodzacy
przez tozysko 0. Sciggno to jest prostopadte do OC. Przy takiem
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urzgdzeniu cialo moze obracaé sie okolo swej osi OC i jedno-
czeénie wraz z ostatnig okolo pionu OD.

Przypusémy, ze Srodkiem cigzkosei ciata jest punkt S i ze
cigzar jego jest réwny @. Moment bezwladnosci wzgledem osi
0C oznaczymy przez ¢, a wzgledem prostych, poprowadzonych
przez O prostopadle do OC przez A. Précz tego niechaj be-
dzie kat COD=%, 0S=a i OC=D.

Nadajmy teraz ciatu ruch obrotowy okolo OC i okofo OD;
pragniemy zbadaé reakeye R, ktérg tozysko D wywiera za po-
$rednictwem $ciggna na koniec osi ciala C.

Jest rzeczg prawie oczywista, ze szybkosci katowe oby-
dwodch ruchéw obrotowych, kidre posiada cialo, sa state. Mozna
to uzasadni¢ $cisle w sposob nastepujacy.

Calkowita szybko$é katowa ciata lezy w plaszezyznie OCD;
rozlézmy ja na sktadowe ® i w, w kierunkach prostych OC
i OA, z ktérych druga jest poprowadzona prostopadle do OC
w plaszezyzinie OCD. W takim razie podwodjna sila zywa cia-
{a wyniesie

A®,? + Co?,

Jest to oczywiscie wielkos¢ stata. Z drugiej strony dowiedzie-
my fatwo, ze o, t. j. rzut szybkosci kgtowej na o§ OC, jest
staly. W tym celu poprowadzmy w ciele przez O prostopadle
do OC dwie proste, tworzace kat prosty. Mozemy je wraz
z OC uwazaé za osi gléwne punktu O i zastosowaé do nich .
réwnania Eulera*). W trzeciem z nich, dotyczacem osi 0O,
B=4, a précz tego N=0, gdyz momenty wszystkich sil, dzia-
tajacych na ciato, wzgledem OC sg zerami. Wypada wige, Ze
-g?i=[]; z tego wynika, ze 0, a wiec i w,, sg stale.

Rozlézmy teraz catkowita szybko$¢ katowsa na skladowe
Qi o' w kierunkach OD i OC. Biorgc ich rzuty na OC i OA,
znajdziemy, ze

w=0"+Qcosd, w©;=Qsind.

Z tego wynika, ze & i ' sg réwniez stale.

") Prosta 04 jesl ruchoma w ciele, a wiec do niej rownan Lych
stosowa¢ nie wolno.
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Moment ilosci ruchu ciata wzgledem O, czyli wektor H,
posiada w kierunku OC sktadowg Cw, a w kierunku 04 skla-
dowy AQsind. Skladowe te w czasie df obréca sie wraz z pla-
szezyzng OCD o kgt Qdt okolo pionu OD, a zatem pier-
wsza otrzyma przyrost Cwsin.Qdl, prostopadly do plaszezy-
zny rysunku i zwrécony w strong widza, a druga przyrosl
AQsin ¥ cos § . Qd! réwniez prostopadly do tej plaszczyzny, lecz
zwrocony w strone odwrotng. Calkowity przyrost wektora H,
mierzony w strone widza, wyniesie 2(Co — AQ cos &)sin & dl.

Przyrost ten wytwarzaja momenty sit ¢ i B wzgle-
dem 0. Moment wypadkowy, mierzony w strone widza, wy-
nosi Qasind—Rb, a zalem

Q(Co — AQ cos ¥)sin & dt =(Qa sin & — Rb)d!

R=[Qa+9(A9cosm‘}—Gm)]sinﬂ )

Taka wiec sila powinna dziala¢ w plaszezyZnie pionowe]
na punkt ¢ prostopadle do osi OC, aby wskazany ruch magt
trwaé stale. Sita ta jest rdwna zern w dwodeh przypadkach,
po pierwsze gdy sind=0, czyli, gdy kat ¥ jest réowny zeru
lub m; a wiec w tym razie OC zajmuje polozenie pionowe,
a $rodek cigzkosei moze znajdowaé sie wyzej lub nizej od O.
Bylo to oczywiste z gory. Przypadek drugi jest daleko cie-
kawszy. Zachodzi on wéwezas, gdy

Qa+Q(4%cosd—Cw)=0 . . . . . (2.

Poniewaz w tym razie $ciegno OD nie wywiera reakeyi,
mozemy wiec je usungé, nie wywolujac tem zadnej zmiany
w ruchu ciala. Bedzie ono w dalszym ciagu wirowato okolo
osi symetryi OC z szybkoscig katowgq o' =n—Q cos ¥ (wzgledem
plaszezyzny OCD), obracajac sie jednocze$nie z szybkoscig
okolo osi pionowej OD. Taki ruch pp. Klein i Sommerfeld
w swem obszernem dziele o baku nazwali precesyq regularng.
W podobny sposéb porusza sie w stosownych warunkach bgk
dziecinny Iub zyroskop.

Precesya regularna nalezy do najdziwniejszych zjawisk
mechanicznych. Wydaje sie ona czem$ paradoksalnem, zwila-
szeza gdy kat & jest blizki prostego. Wyglada tak, jak gdyby
cialo nie podlegalo dziataniu sity cigzenia, bo nie spada, jak-
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kolwiek jest podparte tylko w punkcie O, poloionym zdala od
srodka ciezkosci. _

Gdy mamy dane o i &, to mozemy z (2) wyznaczy¢ taka
szybkosé katowa @, przy ktorej zachodzi precesya regularna.
Wypadnie
o~V C%0? = 14 Qa cos &

) Pt s s ow ae (D)
5 24. cos & (

e

Widzimy, Ze istnieja dwie wartosci szybkosei &, przy ktdrej
w danych warunkach zachodzi precesya regularna. Jezeli
&> 'E, inacze] mowige, gdy srodek ciezkodei ciata znajduje sie
nizej od O, to wartodci te sa w kazdym razie rzeczywiste. Je-

zeli {l-<1-2t—, a wiec Srodek ciezkosci lezy nad O, to Q jest rze-

czywiste, jezeli wyrazenie stojace pod znakiem pierwiastka jest
wigksze od zera, czyli jezeli

m2>‘i- 4.Qa cos & )
c C
Warunek ten wskazuje, ze tem flatwiej jest doprowadzi¢ cialo
do precesyi regularnej w' polozeniu, wskazanem na fig. 70, im
il - A :
mniejszy jest stosunek < Oldwek, oparly na zaostrzonym
koneu, magtby poruszaé¢ si¢ w ten sposob lylko przy bardzo
wielkiej szybkosci kalowej okolo osi. W nim C, L. j. moment
bezwladno$ei wzgledem osi, jest bardzo maly w stosunku do A.

Jezeli n—<§, to w (8) licznik jest dodatni, jakikolwiek

znak polozymy przed pierwiastkiem, a wige obydwie wartosei
Q s3 dodatnie; znaczy to, Ze obydwie szybkosei katowe Q i ®
podezas precesyi regularnej maja kierunki takie, jak wskazuja
strzatki na fig. 70, albo obydwie odwrotne. Jezeli 3)—2—,’(0
licznik w (3) jest dodatni lub ujemny stosownie do tego, czy
przed pierwiastkiem stoi plus czy minus, mianownik za$ jest
w kazdym razie ujemny; znaczy to, Ze dwie wartosci Q, przy

ktérych zachodzi precesya regularna, posiadaja kierunki od-
wrotne.
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. T . . ‘
Jezeli 9= 5 to precesyi regularnej odpowiada tylko jedna
(skonczona) wartos¢ Q, a mianowicie

QRa

=)

Cw
jak widaé z (2).

Prz. 1. Kélko zyroskopu jest zrobione z cienkiego drutu; pro-
mien jego=r i cigzar=@. 0§ 08 i szprychy sg lekkie. Kolko wiruje
okoto osi 0S z szybkoécia katowq w i obraca sie jednocze$nie okolo
pionu 0D; o§ 0S8 pozostaje poziomg, i odlegto$¢ 0S=a, gdzie S ozna-
“cza $rodek kotka. Wyznaczyé bezposrednio, postugujge si¢ zasadg
d’Alemberta, szybkos$¢ precesyi €, t. j. szybko$¢ katowsa okolo pio-
nu OD. :

Rozkiadamy reakcye w 0 na skladowe w kierunkach 0§ i 0D.
Pierwsza oznaczmy przez R, druga musi byé¢ réwna @, gdyz $rodek
cigzkoSci S nie posiada przyspieszenia pionowego.

Podzielmy obwoéd kolka na elementy, Przy$pieszenie kaidego
z nich ma trzy skladowe: (1) przySpieszenie wzgledne, (2) przyspie-
szenie unoszenia i (3) przyspieszenie Coriolisa. Odpowiednio do tego
otrzymamy trzy uklady sit odwrotnych do czynnych. Pierwszy rowno-
wazy si¢ sam przez sig, drugi posiada wypadkows na 0S8, ktéra ré-
wnowazy si¢ z R, trzeci sprowadza si¢ do pary, ktérej moment jest
prostopadly do plaszezyzny DOS i rowny mriQw, gdzie m oznacza
mas¢ kotka. Para ta musi sig réwnowazyé z reakcyq pionows i cig-
Zarem, a zatem

mrt, Qu=Qa.

Jest to zgodne z ostatnim wzorem w tekscie, bo mr* jest mo-

a
mentem bezwladnodcei kétka wzgledem osi 0S. Ostatecznie 9=ng .
il
Prz. 2. Okrggla tarcza o promieniu « pozostaje w ruchu prece-
syi regularnej na zupetnie chropowalej plaszczyinie poziomej. Pla-
szezyzna tarczy tworzy z pionem kil «, a szybkos¢ katowa precesyi
jest rowna Q. Wyznaczy¢ promien kola, ktore zatacza $rodek tarczy.

A — 02
odp. (1_9'__9. acos ﬂtw .
6Q2

Przypudémy, Ze osia precesyi jest prosta OD; o$ tarczy OS prze-
cina jg w punkcie 0. Punkt ten jest nieruchomy, i przez niego prze-
chodzi zawsze o$ chwilowa, obeenie 0B. Tworzymy wektor H wzgle-
dem tego punktu 0. W tym celu rozkltadamy calkowity szybko$¢ ka-
towg wedlug prostej 0§ oraz wediug réwnoleglej przez 0 do Srednicy

r 3 L]
BE. Znajdziemy, %e pierwsza w=—, gdzie r oznacza promien szuka-
a

ny, a druga=Qcosu«. Stosownie do tego wektor H posiada skiadowe

Nauka o ruchu. 22
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Qw i AQ cose, gdzie C.i A oznaczajy odpowiednie ‘momenty bezwia-
dnodci. Wektor ten w czasie df otrzyma przyrost i
Q(Cwcos a+-AQsinucosa)dl . :

Przyrost ten wytwarzajg ci¢zar tarczy @i reakecya w punkeie zelkme-

. cia B. Oslalnig rozkladamy na skia-
dowe pionowa 1 pozioma; pierwsza
jest rowna @, bo $rodek ci¢zkosci
nie posiada przy$pieszenia piono-
wego, a druga F nadaje temu $rod-
kowi praypreszeme normalne, a
wiec jest rowna MQ?r, gdzie M o-
znacza masg¢ larczy.

Prz. 3. Jednorodny prosly sto-
zek kotowy toczy sig na plaszezy-
znie poziomej doskonale chropowa-
tej, i ruch jest jednostajny; promien
podstawy stozka jest réwny a, a kat
wierzcholkowy 2z Ile co najmniej
sekund trwa calkowity obrol stozka
okolo pionu, przechodzacego przez
_ : : :  wierzchotek? Odp.

Gl ot : Fig ™, . o M(‘m
: : -5g(4—3 cos’x)

Precesya mgulama odbywa sie tu pod dziataniem pary sil, z kto-
rych jedna jest cigzarem stozka, a druga reakcya plaszezyzny. Punkt
przylozenia reakeyi z gory nie da sig¢ wskaza¢, w kazdym razie lezy
on na tworzgcej, ktorg stozek w danej chwili dotyka plaszczyzny.
Znajdziemy latwo, ze ruch jesl najszybszy, gdy ramig¢ owej pary jest
najwieksze. '

Prz. 4, Chropowala tarcza pozioma moze si¢ obracaé okolo osi
pionowej. Na tarczy spoczywa prosty sloZek kolowy z wierzcholkiem
na jej osi. Zaczynamy ohraca(. tarcze ze sta{q szyhkoacn ka{owq w. Do-

w1e:.é (1),

(wtem €, 4 i D oznaczajg odpowiednio momenly bezwladnoéci stozka
wzgledem osi, wzgledem prostopadlej do osi przez wierzcholek i wzgle-
dem iworzgcej), (2) ze wowezas reakeya tarczy przechodzi przez $rodek
cigzkodci stozka. Proécz tego zbadaé ruch w tym szczegélnym przy-
padki, gdy C=4

! Prz. 5. Naczyme sto#lmwe, posmdamce kaL wler;achol]mwy %y
obraca si¢ ze stalg szybkoscia katowa @ okoto pionowej tworzgcej z.
W naczynin znajduje sig kula o powierzchni chropowatej .i pro-
mienin a; :;tyka si¢ ona stale z. wewngtrzng powierzchniy stozka
w.:punkcie ¢, polozonym na “tworzgcej przecxw]eglq doj:z,ja . odle~
giosg tego punktu od wierzcholka stozka jest réwna r, Wyznaczyé
szybkode katowa, z ktorg kula obraca sie okolo srcdmcy, przéchodzy-
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cej przez ¢ wzgledem plaszezyzny, przechodzieej przez C i z. Odp.
5[g—Q %(rsin a—a cos ) tan
2aQ e

Prz.6. Kule jednorodng o promieniu a oparto na chropowatym
drucie, wygigtym w forme kola o promieniu’c i umocowanym w pta-
szezyznie poziomej; nastgpnie nadano kuli impuls w kierunku pozio-
mym, skutkiem czego obiega ona drut ze stalg szybko$cig kqtowa,
i Srednica, przechodzjyca przez punkt zetknigein, tworzy z pmnem

Sgtan o
kat . W ¢t bkosé¢ kat Odp. ————
1€} yznaczy e Szy 0 ytowa. p- To—Basind:

Piz./7. Z'jroslfép, ztozony z cigzkiego krazka, osadzonego na
lekkiej osi, jest zawieszony na nici o diugosci a; ni¢ ta jest przycze-
piona do osi w odleglodci i od $rodka cigzkosei zyroskopu, a ramig
bezwladnosci krazka wzgledem osi jest rowne k. Krazek wirnje z szyb-
kodcia katetva i okdlo- osi, a 0§ pozostaje poziomia. Wyz'naczy(, kat;
ktoéry ni¢ tworzy z pionem. Odp. Szukany kqt o czyni zado$¢ rowna-
niu A*w?tan m=(a sin aA-h)gh®. ;i

133. Trwalos¢é precesyi regularnei. I’rzypuéémy, ze
w urzadzeniu, wyobrazonem na fig. 70, $ciegno CD wyd%u'za
sig lub skraca, przyczem flozysko D powinno tak przesuwaé
sie na pionie .0OD, aby- $ciggno -pozostawalo prostopadfem do
osi OC. Podczas tego wydluzania Iub skracania oczywm(:le na
konie¢ €' osi ciala. musiala'dziataé précz sily R ‘jakad nowa
sita P w kierunku DC-lub CD. Gdy juz pozadana zmiana
da‘ugoém nastaph‘a usunmy te slflg P.  Naturalnie . zmienit sie
kat ¥, a zatem zmienila sig i sifa £, Zbadamy, czy R ze wzro-
stem kata ¥ wzrasta, czy maleje.

- Naprzéd zobaczymy, jak zmieniaja sig szybkoém katowe
o i- Sl, gdy & zmienia sie w opisany sposéb. Moment sily P
wzgledem osi OC jest zerem, a zatem dowiedziemy z tatwosdcig
priy pomocy trzeciego rownania Eulera, jak -w- paragrafie po-
przedzajacym, Ze szybko$¢ o pozostaje stala. -

- Sita P dzialata wcigz w- plaszczyznie OCD, podobme jak
sity @ i R, a zatem moment jej wzgledem O byl poziomy,
i wektor H wzgledem O otrzymywal wecigz przyrosty poziome,
Z-tego wynika, ze koniec tego wektora pozostaje stale w-nie-
zmiennej plaszezyznie poziomej, -va'wiqc_rzul jege H’ na pion
0D jest wielkodcig statg.

‘L Poniewaz. sktadowe - wektora H’ w kler.unkach 001 04
wynoszg odpowiednio Cw i AQsind, otrzymamy. przeto

Cwcosd+AQsin?¥=H' . . v (1)




