IX. RUCH OBROTOWY CIALA SZTYWNEGO.

118. Réwnanie zasadnicze. Rozwazymy teraz rozmaite
rodzaje ruchow ciala sztywnego przy pomocy twierdzen, wy-
tozonych w rozdziale poprzedzajacym. Ruch postepowy stanowi
przedmiot dynamiki punktu materyalnego, zaczniemy wiec od
ruchu obrotowego.

Przypus$émy, ze cialo obraca sie okolo nieruchomej osi z
pod dzialaniem sit P, P,... W chwili ¢ cialo posiadalo, daj-
my na to, szybkos$¢ katowa o, a moment ilodei ruchu wzgle-
dem osi z wynosil| fo, gdzie I oznacza moment bezwladnosci
ciata wzgledem z. W ciggu nastepnego okresu d! ten moment
ilosci ruchu przybiera przyrost algebraiczny d(Iw); z drugiej
sirony wiemy, ze sily P, P,.. wylworza w tym samym cza-
'sie przyrosty momentu ilo$ci ruchu +Ndt,*N,dl... ) gdzie’ N,
N, ... oznaczaja iclr momenty wzgledem osi z. Bedzie wiec
d(Iw)=XNdt, albo

do ' :
ITw==BN . = 5 % =5 » L)
dt .
To samo rownanie wynika takze z zasady sil zywych.
o : - . Jw? : .
Sila zywa ciata w chwili { wynosi 3 W czasie dl przybie-

9

rze ona przyrost d[zg—), a sity P,, P,... wykonajg jednoczesnie

prace N,dd, N,d¥ ..., gdzie dd oznacza kat, o ktéry w czasie dI
2

obrocito si¢ cialo. Bedzie wiec d(g—;’] = ENd¥, albo ITude =

. =XNodt, gdyz d¥=odt. Z tego otrzymamy réwnanie (1),
Réwnanie to piszemy czgsto w postaci
dw

I — %
Ml i iN,
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gdzie M oznacza masa ciata, k jego ramie bezwladnosdci wzgle-
do
dl
Jezeli suma momentow sit P, P,... wzgledem osi obrolu

dem osi, a jest przyspieszeniem katowem.

. do . : L5
jest rowna zeru, lo —E-=0, a zatem o jest wielkoscig statg-
(

Prz, 1. Poziomy cylinder kolowy o masie M i promieniu a
moze obraca¢ sic swobodnie okoto swej osi. Na cylinder nawinigto
sznur, a do kofica sznura przyczepiono cigiar o masie m. O jaki kat
obroci sic eylinder w ciggu ¢ sek. od wyswobodzenia cigzaru? Odp.

myl?
(M+2m)a’

Nie trzeba zapomina¢, ze w tego rodzaju urzadzeniach na cy-

linder dziata nie cigzar myg, lecz naprezenie sznura,

Prz. 2. Lekki sznur przerzucono przez chropowaly poziomy cy-
linder, ktory moze si¢ obraca¢ okoto swej osi, i na koncach zawie-
szono cigzary. Dowies¢, ze droga, ktora kazdy z nich przebiegnie
w danym czasie, nie zalezy od $rednicy ecylindra, lecz tylko od ma-
sy jego. '

Prz, 3. Poziomy cylinder o masie M i promieniu « moze obra-
ca¢ si¢ swobodnie okolo swej osi. Na cylinder nawinigto lekki sznur,
a do konca sznura przywigzano lancuch o masie m i diugosci I. Sznur
byl wyprostowany pionowo, a zwiniety tarcuch lezal na podstawce,
ady wtem usunigto podstawke. O jaki kgl obrdei sig cylider, zanim

. - ml
tancuch wyprostuje si¢ calkowicie? Odp. T
a
W kazdej chwili {ancuch dzieli sie na dwie czedei: pierwsza,
i : d " .
wyprostowana, spada z przy$pieszeniem a—;; , druga, zwinieta, posia-
¢
da przy$pieszenie ziemskie.

Prz. 4. Tarcza kolowa jest osadzona na osi, okolo ktorej moze
si¢ obraca¢ bez larcia. Przyciskamy jej obwaod do pasa maszynowego,
posiadajacego szybko$¢ staly. Przez pewien czas szybkodé katowa tar-
czy bedzie wzrastata, az wreszeie przybierze warto$é, przy ktorej po-
Slizg uslaje. Dowies¢, ze w tym okresie tarcza zaczerpnie z pasa tyle
sity zywej, ile energii przejdzie jednoczesnie skutkiem tarcia w cieplo.

Prz. 5. Prostokatna deska ABCD, ktérej bok AD=a, moze sie
obraca¢ okoto osi poziomej 4 B. W poczatku deska jest podparta i zaj-
muje polozenie poziome, a na niej lezy cigzki przedmiot. Jaka po-
winna byé co najmniej odlegltod$é przedmiotu od osi 4B, aby z chwilg
usuniecia podpareia natychmiast ustato zetknigeie pomiedzy nim i de-

2a
ska. Odp. —.
ska. Odp 3

(Prz, 6.) Jednorodna belka o dlugo$ci @ spoczywa poziomo na
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dwoceh podstawkach, polozonych symetrycznie wzgledem $rodka. Jaka
powinna byé¢ odleglo§¢ pomigdzy podslawkami, aby reakeya jednej
z nich nie ulegla zmianie w chwili, gdy usuniemy drugg? Odp. Ve

Prz. 7 Kula jednorodna o promieniu r i gestodei p wisi na
sznurze, Obracamy ja n razy okolo $rednicy pionowej i pozostawiamy
samej sobie. Przyjmujge, ze moment, ktory sznur wywiera na kule,
jest proporcyonalny do kata skrecenia, i ze wspolezynnik proporcyo-
nalnodei = A, znalez¢ kat, o ktory obrdei sie kula w czasie (. Odp.

v 15)
2encost -
" \/ 8pmrs

Prz. 8. Belka, wazgca ), moze si¢ obracaé¢ okolo swego $rodka
w plaszezyznie pionowej; do koncow jej jest przywigzany dwoma
sznurami punkt materyalny, a dingosei sznuréw sg rowne diugodcei
belki. Jaki powinien by¢ cigzar punktu, aby po przecigciu jednego
. sznura naprezenie drugiego w pierwszej chwili pozostalo bez zmiany.

9
Odp. 2 .
9

/

7“11& Wahadlo fizyczne. Wahadlem fizycznem nazywa
sieg cialo ciezkie, ktére moie sie swobodnie obraca¢ okolo osi
poziomej i na kitére dzialajg jedynie reakeye osi i sita cigze-
nia. Wahadlo kolowe, zlozone z punktu materyalnego na sznu-
rze, ktdre opisaliSmy w par. 76, nazywa sie w przeciwstawie-,
niu do fizycznego matematycznem albo prostem.

Poprowadzmy w wahadle fizycznem przez $rodek ciezko-
dei § plaszezyzne, prostopadly do.osi. Nazwiemy te plaszezyzne
plaszezyznqg wahan. Punkt 0, w ktérym -plaszezyzna wahan
przecina o$ wahadta, nazywa sie punkiem zawieszenia, Qdle-
glo$¢ 08 oznaczymy przez a.

Nadajmy wahadiu pewna szybkoes¢ katowa i pozostawmy
je samemu sobie. Gdy prosta @S odchyli si¢ od pionu o kat ¥,
to moment sily ciazenia wzgledem osi, lub wzgledem punktuo
zawieszenia, bedzie Mgasind, a zatem w mysl paragrafu po-
przedzajgcego

M(k2 + a?) r—:ﬁ: - Mgasind . . . . . (1)
,._?,.nn,'.-».{g. A

i & : ;

I oznacza tu ramie bezwladnosei wzgledem osi, przechodzacej

przez $rodek ciezkodei i réwnoleglej do osi obrotu, a zatem

I?+a* jest kwadratem ramienia bezwladnosci wzgledem tej
drugiej.

Wezmy na proste] OS punkt O; w odleglosci [ od O.
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Torem jego jest luk kola, zatoczony z O promieniem [ w pla-
szezyznie wahan. Za poczatek toru obierzmy punkt najniz-
szy i oznaczmy przez s tuk, przebiezony przez O, i mierzony

s ,  d¥ 1d :
od tego poczatkn. W takim razie ﬂ’m-s—,,'w=(--=—(—g, zatem
[ dt Ldt
2
FJ§=1T§%:, i rownanie (1) przybierze postaé
(

I+ a® ds o (5)
——— —— = -~ SIn |~ .
la ae~ "IN
Mozemy to uwazaé¢ za réwnanie ruchu punktu 0.
Obierzmy O, w taki sposob, aby wspolczynnik po lewej
stronie byl rowny jednosei, czyli aby bylo

242
W takim razie bedzie
d’s L8
= sy

Jest to rownanie ruchu wahad%_:_x_m‘ggggo\,’mieliéﬁny je w par. 70.
Tak wiec punkt O,, obrany w sposéb powyzszy, porusza sig
tak, jak wahadlo proste o diugosci 00,. Innemi stowy, gdyby-
smy caly mase ciata skoncentrowali w 011. to punkt ten poru-
szal by sie tak, jak obecnic. Mowimy o takiem wahadle pro-
stem, ze jest rdwnowazne z danem wahadtem fizycznem, a punkt
0, nazywamy srodkiem waharn wahadla lizycznego.

Oczywiscie okres wahan wahadla fizycznego musi byc
taki sam, jak okres wahan wahadla prostego rdéwnowaznego.

e

‘Przy malej amplitudzie ten okres 7'=2z v’f-:; (par. 76), czyli

e

TR
T: 2ﬂ\/1t +a .
ag

Oznaczmy jeszcze odleglo$¢ SO, przez a,. W takim razie
l=a+a, Wstawiajge to w (2), otrzymamy

aa; =k , . . - . (3).

Ze zwigzku tego wynika, ze punkty O i 0; odgrywaja wzgle-
dem siebie role analogiczne; gdy O, uczynimy punktem zawie-
szenia, to O stanie si¢ Srodkiem wahan, a okres bedzie tuki
sam, jak poprzednio.

Kazdy punkt prostej OS mozemy uczyni¢ punkiem zawie-
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szenia, i kazdemu odpowiada inny punkt tej prostej, jako $ro-
dek wahan; pomiedzy ich odlegtosciami od § zachodzi zawsze
zwigzek (3). Punktowi S odpowiada oczywiscie nieskonczenie
odlegly punkt prostej. Tego rodzaju odpowiadanie sobie pun-
ktow na proste] zowie si¢ inwolucyq punktéw, a punkt S $rod-
kiem lej inwolucyi™), powiemy wiec, ze punkty zawieszen sa ze
srodkami wahan w inwolucyi.

Wezmy ktoéragkolwiek parg punktéw tej inwolueyi i zbu-
dujmy prostokat z ich odlegtosci od S; pole takiego prostokata
bedzie wedlug (8) réowne k% Ze wszystkich prostokatéw o je-
~dnakowem polu najmniejszy obwéd posiada kwadrat, a z tego
“wynika, ze te dwa odpowiadajace sobie punkty inwolucyi sg
najblizej siebie polozone, kiérych odlegtosci od S sa réowne £k.
Gdy jeden z nich obierzemy za punkt zawieszenia, to dlugosé
prostego wahadla rownowaznego, rowna 2k, bedzie mozliwie
najmniejsza, a zatem otrzymamy mozliwie najkrotszy okres
wahan.

Zatoczmy z punktu § w plaszezyznie wahan okrgg pro-
mieniem k. Gdy obierzemy klérykolwiek punkt tego okregu za
punkt zawieszenia, to zawsze otrzymamy jeden i ten sam okres
\l\fq’l]aﬁ, a mianowicie dla danego wahadla i danej plaszezyzny
Withan okres najkrétszy. Punktom, polozonym wewngtrz tego
kofa albo na zewnagtrz, odpowiadaja okresy diuisze.

W innych plaszczyznach wahan moga istnieé punkty,
ktésym odpowiadajg jeszeze krotsze okresy. Chegc otrzymad
({Ta danego wahadla okres najkrétszy, nalezy poprowadzié pla-
szezyzng wahan prostopadle do osi najmniejszego momentu
srodka cigzkosei i w tej plaszezyinie zatoczy¢ kolo promie-
niem, féwnym ramieniowi bezwladnosci wzgledem owej osi.
Gdy osig wahadta jest prostopadia w ktéorymkolwiek punkcie
lego okregu do jego plaszczyzny, to okres wahan jest dla da-
nego wahadta fizycznego najkrotszy.

\\E-I_'E.flj Sze$cian jednorodny moze sig¢ obracaé okolo jednej z kra-
wedzi, umocowanej w polozeniu poziomem. Diugo$¢ krawedzi jest ro-
wna 2a. Wyznaczy¢ dlugo$¢ rownowaznego wahadia prostego. Odp.
4(1\/ "2"'

3 )

) Jest to tak zw. imwolucya eliplyczne, gdyz punkly podwojne
84 urojone. ;
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Prz. 2. Toz samo, jezeli osig obrolu jest przekalnia jednej ze
=
Seian, Odp. '-}E

Prz. 3. Konce jednorodnego prela moga sig porusza¢ po glad-
kiej obreczy o promieniu r, ustawionej nieruchomo w plaszezyZnie
pionowej. Pret obejmuje Tuk tej obreczy, wynoszacy 120° Wyznaczy¢
dlugosé¢ rownowaznego wahadla prostego. Odp. r.

Prz. 4. Luk kola o promieniu r moze si¢ wahaé¢ okolo osi, prze-
chodzgeej przez $rodek tuku (nie kola) i prostopadiej do jego plaszezy-
zny. Wyznaezy¢ dlugosé rownowainego wahadia prostego. Odp. 2r.

Prz. 5. Wahadlo ma byé zrobione z preta o diugo$ci a, ktorego
gesto$é¢ zmienia sig proporeyonalnie do odleglosci od jednego z koin-
cow. W jakiej odleglosei od $rodka ecigzko$ei nalezy obrac¢ punkt za-
wieszenia, aby okres wahan byl jak najkrotszy? Odp. 3—5:,—:5

( Prz. 6.) Dwa wahadla fizyczne o masach my, m, sq osadzone na
jednéj osi poziomej. OdlegloSei srodkow ciezkosei od osi sa odpowie-
dnio rowne h, i h,, a dlugosci rownowaznych wahadet prostych [, il
Wahadla te polgczono sztywno, gdy Srodki cigzkosei znalazly sie
w plaszezyZnie pronowej, przechodzgcej przez os. Wyznaczy¢ dla lego
wahadia zlozonego dlugos¢ réownowaznego wahadia prostego. Odp.

myhy 4 myhy

Prz. 7. Dwie sztaby AB i B(C sa polaczone szlywno w B pod
kalem prostym i mogg si¢ obracaé¢ okoto lego punktn w plaszezyinie
pionowej. Ustawiamy sztabe 4B poziomo i nastgpnie pozostawiamy
uklad samemu sobie. Dowiegé, ze amplituda bedzie dwa razy wigksza

__.,“(Jdlkqtla, ktéry AR lworzy z poziomem w stanie rdwnowagi.

by 1% /I’120. Reakeye lozysk. Bedziemy uwazali o$, okolo kté-
-rej wirnje . cialo szlywne, za sztywna linie malteryalng, nale-
zacqg do owego ciala. Podobne urzgdzenie posiadaja rozne
hg‘,_bi'acajgce sie ezesci maszyn, jak kola rozpedowe, pasowe, ze-
'bate i t. d. Sa one zazwyczaj sztywno umocowane na wale,
a wat jest osadzony w tozyskach nieruchomych.

Dajmy na lo, ze of ciata wirnjgcego jest osadzona w dwdéch
tozyskach; wystarcza to calkowicie do unieruchomienia jej w prze-
strzeni. Rola mechaniczna fozysk polega jedynie na lem, Ze wy-
wieraja one na o§ pewne reakcye. Rozwazymy teraz, w jaki
sposob reakcye te dajg sie wyznaczyé. Aby ulatwié sprawe be-
dziemy uwazali tozyska za punkty; w takim razie kazde z nich
moze wywiera¢ lylko jedng sile, i zadanie sprowadza sie do
wyznaczenia dwoch sil, przylozonych w danych punktach osi.



_$rodka ciezkosci od osi. Mo-

1 obraca si¢ wraz z niem oko-
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Zbadamy naprzod przypadek szczegdlny, w ktérym na
cialo nie dzialaja zadne sily z wyjatkiem owyech reakeyi. Wie-
my z paragrafu poprzedzajacego, ze w lakim razie szybkosc¢
katowa jest stala. Oznaczmy ja przez o.

Obierzmy na osi obrotu $rodek redukeyi O i wyznaczmy
dlan weklory G' i H. Procz tego zredukujmy obydwie reakeye
tozysk do sity wypadkowej, przylozonej w O i do pary. Te sile
wypadkows oznaczymy przez R, a moment pary przez N. Sila
R nie wywiera wplywu na wektor H, gdyz moment jej wzgle-
dem O jest zerem, z drugiej strony para N nie oddzialywa
weale na wektor @, gdyz jej sity wytwarzaja przyrosty réwne
i odwrotne tego wektora. Tak wigc weklor G' zmienia sig je-
dynie pod dzialaniem sity R, a wektor H pod dziataniem pary
N, i zadanie nasze rozpada sie na dwa zadania odrebne, a mia-
nowicie wyznaczenie sity B wedlug zmian, zachodzacych w wek-
torze G, i wyznaczenie pary N wedlug zmian wektora H.

v Wektor G jest rownolegly do szybkosci srodka cie?l\OSci ;
S glaJa, czyli prostopadly do plaszezyzny, przechodzacej przez
8% o$ obrotu. Co do wielko-
dei G = Maw, gdzie M ozna-
cza mase ciala i a odleglosé

zna uwazaé, ze wektor G jest
sztywno polaczony z cialem

Yo osi z szybkoscia katowa .
W czasie df wektor G
obroci sie o kat wdi, czyli
przybierze przyrost geomeétry-
czny Godl w kierunku, w ktd-
rym porusza sie koniec jego;

przyrost ten jest réwny po- Fig. 61.
pedowi Rdt, a zatem RE= (o, czyli
R=Maw?,

Co do kierunku sila R jest prostopadla do osi, lezy w pila-
szezyznie, przechodzace] przez o oraz srodek cigzkosei, i jesl
odwrocona od tego srodka. !

Do tego samego mogliby$my dojs¢ bardzo lalwo przy po-
mocy zasady ruchu s$rodka cigzkosci. Poniewaz o jest slale,
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zatem srodek ciezkosci posiada tylko przyspieszenie normalne,
skierowane prostopadle do osi obrotu i wynoszace aw? Przy-
épieszenie to nadalaby masie M sila B, z czego wynika ta sa-
ma wielkosé jej i kierunek, ktore znalezliémy poprzednio.

Site R wywierajg obydwa [lozyska razem; aby znalezé,

jaki w tem udzial bierze kazde z nich, trzeba tylko rozlozyé
R na dwie skladowe rownolegle B i R”, przylozone w lozy-
skach. Jezeli $rodek redukeyi O zostal obrany w jednem z fo-
zysk, to lozysko to wywiera catkowita sile F.
: Wektor H, podobnie jak &, nie zmienia sie co do wiel-
" kosei, lecz tylko wiruje okolo osi obrotu z szybkoscia katowg .
" Rozlozymy go na dwie skladowe, a mianowicie w kierunku
osi obrotu i w kierunku prostopadtym do osi. Pierwsza ozna-
czymy przez H,, druga przez H,. Skladowa H, nie zmienia
sie ani pod wzgledem wielkosci, ani pod wzgledem kierunku
a zatem para N wytwarza tylko przyrost skladowej H,,.

W czasie dt wektor H, przybierze przyrost geometryczny
H,wdl w kierunku szybkosci konca, i przyrost ten musi by¢
rowny Ndi. a zatem

N=H,o.

Moment ten jest prostopadly do plaszezyzny, przechodzgcej
przez wektor H i o$ obrotu, zwrocony zas Jcst \\ strone, w ktora
porusza sie koniec H,. r

Sity, tworzace pare N (oznaczymy je przez P', P'"), sa
przylozone w fozyskach; majac moment N, moZemy ie z 11-
twosdeia wyznaczyé co do wielkosei i kierunku.

Tak wiec jedno foiysko wywiera sily R' i P’, a drugie
R” i P", Znajgc te skladowe, wyznaczymy reakeye wypadko-
wa kazdego lozyska. Jest ona oczywiscie prostopadia do osi
i obraca sie okolo niej z szybkoscia katowa w.

Rozwazymy pewne wazne przypadki szczegélne. Przypuse-
my naprzod, ze obrany przez nas $rodek redukeyi O jest pun-
ktem gléwnym osi obrotu. W takim razie wektor H lezy na
osi obrotu (par. 114);/ nie otrzymuje on zadnych przyrostow,
a wiec moment N jest zerem. Jstnicje tylko sita wypadkowa R,
i Yozyska wywieraja reakeye réownolegle B' i R”.

Jezeli przytem ten gléwny punkt O lezy w jednem z to- .
zysk, to wywiera ono calkowita site E. Drugie lozysko nie

-
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wywiera zadnej reakeyi, a wiee nie odgrywa zadnej roli. Gdy-
bySmy je usuneli, to cialo poruszaloby si¢ w dalszym ciggu
zupelnie tak samo, jak poprzednio. W tym przypadku o$ obro-
tu, jedna z osi gléwnych punktu O, nazywa sie takie osiq swo-
bodng tego punktu. Nazwa pochodzi stad, ze ciato bez ze-
wnelrznego przymusu moze sig obracaé okolo tej prostej, jezeli
tylko jest unieruchomiony punkt O. Gdyby$my cheieli, aby
ciato wirowalo stale okoto jakiej$ innej prostej, przechodzgce]
przez 0O, lecz nie bedacej jego osig gléwng, to trzebaby ruch
ten wymusié, ustawiajac drugie tozysko, albo wywierajac na
os odpowiednie sity.

Przypusémy teraz, Ze Srodek cigzkodei ciata lezy na osi
obvotu. Jezeli ta prosta nie jest osia gtéwna ciata, to, jak
wiemy (par. 104), nie posiada ona punktu gléwnego w odleglo- .
§ci skonczonej, a zatem moment N nie moze byé zerem. Na-
tomiast nie istnieje sita wypadkowa R, gdyz $rodek ciezkosei
pozostaje w spokoju, a zatem weklor G jest stale rowny zeru.
Tak wiec w tym razie lozyska wywieraja reakeye P', P” rd-
wne i odwrotne.

Jezeli o§ obrotu jest osia gldwng srodka ciezkosei, to za-
réowno sita R, iak i moment N, sa zerami. Obydwa tozyska
nie wywierajag na o$ zadnych reakeyi, i mozna by je usunac.
Dla tego tez osi gltéwne srodka cigzkodci nazywaja sig takze
osiami_swobodnemi ciata, -

Twierdzenia powyZsze wyrazajg zasadnicza wlasciwosé dy-
namiczng osi gléwnych.

X 121. Reakeye Yozysk w ruchu przyspieszonym. Rozwa-
zymy teraz przypadek ogélny, w ktérym na wirnjace ciato
dzialaja sity P, P,.. Bedziemy postgpowali, jak poprzednio._.
Obieramy na osi obrotu érodek redukcyi O, wyznaczamy dlan
wektory @, H i redukujemy sily P, P,... oraz reakeye fozysk.
Pierwsze sprowadza sie do sity @ i pary o momencie L, drugie
do sily R i momentu N,

Otrzymali$my wigc wektory &, H, @, F, L i N, posiadajace
wspolny poczatek O; z nich G i N sg prostopadie do osi, gdyz
wektor G {est réwnolegly do szybkosci $rodka cigzkoscei, a sily,
tworzace pare N, sg przylozone w punktach osi, przeto pta-
szezyzna pary przechodzi przez o$, i moment musi by¢ do osi
prostopadly. Kazdy z rwektoréw pozostatych rozktadamy na

Nauka o r lfﬁ\’;]li! fﬂ A
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dwie skfadowe w kierunku osi i w kierunku prostopadlym,
wyrézniajgce te skladowe odpowiednio wskaznikami o i p.

Wypada zwroci¢ uwage, ze L, jest lo suma momentow
sit P,, P,... wzgledem osi obrotu, a zatem

dw

- Mk? -—_——L

Na wektor -G wywieraja wplyw lylko blly, a na weklo;
H tylko momenty, ale sily @, i &, nie wywierajg wplywu na-
wet na wektor @, gdyz ten nie przybiera przyrostow w kierun-
ku osi. 7 tego wynika, ze sily te si¢ réwnowazy, a zatem re-
akeya osiowa R, jest réwna @, czyli rowna sumie rzutéw sil
P,, P,.. na o$ obrotu.

I‘g reakeye R, wogole wywieraja obydwa fozyska razem,
ale nie da si¢ rozstrzygnaé, jaki w tem udzial bierze kazde
z mich, jezeli uwazamy o$ za ciato sztywne. Sily osiowe, wy-
wierane przez poszczegélne lozyska, naleza do tak zw. sil sla-
tycznie niewyznaczalnyeh. Zreszta lozyska mozna urzgdzié i w ta-
ki sposob, aby jedno z nich wywieralo catkowity reakeye R,
i tak tez zazwyczaj dzieje sig w technice.

Wektor G zmienia si¢ nietylko co do kierunku, ale i co
do wielkosci; w czasie di przybierze on przyrost prostopadty
Godt=Maw®dl, a obok lego przyrost dG=Madw w swym kie-
runku. Pierwszy z tych przyrostow lezy w plaszczyZnie, prze-
chodzacej przez $rodek cigzkosei i o§ obrotu, a drugi jest do
niej prostopadly. Wytwarzaja je sity (), i &,, a zatem sumy
rzutéw tych sit na klemnIn puv:ostow powinny byé odpo-
wiednio réwne Maw? i MaW Z tego wynikaja dwa réwna-
nia, okreslajace wielkos¢ i kierunek reakeyi I, .

W analogiczny sposéb wyznacza sie moment N, ktory
facznie ze znanym momentem- L, wytwarza przyrosty Hyodi
oraz dH, wekiora H,. Jezeli O jest punktem gléwnym osi, to
H, jest zerem i nie przybiera zadnych przyrostow, a zalem mo-
ment N musi byé: réwny i odwrotny do L, .

Znajae B, i N, wyznaczymy, jak- poprzednio, reakeye, kio-
re lozyska wywieraja w kierunkach prostopadlych do osi.

‘Czesto bywa_dogodny inny sposéh postgpowania; opisujac.
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go, pominiemy sily osiowe @, i R,, z kiéremi zalatwiliémy sie
juz wyzej. _

Wyznaczamy naprzéd takie dwie sily, ktére przylozone
do osi w lozyskach, wytworzylyby same, bez udziatlu sil P,
P, ..., wszystkie przyrosty, jakie istotnie przybieraja weklory
G oraz H,. Sily te nazwiemy reakcyami dynamicznemi fozysk.
Oczywiscie reakcye dynamiczne lgcznie z parg L, nadaly by
. ciatu taki sam ruch, jaki posiada ono w rzeczywistosci.

Nastepnie wyznaczamy dwie inne sity, ktore przylozone
w tozyskach zréwnowazylyby sile (), oraz pare L,. Takie sily
nazwiemy reakeyami statycznemi. Reakeye statyczne wraz z si-
tami Py, P,... s3 oczywiscie rownowazne z para L,.

Mozemy uwazaé, ze jednoczesnie dzialajg sily P, P,..,
reakecye statyczne i reakeye dynamiczne, gdyz sily P, P,..
z reakeyami statycznemi sprowadzajy sie.do pary L,, a ta pa-
" ra tacznie z reakcyami dynamicznemi wywoluje dany ruch
ciata, Z tego wynika, ze reakeya, ktéra istotnie wywiera lo-
zysko, jest wypadkowa reakeyi statycznej i reakeyi dyna-
micznej.

Fatwo jest zrozumieé¢, ze ani reakeye statyczne, ani re-
akeye dynamiczne nie zaleza od polozenia srodka redukeyi O,
mozemy przeto dla kazdego z tych rodzajow reakeyi obraé in-
ny punkt redukeyi, co pozwala nieraz znacznie uproscié¢ sprawe.

Przypusémy dla przyktadu, ze o$ obrotu posiada punkt
gléwny O, i ze na cialo dziala tylko jedna sila P, prostopadia
do osi. Za $rodek redukeyi dla reakeyi dynamicznych obie-
rzemy punkt O. Wektor H lezy na osi obrotu, a zatem re-
akeye dynamiczne posiadaja jedng wypadkowa R, przylozong
w O i wytwarzajacg obydwa przyrosty wektora .-

Za $rodek redukcyi reakcyi statycznych obierzemy punkt
0, w ktérym o$ przecina prostopadia do niej ptaszezyzne, po-
prowadzong przez P. W takim razie zamiast sily P otrzyma-
my pare, kiérej moment L lezy na osi-obrotu, i silg P, przy-
lozona w (; latwo jest doj$¢, ze reakeye statyczne posiadaja
takze wypadkowa, przytozona w O, réwna i odwrotng do P.

Rozlozywszy kazdg z tych wypadkowych na skiadowe
réwnolegle, -przylozone w lozyskach, znajdziemy reakeye istotng
kazdego ‘tozyska.
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%’1’_2. 1) Sztaba o diugodei 2a, wazgca ¢, jest umocowana w pun-
keie $rodkowym O na osi poziomej i tworzy z nig kat «. O$ posiada
dwa lozyska, kazde w odleglo$ci b od 0, i obraca si¢ z szybko$cig
katowa w. Wyznaczy( reakeye tozysk.

Reakeye stalyczne sg obydwie skierowane pionowo w gore,

i kazda z nich wynosi %. Aby znalezé reakeye dynamiczne, wyzna-

czamy naprzod wedlug par. 114 weklor H. Jest on skierowany prosto-

P!‘

G A
4 %
Pﬂr‘
v
Fig. 62.
. . Qa*wsing i :
padle do sztaby i wynosi —-— Y g-——. W czasie df wektor ten przybie-

rze przyrost Hcos .o df; na rysunku ten przyrost jest skierowany od
widza. Reakeye dynamiczne skiadajg si¢ z pary sil o momencie H cos a,
Qrw’sing cos o

Gbg
szezyznie, przechodzgcej przez o$ i szlabe, Calkowila reakeya kazde-
go lozyska zmienia sie w zalezno$ci od polozZenia sztaby, osiggajac
maksymum lub minimum, gdy sztaba przechodzi przez plaszezyzng
pionowa, przeprowadzony przez oS.

(Prz. 2. JKoto rozpgdowe zostalo umontowane w taki sposob, ze

. Sily te P* i P lezy zawsze w pla-

a kazda z sit pary =

ta wzgledem S$rednicy =4, i wzgledem osi symetryi =C. Wyznaczyé
moment pary, dzialajacej na lozyska, gdy watl posiada staly szybko$é
katowg w. Odp. (C—4)wisine cosa,

Prz. 3. Prosty kolowy cylinder o niasie m, promienin a i wy-
sokosci h wiruje okolo tworzgcej 4B, ktéra zachowuje polozenie pio-
nowe, jakkolwiek tylko gérny koniec 4 jest umocowany.” Wyznaczyc¢

reakeye w tym punkcie 4. Odp. gx/h‘-s-fi@.
1

Moina uwazat, ze i w B, lub w jakim?innym punkcie prostej
AB, istnieje lozysko, lecz tam reakeye statyczne rownowazg sig z dy-
namieznemi,
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Prz. 4. Jednorodna plyta posiada ksztatt prostokainego, réwno-
ramiennego trojkata 4BC. Kat B jest prosty i 4B=a. Plyla wiruje
okolo przyprostokatnej 4B, zachowujacej poloZenie pionowe, i tylko
gorny koniec B jest umocowany. Wyznaczy¢ - szybko$é katowa. Odp.

2 \/ g,

a

Za $rvodek redukeyi dogodnie bedzie obraé¢ wierzchotek B. Po-
trzebna jest tylko skladowa wektora H w kierunku B¢, mozna latwo
wyznaczy¢ ja bezposrednio, dzielge plyte na paski elementarne i su-
mujge momenty ilosei ruchu wszystkich paskow.

Prz. 5. Cialo ciezkie moze si¢ obraca¢ okolo poziomej osi 4B,
dla ktérej 4 jest punktem gléwnym. Ruech rozpoczat sie w polozeniu,
w kiérem plaszezyzna ABS, przechodzgca przez Srodek cigzko$ei 8,
byta pozioma. Dowie$¢, ze, gdy plaszezyzna 4BS tworzy z pionem
kat 9, to wypadkowa reakcyi dynamicznych tworzy z owa plaszczyzng
kat » taki, ze tan g=4 tan 9.

Prz. 6. Cwiartka 40R kola o promieniu a obraca si¢ okolo pro-
mienia 04, uslawionego poziomo. Dowiedé, ze reakeye tozysk sy ro-
wnowazne z dwiema silami, z kiorych jedna jest rowna cigzarowi

4
plyty i dziata na punkt promienia 04, polozony w odleglodci -3£od
i

$rodka, a punkt przylozenia drugiej dzieli ten promien w stosunku 3:5.
Aby wyznaczy¢ reakeye dynamiczne, potrzebaby znalezé naprzod
punkt gléwny promienia 04. Zamiast tego moina obraé¢ za Srodek
redukeyi punkt 0 i wyznaczyé skiadows wektora H w kierunku 0B,

" rozkiadajac plyte na paski elementarne réwnolegte do 0B.

Prz. 7. Konce sztaby o diugo$ci 2a¢ moga przesuwac si¢g po
dwoch gladkich pretach « i y, z ktorych pierwszy jest poziomy, dru-
gi pionowy, i obydwa lezg w jednej plaszezyznie, Caly ten uklad obra-
ca sig ze stata szybkodcia kqlowa w okolo prostej y. Jaki kat tworzy
sztaba z pretem =, gdy pozostaje wzgledem prelow w spokoju. Odp.

3 ; ;
g lub aresin 4%. To drugie polozenie istnicje tylko w takim razie,
oy

39
; T
jezeli w?> =i

Prz. 8. Tarcza eliptyczna jest ulrzymywana w plaszezyZnie pio-
nowej zapomocyg dwdich poziomych kotkdéw, umocowanyeh na jednym
poziomie, i przechodzacych przez otwory tarczy w ogniskach. Jaki
powinien byé mimoérod liczbowy elipsy, aby po usunigciu jednego

kolka reakcya drugiego nie ulegla zmianie? Odp. \/.g_
5/ § 323, Srodek uderzei. Poprowadzmy w ciele wirujgcem
plaszczyzne F przez srodek cigzkosci S i przez o$ obrotu u.

Przypus$émy, ze na cialo dziata jedna sita P, prostopadia
do plaszczyzny F i przytozona w jej punkcie 4. Oznaczmy



S

odleglosci punktéw 8 i 4 od osi u odpowiednio przez a i a+x,
a ramie bezwladnosei wzgledem prostej ', przechodzycej przez
S'i réwnoleglej do u, przez k. W takim razie bedzie

M(fc’+u"’)£§$=f’(ﬂ+m) e w i ()

Dajmy na to, ze 0§ obrotu posiada punkt gléwny, i ze
jest nim rzut O punktu 4 na te prosta. Obierzemy O za $ro-

T

Fig. 63.

dek redukcyi dla wszystkich reakcyi. Reakcye dynamiczne
sprowadzajg 'si¢ do jednej sily wypadkowej; rozlozymy ja od
raza na skladowe @ i @', z ktérych pierwsza lezy w plaszezy-
znie F, a druga jest do niej prostopadta. Znajdziemy, ze

e Q=Maw?, = < « P . . o (2)
: 2 l ' '
2 @'=May, rugajac zaé ‘G- przy pomocy (1), otrzymamy
' , Pala+zx)y ! .

Reakeye statyczne sprowadzajgy sie rowniez do jednej wy-



— 205 —

padkowej, rownej i odwrotnej do sily P. Wypadkows sily '
i tej reakeyi statycznej oznaczymy przez R; oczywiscie R= Q' —
albo, gdy uwzglednimy (3),
Plax - k?*) {

Bgad e w0 g W

R=

Tak wigc catkowite reakcye tozysk sprowadzaja sie do
dwoch sit @ i B. Pierwsza nie zalezy bezpo$rednio od sity P,
lecz tylko od szybkodci katowej, kiéra ciato posiada w danej
chwili, natomiast druga jest niezalezna od szybkodci katowej,
a zalezy jedynie od sity P. Jezeli ciato pozostawato w spoko-
ju, gdy sita P zaczela dziataé, to w pierwszej chwili @ bylo
zerem, a K od razu osiggneto warto$é, wymieniong w (4).. .

Jezeli punkt A jest tak polozony, Ze

Ic?

Bt i 5 5 e

to B=0, i reakcye lozysk sprowadzajg sie do sily @. Mozna
powiedzieé, ze sita P w tym przypadku nie oddzialywa weale
na tozyska. Taki punkt A nazywa sie $rodkiem uderzen. Gdy
‘poréwnamy (5) z (3) w paragrafie 119, fo przekonamy sie, ze
$rodek uderzen lezy w tej samej odleglosci od osi, w ktdrej by
lezal srodek wahan, gdyby dane cialo uczyni¢ wahadlem fizy-
cznem, pozostawiajgc je na tej samej osi. Jezeli o$ obrotu jest
réwnolegta do osi gltéwnej ciala, to, jak wiemy, punkt gléwny
0 zna1d111e sig¢ w rzucie $r odka clgzkoéc:, a zatem swdkl ude-
rzen i wahan lezq razem.

2
Jezeli a jest wigksze od —, . j. jezeli punkt plyyfl’omma

sity P lezy dalej od osi, niz élodek uderzen, to R jest dodatnie;
znaczy to, ze lozyska wywieraja na o$ sily prostopadie do pla-
szezyzny F w kierunku sity P. Jezeli punkt przyloZenia sity
‘P znajduje sie blizej osi, niz $rodek uderzen, albo po drugiej
stronie osi, to reakeye lozysk majg kierunek odwrotny.

Srodek uderzen istnieje tylko w Taklm raz.le, gdy o$ 0])10-
tu posiada punkt gléwny.

Twierdzenia powyzsze dotyczg oczywiscie w rownej mie-
1ze sit chwilowych, i wlagnie w tym przypadku posiadaja do-
niostodé szczegélna. Gdy cialo, osadzone na osi, dozna uderze-
nia w $rodku uderzen w kierunku -prostopadiym do plaszezy-
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zny F, to reakcye lozysk w pierwszej chwili nie doznaja zmia-
ny. Jezeli ciato bylo poprzednio w spokoju, i zadne inne sity
na nie nie dzialaja, to podczas uderzenia fozyska nie wywie-
rajg zadnych reakeyi, a zatem nie odgrywaja zadnej roli. Gdy-
by cialo bylo swobodne, to zaczeloby si¢ obracaé okolo tej
samej osi u; bytaby to pierwsza o$ chwilowa.

Dla przyktadu wyobrazmy sobie wahadlo fizyczne, urza-
dzone na podstawie ruchomej, np. na wozku kolejowym, i niech
o$ bedzie prostopadta do szyn. Przypusémy, ze wahadio pozo-
staje w spokoju, gdy uderza je pocisk, biegnacy z szybkoscig,
,réwnolegla do szyn. Jezeli pocisk trafi nize] od $rodka ude-
rzen, to lozyska, polaczone sztywno z wozkiem, wywra na o$
w krotkim okresie uderzenia bardzo wielkie reakeye, czyli sily
chwilowe, w kierunku szybkosci pocisku, a zatem 0§ wywrze
na fozyska sily odwrotne, i wézek potoczy si¢ w kierunku od-
wrotnym do szybkosci pocisku. Jezeli pocisk trafi wyzej od
srodka uderzen, to wozek potoczy sie w te samg strone, w ktéra
biegt pocisk. Jezeli wreszcie uderzenie nastapi w samym Ssrod-
ku uderzen, to wozek w pierwszej chwili pozostanie w spokoju,

Niech bedzie jeszcze cienka plyta, lezgca na plaszezyznie
poziomej. Wprawmy.j3 w ruch zapomocg uderzenia poziome-
go, skierowanego wzdluz pewnej okreslonej prostej p. Twier-
dzenia powyisze pozwalaja latwo wyznaczyé najpierwszy $ro-
dek chwilowy O.

Gdybysmy osadzili plyte na pionowej osi u, przechodzgcej
przez ten $rodek chwilowy, to w pierwszej chwili ruch plyty
bylby taki sam, jak i bez tej osi. Z tego wynika, ze o§ u nie
wywiera podezas uderzenia zadnych reakeyi, a wiec uderzenie
nastapito w jej srodek uderzen A4; srodek ten jest oczywiscie
rzutem punktu O na prosta p. Prosta AO przechodzi przez
$rodek ciezkosci S, gdyz punkt ten musi leze¢ w plaszezyZnie,
przechodzace] przez 4 i u.

Tak wiec znajdziemy punkt A, prowadzac prostopadiy

z 8 do p, a s$rodek chwilowy lezy na tejze prostopadiej po
2

drugiej stronie Srodka cigzkoscei w odleglosci i—g .

Narzedzia, przeznaczone do uderzen, jak mdioty, siekiery

i t. d. powinny byé tak urzgdzone, aby $rodek uderzen przy-

padal mniej wigcej w tem miejscu, ktére obejmuje dton ro-
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botnika. Jezeli warunek ten nie jest spelniony, to reka doznaje
nieprzyjemnych wstrza$nien.

Prz. 1. Szlaba AOB, ktéra moze si¢ obracaé okoto (), olrzymuje
uderzenie w sam konicc 4, wymierzone w kierunku do niej prosto-
padlym. Okaza¢, Ze szlaba zaczerpnie najwieccej sily zywej, jezeli 4
jest Srodkiem uderzen punktu 0.

Prz. 2. Zwykle wysokosé¢ band bilardowych jest réwna 0,7 Sre-
dnicy kul. W jakim celu obrano taki stosunek?

Prz, 3; Tarcza kolowa, ktorej $rodek lezy w 0, a promien =r,
,otrzymuje uderzenia w punkt 4 obwodu i moze si¢ obracaé¢ okoto
cigeiwy prostopadiej do 40. W jakiej odleglosci od $rodka powinna

'] . 3 ) 3 L ] 'r
by¢ ta cigeiwa, aby uderzenia nie wywolywaly wstrzasnien? Odp. 1

Prz. 4. Trojkat prostokatny ABO, w ktorym OB=a i 04=b,
moze si¢ obraca¢ okolo przyprostokgmej 0B. Wyznaczy¢ S$rodek
uderzen.

Nalezaloby wyznaczy¢ naprzéd ramie bezwladnodei wzgledem
OB oraz punkt gtowny tej przyprostokatnej, ale mozna znalezé zgdany
punkt i bezpo$rednio. Obieramy proste 0B, 04 za osi x, §j 1 wyzna-
czamy momenty ilo$ci ruchu f, i Hy, ktore powstang wzgledem la-
kich osi po uderzeniu. Poniewaz o$ obrotu ma nie wywiera¢ zadnych
reakeyi, przeto H,=Pn i Hy=P§, gdzie §, v oznaczaja wspolrz¢dne
punktu szukanego, a P impuls, ktory tatwo wyrazi¢ w funkeyi szyb-
kosci katowej. Z rownai tych wypadnie ﬁ:—i—, -r,=g-.

Prz. 5. Cwiartka kola 40B o promieniu r moze sie obracac
okolo promienia 04. Wyznaczy¢ $rodek uderzen. Odp. OdlegloSei szu-
3rr 3r
£2_purn 68

( Prz. 6.) W jaki sposob nalezy uderzyé tarcze okragly, lezgca na
gladkim stole, aby zaczela sig obracaé okolo jednego z punktow ob-
wodu? Odp. Linia uderzenia powinna dzieli¢ prostopadla $rednice
w stosunku 3:1.

. Prz. 7. Wahadlo sklada si¢ z kuli o promienin a i masie M,
osadzonej na konecu preta o diugosci b i masie m. Wyznaczy¢ $rodek
uderzen. Odp. Szukana odleglo§¢ v od punkiu zawieszenia wyznacza
sie z rownania

kanego punktu od 04 i OB wynosza odpowiednio

{M(a+b',l+mb]m=M[E + (r:+b)2] + P-I;—z :

2 5



