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Fig. 15.

ruchu układu płaskiego, zwłaszcza, jeżeli chodzi o tory różnych
punktów. W wielu przypadkach, mając linie środków, możemy
w sposób bardzo prosty wykreślić tor dowolnego punktu układu.

Przypuśćmy, że krzywa a na lig. 15 jest linią stała, a p
linią ruchomą środków chwilowych! W chwili obecnej krzywe
te •stykają się w 0, i punkt ten
jest środkiem chwilowym. Pra-
gniemy wykreślić tor punktu,
który obecnie zajmuje położe-
żenie A.

Obierzmy na linii o pewną
liczbę punktów I, II, III.... Dajmy
na to, że umiemy w sposób ścisły
lub przybliżony wyznaczyć na li-
nii p takie punkty 1, 2, 3 ..., aby
łuki 01, 12, 23... były odpowie-
dnio równe łukom 01, 1II, II III ...

Zatoczmy z punktu 0 okrąg, przechodzący przez A. Okrąg
ten będzie zawierał element toru punktu A, bo w chwili obe-
cnej A obraca się około 0; innemi słowy okrąg będzie styczny
do toru. Po pewnym czasie punkt 1 znajdzie się w położeniu I
i stanie się wówczas środkiem chwilowym; gdy więc z punktu I
zatoczymy okrąg promieniem 14, to okrąg ten będzie znowu
styczny do szukanego toru. Zataczamy następnie okrąg z pun-
ktu II promieniem 1A i t. d. Obwiednią tych wszystkich okrę-
gów będzie szukany tor punktu A.

H^t-' Prz. 1. Koło loczy się po linii prostej; wykreślić tor którego-
kolwiek punktu układu. ('/" ,'" \ ,

Prz. 2. Prosta toczy się po okręgu; wykreślić tor jednego z pun-
któw tej prostej (rozwijająca koła), a także tor innego punktu, prze-
chodzący przez środek okręgu (spiralna Archimedesa, por. prz. 2
par. 30).

Prz. 3. Wykreślić przy pomocy metody powyższej epicykloidę,
albo hipocykloidę. •*

32. Wyznaczanie linii środków. Okażemy tu na przy-
kładzie, jak można wyznaczyć obydwie linie środków chwilo-
wych, gdy mamy dostateczną liczbę danych, określających ruch
układu.

Dajmy na to, że torami punktów A i B układu są pro-
ste a i b, przecinające się w punkcie O (por. prz. 1 par. 28).

Nauka o ruchu. 1



_ 50" —

Obecnie środkiem chwilowym jest punkt C, w którym przeci-
nają się prostopadłe, poprowadzone w A i B do torów a i b.

Czworobok OAGB ma dwa kąty proste, a więc może być
wpisany w koło, i w myśl twierdzenia Ptolomeusza będzie

AG. OB+OA.JBO=OC.AB (1).
Lecz AC=OGsina, OB= O(7cosj3, OA = OCcopa, J?<?= OCsiń p,
gdzie a i (3 oznaczają kąty AOG i COB. Podstawiając te war-
tości w (1), otrzymamy ^

OC(śin a cos p + cos a sin p) = AB ,

czyli 00= . , -BN.
J sin(a + p)

AU jest to odległość pomiędzy dwoma punktami układu szty-
wnego, a a + p jest kątem pomiędzy prostemi nieruchomemi.
Obydwie te wielkości są stałe, a zatem i OG jest wielkością stalą.

(Z

Fig. 16.

Tak więc środek chwilowy pozostaje w stałej odległości,
od O, i zatem linią stałą środków chwilowj^ch jest okrąg a, za-
toczony z 0 promieniem OG.

Ze środka chwilowego widać ruchomy odcinek AB pod
kątem AGB. Kąt ten wynosi rc-a-p, jest więc stały. Tylko te
punkty układu mogą stać się środkami. chwilowymi, z których
odcinek AB widać pod takim kątem (albo pod kątem a + (3).
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Miejscem geomelrycznem takich punktów jest okrąg p, opisany
na trójkącie ABC; przechodzi on oczywiście również przez
punkt O. Promień okręgu p jest dwa razy mniejszy od pro-
mienia okręgu a.

Zobaczymy teraz, jakie tory obiegają różne punkty układu.
Weźmy naprzód jakikolwiek punkt M okręgu p. Szybkość jego
jest prostopadła do CM, a więc leży na prostej OM. Skoro
szybkość punktu M jest wciąż skierowana do punktu 0, albo
od tego punktu, to torem M może być tylko prosta OM. Toż
samo dotyczy Wszystkich punktów układu, położonych na okr£-
>gu p. Torami ich są proste, przechodzące przez _j5.

Weźmy teraz jakibądź pmnkt P, Poprowadźmy przezeń
średnicę kala p. Terami jej końców M i N są prostopadłe pro-
ste OM i ON. Obierzmy te proste za osi y i x układa współ-
rzędnych, oznaczmy stałe odcinki MP i NP odpowiednio przez
m i n, a zmienny kąt MNO przez ft. Znajdziemy, że

X = m c o s •>>, ij = 7J s i n 9-,

gdzie x i y- oznaczają współrzędne punktu P. Są to równania
parametryczne elipsy, a zatem torem punktu P jest elipsa, któ-
rej osi leżą na prostych ON i OM.

1. Proste a i b układu płaskiego przechodzą wciąż odpo-
wiednio przez stałe punkty i i B. Wyznaczyć obydwie linie środków
chwilowych. Odp. Odcinek AB widać ze środka chwilowego pod ką-
tem stałym, a zatem linią' stałą jest koło o, przechodzące' przez A, B
i punkt przecięcia 0 prostych a i b. Linią ruchomą jest' koło, zato-
czone z punktu 0 promieniem dwa razy większym. Łatwo sprawdzić,
ie każda prosta układu, przechodząca przez 0, czyli należąca do pęka
0, przechodzi wciąż przez stały punkt, położony na kole G.

Ruch ten jest jakby odwrotnością ruchu, opisanego szczegółowo
w paragrafie niniejszym. Jeżeli tam uznamy dotychczasową płaszczy-
znę nieruchomą za układ ruchomy, a dotychczasowy układ ruchomy
będziemy uważali za płaszczyznę nieruchomą, inneini słowy jeżeli bę-
dziemy uważali ruch względny płaszczyzny nieruchomej względem
układu ruchomego, to punkty A i B (lig. 16) staną się dla nas nieru-
chomymi, a proste a i b ruchomemi, i otrzymamy ruch, o którym
mowa w tym przykładzie.

Prz. 2. Dwie jednakowe korby MP i NQ (lig. 17) obracają się
około punktów ikf i JV, a ich końce łączy przegubowo sztaba PQ, któ-
rej długość jest równa MN. Wyznaczyć obydwie linie środków chwi-
lowych. Odp. Są to jednakowe elipsy, których ogniska leżą odpowie-
dnio w M,N i P,Q.
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Prz. 3. Dwie jednakowe korby MJP i NQ, jak na fig. 18, obra-
cają się około punktów M i N, a ich końce łączy przegubowo sztaba

'; PQ=MJ\T. Wyznaczyć linie środków. Odp. Jednakowe hiperbole^,'wy-^
kreślić asymptoty. "-•

Fig. 17. Fig. 1%;-

~'( Prz. 4,' Układ obraca się około punktu A ze stałą szybkością
kątową w, a ten punkt A biegnie prostą a ze stałą szybkością ;;. Wy-
znaczyć obydwie linie środków chwilowych. Odp. Punkt układu, po-
łożony w odległości r od A, posiada szybkość no „względem A i szyb-
kość unoszenia u. Środkiem chwilowym będzie taki punkt, którego
szybkość bezwzględna = 0 . Linią stalą jest prosta równoległa do a,
a ruchomą koło.

• Ji? Pv-Ł-5. Punkt M układu płaskiego obiega spiralną Archimedesa,
której biegun leży w O, i która we współrzędnych biegunowych po-
siada równanie v=a<p, a prosta m układu, zawierająca punkt M, prze-
chodzi wciąż przez O. Wyznaczyć obydwie linie środków chwilowych.
Odp. Linią stałą jest koło o promieniu a, ruchomą zaś prosta, równo-
legła do m (prz. 1 par. 29).

i\j> '•-' PjżV6. Punkt M układu obiega spiralną logarytmiczną, której
biegun le'ży w 0, i która we współrzędnych biegunowych posiada ró-
wnanie r=ae*, a prosta m układu, zawierająca punkt M, przechodzi
wciąż przez O. Wyznaczyć obydwie linie środków chwilowych. Odp.
Linią stałą jest spiralna logarytmiczna, odchylona od danej o 90°, a li-
nią ruchomą prosta, tworząca z OM kąt 45° (por. prz. 2 par. 17).

P̂ SL, 7. Sztaby OA, AB, BO, CO, połączone przegubami, tworzą
równoległobok; wierzchołek 0 jest nieruchomy, a boki OA i 00 obra-
cają się z szybkościami kątowemi u), i w2. Jaki jest tor wierzchołka B'?

Wyznaczamy obydwie krzywe środków chwilowych dla sztaby
AB, a w tym celu wykreślamy naprzód szybkość punktu J3. Jego szyb-
kość względem punktu A (lecz nie sztaby OA) i szybkość unoszenia
są odpowiednio równe v(«2. 00 i <% . OA, albo «y 2 i ( W , jeżeli OA
i 00 oznaczymy przez i\ i r2. Normalna do toru punktu B przetnie
OA w punkcie D; gdy porównamy trójkąt ABD z trójkątem szybkości,
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lo wypadnie, że AD=- , a żalem punkt I) zajmuje położenie stale
(Oj

na sztabie (JA.
Z tego wynika, że krzywą stalą jest koło o promieniu OD, ru-

chomą koło o promieniu AD, Torem punktu B będzie epieykloida luli
hipocykloida (trochoida) stosownie do tego, czy szybkości kątowe mają
kierunki zgodne, czy odwrotne.

Ta sama krzywa powstaje przy toczeniu się innego koła po in-
nem kole stałem. Koła te otrzymamy, wyznaczając środek chwilowy
dla sztaby BC.

/> 3 * PrjK.8, Jeden bok ruchomego kąta prostego ABC przechodzi
wciąż 'przez'* nieruchomy punkt A, a punkt C, położony na drugim bo-
ku, pozostaje na nieruchomej prostej x, przyczem odległość punktu A
od x jest równa BO. Wyznaczyć obydwie krzywe środków chwilo-
wych. Odp. Dwie jednakowe parabole.

33. Obwiednie. Niech będzie jakąś linia ^.-.mleżąca do
układu ruchomego, i przypuśćmy, że normalna do tej linii,
poprowadzona przez środek chwilowy, przecina ją'w punkcie A.
Oczywiście szybkość punktu A Jeży na stycznej do X.

^ ^ S K B ^ i y sobie teraz punkt M ruchomy, ale nie nale-
żący do uTJ?uriPi. Niech ruch jego będzie taki, aby zajmował
on wciąż punkt .przecięcia linii X z normalną, przechodzącą,
przez środek chwilowj r, a więc w danej chwili punkt A. Ten
punkt M zakreśla na płaszczczyźnie nieruchomej pewną linię,
.którą oznaczmy przez [x. Dowiedziemy, że linie X i |A są styczne.

W tym celu uważajmy ruch punktu M względem ulcfaSuT
Torem względnym jest Tiniak, a żarem1 Szyl"l"osc

względna jest styczna do tej linii. Szybkość unoszenia, czyli
szybkość punktu A, jest, jak widzieliśmy, również styczna do X.
Skoro obydwie szybkości składowe leżą na stycznej do X, to na
tejże prostej musi leżeć i szybkość wypadkowa, czyli bezwzglę-
dna. Lecz torem bezwzględnym punktu M jest linia |J., i szyb-
kość bezwzględna musi być styczna i do tej linii. Widzimy, że
linie X i [J. mają w A wspólną styczną, a więc się stykają w tym
punkcie.

Linia X jest w każdej chwili styczna do linii |J., a zatem JJ,
iest obwiednia wszystkich położeń lini| X. Warto zwrócić uwa-
gę, że linia X nie toczy się po linii [i. Szybkość unoszenia jest
tirróżiaa__ c^d^zęrą^fTsży^kość względna punktu M nie jest ró-
wna szybkości bezwzględnej.

Z rozważań tych wynfka, że wspólna normalna do dowal-
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nej linii X, należącej do układu ruchomego, i do jej obuńedni IJ,
przechodzi w każdej chwili przez środek chwilowi/.

W paragrafie 29 rozważaliśmy ruch prostej, która wciąż
przechodzi przez stały punki 0, i widzieliśmy, że prostopadła
do niej, wystawiona w punkcie 0, przechodzi w każdej chwili
przez środek chwilowy. Jest to szczególny przypadek tylko co
dowiedzionego twierdzenia. Prosta ruchoma jest w tym razie
linią X, a punkt 0 można uważać za zdegenerowaną linię [u

'i- • $\ J>rz. X, Torem punktu A układu płaskiego jest prosta m, a ob-
wiednią prostej a, należącej do układu i przechodzącej przez A, jest
koło styczne do m. Wyznaczyć obydwie krzywe środków chwilowych.
Odp. Dwie jednakowe parabole,

yPrz./S^ Punkty A i B układu płaskiego poruszają się na prostych
x i !/, prostopadłych jedna do drugiej. Wyznaczyć obwiednię prostej
AB. Odp. Obieramy proste x, y za osi współrzędnych, i oznaczamy
przez (xij) współrzędne punktu zetknięcia prostej AB z obwiednią.
Znajdziemy łatwo, że x^'+y'^=a^, gdzie a — AB. Jest to równanie
astroidy.
f /-PjC 3. Koło o promieniu a toczy się po prostej™^; wyznaczyć
obwiednię średnicy. Odp. Cykloida, którą zatacza punkt okręgu o pro-

lę.ą a ' ;
mieniu —, toczącego się po prostej x.

i 2

"tł
J -, Prz. 4. Boki AB i BO ruchomego trójkąta ABC pozostają sty-

^cznymi odpowiednio do kół 0± i O2. Wyznaczyć obwiednią boku CA.
Odp. Łatwo się przekonać, że normalna do obwiedni szukanej prze-
cina stałą linię środków chwilowych wciąż w jednym i tym samym
punkcie, a krzywą, której wszystkie normalne przechodzą przez jeden
punkt, jest koło.

l*jcz. 5. Wierzchołek kąta prostego porusza się na prostej ;/, a je-
den bok przechodzi wciąż przez punkt F. Wyznaczyć obwiednię dru-
giego boku. Odp. Parabola, której ogniskiem jest F, a styczną wierz-
chołkową ;/,

r N 35,Prz. 6. Wierzchołek kąta a obiega spiralną r=ae'^, a jeden z jego
boków przechodzi przez biegun. Wyznaczyć obwiednię drugiego boku.

Łatwo okazać, że styczna do szukanej krzywej tworzy z promie-
niem wodzącym kąt 45°, a zatem krzywa ta jest taką samą spiralną.

'Interesujące są dwa przypadki szczególne. Zakładając « = - , znajdzie-

my, że rozwijaną spiralnej logarytmicznej jest taka sama spiralna

(par. 34), a zakładając a,=- , otrzymamy obwiednię promieni światła,

wydawanych przez punkt świecący w biegunie, po odbiciu od spiral-
nej danej.
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34. Rozwijane i rozwijające. Niech będzie jakakolwiek
krzywa a. Wyobraźmy sobie układ ruchomy, którego punkt M
obiega tę krzywą, a prosta m, przechodząca przez iH, jest wciąż
do niej normalna. Środek chwilowy będzie oczywiście w każdej
chwili leżał na prostej m. Zbadamy bliżej położenie jego.

Przypuśćmy, że w pewnej chwili punkt M. zajął położe-
nie M' na a, a prosta m położenie CM') gdzie G ma oznaczać
ówczesny środek chwilowy. W ciągu następnych dl sek. cały
układ razem z prostą m obraca się około G, i w końcu tego
okresu 711 zajmie położenie CM", gdzie M" oznacza nowe po-
łożenie punktu M na krzywej a, nieskończenie blizkie do M'.
Tak więc środek chwilowy leży na przecięciu normalnych, po-
prowadzonych' w nieskończenie blizkich punktach krzywej a.
Î ecz z drugiej strony wiemy, że' takie dwie normalne przeci-
nają się w środku krzywizny krzywej a; w danym razie jest
to środek krzyw!źny,"'ó~dpQwiadający punktowi M'://s\.

Widziany, że.środek chwilowy^ leży w każdej chwili'w środ-
ku krzywizny, należącym do Itego punktu ljrzj.wej a, który
właśnie zajmuje punkt ilZ Ocśtywiście linią^ucjhomą spodków
chwilowych jest-tu prostym, ;a linią stałą^'miejsce geometry-
czne środków kraywizny^kr-zywej a.,Oznaczmy to miejsce geo-
metryczne literą p. ^ , i1'.- " """ '

Możemy teraz powstanlą.krzyyej a wyobrażać sobie w spo-
sób taki: prosta m toczy się- bez poślizgu po krzywej p, i jeden
z punktów tej prostej zatacza krzywą a.

MQżna to opisać jeszcze inaczej. Wyobraźmy sobie, że je-
den konipc nici nierozciągalnej jest umocowany w jakimś pun-
kcie krzywej [3, i że n\ć opasuje ściśle tę krzywą. Gdy ujmie-
my-za'swobodny koniec nici i będziemy ją,-nawijali na krzy-
wą p, lub odwijali, przyczem nić powinna /być wciąż wyprę-
żona, to oczywiście ruch wyprostowanej części nici będzie taki
sam, jak ruch prostej m, i jeden z punktów nici zakreśli
krzywą a.

Krzywa (3 zowie się rozwijaną krzywej a, a krzywa a roz-
wijającą krzywej p. Rozwijana jest obwiednią normalnych roz-
wijającej.

35. Szybkość środka chwilowego. Dajmy na* to, że krzy-
we ax i a2 na fig. 19 są liniami środków chwilowych stałą
i ruchomą. Krzywe te stykają się w punkcie M, który w chwili
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obecnej jest środkiem chwilowym. Niech [ix i [32 będą rozwija-
nemi tych krzywych. Krzywa ^ jest nieruchoma, a (32 należy
do układu ruchomego. Wspólna normalna do a.x i a.., jesL sty-
czną do obydwóch rozwijanych, a punkty zetknięcia Bl i i>'2
są środkami krzywizny linii a.x i a2 w punkcie M.

Wyobraźmy sobie, że JSjĄ jest częścią środkową nici, któ-
rej części skrajne opasują krzywe pŁ i |3S, a końce są umoco-

wane na tych krzywych. Wykona-
my teraz czynność następującą. Za-
trzymujemy układ ruchomy w po-
łożeniu obecnem, rozcinamy nić
w punkcie M i prowadzimy końce
po krzywych a15 cc2 aż do punktów

"z Au A2, obranych w taki sposób, aby
łuki MAl i MA2 były równe. Wy-
prostowane części nici zajmą teraz
położenia AjJB^' i A2B2'; są one nor-
malne do ax i a3 w punktach At,
A2 i styczne do (3l5 f32 w J?t', S2 '.
Podczas całej tej czynności nici,

a./<;~ jak wiemy, były wyprostowane,
odwijając się z krzywych p1 ; |32,
albo nawijając na nie.

Przymocujmy następnie koń-
ce nici w punktach Ax, A2 i przy-
wróćmy układowi ruch dotychcza-
sowy. Krzywa a2 będzie się toczyła

po a l 5 i po jakimś czasie punkt A% znajdzie się w położeniu At,
stając się środkiem chwilowym. W owej chwili oczywiście nić
A2B2' będzie stanowiła przedłużenie nici Bl'A1.

Z tych prostych rozważań wynika, że jeżeli nie rozetnie-
my nici, to podczas ruchu układu pozostanie ona wciąż w na-
prężeniu i będzie się jednocześnie odwijała z krzywych p i 5 j32,
lub nawijała na nie; zresztą przy innej dyspozycyi nić może
się nawijać na jedną z nich a odwijać z drugiej. Podczas tego
ruchu wyprostowana część nici stanowi wciąż wspólną nor-
malną do obydwóch linii środków chwilowych, a pewien okre-
ślony jej punkt M przypada w każdej chwili w środku chwi-
lowym.

Fig. 19.
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Wyniki, do których doszliśmy, wypowiemy jeszcze w inny
sposób. Wyobraźmy sobie prosta in ruchomą, lecz nie należąca
do rozważanego układu. Przypuśćmy, że toczy się ona bez po
ślizgu po krzywej $v W takim razie, jak wiemy, pewien punkt
M prostej m obiega krzywą av Niech szybkość tego punktu
będzie taka, aby w każdej „chwi]j„4U7<xUiulaLxui--5Ł..puillŁcie ze-
tknięcia krzywych «a i a2, czyli w ówczesnym środku chwi-
lowym.

Uważajmy teraz ruch prostei»î wy Ĵ|g,djpjijî ułŁŁaj:li.i rucho-
mego. Z rozważań poprzednich wynika, że w tym ruchu wzglę-
dnym toczy się ona bez poślizgu po krzywej p2, a punkt M
obiega krzywą «2.

O tym punkcie M prostej m, który podąża wciąż za środ-
kiem chwilowym, mówiliśmy już w-par. 30. Widzieliśmy tam,
że szybkość jego względem układu ruchomego jest zgodna
z szybkością bezwzględną co do wielkości i kierunku. Szybkość
ta nazywa się powszechnie szybkością środka chwilowego. Nazwa
ta, trudna do zastąpienia, wyTfaJe się w pierwszej chwili niedo-
rzeczną, lio środek chwilowy, jeżeli uważamy go za punkt ukła-
du ruchomego, posiada szybkość zero. Oznaczmy tę szybkość
punktu M przez c. Oznaczmy prócz tego obecną szybkość ką-
tową układu ruchomego przez w, i promienie krzywizny krzy-
wych a1 ? a2 w M, czyli MB^, MB2 na lig. 19 przez J2j_, B2.

Dla prostej m środkiem chwilowym jest obecnie punkt Bl,
' c". k»v«4

zatem szybkość kątowa tej prostej wynosi -=r, a szybkość 'pun-1'

ktu ,B2 prostej m będzie oczywiście p• (i?x -\-B2). \W ruchu
. • . ' A i •••" ; v . • • " '

względnym środkiem chwilowym prostej m jest punkt B2, za-
tem szybkość względna tego punktu jest równa zeru, a szyb-
kość bezwzględna jest zgodna co do wielkości i kierunku z szyb-
kością unoszenia, czyli z szybkością tego punktu układu, w któ-
rym obecnie znajduje się punkt B2. Lecz układ obraca się obe-
cnie około środka chwilowego M z szybkością kątową w, a więc
szybkość owego punktu wynosi -K2o). Z tego wynika, że

lub

) = it,O>

Ci> 1 1

c^Ą + Ĵ /j
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Aby wzór był zupełnie ogólny, będziemy uważali Ą , R2 za
dodatnie, gdy mierzymy je w strony odwrotne od środka chwi-
lowego, czyli, gdy Bt i B2 leżą po różnych stronach punktu M,
Jeżeli Bt i B2 leżą po jednej stronie, to Et i B2 powinny mieć

znaki odwrotne, dobrane w taki sposób, aby wielkość — była

dodatnia.
Przy pomocy tego wzoru można wyznaczyć szybkość środ-

ka chwilowego, mając krzywizny obydwóch linii środków, oraz
szybkość kątową układu. w <l^\ <i!

'¥// 36. Krzywizny torów. Na lig. 20 M ma. być owym pun-
ktem ruchomym, który nie należy do układu, lecz wędruje

wciąż razem ze środkiem chwilowym,
a więc M oznacza również położenie
obecne środka chwilowego; niech c
będzie szybkością punktu M, albo
szybkością środka chwilowego, a m
wspólną normalną do obydwóch linii
środków chwilowych. Szybkość c, ja-
ko leżąca na wspólnej stycznej, jest
prostopadła do m. Przypuśćmy, że
w chwili obecnej układ obraca się
około M z szybkością kątową w.

Weźmy dowolny punkt układu
P, którego odległość od M oznaczy-
my przez p. Szybkość jego w=y;w.
Prosta, łącząca koniec P' szybkości w
z M jest linią przewodnią prostej MP;
tworzy ona z MP kąt a = arctanw
(par. 29).

Wyobraźmy sobie prostą n ru-
chomą, lecz nie należącą do układu.
Dajmy na to, że jeden jej punkt jest

umocowany w punkcie Pt a zatem wędruje torem punktu P
i w.każdej chwili posiada z P wspólną szybkość; w chwili
obecnej ta szybkość jest równa v. Przypuśćmy dalej, że ta pro-
sta m_ pozostaje wciąż normalną do toru punktu P. Z tego wy-
nika, że przechodzi ona wciąż przez środek chwilowy układu,
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czyli przez punkt. M, i toczy się bez poślizgu po nieruchomej
rozwijanej toru punktu JP.

Zwróćmy uwagę na ruch punktu M względem prostej n,
albo raczej ""Względem nowego układu," związanego z tą prostą.
Torem względnym jest prosta n, a więc na niej leży szybkość
względna; szybkość unoszenia jest prostopadła do n, jako do
prostej zerowej. Gdy rozłożymy szybkość bezwzględną c w tych
dwóch kierunkach, to składowa prostopadła a będzie szybko-
ścią tego punktu prostej /!, który obecnie zajmuje, punkt M.

Połączmy końce N i P' szybkości JI i v. Otrzymamy linię
przewodnią prostej n; ich punkt przecięcia Q jest środkiem
chwilowym prostej n, albo środkiem krzywizny toru punktu P.

Zapomocą tej konstrukcyi (podanej przez W. Hartmanna)
można _wyĵ naczyć środek. k^zĵ wiziiy ^—-i^lMlL-ŁlE?^1 Cć szyb-
kość tego punktu, oraz szybkość środka chwilowego. Rozwią-
żemy również bez trudności zadanie odwrotne: mając szybko-
ści oraz środki krzywizny torów dwóch punktów, wyznaczyć
szybkość środka chwilowego; następnie można już wyznaczyć
środek krzywizny dla każdego dalszego punktu układu.

Warto jeszcze zauważyć, że z końca N składowej u widać
szybkość c pod kątem prostym, a więc koniec ten leży na ob-
wodzie koła, którego średnicą jest c. O tem kole wypadnie
nieraz mówić w dalszym ciągu; nazwiemy je dla krótkości
k o ł e m JL M v-

Powyższa konstrukcya środka krzywizny pozwala łatww £i'zasa-
(Inić "pewne twierdzenia rzutowe. Niech będą na proslej MP pî q(>z
punktu P jeszcze punkty P 1 ( P,.... Prowadzimy przez nie promienie
prostopadle do MP; w przecięciu z prostą przewodnią MP' otrzyma-
my punkty P/, P 2 ' . . . . Prowadzimy następnie promieniei.P1'JV, Pa'N...,
które przetną prostą MP w punktach Qi, Q%.„ • Punkty Q, Qlt Q%... są
środkami krzywizny torów punktów P, P,, P2....

Mainy teraz na prostej MP dwa szeregi punktów• P, P 1 ( P2...
i Qi Qi> Qz •••', każdy z nich jest w perspektywie do szereguP', P/, P2'...,
a zatem są to szeregi rzutowe. Ich punkty podwójne są połączone w M.
Gdy dany jest ten punkt M oraz para odpowiadających sobie pun-
któw, np. P i Q, to szeregi są określone i możemy łatwo wyznaczyć
środek_krzy_wizny .toru każdego "punktu,T danego na prostej MP.
""•""" ""Vv tym •'lCBrtr*pTD'Waldzi'my przez""5f dowolną prostą i obieramy
na niej dwa dowolne punkty A i JB. Promienie łączące pierwszy
z P, Pj, P2..., oraz promienie, łączące drugi z Q,QU Q2..., tworzą pęki
rzutowe; pęki te leżą w perspektywie, bo połączone promienie.AM
i BM odpowiadajii~śóbie. Ż tego wynika, że punkty przecięcia odpo-
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wiadającycli sobie promieni leżą na prostej, przechodzącej przez M.
Prostą tę otrzymamy, łącząc M z punkiem przecięcia promieni AP
i BQ, a następnie już będziemy mogli wyznaczyć dowolną liczbę par
punktów.,

\ j¥z . 1. Dwie korby OiAi i O2A2, których końce łączy przegubo-
wo sztaba AyAs, obracają się około O,, O2; wyznaczyć środek krzywi-
zny toru pewnego punktu A, danego na sztabie, przy danem położeniu
mechanizmu.

Fig. 21.

Wyznaczamy naprzód środek chwilowy C i szybkość i\ punktu
Ax. Szybkość tę powinno być widać z C pod kątem a—arctanu.,' gdzie
tu oznacza szybkość kątową sztaby A\A%\ ale oczywiście ani tor"punktu
układu, aui jego środek krzywizny nie zależą od szybkość^ kątowej,
możemy więc tę szybkość albo kąt a~ obrać dowolnie. Środkiem krzy-
wizny toru punktu A\ jest 0,, gdy więc połączymy koniec IĄ Z Olt to
otrzymamy linię przewodnią korby OiAy, i na tej linii będzie leżał ko-
niec szybkości uv. W danym razie jest to szybkość, którą miałby
punkt, należący do korby i zajmujący położenie C. Tak samo otrzy-
mamy dla punktu A2 szybkość u,.. Kojo y przejdzie przez C i przez
końce szybkości i^ i u8. Mając koło Y> znajdziemy już łatwo środek
krzywizny O toru punktu A,

Prz. 2. Okazać, że w cykloidzie promień krzywizny jest dwa
razy większy, niż odległość punktu od środka chwilowego.

Torem środka koła tworzącego jest prosta, środek krzywizny
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leży nieskończenie daleko, a zatem składowa u musi być równa szyb-
kości środka. Korzystając z tego, można odrazu wykreślić koło y. Do-
godnie będzie obrać io=l.

Prk' 3. Punkty A i B układu płaskiego poruszają się na prostych
a i b, tworzących kąt prosty; wyznaczyć wykreślnie środek krzywizny
toru dowolnego punktu układu.

Obrawszy dowolnie szybkość środka odcinka AB, można odrazu
wykreślić koło x-
J ^ P&4^4. Wyznaczyć promienie krzywizny w wierzchołkach elipsy,

a2 b*
której osi wynoszą la i 2b. Odp. -—i —. Elipsę należy tu uważać

za tor punktu prostej, której dwa punkty poruszają się na osiach.
Prz. 3>.,Ruchoma prosta m przechodzi wciąż przez punkt O, a jej

punkt A pozostaje wciąż na nieruchomej prostej n. Odległość punku 0
od 7i wynosi a, i na m dany jest punkt B w odległości b od A. Wy-
znaczyć wykreślnie środek krzywizny toru punktu B dla jakiegokol-
wiek położenia prostej m i obrachować promień krzywizny, gdy pro-
sta m jest prostopadła do n.

Obrawszy 0 za początek układu współrzędnych i prostopadłą
do /! za oś cc, znajdziemy łatwo równanie linii stałej środków chwi-
lowych, a mianowicie if=ax. Jest to parabola, której wierzchołek leży
w 0, a oś na osi x. Wiadomo, że rzut punktu paraboli na oś i prze-
cięcie stycznej z osią leżą w jednakowych odległościach od wierz-
chołka; korzystając, z tego twierdzenia, wyznaczymy wspólną styczną
do krzywych środków chwilowych, a następnie koło y. Promień krzy-

ki > • • , • ( « ± 6 ) 2

wizny w szczegolnem położeniu wskazanem wynosi — - — .

37. Koło przegiąć. Na fig; 22 widzimy znowu środek
chwilowy M, wspólną normalną do linii środków m i koło "(.
Poprowadźmy w układzie ruchomym przez środek chwilowy
dowolną prostą MP, tworzącą z m kąt •&, i niech MP' będzie
jej linią przewodnią. Prowadzimy następnie przez koniec N
szybkości u prostą równoległą do MP i przez punkt 8', w któ-
rym ta równoległa przecina linię przewodnią, prostopadłą S'S
do MP. Środek krzywizny toru punktu 3 leży w przecięciu
prostych NS' i H8, a więc jest punktem nieskończenie odle-
głym; z tego wynika, że punkt 8 przypada obecnie w przegię-
ciu swego toru.

Ż figury widać, że MS=SS' cot a = c . cos>> . cot a, gdzie
a = arctanw oznacza kąt PMP'. Ostatecznie

co


