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43. Uktad zerowy. O$ ruchu s$rubowego nazywa sie takze
osiq centralng pola szyblosci. Podaje tu jeszeze jeden dowdad
istnienia osi centralnej; dowdd ten, scisle geomelryezny, lepiej
moze odpowiada charakierowi przedmiotu.

Wezmy w polu szybkosci ukladu sztywnego dowolny punkl
A i poprowadzmy przezen prostopadle do jego szybkosei pla-
szezyzne A. Plaszezyzna A nazywa sie plaszezyzng zerowq pun-
kiu A; punkt A nazywa sie punklem zerowym plaszezyzny A.
Wszystkie proste, polozone w plaszczyznie i przechodzgce przez
iej punkt zerowy sa zerowe.

Szybkosé punklu przecigcia dwdch prostych zerowyeh jest
prostopadla do plaszezyzny tych prostych, a zalem ten punkl
przeciecia jest punktem zerowym plaszezyzny prosiych.

Kazda plaszezyzna posiada punkt zerowy. Aby go wyzna-
czy¢ obieramy w plaszezyznie dwa dowolne punkly i prowa-
dzimy przez nie w plaszczyznie proste, prostopadle do szybko-
sci tych punktéw. Bedg to proste zerowe, i ich punkt przecig-
cia jest szukanym punktem zerowym.

Tym sposobem w polu szybkosci kazdemu punktowi od-
powiada plaszezyzna, przechodzaca przez ten punkt, i kazdej
plaszezyznie odpowiada punkt, potozony w tej plaszezyznie.
Ogot punktéw wraz z ich plaszezyznami zerowemi nazywa sie
uktadem zerowym. Zobaczymy zaraz, ze istnieje précz tego od-
powiednio$¢ pomiedzy prostemi pola.

Niech bedzie punkt 4 oraz jego plaszezyzna zerowa A.
Poprowadzmy przez A dowolng plaszezyzne B; przelnie ona
plaszczyzne A wedlug prosiej zerowej, i na tej ostainiej] musi
leze¢ punkt zerowy plaszezyzny B. Tak wiee punkty zerowe
wszystkich plaszezyzn, przechodzqeyeh  przez  dany  pankl, lezq
w _}egn plaszezyinie zerowey.

Wezmy w plaszezyznie A dowolny punkt B; prosta, ta-
czaca go z A, jest zerowa, a wiec lezy w plaszezyznie. zerowej
punktu B. Plaszczyzny zerowe wszystkich punktéw, potozonych
w danef plaszezyinie, przechodzq przez jej punkt zerowy.

_ WeZmy na prostej « dwa dowolne punkty M i N. Ich pta-
szezyzny zerowe M, N przecinaja sie, dajmy na to, na prostej b.
Poprowadzmy przez a dowolna plaszezyzne; jej punkt zerowy
lezy na kazdej z plaszezyzn M i N, a zatem lezy na prostej 0.
Punkty zerowe wszystkich plaszezyzn, przechodzgcyeh przez a,
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leza na b. Odwrolnie punkty zerowe plaszezyzn, przechodzy-
cych przez b, lezg na q, jako na prostej, laczacej punkty /i N.
Proste a i b nazywaja sie sprzezonemi.

W polu szybkosci kazdej prostej odpowiada inna prosta
z nia sprzezona. Prosta zerowa zawiera punkt zerowy kazdej
plaszezyzny, przez nig przechodzacej, a wiec jesl sprzezona sa-
ma ze sobg.

Sprzezone prostych, pofozonych w jednej plaszezyZnie,
przechodzg oczywiscie przez punkt zerowy tej plaszczyzny,
a sprzezone prostych, przechodzacych przez jeden punkt, lezg
w plaszezyznie zerowej tego punktu.

W polu szybkodei szezegdlnie wazng role odgrywa punkt
zerowy plaszczyzny nieskoneczenie odleglej. Proste, przechodzgce
przez ten punkl, zowig sie $rednicami pola. Naturalnie wszyst-
kie srednice sg rownolegle; ich proste sprzezone leza w pla-
szezyznie nieskonczenie odleglej, a wiec sa nieskonczenie odle-
gle. Odwrotnie kazda prosta, sprzezona z prosta nieskonczenie
odlegla, przechodzi przez punkt zerowy plaszezyzny nieskon-
czenie odlegtej, a wiec jest Srednica.

Punkty zerowe plaszezyzn réwnoleglych, t. j. przechodza-
cych przez jedna prosta nieskonczenie odlegly, leza na srednicy,
sprzezonej z ta prosta. Odwrotnie plaszezyzny zerowe wszyst-
kich punktéw srednicy sa rownolegle, bo przechodzg przez nie-
skonezenie odlegla prosta, sprzezong z tg érednicg. Z tego wy-
nika, e szybkosci wszystkich punktéw $rednicy, jako prosto-
padte do owych plaszezyzn, sa rownolegle.

Szezegdlnie sa wazne plaszczyzny prostopadie do érednic.
Srednica, na ktérej leza ich punkly zerowe, zawiera oczywiscie
szybkosdei swych punktéw, a wiec jest {o os centralna.

Plaszezyzny rownolegle do Srednic nazywamy ptaszezyznami $re-
dnicowemi. Plaszezyzna taka przechodzi przez punkt zerowy plaszezy-
zny nieskenczenie odleglej, a zatem w lej oslainiej lezy jej punki ze-
rowy, inaczej mowiac, punkly zerowe plaszezyzn Srednicowych sg nie-
skoneczenie odlegle. Odwrotnie kazda plaszezyzna, posiadajaca punkl
zerowy w nieskoficzono$ci, przechodzi przez punkt zerowy plaszezy-
zny nieskonczenie odleglej, a wiee jest $rednicowa.

Polgezmy linig prosta punkty 4, B, wziete dowolnie odpowie-
dnio na sprzezonych prostych a, b. Punkt B jest zerowym plaszezy-
zny, przechodzacej przezen i przez a, a zatem prosta AB jest zerowa.
Tak wiec kazda prosla, przecinajgca dwie proste sprzezone, jest zerowa.
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Niech bedzie' prosta zerowa m, przecinajyca jedny z proslych
sprzezonych np. a. Punkt zerowy plaszezyzny, przechodzacej przez «
i m, musi leze¢ na m i na b, a wigc jest ich punkiem przecigcia,
Z tego wynika, ze kazda prosta zerowa, przecinajyca jedna z prostych
sprzezonych, przecina i drugy,

Zastosujmy te twierdzenia do osi centralnej i do proslej z niy
sprzezonej. Oznaczmy le ostalnig litera n. Jest Lo prosta nieskonczenie
odlegla plaszezyzn, proslopadlych do s$rednic, Kazda prosta zerowa,
przecinajgea o§ centralng, przecina rownicz prosla n, a wice jesl pro-
stopadla do osi centralnej. Odwrolnie kazda prosta zerowa, prostopa-
dla do osi centralnej, przecina prosta n, a zatem musi przecinad i o$
centralna.

Niech bgda znowu dwie jakiekolwiek proste sprzezone a, b,
i niechaj m bedzie prosly ich najkrotszej odleglodei., Ta ostatnia jest
zerowa, bo przecina dwie prosle sprzezone. Poprowadimy przez a
plaszezyzne prostopadiy do m, ezyli rownolegly do b. Posiada -ona nice-
skonczenie odlegly punkl zerowy, a zatem jest §rednicowa. Widzimy,
ze prosta m jest prostopadia do plaszezyzny Srednicowej, a wige i do
osi centralnej; z lego wynika, ze prosla m przecina o$ cenlralng,
Wszystkie proste najkrotszych odlegloSci par prostych sprzezonych
przecinaja o$ centralng i sq do niej prostopadie.

Prz. 1. Dane sg dwie pary prostych sprzezonych; wyznaczy(
punkt zerowy jakiejkolwiek plaszcezyzny, plaszezyzne zerows jakiego-
kolwiek punkiu i o§ centralna pola.

Prz. 2. Majac dwie pary prostych sprzezonych, wyznaczy¢ sprze-
zona z piala prosty dowolng.

Prz. 3. Okazad, ze kazde dwie pary prostych sprzezonych lez-q
na hiperboloidzie jednopowlokowej,

Wynika to stad, ze kazda prosta, p:'?t::lna]qca trzy z owych czte-
rech prostych sprzezonych, przecina rowniez i czwarly.

Prz, 4. Dowied¢, ze charaklerystyka plaszezyzny (par. 24, prz.)
jest sprzezona z prostopadly do plaszezyzny w jej punkcie zerowym.

Prz.5. Charakterystyka plaszezyzny srednicowej jest Srednicy pola,

Prz. 6. Dowies¢, ze obwiednia szybkosei punktow charaktery-
styki jest parabola, ktorej ogniskiem jest punkt zerowy plaszczyzny,
a styczng wierzcholkowy charakterystyka (par. 33, prz. 5).

Prz. 7. Przez kazdy punkt pola przechodzi prosta, prostopadla
do swej sprz¢zonej.

« Prz. 8. CharakleryStyka plaszezyzny jesl rzulem prostokatnym
$rednicy na tg plaszczyzne.

Prz. 9. Rzuty prostokatne dwaoch prostych sprzezonyeh na do-
wolng plaszezyzng przecinajg sig¢ na charakterystyce tej plaszezyzny.

Prz. 10. Krawedz dwusciennego kata prostego przecina o$ cen-
tralng i jest do niej prostopadia; okaza¢, ze iloczyn odleglo$ei od osi
punktow zerowych $cian takich katow jest dla danego pola wielko-
Scig stala (par. 41, prz. 2).
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-t 44, JRuch wzgledny ukladu. Nieraz juz byla mowa o ru-

chu ukladu wzglegdem punktu, lub racze] wzgledem innego
uktadu, zawierajacego 6w punkt i posiadajacego ruch postepo-
wy. Wypada teraz blize] rozwazy¢ ruch ukladu wzgledem ukla-
du innego, posiadajacego ruch jakikolwiek.
_ Zadanie, ktére si¢ tu nastrecza, moznaby sformulowaé tak:
dany jest ruch ukfadu 8, wzgledem ukladu §,, czyli ruch
wzgledny, oraz ruch ukladu S, wzgledem ukladu S, (mozemy
go uwazaé za nieruchomy), czyli ruch unoszenia, chodzi o wy-
znaczenie ruchu ukladu S; wzgledem Sy, czyli ruchu bezwzgle-
dnego. Rozwazanie nasze zawra sie jednak w ciad$niejszych gra-
nicach. Bedzie nam chodzilo nie o ruch wogéle ukladu S|,
lecz o jego slan cynematyczny. a'wiec zadanie, ktére sobie po-
stawimy bedzie takie: dane jest pole szybkosci ukladu 8, wzgle-
dem S, oraz pole szybkosci ukladu §, wzgledem §;, wyzna-
czyé pole szybkosei ukladu §; wzgledem S,

Sposob rozwigzania takiego zagadnienia narzuca sie sam
przez sie. Wezmy jakikolwiek punkt 3/ ukladu S,, zajmujacy
w danej chwili punkt 4 ukladu S,; przypusémy, ze szybkosé
tego punktu A wzgledem 8,, czyli szybkos¢ wzgledna, wynosi w,
a szybko$é punkiu A, czyli szybkosé¢ unoszenia u, Wiemy, ze
szybkos¢ punktu M wzgledem §y, czyli szybkosé¢ bezwzgledna v,
bedzie wypadkowa szybkosci w i u. Mozemy zatem wyznaczyé
szybkos¢ bezwzgledna kazdego punktu ukfadu S, a,tem sa-
mem i szukane pole szybkosei.

Tak wiec postawione zagadnienie rozwigzuje sie przy po-
mocy dodawania geometrycznego szybkosci wzglednych i szyb-
kosci unoszenia. W dzialaniu tem obydwie szybkosei skladowe
w i usa rownouprawnione, i niema potrzeby czyni¢ pomiedzy
niemi roznicy. Dzigki tej okolieznosei ularl sie zwyczaj nazy-
wania ruchow wzglednego i unoszenia ruchami skladowymi,
a ruchu bezwzglednego ruchem wypadkowym. Mozna zatem za-
gadnicnie nasze sformulowaé jeszeze tak: dane sg skladowe
pola szybkosci, wyznaczy¢ pole wypadkowe. - i
“""‘"T"E:"'s’)osub mowienia jest dogodny i zupeinie poprawny,
ale tylko w tym razie, gdy mamy na widoku stan cynema-
tyezny ciata w pewnei chwili; gdy jednak chodzi o ruch
ukladu w ciggu pewnego ol\:esu cho¢by nawel bardzo krot-
kiego, to niezbedna jest 1zeczq Otll'éfalniaé ruch wzgledny od
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ruchu unoszenia. W razie przeciwnym mozZemy wpasé w cigz-
kie biedy. '

~45. Roéwnoleglobok szybkosei katowych. Mamy teraz
rozwazy¢ z kolei wszelkie mozliwe kombinacye réznych rodza-
jow ruchow skladowych.

Gdy ruchy skladowe sa poslepowe, lo oczywiscie ruch
wypadkowy bedzie rowniez postepowy, a jego szybkosé bedzie
sumg geomelryczng szybkosci ruchéw skladowych. Dotyezy to
nietylko dwdch, ale i dowolnej liczby ruchdw skladowych.
Przypadek ten mozna uwazaé za wyczerpany, i przejdziemy
odrazu do innego, w ktérym rochami skladowymi sg ruchy
ohrotowe.

Przypu$émy wiee. ze uklad sztywny posiada dwa _ruchy
obrotowe. Tymezasem rozwazymy tylko ten puypadel{, gdy

B . osi tych ruchéow sie przecinaja,
A 3

i N 4 i przypus¢my, ze w chwili roz-
’ S [ wazanej obydwie lezg w pla-

A -_" __________ s szezy#znie papieru. Niech odeinki
7 HCE! "’l}OA i 04, wyrazaja szybkosci
katowe o, i 0, pod wzgledem
wielkosei i kierunku wediug
: . ] umowy, zawartej w par. 26.
C, % 7 e -8 Wezmy jakikolwiek punkt
Fig. 29. _7* P ukladu, polozony, dajmy na’
' to, w odleglosciach p, i p, od osi
,O‘f]l i OA Szybko$é lego punktu ma dwic sktadowe: jedna
Ypo‘dhodzl z ruchu obrotowego okolo OA, i wynosi p,0,, druga,
pochodzgca z ruchu okolo O4,, wynosi p,w,. Jezeli P lezy na
jednej z osi, to odpowiednia sktadowa jest zerem; dla punktu
0 obydwie skladowe sa zerami, a zatem i szybkosé wypadko-
wa _jest Zerem.

7 _tego wynika, Zze ruch wypadkowy jest obrotowy, i o$
jego przechodzi przez punkt O. “Dow owiedziemy, ze- szjbkuse ka-
towa. ruchu wypadkowego wyraza co do wielkosei i kierunku
przekgtnia O4 réwnolegloboku, ktérego bokami sa 04, i OA,,
czyli ze szybkosé kqlowa ruchu wypadkowego jest wypadkowq
szybkosei ruchéw sktadowyeh.

Obydwie sktadowe szybkosci punktu A sq prostopadle do
ptaszezyzny papieru. Jedna z nich, pochodzgca z ruchu obro-




towego okolo OA,, jest zwrécona w strong widza i réwna
wy . AB;, druga, pochodzgca z ruchu okolo O4,, jest zwrécona
w strone odwrotng i wynosi w,.A4B,. AB, i AB, oznaczaja tu
odleglosci punktu 4 od osi. Lecz iloczyny o,.AB, i w,. 4B,
sq liczbowo réwne podwdjnym polom tréjkatéw A4,0 i 44,0,
a le th[le) sa rowne. Z lego wynika, Ze szyl)kosc wypadkowa
chu wyffeifﬁ{_o”weso iy o AT

Zwréémy teraz uwage na punkt A,. Szybkos$é jego posla-
" da tylko jedna skladowsg, pochodzgca z ruchu okolo osi 0A,.
Skiadowa ta jest odwrécona od widza, a zatem okolo osi OA
uklad obraca sie dla patrzgcego od A do O w kierunku ruchu
wskazowki zegara. Tak ‘wiec szybkosé katowa ruchu wypadko-
wego jest zwrécona od O do A. Pozostaje jeszcze wyznaczyé lg
szybkosé co do w1clkos'.c| oznaczymy ja przez €.

Szybkodé punktu A mozna wyrazi¢ jako Q.4,C, lub
w,.4,C,, gdzie A,C i 4 (‘._ sa odlegtosciami punktu Al od 04

i O4,. Zalem Q. A O=uy. 4,0,

lloczyn w, . 4,0, jest to podwdjne pole trojkata 4,4, O a po-
niewaz trojkat ten oraz 44,0 maja pola réwne, przeto

w,. 4,0,=04 .4,0C.
Z tych dwdch réwnan wynika, ze Q= 04, a_wiec przekgtnia
OA wyraza szybko$é katowa ruchu wypadkowego zarowno co
do kierunku, jak i co do wielkosci.

Uwazalem za potrzebne podaé lu powyzszy dowéd bezpo-
sredni i pogladowy, nalezy jednak zwréci¢ uwage, ze twierdze-
nie lo jest tylko szezegdlnym przypadkiem twierdzenia ogélne-
go, ktore poznaliSmy w par. 11, a mianowicie, Z¢ moment wek-
tora wypadkowego jest rowny sumie geometrycznej momentow
wektoréw sktadowych. Istotnie skladowe szybkosei punktu P
s3 momentami wektoréw o, i ®, wzgledem tego punktu (par.
26), a zatem szybko$é wypadkowa jest momentem wypadko-
wego wektora @ wzgledem P. Z tego wynika bezposrednio, Ze
ruch wypadkowy ukfadu jest obrotowy o szybkosci katowej ©.

Gdy uktad posiada wigkszg liczbe ruchéw obrotowych,
i osi tych ruchow przechodzg przez 1eden punkl to ruchem
wypadkowym bedzie znowu ruch olnotowy, “ktorego szybkosé
I\Qtowa Jest sumg geometryczng szybkosci ruchéw skfadowych.

\ auka o ruchu. 6



Mozemy takze rozkladaé dang szybkos$¢ katowq. jak kazdy
weklor, na skladowe, i mozna uwazac¢ te skladowe za szybko-
$ci katowe ruchéw skiadowych. Robimy z tego czesto uzytek,
rozkladajac szybkosc katowa ukladu na sktadowe w kierunkach
osi wspolrzednych i uwazajac nastepnie, ze w danej chwili
ukfad obraca si¢ jednoczesnie okolo wszystkich trzech osi.

i - /46. Szybkoéé punktu. Wyprowadzimy tu pewne proste

k '._wzory, ktéore beda nam nieraz uzyteczne w dalszym ciagu, roz-
wigzemy mianowicie zagadnienie nastgpujace: o$ ruchu obroto-
wego przechodzi przez punkt 0'(§4(), a szybkosé katowa po-
siada w kierunkach osi wspohrzednych skladowe o, ®,, o,;
wyznaczyé szybkosé punktu A(xyz). . " . g

Oznaczmy szybko$é¢ szukang przez p; wyznaczymy ja na-
przéd w. tym przypuszezeniu, ze £=7n=C{=0, czyli ze o§ ruchu
obrotowego przechodzi przez poczatek wspolrzednych.

. Szybko$¢ punklu 4 posia-
J -

< o YW da trzy  sktadowe, pochodzace
o - z ruchéw obrotowych okolo osi
e SR ¥ “QA 7 w,yiz a rzut tej szybkodei na
iRt “ah  jakgkolwiek prosta jest réwny
i ~ sumie rzutow tych trzech skia-
v dowych. Wyznaczymy rzut na
ok . ¥ .
B - o$ z. Skladowa, pochodzgca z ru-
poa chu okolo tejze osi, jest do niej
Lol prostopadta, i rzut jej jest ze-
Y. -'4_' rem, potrzeba wiec wyznaczy¢
Fig, 30. tylko rzuty dwdch sktadowych

- S . pozostalych.
Dajmy na' to, ze uktad obraca sie tylko okolo osi w
z szybkodcia katowg ©,. W takim razie szybko$é punktu 4’
t.]. rzutu punktu 4 na plaszezyzne ay, jest skierowana we-
dtug prostej A’A i réwna yw,. Temuz samemu jest réwny rzut
szybkodci punktu 4 na prosta A'4, albo na prosta z, gdyz rzuty
szybkosci punktéw A’ i 4 na prosty, 1aczacy te punkty, musza
byé rowne,

Zupelnie tak samo znajdziemy, ze rzut szybkosci drugiej
sktadowej, pochodzgcej z ruchu obrotowego okolo osi y, jest
rowny —azw,. Kladziemy tu znak —, bo gdy skladowa o, jest
zwrécona w kierunku dodatnim osi y i wspdlrzedna z .jest
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dodatnia, to rzut, o ktérym mowa, ma kierunek ujemny na
osi z. Bedzie wige

' V= ] — Oy .
Napiszemy analogicznie -

Vp=0yZ—0,l] , Dy=0,T—W,Z .

Do tych samych wzoréw doszlibysmy, opierajgc sie na
tem, ze szukana szybkos¢ punktu 4 jest to moment wektora o
wzgledem 4. Wiemy (par. 12, prz. 3), ze moment ten jest ro-
wny i odwrotny do momentu wektora o, posiadajgcego pocza-
tek w 4, wzgledem 0. '

Majac rzuty szybkosci v na osi, znamy te szybko$¢ pod
wzgledem wielkosci i kierunlku.

W przypadku ogélnym, gdy &, 7, ¢ nie sa zerami, wypa-
dnie tylko we wzorach powyzszych zamiast z, y, z napisaé
@', ', 2, czyli wspotrzedne punktu 4 w ukladzie, ktérego po-
czatek lezy w O, a osi sa odpowiednio rownolegle do =z, y, z;
zatem «'=2-§, y'=y-=1, '=2-L

Prz. 1. Uklad obraca si¢ okolo osi, przechodzycej przez punkt
(& , £), a skladowe szybkoSci w kierunkach osi wynosza w,, vy, .,
Wyznaezyé punkt, w kitérym of przecina plaszezyzne oy, Odp.
wE—w,6 mz'q—my‘;

e e

Prz. 2. Wyznaczy¢ w przyktadzie poprzedzajgcym rownanie
miejsca geometrycznego punktow, ktérych szybkosci sa rownolegle
do plaqzczyzny ay.

’I/.r?. \{7. Szybko$ci katowe réwnolegle. Musimy oddzielnie
rozwazyé przypadek, w ktérym osi ruchéw sktadowych sg ré-
wnolegle; podobnie w statyce tlaktmem\' oddzielnie w padko-
w3 sil réwnoleglych.

Przypusémy, ze obydwie osi ruchoéw skladowych sq pro-
slopadle do plaszezyzny papieru i przecinaja te plaszezyzne
w punktach O, i 0,. Bedziemy uwazali za typowy ten przy-
padek, w ktorym obydwie szybkosci katowe maja kierunki
zgodne, sa np. zwrdécone do widza, a zatem obydwa ruchy
skladowe odbywajg sie w strone ruchu wskazowki zegara.

Wezmy w plaszezyznie papiern jakikolwiek punkt L
w odleglosciach p, i p, od O, i 0,. Punkt ten posiada szyb-
kosci skladowe p,w, i p,w,, polozone obydwie w plaszczyZnie
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papieru, a zatem i szybkosé¢ wypadkowa lezy w tejze plaszezy-
Zznie, Z tego wynika, Zze ruch wypadkowy ukladu jest plaski
czyli 0]}10[0\\1, A wypa(la wyznaczy¢ $rodek chwnlowy

Dla $rodka ch\vllowf,go oby-
dwie szybkosci skladowe powinny
mieé¢ kierunki odwrotne, a takie

; A~ LI 70X punkly istnieja oczywiscie tylko
"'5::\" ‘9 na prostej 0,0,. Wezmy na lej

prostej jakikolwiek punkt O po-
miedzy punktami O, i 0, w od-
leglosciach ry i ry od tychze. Jego
szybkos¢ wypadkowa wynosi oczy-
wiscie ryw,—ryo,. Punkt ten be-
dzie $rodkiem chwilowym, jezeli
1o, —ryw,=0, 1, J. jezeli .

Fig. 31.

e =ryw, . . . (1)

Widzimy, ze w tym razie $rodek chwilowy dzieli odcinek
0,0, w stosunku odwrotnym do szybkosci katowych sklado-
wych.

Punkt O, ukfadu posiada tylko jedng szybkos¢ skiadowa,
skierowang na naszym rysunku na dol; z tego wynika, ze okoto
punktu O uklad obraca si¢ w strone biegu wskazowki zegaro-
wej, a wiec szybkos¢ katowa ruchu wypadkowego jest zgodna
co do kierunku z szybkosciami ruchow skladowych.
~ Mozna uwazaé, ze punkt O, obraca si¢ w chwili obecnej
okolo O, albo okolo 0,; stosownie do tego szybkosé jego wy-
razi si¢ przez Qry albo przez oy(r,+r,), gdzie @ oznacza szyb-
kos¢ ruchu wypadkowego. Zatem Qr,=w,r,+ @,ry, a podstawia-
jac zamiast w,r, z réwnania poprzedzajacego o,r,, otrzymamy

sz=m1+m'2. e W),

czyli, ze szybkosé ruchu wypadkowego jest :,uwmg
szybkosei skladowych.

Oznaczmy jeszeze dlugosé odcinka 0,0, przez . Piszac
w (1) a—ry zamiast r,, znajdziemy

aw,

ry=— = o ow o oa ow w oo (R

© Wy 0,
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Wazny jest przypadek szezeg6lny, gdy szybkosci kalowe
ruchéw sktadowych sg réwne i odwrotne. Szybkosci takie sta-
nowig tak zw. pare szybkesci kqlowych. Zakladajae w (2) i (8)

.'wlzm i w,=—o0, olrzymamy @=0, a r;=o0, z czego mozna
wnioskowa¢, ze ruch wypadkowy jest postepowy.

Mozemy si¢ o tem przekonac wprost. W tym celu wezmy

-na prostej 0,0,, np. pomiedzy punktami 0, i 0,, jakikolwiek
punkt 4. Znajdziemy, Ze jego szybkosé wypadkowa wynosi
w.04d+0.40,=va. Tak wigc szybkosé¢ punktu A nie zalezy
od jego polozenia na prostej 0,0,, albo raczej na plaszezyinie,
przechodzacej przez osi ruchéw skladowych. Szybkosci wszyst-
kich punktow tej plaszczyzny sq jednakowe, a zalem ruch
-ukiadu jest po‘;lgpowy, i szybko$¢ tego ruchu wynosi_g
Szybkosé ta nazywa sie nieraz momenlem pary szybkosc I.rg-
(‘I_q_z_v_q_q_h
{16 Prg,. -Szybkosei katowe rownolegle w, i w, sg stale co do wielko-
§ci i kierunku; pierwsza z nich okre$la ruch wzgledny, a druga ruch
‘unoszenia. Wyznaczy¢ obydwie linie $rodkéw chwilowych w dwach
przypadkach: (1) gdy kierunki obydwdch szybkosei sq zgodné, (2) gdy
sq otlw'rtl)me.

"48'.‘-"-Szyhko§é katowa i szybko$é postegpowa. Przypusc-
my, ze ruchami skladowymi sa postgpowy i obrotowy. Naprzéd
irozwazymy ten przypadek szczegolny, w kidrym szybkosé Jpo-
“stepowa jest prostopadia do osi ruchu obrotowego.

Dajmy na to, ze os ta jest prostopadta do plaszezyzny pa-
pieru i przecina ja w punkcie O; szybkosé¢ katowa oznaczymy
przez o i przyjmiemy, Ze jest
zwrécona do widza, a szybkosé
postepowa oznaczymy przez .
Punkt P, polozony w plaszczy-
znie papieru w odleglosci p od O,
posiada szybkosci skladowe pw
i v, zawarle w plaszezyznie pa- &
pieru, zatem ruch _mﬂkm g P

i3 12
_]’e__-st piaski, /i trzeba wyznaczyé ' b6 L __.,.]_]g g ¢
srodek chwilowy.

$_1_'_odek ten znajdzie si¢ oczywiscie na prostej 00, popro-
wadzonej przez O prostopadle do v, na naszym rysunku po le-

:.'_)\rtej stronie od O, bo tylko tam lezg punkty, ktérych szybkodei
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skladowe maja kierunki odwrotne. Szybkos¢ jakiego$ punktu
a, poloxoneéo na owej proste] w odleglosci r od O, wynosi
ro—p. Punkt ten bedzie $rodkiem chwilowym, jezeli ro—v=0,
Vezyli jezeli
r=—,

o

Punkt O posiada oczywiscie szybkos¢ v, a stad wynika,
ze szybko$é katowa ruchu wypadkowego jest skierowana zgodnie
z szybkoscia skladowg o.  Oznaczmy g szybkosé wypadkowa
przez Q; w takim razie szybko$¢ punktu O mozna wyrazic¢
przez Qr, a zatem v=2r; z tego wynika, ze Q=w.

Tak wige, gdy = ruchem obrotowym 1gczy sie ruch po-
stepowy ‘w kierunku prostopadtym do osi, to skutek jest tylko

A , : : v g
ten, ze ta os przesuwa sig rownolegle o =W plaszezyznie pro-

stopadlej do szyhkosm postgpowe; Strong, w ktéra nastgpuje
przesunigcie, mozna rozpoznaé¢ przy pomocy prawidia nastepu-
jacego: zwroémy prawa dion przeciwko-szybkosei postepowej
w taki sposob, aby palce byly wyciagniete w kierunku szyb-
kosci katowej; w takim razie wielki palec wskaze, w kidrg
strone przesunie si¢ os. Ale i bez tego prawidia dal{, sig latw
wyznaczy¢ nowe polozZenie osi.

](.f(.|l uyhkosc postgpow'\ jest 1:3\v1101eg1’a do katowej, to

I’I?ypuscmy lcm? e szybkosé post@powa v tworzy z osia
ruchu obrotowego, ktérg oznaczmy litera z, jakikolwick kat a.
Rozkiadamy szybkosé¢ v na sktadowe vsina i vecose, z ktérych
pierwsza jest plostopadira do osi z, a druga do niej réwnole-
gla. Odpowiednio do, tego i ruch postgpowy uktadu rozlozy sie
na dwa ruchy postepowe o szybkoscmch vsino. i vcosa, Doda-
jemy pierwszy z tych ruchéw do ruchu ohrotowego Wypadko-
wym bedzie ruch obrotowy, odbywajacy sie z dang szybkosceig.
katowa okolo osi réwnoleglej do z. Ruch ten wraz z drugim
tuchem postepowym daje ruch srubowy.

Zwr6émy  jeszcze uwé'ge na prostg z, czyli na o$ danego
ruchu obrotowego, Wszystkie punkty tej prostej posiadaja szyb-
kosci rdwne i rownolegle, a mianowicie szybkosei v, Z para-
grafu 43 wiemy, Ze taka prosta jest drednica pola szybkosci,
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a zatem jest réwnolegla do osi centralnej, czyli do osi wypad-
kowego ruchu drubowego; wynika to meszta bezposrednio z roz-
wazan poprzedzajacych.

Niech bedzie uklad sztywny, poruszajacy blg jakkolwiek.
Stosownie do uwagi powyzszej mozemy ruch ten rozlozyé na
dwa ruchy skladowe postgpowy i obrotowy w sposéb nastepu-
jacy. Obieramy  dowolnie punkt ukladu 4, posiadajgcy, dajmy
na to, w rozwazane] chwili szybkosé p. Szybkos¢ skladowego
ruchu postepowego bedzie zgodna z v co do wielkoscei i kie-
runku, a osia ruchu obrotowego bedzie srednica pola z, prze-
chodzaca przez A. Szybko$¢ katowa skladowego ruchu obro-
towego jest niezalezna od obioru punktu 4; jest ona zawsze
rowna szybkosci katowej, z jaka uktad obraca si¢ okolo osi
centralnej.

W dynamice bardzo czesto 1ozldadamy w ten sposob ruch
ciala, przyczem zwykle punkt A jest $rodkiem masy.

Prz. 1. Szybko$é postepowa ruchu srubowego = u, a szybkos¢
katowa = w, Dodajemy do tego ruchu ruch obrolowy, ktorego o
przecina o$ centralng pod. kgtem prostym, a szybko$é katowa =w.
Wyznaczy¢ of centralng ruchu wypadkowego i jego obydwie szyb-
kosei.

Prz. 2. Szybko$¢ poslgpowa ruchu $rubowego = u, a szybkodé
katowa = w. Dodajemy ruch postepowy, kiorego szybkos¢ v tworzy
z osig centralng kat «. Wyznaczy¢ o$ centralng ruchu wypadkowego
i jego obydwie szybkosci. _

Prz=3. Uklad posiada trzy réwne szybkosei katowe w; dwie
z nich sa rownolegte i zwrécone w strony odwrotne, a trzecia prze-
cina je pod kgtem danym. Wyznaczy¢ ruch wypadkowy.

“Prz. 4. Punkl ukladu, przebiegajgcy obecnie przez poczatek
wspolrzednyeh 0, posiada szybkod¢, ktorej rzuly na osi wynosza v,
vy, U, a rzuty szybkosei katowej na osi sy w,, wy, v, Wyznaczy¢ ro-
wnania osi centralnej oraz obydwie szybkosci ruchu srubowego. Odp.

[

Szybko§¢ katdwa ruchu $rubowego w= \"m;-i-mu’-t-m ’, i coso=—,
in

LU} U.l
cos P_—”, €os 7—-—, gdzie «, B, ¢ sa, katami kierunkowymi osi cen-
w
tralnej. Szybko$¢ postepowa u ruchu $rubowego jesl rowna rzutowi
szybkosci punktu O na of centralng, a zalem wu=uv,cose+tv,cosi+
1., Dyl =Dy
_l_,vzcos.{ lub ”:.L{..t..!’f_’.if__‘_
= (]
Szybkod$¢ dowolnego punktu ukladn P(wyz) posiada skladowe
w kierunkach osi wspolrzednych (par. 46) v.+wyz—w,y, vytwo—w2,
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v, fwy—wye. Jezeli P lezy na osi centralnej, to szybko$¢ jego =u,
i te skladowe sy odpowiednio réwne ucose, ucosf, ucosy. Stad otrzy-
, . Fwyz—w Dytw.ae—w,zZ  U,4wf—w
mamy rownania osi i o o i )
wy,, wy W,

49. SzybkosSci katowe wichrowate. Mozemy leraz roz-
wigza¢ zagadnienie ogdlne: uklad posiada n ruchéw obroto-
wych, ktérych osi sg polozone jakkolwiek, mamy wyznaczy¢
ruch wypadkowy. Oznaczmy szybkosci katowe tych ruchéw
przez ©;, w,...w, i obierzmy w przestrzeni dowolnie punkt 0,
ktéry jak w statyce nazwiemy srodkiem redukeyi.

Poprowadzmy przez ten 1)unkt—0 “prostg : z, rownolegla do
osi pierwszego ruchu obrotowego. Mozemy uwazaé, Ze uklad
procz ruchow danych posiada jeszeze dwa ruchy obrotowe
okoto osi z, ktérych szybkosci katowe sg réowne i odwrotne,
gdyz oczywiscie ruchy takie sg réwnowazne spoczynkowi, a wiec
dodajac je, nie zmieniamy stanu cynematycznego uktadu. Szyb-
kosci katowe tych ruchow niech bedg ©; i —o,.

Szybkos¢ —w, tworzy z szybkosciag pierwszego ruchu da-
nego pare szybkosci katowych, a wige daje ruch postgpowy.
Tym sposobem rozlozylismy pierwszy ruch skladowy na ruch
postgpowy i mna ruch obrotowy okolo osi z;, przechodzacej
plmm‘fnmv toz “samo z pozostalymi ruchami skiado-
wymi. . Otrzymamy n ruchéw poslepowych oraz n ruchow
obrotowych okolo osi z;, z,...z,.

Dodajac te wszystkie ruchy postepowe, a nastepnie wszyst-
kie ruchy obrotowe (mozemy to uczyni¢, gdyz wszystkie osi
przechodza przez $rodek redukeyi), otrzymamy jeden ruch po-
stepowy 1 jeden ruch obrotowy. Ostalecznie wypadnie ruch
srubowy, ktérego of i obydwie szybko$ci umiemy wyznaczy¢.

Prz. Dowie$¢, ze ruch ukiadu sztywnego mozna 'r:oz{_bzyé'na dwa
ruchy obrotowe, ktérych osiami beda dwie dowolnie obrane proste
sprzgzone.

Obierzmy na jednej z tych prostych (oznaczymy ja litery a) do-
wolny punkt 4, ktéry posiada, dajmy na to, szybko$é¢ v. Rozkladamy
nastepnie ruch ukiadu na ruch postepowy o szybkosei v i na ruch
obrotowy; szybko§¢ katows tego ostatniego oznaczmy przez o, Roz-
kladamy wreszcie szybko$¢ o na dwie skiadowe w, i w,, z kidrych
pierwsza lezy na a, a druga jest prostopadla do szybko$ci postgpo-
wej . SzybkoSci v i w, sg réwnowazne szybko$ci katowej w, na ja-
kiej$ prostej b.



: RoztozyliSmy wige ruch ukladu na dwa ruchy obrotowe; osig
jednego z nich jest jedna z obranych prostych, trzeba tylko jeszeze
okaza¢, ze o§ drugiego jest z nig sprzezona. W tym celu poprowadi-
my przez prosta a dowolng plaszezyzne. Przetnie ona prosta b w pun-
keie B, ktorego szybko$é jest oczywiscie prostopadia do owej pla-
szezyzny, a wige jest to jej punkt zerowy. Z tego wynika, ze prosta b
jest sprzezona z a.



