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ruchu ukladu plaskiego, zwlaszeza, jezeli chodzi o tory réznych
punktéw., W wielu przypadkach, majge linie $rodkdw, mozemy
w sposoh bardzo prosty wykresli¢ tor dowolnego punktu ukiadu.

Przypusémy, ze krzywa o na lig. 15 jest linig stala, a p
linig ruchomy srodkdéw chwilowych. W chwili obecnej kirzywe
te stykajg sie w @, i punkt ten ’
jest Srodkiem chwilowym. Pra-
gniemy wykresli¢ tor punktu,
ktory obecnie zajmuje poloze-
zenie A.

Obierzmy na linii ¢ pewng
liczbe punktow I, IT, ITL... Dajmy
na to, Ze umiemy w sposob scisty
lub przyblizony wyznaczy¢ na li-
nii p takie punk{y 1,2, 3..., aby
tuki 01, 12, 23 ... byly odpowie-
dnio rgwne Jukom O, LIL LY ..

Zaloczmy z punktu O okrag, przechodzacy przez 4. Okrag
ten bedzie zawieral element torn punklu 4, bo w chwili obe-
cnej A obraca sie okolo O; innemi slowy okrag bedzie styczny
do torn. Po pewnym czasie punkt 1 znajdzie sie w polozeniu I
i stanie sie wowezas $rodkiem chwilowym; gdy wiec z punktu I
zatoczymy okrag promieniem 14, to okragg ten bedzie znowu
styczny do szukanego toru. Zataczamy nastepnie okrag z pun-
ktu IT promieniem 24 i t. d. Obwiednia tych wszystkich okre-
gow bedzie szukany tor punktu 4. '

'1‘"““ Prz. 1. Kolo loezy sig po linii plmte_l, wykresli¢ tor ktorego-
kolwiek punktn ukladu. v

Prz. 2. Prosta toczy si¢ po oktggu, wykresli¢ tor jednego z pun-
klow lej prostej (rozwijajaca kola), a lakze tor innego punktu, prze-
chodzgcy przez Srodek okregu (spiralna  Archimedesa, por. prz. 2

Fig. 15.

par, 30).
" Prz. 3. Wykresli¢ przy pomocy metody powyiszej epicykloide,
) albo hipocykloide. +

32, Wyznaczanie linii $rodkéw. Okazemy (u na przy-
ktadzie, jak mozna wyznaczy¢ obydwie linie $rodkéw chwilo-
wych, gdy mamy dostateczng liczbe danych, okreslajgcych ruch
uktadu. _

Dajmy na to, Zze torami punktow A i B ukfadu s pro-
ste @ i b, przecinajace sie w punkcie O (por. prz. 1 par. 28).

Nauka o ruchu. 4
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Obecnie srodkiem chwilowym jest punkt C, w klorym przeci-
naja sie prostopadie, poprowadzone w 4 i B do toréw a i b.
Czworobok OACB ma dwa katy proste, n wige moze byé
wpisany w kolo, i w my$l twierdzenia Plolomeusza bedzie
AC. OB+0A.BC=0C.AB. . . . . (1)
Lecz AQ=0Csina, O0B= OCcos[ﬂ 0A= 0C cos o, BC=0Csin f,
gdzie o i p oznaczaja katy A0C i COL. Podshwlapc te war-
tosci w (1), otrzymamy
OG(SlnaUObﬁ+cosm5111[i) AB G’ﬂL
: AB
=51n(a+ B)”
AD jest lo odleglos¢ pomiedzy dwoma punktami ukladu szly-
wnego, a o+ jest katem pomiedzy prostemi nieruchomemi.
Obydwie te wielkosci s stale, a zatem i OC jest wielkoscia staty.

czyli

Iig. 16.

Tak wiee $rodek chwilowy pozostaje w stalej odleglodci.
od 0, i zatem linig statg $rodkéw chwilowych jest ok;gg_., o, za-
toczony z O promieniem OC. .

Ze $rodka chwilowego widaé ruchomy odcinek 4B pod
katem ACB. Kal ten wynosi =—a—8, jest wiec staly. Ty]ko te
punkty ukladu moga staé si¢ srodkami chwilowymi, z kiérych
odcinek AB widaé pod takim katem (albo pod katem o, f).



Miejscem geomelrycznem takich punktow jesl okrag p, opisany
na trojkacie ABC; przechodzi on oczywiscie réwniez przez
punkt @. Promien okregu p jest dwa razy mniejszy od pro-
mienia okregu o.

Zobaczymy teraz, jakie tory obiegaja rézne punkty ukladu,
Wezmy naprzod jakikolwiek punkt M okregu p. Szybkosé jego
jest prostopadla do CM, a wiec lezy na prostej OM. Skoro
szybkos¢ punktu M jest weigz skicrowana do punktu ¢, albo
od tego punktu, to torem M moze by¢ tylko prosta OAL Toz
samo rlotyczy \\'5?\'stlmuéw u]dadu po-l‘oZonych na okre-

'Wexmy teraz ]dklh@d/ pumki P, l)di;ﬂ\vadmny przezen
srednice kela p. Torami jej koncow M i N sg prostopadie pro-
ste OM i ON. Obierzmy te proste za osi y i x ukladu wspol-
1zednych, oznaczmy state odcinki MP i NP odpowiednio przez
m i n, a zmienny kat MNO przez 3. Znajdziemy, ze

r=mecos, y=nsini,

gdzie z 1 y.oznaczaja wspohrzedne punktu . Sa to réwnania
parametryczne elipsy, a zatem torem punktu P jest elipsa, kto-
rej osi leza ma prostych ON i QML

Prz, 1. Proste a i b ukladu plaskiego przechodza weigz odpo-
wiednio przez state punkly 4 i B. Wyznaezy¢ obydwie linie $rodkow
chwilowyeh. Odp. Odeinek AR widaé ze $rodka chwilowego pod ka-
lem stalym, a zatem linig stala jest kolo s, przechodzace przez 4, B
i punkt przecigeia 0 prostych « i b. Linig ruchoma jest' kolo, zato-
czone z punktu 0 promieniem dwa razy wigkszym. Latwo sprawdzic,
7e kazda prosta ukiadu, przechodzaca przez 0, czyli nalezgea do peka
0, przechodzi weiaz przez staly punkt, polozony na kole s.

Ruch ten jest jakby odwrotno$eig ruchu, opisanego szezegdlowo
w paragrafie niniejszym. Jezeli tam uznamy dotychezasowy plaszezy-
zne nieruchomsy za uklad ruchomy, a dotychezasowy ukiad ruchomy
hedziemy uwazali za plaszezyzne nieruchoma, innemi stowy jezeli be-
dziemy uwazali ruch wzgledny plaszezyzny nieruchomej wzgledem
ukladu ruchomego, to punkty 4 i B (lig. 16) stang sig dla nas nieru-
chomymi, a proste a i b ruchomemi, i otrzymamy ruch, o ktorym
mowa w tym przykladzie.

Prz. 2. Dwie jednakowe korby MP i N (lig. 17) obracajy si¢
okolo punktéow M i N, a ich konee igczy przegubowo szlaba P@, klo-
rej dlugo$é jest rowna MYN. Wyznaczy¢ obydwie linie Srodkow chwi-
lowyeh. Odp. Sg to jednakowe elipsy, ktoryeh ogniska lezg odpowie-
dnio w MN i P.Q.
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Prz. 3. Dwie jednakowe korby AMP i N@, jak na fig. 18, obra-

cajg sie okolo punktow M i N, a ich konce yezy przegubowo sziaba

[LPQ=MN. Wyznaczyé linie srodkow. Odp. Jednakowe hiperboles, "wy-,
kreéli¢ asymptoty. 7 | &

L0
[Fig. 17. Fig, 18~ 5

20 Prz. -_L Uklad obraca si¢ okolo punklu 4 ze staly szybkoscig
kalowa w, a ten punkt A biegnic prosta « ze staly szybkoscia v. Wy-
znaczy¢ obydwie linie $rodkéw chwilowyeh. Odp. Punkt ukladu, po-
tozony w odleglosci 1 od 4, posiada szybko§¢ re wzgledem A i szyh-
koS¢ unoszenia v. Srodkiem chwilowym bedzie taki punkt, ktorego
szybko§é bezwzgledna =0, Linig stalag jest prosta rownolegla do «,
a ruchomg koto. . -

/i) Pr#<5. Punkt M ukiadu plaskiego obiega spiralna Archimedesa,
klorej biegun lezy w 0, i ktora we wspolrz¢dnyceh biegunowyceh po-

- siada rownanie r=ag, a prosta m ukladu, zawierajyca punkt M, prze-
chodzi weiaz przez 0. Wyznaczy¢ obydwie linie $rodkdw chwilowych.
Odp. Linig stalg jest kolo o promienin «, ruchomy zad prosta, rowno-
legla do m (prz, 1 par. 29).

3l [’(fiﬁ.'ﬁ. Punkt M ukladu obiega spiralng logarylmiczna, klorej
biegun lézy w 0, i klora we wspalrzednych biegunowyeh posiada ro-
wnanie r=ae?, a prosta m ukiadu, zawierajgca punkt M, przechodzi
weigz przez (. Wyznaczy¢ obydwie linie Srodkoéw chwilowyeh. Odp.
Linig slaty jest spiralna logarytmiczna, odchylona od danej o 909, a li-
nig ruchomsg prosta, tworzaca z OM kal 45° (por. prz. 2 par. 17).

P)é. 7. Szlaby 04, 4B, BC, €O, polaczone przegubami, tworzg
rownoleglobok; wierzcholek O jest nieruchomy, a hoki 04 i OC obra-
caja sie z szybkosciami katowemi w, i w,. Jaki jest lor wierzcholka B?

Wyznaczamy obydwie krzywe $rodkow chwilowyeh dla sztaby
AB, a w tym celu wykre§lamy naprzad szybko$é punktu B, Jego szyb-
kos¢ wzglegdem punktu A (lecz nie sztaby 04) i szybko$¢ unoszenia
sa odpowiednio réowne w,. 0C i ;. 04, albo w,r, 1 wr, jezeli 04
i 0C oznaczymy przez r, i 1, Normalna do toru punktu B przelnie
04 w punkeie Dy gdy poréwnamy lrojkal ABD z trojkatem szybkodei,
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to wypadnie, Ze AD= » @ zatem punkl D zajmuje polozenie slale

ity
na szlabie 0A. :

7 lego wynika, ze¢ kraywa slalg jest kolo o promieniu 0D, ru-
chomg kolo o promieniu 40, Torem punklu B bedzie epicykloida lub
hipocykloida (trochoida) stosownie do lego, czy szybkosei kylowe majy
kierunki zgodne, czy odwrolne.

Ta sama krzywa powslaje przy loczeniu sie innego kola po in-
nem kole statem. Kola te otrzymamy, wyznaczajae $rodek chwilowy
dla szlaby BC.

N 2 Prz«8. Jeden bok ruchomego kyta prostego ABC przechodzi

 weiaz fl?ﬁ/ nieruchomy punkt A, a punkt ¢, polozony na drugim bo-
ku, pozostaje na nieruchomej prostej w, przyczem odleglo$é punktu A
od « jest rowna BC. Wyznaczy¢ obydwie krzywe Srodkow chwilo-
wych. Odp. Dwie jednakowe parabole.

33. Obwiednie. Niech bedzie jakas linia ), nalezgca do
uktadu ruchemego, i przypusémy, Ze normalna do lej linii,
poprowadzona przez srodek chwilowy, przecina ja'w punkeie 4.
Oczywiscie szl)kosc punkiu 4 lezy na stycznej do k.

ly sobie teraz punkt A/ ruchomy, ale nie nale-
. Niech ruch jego bedzie taki, aby zajmowal
on weig# punkl przeciecia linii A z mnormalng, przechodzaca
przez $rodek chwilowy, a wige w danej chwili punkt 4. Ten
punkt A/ zakresla na plaszezezyznie nieruchomej pewng linig,
ktorg oznaczmy przez p. Dowiedziemy, ze linie X i P sq styczne.

W tym celu uwazajmy ruch punktu M wzgledem ukladu
ruchomego. Torem wzglednym JeSTITHTA % T ZATen §Zy DRoSC
wzgledna jest slyczna de tej linii. Szybko$é unoszenia, czyli
szybko$¢ punktu 4, jest, jak widzieliémy, rowniez styczna do .
Skoro obydwie szybkosci skladowe leza na slyeznej do A, to na
lejze proste] musi leze¢ i szybkos¢ wypadkowa, czyli bezwzgle-
dna. Lecz torem bezwzglednym punktu A7 jest linia p, i szyb-
kos¢ bezwzgledna musi byé slyezna i do tej linii. Widzimy, z¢
linie A i p. maja w 4 wspolna styczng, a wiec sie stykaja w lym
punkcie.

Linia % jest w kazdej chwili styczna do linii p, a zatem p,
jest_obwiednia wszystkich polozen linii A, Warlo zwrocié¢ uwa-
g¢, ze linia ) nie toczy si¢ po linii p. Szybkose unoszenia 12%[
tu-rézna od zera __fé}.) bkosé¢ wzgledna pnnktu_}l"r ule _1L'~l 16~
wna szybkosci bezwzglednej.

Z rozwazan iych wynika, ze wspolna normalna do dowol-

zacy do
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nej linii L, nalezqeej do uktadu ruchomego, i do jej obwiedni .
przechodzi w kazdej chwili przez srodek chwilowy.

W Ijalaglalle 29 rozwazali$émy ruch prostej, ktora weiaz
przechodzi przez staly punkl O, i widzieliSmy, ze prostopadia
do niej, wystawiona w punkcie 0, przechodzi w kazdej chwili
przez $rodek chwilowy. Jest to szczegdlny przypadek tylko co
dowiedzionego twierdzenia. Prosta ruchoma jest w lym razie
liniq A, a-punkt O mozna nwazaé¢ za zdegenerowang linig .

-J‘% DPrz. \ Torem punktu 4 ukiadu plaskiego jest prosta m, a ob-
wlt.qu ptoatel a, nalezgeej do ukladu i przechodzace] przez 4, jest
kolo styczne do m. Wyznaczy¢ obydwie krzywe $rodkow chwilowych.
Odp. Dwie jednakowe parabole.

;Pu/ﬁ‘ Punkty 4 i B ukladu plaskiego poruszajg si¢ na prostych
xiy p ostopadlych jedna do drugicj. Wyznaczyé obwiednig prostej
AB. Odp. Obieramy proste x, y za osi wspolrzednyeh, i oznaczamy
przez (xy) wspolrzedne punktn zetknigeia prostej AB z obwiednig.
Znajdziemy tatwo, ze ahtylr=a, gdzie a=AB. Jesl to rownanie
astroidy.

£ P, 3. Kolo o promieniu a toczy si¢ po prostejua; wyznaczyd
obwledme $rednicy. Odp. Cykloida, kiérg zatacza punkt okregu o p] o-
Eamﬂ a
mieniu 50 toczgcego si¢ po prostej z.

f’} Prz. 4. Boki AB i BC ruchomego lrojkata ABC pozostaja sly-
/eznymi odpowiednio do kol 6, i 0,. Wyznaczy¢ obwiedniy boku CA.
Odp. Fatwo si¢ przekonad, ze normalna do obwiedni szukanej prze-
cina slalg lini¢ $rodkow chwilowych weigz w jednym i tym samym
punkecie, a krzywa, ktorej wszystkie normalne przechodzg przez jeden
punkt, jest koto.

lly;é 5. ch: zcholek kala proslego porusza si¢ na proslej y,a je-
den bhok przechodzi weiaz przez punkt I Wyznaczy¢ obwiednie dru-
giego boku. Odp. Parabola, ktorej ogniskiem jest F, a slyezng wierz-
chotkowy y.
/N33 Pry. 6. Wierzcholek kata « obiega spiralng r=ace?, a jeden z jego
‘bokow przechodzi przez biegun. Wyznaczyé¢ obwiednig drugiego boku.

Latwo okaza¢, 2e styezna do szukanej krzywej tworzy z promie-
niem wodzgeym kat 45°, a zatem krzywa ta jest takg sama spiralng.

'”Iulercsujqce sg dwa przypadki szezegolne, Zakladajge uzz, znajdzie-
my, ze rozwijang spiralnej logarytmicznej jest taka sama spiralna
(par. 34), a zakladajae uzzg, otrzymamy obwiedni¢ promieni $wiatla,

wydawanych przez punkt §wiecgey w biegunie, po odbiciu od spiral-
nej danej.



34. Rozwijane i rozwijajace. Niech bedzie jakakolwiek
krzywa o. Wyobrazmy sobie uklad ruchomy, ktérego punkt M
obiega t¢ krzywa, a prosta m, przechodzgca przez M, jest weigz
do niej normalna. Srodek chwilowy bedzie oczywiscie w kazdej
chwili lezal na prostej m. Zbadamy blizej poloZenie jego.

Przypusémy, ze w pewnej chwili punkt M zajal poloze-
nie M’ na o, a prosta m polozenie CM', gdzie ¢ ma oznaczaé
owezesny Srodek chwilowy. W ciagu nastepnych df sek. caly
uklad razem z prosta m obraca sie okolo C, i w koncu tego
okresu m zajmie potozenie CM", gdzie M'" oznacza nowe po-
lozenie punktu M na krzywej o, nieskonczenie blizkie do /',

Tak wige $rodek chwilowy lezy na przecigeiu normalnych, po-
prowadzonych w nieskonczenie blizkich punktach krzywej o.
Lecz z drugie] strony wiemy, ze takie dwie normalne przeci-
“najg sig w Srodku krzywizny krzywej o; w danym razie jest
to $rodek krzywizny, odpawiadajacy punktowi M'.¢ R

Widzimy, ze §rodek chw110)__y. lezy w kazdej Ch\\’!ll w $rod-
ku krzywizny, lnle:‘:acy do ftego. punl{lu l}l?){\\'e_l. 0., ktmy
‘wlagnie zajmuje punkt A7 (Jcty\wécm hmaquchoma sr,odkow
chwilowycli jest -tu prosta,m, id lm[‘; shl’a‘c miejsce geomelry-
czne Srodkoéw kl?y\\"l/lly-';klzy\-\’ﬁ; a.' Oznaczmy to mle;see ‘geo-
metryezne literg B. ‘g’ . i :

Mozemy teraz powstanie krzywej « wyohmZac sobie w spo-
sob taki: prosta m toczy sié¢' bez pe‘é)lzgu po krzywej B, i ],cden
z punktéw tej prostej zatacz.a krzywa o.

Mqzna to opisaé leszgze ‘inaczej. Wyolna’fcmy sobie, ze je-
den konige nici mem?clagalum jest umocowany w ]a,klmé pun-
keie ku?yweg B, i ze nié gqpasuje $cisle te krzywa. Gdy ujmie-
my za swobodny koniec nici i bedziemy jy, nawijali na krzy-
wa B, tub odwijali, przyczem nié¢ powinna byé weiaz wypre-
zona, to oczywiscie ruch wyprostowanej czesei nici bedzie taki
sam, jak’ rych prostej m, i jeden z punkl‘é_w nici  zakresli
krzywg o, ' :

Krzywa f§ zowie si¢ rozwijang krzywej a. a krzywa « roz-
wijajgcq luzywej B. Rozwijana jest obwiednia normalnych roz-
wijajacej.

35. Szybko$é $rodka chwilowego. Dajmy na'to, Ze krzy-
we o, i o, na fig. 19 sg liniami Srodkéw chwilowych stata
i ruchomg. Krzywe te stykaja si¢ w punkcie M, ktéry w chwili
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obecnej jest srodkiem chwilowym. Niech §; i #, beda rozwija-
nemi tych krzywych. Krzywa f; jest nieruchoma, a {, nalezy
do ukladu ruchomego. Wspdlna normalna do o, i o, jesl sty-
czng do obydwéch rozwijanych, a punkty zetkniecia B, i B,
sa $rodkami krzywizny linii o; i «, w punkcie M.
Wyobrazmy sobie, ze BB, jesl czescia Srodkowa nici, ktc-
rej cze$ei skrajne opasuja krzywe @, i B,, a konce sa umoco-
wane na tych krzywyeh. Wykona-
_ . my leraz czynnos¢ nastgpujaca. Za-
v g tfrzymujemy uklad ruchomy w po-
lozenin obecnem, rozZcinamy nié
w punkeie M i prowadzimy konce
po krzywych o, 2, az do punklow
2 Ay, 4,, obranych w taki sposob, aby
7“8 tuki M4, i MA, byly rowne, Wy-
prostowane czesei nici zajma teraz
polozenia A B)' i 4,B,'; sa one nor-
malne do o, i o, w punktach 4,,
A, i styezne do §,, 8, w B/, B,
Podezas calej tej czynnosei nici,
jak wiemy, byly wyprostowane,
odwijajac sie z krzywych B;, B,
albo nawijajac na nie.
; Przymocujmy nastepnie kon-
’ ce nici w punkiach 4, 4, i przy-
wréecmy ukladowi ruch dotycheza-
sowy. Krzywa o, bedzie sie toczyla
po o, i po jakim$ czasie punkt 4, znajdzie si¢ w polozeniu 4,
stajac si¢ srodkiem chwilowym. W owej chwili oczywiscie nié
4,B," bedzie stanowila przedtuzenie nici B'A;.
~ Z tych prostych rozwazan wynika, Ze jezeli nie rozetnie-
my nici, to podezas ruchu uktadu pozostanie ona wcigz w na-
prezeniu i bedzie sie jednoczesnie odwijala z krzywych §,, B,
lub nawijata na nie; zreszta przy innej dyspozycyi ni¢ moze
sie nawija¢ na jedng z nich a odwija¢ z drugiei. Podczas tego
ruchu wyprostowana czesé nici stanowi weigz wsp6lna nor- |
malng do obydwéch linii $rodkéw chwilowych, a pewien okre-
Slony jej punkt A przypada w kazdej chwili w $rodkn chwi-
lowym.

5 im

Fig. 19.



Wyniki, do ktorych doszlismy, wypowiemy jeszeze w inny
sposob. WyobraZmy sobie prosta m ruchomag, lecz nie nalezacy
do rozwazanego ukladu. Przypusémy, ze loczy sie ‘ona Dbez po
§lizgu po krzywej B, W takim razie, jak wiemy, pewien punkt
M prostej m obiega krzywa o,. Niech szybkosé tego punktu
bedzie taka, aby w kazdej chwili _przypadal on . punkcie ze-
tkniecia krzywych o, i a,, czyli w owcezesnym srodku chwi-
lowym. _ *

Uwazajmy leraz ruch prostej m_wzglgdemenkdadu rucho-
mego. Z rozwazaii poprzednich wynika, ze w tym ruchu wzgle-
dnym toczy sie ona bez poslizgu po krzywej B,, a punkt M
obiega krzywa s.,. -

O tym punkecie M prostej m, klory podaza weiaz za $rod-
kiem chwilowym, mowiliSmy juz w-par. 30. WidzieliSmy tam,
ze szybkosé jego wzgledem ukladu ruchomego jest zgodna
z szybkoscia bezwzgledna co do wielkosei i kierunku. Szybkosé
la nazywa sie powszechnie szyblosciq $rodka chwilowego. Nazwa
ta, trudna do zastapienia, wydaje sie w pierwszej chwili niedo-
rzeczng, bo srodek chwilowy, jezell nwazamy go za punkt ukla-
du ruchomego, posiada szybkos$é¢ zero. Oznaczmy te szybkosé
punktu A przez c¢. Oznaczmy précz lego obecny szybkosé ka-
towa ukiadu |‘ué’l'1'6mcg0 przez w, i promienie krzywizny krzy-
wyeh oy, o, w M, czyli MB,, MB, na lig. 19 przez R,, R,.

Dla prostej m $rodkiem chwilowym jest obecnie lmnkjt BJ?, "

zatem szybkos¢ katowa tej prostej wynosi a szybkosé pun-

¢
T
"R-l

.

ktu B, prostej m bedzie oczywiscie ;(leRf.}- "W ruchu
: 3

wzglednym srodkiem chwilowym prostej m jest [;'ilnk{' bB,, za-
tem szybkos¢ wzgledna tego punklu jest réwna zeru, a szyh-
kos¢ bezwzgledna jest zgodna co do wiclkosei i kierunku z szyb-
koscia unoszenia, czyli z szybkoseia tego punklu ukladu, w kto-
rym obecnie znajduje sie punkt B,. Lecz uklad obraca sie obe-
cnie okoto $rodka chwilowego A/ z szybkoscig kalowy w, a wiec
szybkos$¢ owego punktu wynosi RE,w. Z tego wynika, ze

}_fi’,_l(lﬁ1 +Ry)=R,0

lub W +-1
- c BR

1



— 58 —

Aby wzér byl zupelnie ogdlny, bedziemy uwazali By, B, za
dodatnie, gdy mierzymy je w strony odwrotne od $rodka chwi-
lowego, czyli, gdy B, i B, leza po réznych stronach punktu 17
Jezeli B, i B, lezg po jednej stronie, lo B, i B, powinny mie¢

]

‘o : ; il o L
znaki odwrotne, dobrane w taki sposdéh, aby wielkosé = hyla

dodatnia.

Przy pomocy lego wzoru mozna wyznaczy¢ szybko$é Srod-
ka chwilowego, majac krzywizny obydwdch linii $rodkdw, oraz
szybko$é katowa ukladu. w ] G

i-’}'}; 86. Krzywizny toréw. Na lig. 20 M ma. by¢ owym pun-
kiem ruchomym, ktéry uie nalezy do ulkiladu, leez wedruje
weigz razem ze srodkiem chwilowym,
a wiee 1/ oznacza rowniez polozenie
obeene $rodka chwilowego; niech ¢
bedzie szybkoscig punktu M, albo
szybkodcig $rodka chwilowego, a m
wspdlng normalng do obydwdch linii
srodkow chwilowych, Szybkos¢ ¢, ja-
ko lezgca na wspolnej styeznej, jest
prostopadla do m. Przypusémy, ze
w chwili obecnej uklad obraca sie
okolo M z szybkoscig kalowa o.

Weziny dowolny punkt ukiadu
P, ktorego odleglos¢ od M oaznaczy-
my przez p. Szybkosé jego v=pw.
Prosta, 1aczaca koniee P’ szybkodei v
z M jest linig przewodnig prostej MP;
tworzy oma z MP kgl a=arctano
(par. 29).

/ \ R Wyobrazmy sobie prosta n ru-
i Fig. 20. chomag, lecz nie nalezaca do uktadu.

/ : Dajmy na to, ze jeden jej punkt jest
umocowany w punkcie ; a zatem wedruje torem punktu P
i w kazdej chwili posiada z P wspélng szybkoéé; w chwili
obecnej ta szybko$é jest rowna p. Przypusémy dalej, ze ta pro-
sta n_pozostaje weiaz normalng do toru punktu P. Z tego wy-
nika, ze przechodzi ona weiaz przez $rodek chwilowy ukfadu,
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czyli przez punkt A/, i toczy si¢ bez poslizgu po nieruchomej
rozwijanej toru punktu P.

Zwréémy uwage na ruch punktu 3/ wzglgdem prostej n,
albo raczé]™wzgledem noweé,o ukfadu, zwiazanego z la prosla.
Torem wzglednym jest prosta n, a wige na niej lezy szybkosé
wigledna; szybkosé unoszenia jest prostopadia do n, jako do
prostej zerowej. Gdy rozlozymy szybkoéé bezwzgledng ¢ w tych
dwoéch kierunkach, to sktadowa prostopadta u bedzie szybko-
§cig tego punktu prostej n, ktéry obecnie zajmuje punkt M.

Polgczmy konce N i P’ szybkodei u i v, Otrzymamy linig
przewodnig prostej n; ich punkt przecigcia ¢ jest srodkiem
chwilowym prostej n, albo $rodkiem krzywizny toru punktu 2.

Zapomocy tej konstrukeyi (podanej przez W. Harlmanna)

mozna wyznaczy¢ $rodek .krzywizny dla punkfu P, majac szyb-

kodé¢ tego punktu, oraz szybko$é srodka chwilowego. Rozwig-
zemy rowniez bez trudnosei zadanie odwrotne: majac szybko-
ci oraz §rodki krzywizny toréw dwdoch punktéw, wyznaczyé
szybkodé srodka chwilowego; nastepnie mozna juz wyznaezyé
drodek krzywizny dla kazdego dalszego punktu ukladu.
Warto jeszeze zauwazy¢, ze z konca N skladowej u widaé
szybko$é ¢ pod kgtem prostym, a wiec konfec ten lezy na ob-
wodzie kola, ktérego $rednicy jest ¢. O tem kole wypadnie
nieraz mowié w dalszym ciagu; nazwiemy je dla krotkoscei

kotem 7. ’

l’n\vstm konstrukeya $rodka krzywizny pozwala laty lE"lba-
dni¢ "pewne lwierdzenia rzutowe. Niech bedg na prosiej] MP pl‘t’i,z
punktu P jeszeze punkty Py, P, ... Prowadzimy przez nie promienie
prostopadie do MP; w przeci¢ciu z prosta przewodnig MP' olrzyma-
my punkty P, P,'... Prowadzimy nastepnie promienie PN, P/'N ...,
ktore przetng prosta MP w punktach @, ... Punkty @, @, Qa... 52
Srodkami krzywizny torow punktow P, Py, P, ...

Mamy teraz na prostej MP dwa szeregi punktow.P, P, Ps..
i@, ¢, (s...; kazdy z nich jest w perspektywie do szeregu P/, P/, P ...,
a zatem sg to szeregi rzulowe, Ich punkty podwoéjne sg polaczone w AL
Gdy dany jest ten punkt M oraz para odpowiadajacych sobie pun-
ktow, np. P i ¢, to szeregi sq okreslone i mozemy latwo wyznaczyc
$rodek krzywizny toru kazdego punktu, danego na proslej MP.

- i Zimy przéz M dowolng prosta i obieramy
na niej dwa dowolne punkly 4 i B. Promienie lgczyee pierwszy
z P, Py, P,.., oraz promienie, laczace drugi z @, @, Qs ..., tworzg peki
rzutowe; peki le lezg w perspektywie, bo polgczone promienie 4M
1 BM 0([})0\\1&(1&]4 sobie. % tego wynika, ze punkiy przeciecia odpo-
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wiadajacych sobie promieni lezg na prostej, przechodzycej przez M.
Prosty t¢ otrzymamy, faczac M z punklem przecigeia promieni 4P
i B, a naslegpnie juz bedziemy mogli wyznaczy¢ dowolna liczbe par
punktow,,

‘z. 1. Dwie korby 0,4, i 0.4, ktoryeh konce Iyczy przegubo-
wo szlaba 4,4,, obracaja sie okoto 0, 0,; wyznaczy¢ $rodek krzywi-
zny toru pewnego punkiu A, danego na szlabie, przy danem polozeniu
mechanizmu, ’

Wyznatzamy naprzod Srvodek chwilowy € i szybkosé v, punktu
4. Szybkos¢ lg powinno byé wida¢ z € pod katem s=arctanw; gdzie
w oznacza szybko$¢ katowsg sztaby 4,4,; ale oczywiScie ani tor punktu
ukladu, ani jego $rodek krzywizny nie zaleza od szybkosci katowej,
mozemy wige lg szybkos$é albo kat o obra¢ dowolnie. Srodkiem krzy-
wizny toru punktu 4, jest 0,, gdy wige potaezymy koniec v, z 0, lo
otrzymamy lini¢ przewodnig korby 0,4,, i na lej linii bedzie lezal ko-
niec szybkosei u,. W danym razie jest to szybkos¢, klorg mialby
punkt, nalezgey do korby i zajmujgey polozenie ¢. Tak samo olrzy-
mamy dla punktu 4, szybko$¢ n,. Kolo ¢ przejdzie przez C i przez
konce szybkoSei u, i u,. Majae kofo ¢, znajdziemy juz tatwo $rodek
krzywizny O toru punkiu 4.

Prz. 2. Okazaé, ze w cykloidzie promien krzywizny jest dwa
razy wigkszy, niz odlegto$é punktu od $rodka chwilowego.

Torem $rodka kola tworzgcego jest prosta, $rodek krzywizny
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lezy nieskonezenie daleko, a zatem sktadowa n musi by¢ réwna szyh-
kosci $rodka. Korzyslajac z tego, mozna odrazu wykresli¢ koto . Do-
godnie bedzie obraé w=1,

Pl}:;' 3. Punkty 4 i B ukladu plaskiego poruszajg si¢ na prostych
aib, tworzgeyeh kat prosty; wyznaczyé wykre§inie $rodek krzywizny
toru dowolnego punktu ukiadu, :

Obrawszy dowolnie szybkosé Srodka odceinka 4B, mozna odrazu
wykresli¢ kolo 1.

3._1.‘{l Pﬁ?{% Wyznaczy¢ promienie krzywizny w wierzchotkach elipsy,
2 @

klorej osi wynoszq 2a i 2b. Odp. r;_’ i%. Elipse nalezy tu uwazad

za tor punktu prostej, ktérej dwa punkty poruszaja si¢ na osiach.

Prz. 5>Ruchoma prosta m przechodzi weiaz przez punkt 0, a jej
punkt A pozostaje wciaZz na nieruchomej prostej n. Odlegtosé punkn 0
od n wynosi ¢, i na m dany jest punkt B w odleglosei b od 4. Wy-
znaczy¢ wykre§lnie $rodek krzywizny toru punktu B dla jakiegokol-
wiek polozenia prostej m i obrachowac¢ promien krzywizny, gdy pro-
sla m jest prostopadla do n.

Obrawszy 0 za poczatek ukladu wspolrzednyeh i prostopadly
do n za o$§ x, znajdziemy latwo rownanie linii stalej $rodkéw chwi-
lowyeh, a mianowicie y*=awx. Jest to parabola, kiorej wierzcholek lezy
w 0, a 0§ na osi 2. Wiadomo, ze rzut punktu paraboli na o$ i prze-
ciecie styeznej z osig lezg w jednakowyceh odleglodeiach od wierz-
chotka; korzystajge z lego twierdzenia, wyznaczymy wspodlng styezng
do krzywych Srodkow chwilowych, a nastgpnie koln . Promien krzy-
(£ b)?

wizny w szezegolnem polozenin wskazanem wynosi —
)

37. Kolo przegieé. Na [ig: 22 widzimy znowu srodek
chwilowy 2, wsp6lna normalng do linii $rodkéw m i kolo 1.
Poprowadzmy w ukfadzie ruchomym przez Srodek chwilowy
dowolna prosta MP, tworzaca z m kat &, i niech M P’ hedzie
jej linia przewodnig. Prowadzimy nastepnie przez koniee N
szybkosei n prosta réownolegta do MP i przez punkt S', w kto-
rym la rownolegla przecina linie przewodnia, prostopadia §'S
do MP. Srodek krzywizny loru punklu S lezy w przecieciu
prostych NS' i MS, a wige jest punktem nieskonczenie odle-
glym; z tego wynika, ze punkt § przypada obecnie w przegie-
ciu swego toru. .

© Z figury widaé, ze MMS=58"coto=c.cos.cota, gdzie
g=arctan w oznacza kal PJ} P’ Ostatecznie

M8 = = cos ¥ .
(0]



