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ciato zadne inne sily nie dzialajy, to wynikiem bedzie ruch
obrotowy okolo osi, przechodzacej przez $rodek ciezkoéei, albo
raczej ruch kulisty okolo tego punktu,

Magnetyzm ziemski wywiera na magnes pare sil, a zatem
magnes, umieszczony w magnetycznem polu ziemskiem, otrzy-
muje ruch obrotowy.

Prz. 1. Czlowiek stoi na zupelnie gladkim stole; wskazaé, w jaki
sposéb moglthy on zej$¢ na podloge.

_ (Prz. ’2'.) Przez gladki poziomy kolek przechodzi sznur, na kio-
rego koncach wiszg masy M i m. Wyznaczyé przy$pieszenie $rodka
cigzkosci tych mas, a nastepnie reakeye, ktorg kolek wywiera na

Sznur. Odp. Reakcya —.:L%JTE

+m
Prz. 3. Na zupelnie gladkiej podlodze ustawiono w plaszezyinie
pionowej poltkolisty tarcze o promieniu a. Tarcza opiera sig¢ o pedloge
punktem P obwodu, a promien, przechodzgcy przez P, tworzy z pod-
stawa kat «. Gdzie si¢ znajdzie w pierwszej chwili Srodek chwilowy,
gdy tarcza zostanie wyswobodzona? Odp. Na pionie, przechodzacym

przez P, w odleglodci {_33“451[12111.

T
Prz. 4. Plaska plyla wisi w plaszezyznie pionowej na dwéch
sznurach pionowych. Gdzie bedzie lezal w pierwszej chwili $rodek
chwilowy, gdy jeden ze sznuréw sig zerwie?
Prz. 5. Nadajemy prostej sztabie potozenie pochyle, opierajac
jeden koniec o gladka podloge. Okaza¢, ze gdy wyswobodzimy sztabe,
to lorem drugiego konca bedzie elipsa.

@ Trzy jednakowe punkty materyalne 4, B, C sq polgczone
nierozciggalna nicig tak, ze 4 B=BC. Z poczatku punkt 4 jest umoco-
wany, a dwa pozostate kraza kolo niego, i ni¢ jest wyprostowana. W ja-
kim stosunku zmienia si¢ naprezenia obydwodeh ezeSei nieci, gdy wy-
swobodzimy punkt 4? Odp. W 4B naprezenie spadnie do /3, a w BC
do /..

:110. Ruch ciata sztywnego. Zastosujemy wyniki, osig-
gniete w ostatnich paragrafach, do ciala sztywnego. Ruch jego
roztozymy mna ruch postepowy, zgodny z ruchem srodka cigz-
koéei, i na ruch kulisty, ktérego $rodkiem ma by¢ s$rodek
ciezkodci. Innemi stowy bedziemy rozwazali osobno ruch srod-
ka ciezkosci i ruch ciata wzgledem srodka ciezkosci.

W tym celu obierzemy dwa ukiady wspéirzednych, jeden
nieruchomy ayz i drugi ruchomy &qf. Poczatkiem drugiego
niech bedzie $rodek cigzkosci, i uktad ten ma bra¢ undzial je-
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dynie w ruchu postepowym ciata; jezeli zatem obierzemy w po-
czatku rachuby czdsu osi & 7, { réwnolegle do z, y, z, lo po-
zostang one réownoleglemi i nadal.

Oznaczmy przez z,, U, Z, wspolrzedne Srodka cigzkosci
w ukladzie nieruchomym, a przez , y, z i § 7, £ wspéirzedne
typowego elementu m ciala w uktadach niernchomym i rucho-
mym. W takim razie bedzie

2=+, Y=N+iyo, z=t+z, . . . . (1)

Sktadowe szybkosci wzglednej elementu m w kierunkach

. de  dn dt dz, dy, dz, .
: Ry ol . 0 -
osi beda T dl di iszyb

dt > dt ? dit
de dy dz
kosci bezwzglednej T I dr

a2 a7 d% przyspieszenie unoszenia
a2’ de’ di2’

2 2 2 2 2 2
%, %}’;—“, %, a przy$pieszenie be_zwzglgdne :szx’ ilﬁg' :% :
Przyépieszenie Coriolisa jest zerem, gdyz ruch unoszenia jest
postepowy,

Przeksztatcimy procz tego uktad sit zewnetrznych Py, P, ...,
dziatajgeych na cialo. Mianowicie obierzemy Srodek cigzkosci
za punkt redukeyi i zredukujemy wszystkie sily do jednej sity
wypadkowej, przylozonej w srodku cigzkosei, i do jednej pary.
Side oznaczymy przez R, a moment pary przez N. Ten ostatni
jest rowny geometrycznej sumie momentéw sit P,, P,... wzgle-
dem $rodka cigzkosei*).

Sprawe ruchu postepowego rozstrzyga catkowicie zasada
ruchu srodka ciezkosci, ktérg poznaliSmy w paragrafie poprze-
dzajacym. Para N nie wywiera tu zadnego wplywu, a zatem

bedzie
d? Lo _ _}nu
M= di® ﬂ{df:t"’ =y,

szybkosei unoszenia
Rowniez przyspieszenie wzgle-

dne posiada skiadowe

g, . @
dt* ro '

*) Celem dokonania redukeyi przykiadamy w $rodku ciezkosci
sily P i —P rownolegle do danej sily zewngtrznej P. Z nich P be-
dzie skiadows wypadkowej R, a —P wraz z dang silg P tworzy pare,
skladowg pary N. Oczywiscie moment tej pary P, —P jest to to samo,
co moment danej sily P wzgledem $rodka ciezko$ci, a zatem N bedzie
sumg geometryczna momentdw sit Py, P,.. wzgledem tego punktu.
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Chodzi teraz o ruch wzgledem srodka ciezkosci. Eatwo
jest zrozumieé, ze do okreslenia jego polrzebne sa trzy nowe
rownania. Wiemy mianowicie, ze sze$¢ rownan okresla calko-
wicie ruch ciala sztywnego; lrzy réwnania oslatnie sg niezbe-
dne do okredlenia ruchu $rodka ciezkosci, a wiec do okresle-
nia ruchu wzglednego pozostajg trzy. Otrzymamy je przeksztal-
cajac odpowiednio réwnania (2) z par. 108.

W tym celu zastagpimy w nich & przez &+a, i t. d. sto-
wnie do (1) w par. niniejszym. Wowczas lewa strona réwna-
nia pierwszego przybierze postac taka:

Im [(ﬁ + aﬂ‘{,)((itf + (53(‘]20) (n+ Uu)[jﬁ * fi;u)]

Gdy wykonamy wskazane dzialania i przed kazdym wyrazem
napiszemy znak sumy, to olrzymamy o$m wyrazéw, Przede-
wszystkiem beda dwa wyrazy, zawierajace same wspolrzedne
g n, t; Taczac je, otrzymamy
d¥  d%
Xm éf”:, - ”ﬁﬁ)‘

Dalej beda cztery wyrazy, zawierajace wspolrzedne §, 7, €
lgeznie z x,, Uy, Z,- Latwo okazaé, ze kazdy z nich jest zerem.
d? Yo _ d%y,
iz — di*
tycznym wzgledem plaszczyzny, przechodzaceq przez srodek

d*n 71' '
ciezkodci. Réwniez me"di* —x‘,Em =0, gdyz = 0,it d.

Tak np. Emé—3=—3Emé=0, gdyz Emé jest momentem sta-

Wreszcie wypadna dwa wyrazy, zawierajace tylko wspot-
rzedne g, Uy, %, 2 mianowicie

2y, d?a %y, d*z,
}d Ilo “2 — ¥m JIJ ”_2 —-'L'OJUT“T—H HW—2 ”2 3

uwzgledniajac (2) w par. niniejszym, przeksztalcimy te wy-
razy na
xRy — yo ks .
Po prawej stronie réwnania nalezy napisa¢ moment sily
R wzgledem osi z oraz rzut momentu N na o§ z albo o$ L.
Wypadnie ‘
Lo By — Yo B+ Ny .

Gdy przeprowadzimy analogiczne przeksztatcenia rowniez
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w dwoch réwnaniach pozostalych, lo otrzymamy trzy réwna-
nia nastepujace:

d*q d&
Em (E o) i ) N,
o S| ‘ :
um('q i (”) Neal v 6 o 5 & 5 (3
d%  ,d%
..ih‘l( “2 = (” ) N

Sa to szukane rownania ruchu kulistego.

Mozemy teraz wypowiedzie¢ dwa nastepujace twierdzenia,
z ktérych pierwsze jest tylko powtdérzeniem zasady ruchu $rod-
ka ciezkosci:

1) Ruch postepowy ciata sztywnego jest niezalezny od
ruchu kulistego; nie zalezy on od pary wypadkowej N, lecz
tylko od sity wypadkowej K.

2) Poniewaz réwnania (3) nie zawieraja wecale szybkosci
ani przyspieszen srodka cigzkosci, przeto ruch kulisty jest nie-
zalezny od ruchu postgpowego. Précz tego z réwnan tych wy-
nika, ze na ruch kulisty nie wywiera wplywu sita wypadko-
wa R, lecz tylko para wypadkowa N, albo momenly sit ze-
wnetrznych wzgledem srodka ciezkosei.

Twierdzenia te zawieraja tak zw. zasade niezaleznosci ru-
chow postepowego i kulisteqo. W my$l tej zasady zagadnienie
rachu ciata sztywnego rozpada sie na dwa zagadnienia odre-
bne i od siebie niezalezne; jedno z nich dotyczy ruchu poste-
powego, drugie ruchu kulistego. Rozwigzujac pierwsze, moze-
my uwazaé, ze ruch kulisty nie istnieje, t. j. ze catkowity ruch
ciata jest postepowy, rozwiazujgc drugie, mozemy nie zwracac
uwagi na ruch postepowy, albo uwazaé, ze srodek ciezkosci
jest nieruchomy. Pierwsze zagadnienie stanowi przedmiot dy-
namiki punktu, drugie dynamiki ciat sztywnych.

111. Sita Zywa ciala sztywnego. Nazywamy sila zywa

‘ciafa, albo ukiadu cial, sume sit zywyeh wszystkich elemen-
2

O . o

tow jego, czyli 5 e dzie m oznacza mase elementu, a v
jego szybkosé. Wiemy juz (par. 90), ze przyrost elementarny
tej sily zywej jest r6wny sumie prac elementarnych wszystkich
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sit, dziatajacych na cialo, zaréwno zewnelrznych, jak i we-
wnetrznych,

W ciele sztywnem odlegtosci pomiedzy elementami sie nie
zmieniajg, a w takim razie, jak widzieliSmy we wspomnianym
paragrafie, suma prac sit wewnetrznych jest zerem, i przyrost
elementarny sily Zy_\?r?im}‘j.gstwfl:t}wny sumie prac elementarnych
sit zewnetrznych.('Z lego wynika, ze i przyrost calkowity sily
zywej w pewnym czasie jest rdwny sumie_ prac catkowitych
sttzewnetrznych.  « tovea T

Istnieja pewne prosle wzory na sile zywa ciata sztywne-
go, ktére w duzym stopniu ulatwiajy stosowanie zasady sil
zywych. Jezeli ruch ciata jest postepowy, to szybkoseci wszyst-
kich elementow sa rowne i wowczas

mp?  p? I'l{.':“';

__2._-:? m =__E_.T--‘ . . LI (2)1

gdzie M oznacza masg calego ciala. “Tak wiec w przypadku
ruchu postepowego sita Zywa ciala wyznacza sig tak, jak gdyby
cialo bylo punktem materyaln yIm.

Przypusémy teraz, ze ruch ciata jest obrotowy, Ze miano-
wicie obraca sie ono z szybkoscig katowa o okolo osi z. Jezeli
r oznacza odleglos¢ elementu m od z, to p=ro, i

mp? . xgmr’n? o I :
i T=?Z”"’=*z—-i- .- @)

I oznacza tu moment bezwtadnodci ciata wzgledem osi z. Po-
niewaz I=Mk? gdzie k jest ramieniem bezwladnosci, mozna

t la¢ takze ostatniemu wyrazenin postaé i
rzeto nada¢ takz n raj staé ——
B _'__..-2-

Nieraz bywa uzyteczne jeszcze inne wyrazenie sily zywej
w ruchu obrotowym. Obierzmy na osi z, dowolny punkt O.
Dajmy na to, ze osi gléwne punktu O tworzg z z katy «, B, v,
i ze momenty bezwladnosci ciala wzgledem tych osi sa 4, B, C.
W takim razie I=A cos®s+ Bcos?f+ Ccos®y (par. 102), a zatem
sita zywa bedzie
Aw? cos %o+ Bo? cos 23+ Ca? cos ¥y
5 :

=

Lecz ®cose, wcosf, wcosy sa to rzuty wektora w na osi glo-
wne punktu O, albo skltadowe w kierunkach tych osi. Ozna-
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czajac te sktadowe przez w,, w,, v,, zmajdziemy, Ze

Zmu“ Awy?+ Bw,2 + Co,?
2 2 ’

Rozwazymy teraz przypadek ogdlny, w ktérym cialo szty-
wne posiada ruch jakikolwiek; znaczy lo, ze ruch jego jest
srubowy. Osia tego ruchu niech bedzie w danej chwili prosta z,
szybkosé postepowa oznaczymy przez u, a kalowa przez o, Je-
zeli odleglo$é clementu m od z jest rowna r, to v?=0n%+re? i

n_lﬁ=y +{JJ_2 ;]“-2=Iﬂ_131_2 J_—_Mkzwg
2 2 2 2 2
gdzie k oznacza ramie bezwladnosci wzgledem osi z.

Poniewaz w zjawiskach dynamicznych ‘szezegdlng role
odgrywa $rodek masy, dobrze wige bedzie zamiast u wpro-
wadzié szybkos¢ $rodka masy. Niech r, oznacza jego odle-
glosé od z, v, szybkosé, a k, rami¢ bezwladnosci ciala wzgle-
dem osi z,, przechodzgce] przez ten $rodek i réownoleglej do =
W takim razie k*=r,*+ k% i wyrazenie powyzsze przeksztalci

: M .
sig na —2—(uz+r,]’m3+k03m9). Lecz u?+ry20?=p,% zatem bedzie

mv® Mv? Mkj2w?
—= R S S )
3 2 ' 2 ®)
© Widzimy, ze sita zywa sklada si¢ z dwoch czesci; pier-
wsza pochodzi z ruchu postgpowego z szybkoscig srodka ciez-
kogei, a druga z ruchu kulistego okolo $rodka ciezkosei.

Prz. Krazek loezy si¢ na plaszezyZnie bez poslizgu, i jego cal-

kowita sila zywa=L. Wyznaczy¢ czeSel sily zywej, pochodzace z ru-
. . 2L | L
chow poslgpowego i obrotowego. Odp. 5 g

112. Przyklady. Okazemy na paru przyktadach uzy-
tecznos¢ zasady sil zywych w dynamice ciata sztywnego.

1. Sztaba o dlugoéci 2a moze sie obraca¢ w plaszczyinie
pionowej okofo osi poziomej, przechodzacej przez koniec szta-
by. Nadajemy sztabie polozenie poziome i nastepnie pozosta-
wiamy ja samej sobie.y Wyznaczyé szybkosé katowa sztaby
w funkeyi jej nachylenia do poziomu. '

Przypusémy, Zze sztaba posiada szybko$é¢ katowa o, gdy
tworzy z poziomem kat $.. Calkowity przyrost sity zywej wy-
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nosi , gdzie M oznacza mase szlaby, a k ramie bezwla-

dnosei wzgledem osi Ohl‘otu.[ Na sztabe dziala tylko reakcya
osi i sila ciazenia. Pierwsza nie pracuje, a calkowila praca
drugiej = Mgasin ¥, gdyz s$rodek ciezkosei szlaby opadl o asini.
Zalem

Wita?
{;--{P = Mgasin .

Poniewaz ©* = (par. 99), przeto ostatecznie wypadnie, Ze

4a?
‘3
s 3gsind
2a

Przyjelismy tu, ze praca sily cigzenia, dzialajacej na cialo,
jest réwna iloczynowi z cigzaru ciala przez obniZenie sSrodka
ciezkosci. Twierdzenie to jesl sluszne zaréwno dla ciat szty-
wnych, jak i niesztywnych, i wynika wprost stad, ze ciezar
ciala jest wypadkowa ciezaréw wszystkich jego elementow, ale
mozna je tatwo dowies¢ bezposrednio.

Skierujmy o$ 2 prostokatnego ukladu wspolrzednych pio-
newo na dol i przypusémy, ze element m jakiegokolwick ciala
przeszed! z polozenia (wyz) do (a'y’z'). Praca sily ciazenia,
dziatajgcej na ten element, bedzie mg(z' —z), a praca wszyst-
kich sil takich jest rowna Xmg(z' —z)—J(Emz* Ymz). Jezeli
srodek ciezkodei przeszed! z\(@yy,z,) do (x,'y,'z,") to Emz= Mz,
i ¥mz' =Mz, a zatem wyrazenie powyzsze pl?&kS?la-I’CI sie na
Mg(z,' —z), co bylo do dowiedzénia.

II. Na zupelnie chropowatej ptaszezyznie, nachylonej do
[foziohm pod katem «, kladziemy kule jednorodna i pozwala-
my jej staczaé sig swobodnie. Wyznaczyé szybko$é $rodka kuli
w funkeyi drogi.

Przypusémy, ze $rodek przebiegl droge = i posiada obe-

; i ; : . Mv®  MkPw? ;
cnie szybkosé v, Sila zywa kuli wynosi —2—-1—---5——, gdzie ©
oznacza szybko$¢ katowa okoto s$rednicy poziomej, a k ramig
bezwladnosci wzgledem srednicy. Na kule dziala sita cigZenia,
reakeya normalna ptlaszezyzny i sila tarcia. Praca pierwszej
wynosi Mgzsine; dwie sily pozostate sg weiaz przylozone
w punkeie kuli, ktorego szybkosé jest zerem, a zatem ich
prace sg rowne zeru. Wypadnie przeto

Nauka o ruchu. 17
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Mo? Mk2n?
5 1 ~gr = = Mgxsina.

; i : v .
Kula sig toczy bez poslizgu, z czego wynika, Ze w=—, gdzie «
a

5 i G ; : 2a? i
oznacza promien. Uwzgledniajac procz tego, ze }:EsT, zZnaj-

dziemy
_10gzsin o,
= z 3

Gdyby plaszezyzna byla zupelnie gladka, i kula sie zsu-
watla, to kwadrat szybkosci bytby réwny 2gazsine. Widzimy,
ze w przypadku rozwazanym ruch jest wolniejszy.

@ Jaki powinien by¢ co najmmniej wspolezynnik lareia po-
migdzy kuly i plaszezyzng w przykladzie ostalnim, aby nie bylo po-
Slizgu?

W mysl zasady ruchu Srodka ciezko$ei mozemy nwazaé Srodek
kuli za punkt maleryalny o masie M, na kiéry dzialaja trzy wyzej

dv
wymienione sity. Zatem bedzie M——- = Mgsine — F, gdzie F oznacza

Mg sina

sile tarcia. Z tego ofrzymamy F_—i Taka powinna byé sila

tarcia, aby nie bylo pos$lizgun. W kierunku prostopadiym do plaszczy-
zny Srodek ciezko$ci nie posiada przy$pieszenia, a zalem reakeya nor-

malna N=3yg cos «. Najmniejszy mozliwy wspotezynnik tarcia f:%:

_—_f)ii_l-t—m, Jezeli wspolezynnik lareia przewy2sza lg warlose, to kula
si¢ toezy przy larciu mniejszem od granicznego.

Jezeli plaszezyzna jest pozioma, lo sine=0 i F=0. Znaczy to, ze
podezas toczenia si¢ kuli szlywnej na plaszezyinie poziomej sila lar-
cia nie wystepuje. Jezeli kula w pierwszej chwili si¢ loezy, i zadne
sily procz ciazenia i reakeyi plaszezyzny na nig nie dzialajg, to bedzie
ona toezyla si¢ czas nieograniczony z szybko$eig staly.

Prz. 2, Mamy dwie kule o jednakowych S$rednicach i jednako-
wyech wagach. Jedna z nich jesl zlota degta, a druga srebrna pozh(.am
Jak odréznié¢ zlotg od srebrnej?

. Prz. 3. Kula surowecowa o promieniu 50 em robi 120 obrotow
na minute. Ile obrotéw na minute bedzie robila kula, gdy utraci 2452
kilogramometry sily zywej? Odp. 60. (Cigzar wiaseiwy surowca=7,8).

Prz. 4. Ile trzeba wylozy¢ 'pracy, aby kamien miynski, wazacy
820 kg, o Srednicy 1,4 m wprawié¢ w ruch obrotowy o 108 obr. na
minute, nie rachujae strat na tarcie? Odp. 1300 kilogramometrow.

Prz. 5. Wydrazony zelazny cylinder (cigz. wi.=7,8) o osi pozio-
mej posiada promien zewnelrzny R=20 cm, promien wewnetrzny r=
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=10 em i diugo$¢ a=3 m. Na eylinder jesl nawiniely sznur, na kio-
rym wisi cigzar @=10 kg. Jaka szybko$¢ kalowa powinien posiadac¢
cylinder, aby jeszcze podnieS¢ ciezar o h=5 m wyzej? Odp. 4,19,

Prz. 6. Cylinder o promieniu r, wirujacy okolo osi, postawiono
na plaszezyinie poziomej. W chwili, gdy podslawa dolknela plaszezy-
zny, cylinder robit n obrotéw na min., a wspolezynnik larcia = [ Ile

wrnd

4800{(}

/Pra. | 7./ Szlaba, wirujaca na gladkiej plaszezyznie poziomej okolo
je(llwgo' Tonea, osadzonego na osi, z szybko$cig katowsy o, pekla w sa-
mym $rodku. Jaki byt ruch dalszy kazdej czesei?

Prz. 8. Na gladkiej plaszezyznie poziome) poloZono dwie jedna-
kowe kulki, polgczone lekkim pretem; nastgpnie jedna z nich uderzono
w kierunku prostopadlym do preta. Wyznaczyc tory kulek. Odp. Cy-
kloidy.

Prz. 9. Cienka gladka rurka o glugo$ei 2a i masie m jest osa-
dzona na poziomej osi, przechodzgeej przez Srodek i proslopadlej do
osi rurki. Gdy rurka byta w spokoju w pelozenin poziomem, na prze-
dtuzeniu jej osi ustawiono pret o dlugo$ei 2a, i masie m,. Nastepnie
nadano pretowi szybko$é v w kierunku osi rurki, skulkiem czego za-
czyl on wehodzi¢ w rurke, i $rodek jego zalrzymal sig, doszediszy do
$rodka rurki. Jaka byla w owej chwili szybkosé katowa ukladu, zlo-
zonego z rurki i preta? Odp. U\/ _dm,

ma*-+m, u,

Prz. 10. Zakladamy, ze najwieksza sila, ktorg moze wywrzec
migsien zwierzecia, jesl proporeyonalna do przekroju migénia, i Ze
cigzar zwierzecia jest proporeyonalny do objetosei. Dowies¢, ze naj-
wigksza wysoko$¢, na klora moze podskoczy¢ zwierzg, jest dla zwie-
rzat, posiadajacych podobne ksztalty, lecz rézne wymiary, jednakowa.
Przez wysoko$¢ podskoku rozumieé nalezy droge, ktora przebywa w kie-
runku pionowym $rodek ciezko$ci, poczynajge od chwili, w ktorej
zwierze_przestalo styka¢ si¢ z ziemiy.

Prz._ 11." Jednorodna laska AB o dlugo$ci 2a jesl zawieszona
a.“oi)(}d‘iuc za koniec A na takiej wysokoS$ei, ze koniec B znajduje sig
nad sama ziecmig. Nadajemy lasce pewna szybkos$¢ katowsa, a gdy doj-
‘dzie do poloZenia poziomego, wyswobadzamy koniec 4. Jaka powinna
by¢ ta poczalkowa szybkos$¢, aby laska, spadajac, utkwita kofcem B
w ziemi. Odp. Jezeli laska ma utkwié¢ w ziemi po jednym obrocie, to
39(3*+6r+-4)

da(3=+2)

Prz. 12, Pozioma szlaba o dlugosci « i masie M jest osadzona
w jednym z kohedw na osi pionowej. Sztabie nadano szybko$¢ kato-
wa wy, i w dalszym ciggu dziala na nig jedynie opor powietrza, a mia-
nowicie na element dx opdor ten wynosi Adx(szybkosé)®. Wyznaczy¢
4Mu.|u

4434 ﬂ’muf

jeszeze obl‘otnw zrobi cylinder? Odp, —

kwadral szybko$ei szukanej=

szybko$§¢ sztaby w chwili [ Odp. —
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Prz. 13. Szlaba jednorodna i gladka o dlugo$ci a¢ obracata sig
z szybkodeia kalowy wy okolo jednego ze swych konecow na gladkiej
plaszezyZnie poziomej. W pewnej chwili przed szlabg, bardzo blizko
niernchomego koneca, polozono punkt materyalny, klérego masa jest
rowna masie sztaby. Jaky szybkoS¢ osiggnie punkt, doszedlszy do dru-
giego konea szlaby? Odp, %D..

Obieramy poczatkowe polozenie szlaby za o§ biegunowa, a jej
koniec nieruchomy za biegun. Poniewaz na punkt w kierunku pro-

; ‘ ; : dr
mienia wodzgcego Zadna sita nie dziala, przeto ﬁsmz, gdzie r ozna-

cza promien wodzacy punklu, a w szybkos¢ katowsy sztaby w chwili .l
Gdy procz tego wyrazimy, ze elementarny przyrost sily Zywej ukladu
dr

jest zerem, i wyrugujemy P
e

, to otrzymamy proste rownanie pier-

wszego rzedu.

Prz. 14, Sztaba trapezu gimnastycznego jest 2a dluga i posiada
mase¢ m; diugo§¢ kazdego sznura jest takze rdwna 2a. W pewnej
chwili szlabie nadano szybko$¢ katowa w, okolo osi pionowej, prze-
chodzacej przez $rodek. O ile wzrosnie od razu naprezenie kazdego
sznura, i jak wysoko wzniesie sig sztaba? Odp. Przyrost naprezenia=

£} By @
::EIE"—, \\')’SOkOéé:iE‘E- ‘
4 Gy

Aby znalezé przyrost napre¢zenia trzeba naprzod wyznaczy¢ po-
czatkowe przy$pieszenie Srodka sztaby.

Prz. 15. Cztery jednakowe szlaby o diugoSci 2a, polgczone prze-
gubami, tworzg kwadrat ABCD, zawieszony za wierzchotek 4. Prze-
kgtnia 4C jest pionowa, a wierzcholek € ulrzymujemy w spokoju.
Wyznaczy¢ szybkosé¢ kalowa, kiory przybiora szlaby po wyswobodze-
niu wierzchotka ¢, w funkeyi nachylenia ich do pionu. Odp. wi=

B -—— ——, gdzie ¥ oznacza nachylenie.
a(l+3sin*$)V2,
7113, To&é ruchu. Kazde cialo, albo ukiad cial, mozemy

uwaza¢ za uklad punktéw materyalnych, a zalem wszystkie

twierdzenia, dotyczace weklora @, ktére poznalismy w par, 89,

sa stuszne ogdlnie. Pozostaje jedynie okazaé, jak wyznacza sie

ten wektor.

Niech bedzie jakickolwiek ciato, poruszajgce sie w jaki-
kolwiek sposob. Obieramy dowolny punkt O za $rodek reduk-
cyi a zarazem za poczatek prostokatnego uktadu wspdlrzednych
ayz. Szukany wektor G rozkladamy z gory na trzy skladowe
G., @y, G, w kierankach osi. Oczywiscie skladowa G, jest ro-
wna sumie ilosei ruchu wszystkich elementéw ciala w kierunku
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osi x, czyli
da

G=Im<>,
T

Oznaczmy mase ciala przez M a wspolrzedne $rodka ciezkosci
przez &y, Y, z. W takim razie YXmz= Mz, Uwzgledniajac ten
zwigzek, przeksztaleimy powyzsze rownanie oraz dwa analo-
giczne na
GFM%, G ‘f—ji“, G,:Mf;.}!ﬂ )
Tak wige przy wyznaczanin wektora G mozemy uwazaé,
ze cala masa ciala, lub ukiadu, jest skoncentrowana w $rodku
ciezkosci. '
Okazemy na przykladzie zastosowanie tego twierdzenia.
Wyznaczymy mianowicie reakeye, jaka w przykladzie I-ym
par. poprzedzajacego o$ wywiera na sztabe, Rozlozymy le re-
akeye na skladowe R, i R, w kierunku szlaby i w kierunku
prostopadtym. Za poczatek weklora ' obierzemy punkt O,
w ktérym szlaba faczy sie z osiag. Wektor len jest réwnolegly
do szybkosci $rodka ciezkoseci, czyli prostopadly do sztaby:

Fig. 59.

i
&

przypusémy, ze wyraza go odcinek 04, W czasie dl sztaba
obréci sie o kat d¥, i wektor G przybierze warto$¢ OA4,, Lt j.
otrzyma przyrost elementarny A4A4;. Przyrost ten rozktadamy
stosownie do par. 51 na dwie sktadowe 4B i BA, w kierunku
G i w kierunku prostopadlym. Pierwsza jest rowna d@, a dru-
ga (/Y. Pierwsza wylworzyla reakcya R, i skladowa My cos
sily ciazenia, druga reakcya R, i Mysin¥, a zalem hedzie
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AdG=(Mycos ¥ — R,)dt ,

Gdy=(—-Mygsind+ R,)dl.
Lecz G'= Maw i fr‘;l;}:m, a zatem réwnania powyzsze przeksztal-
ea sie na

e '{-’}’}:M,{; cos$—R,, |

Muw? = — Mgsind+ R, ,

(2).

Wprowadziwszy warlo§¢ w z par. poprzedzajacego, znaj-

dziemy, ze R1=-nji;2i, R =Mgzﬂﬂ_

Wypada zwréci¢ uwage, ze rownania (2) wynikaja bez-
posrednio z zasady ruchu $rodka cigzkosei, i wogdle zasada
ilosci ruchu, o ile to dotyczy wektora & réini sie od tamtej
jedynie _pod wzgledem formy.

Prz. 1. ) Okragla tarcza, wazaca ), jesl osadzona w punkcie ¢
obwodui na osi poziomej, prostopadtej do plaszezyzny tarczy. Tarcza
wyruszyla z potozenia, w ktorem $rednica, przechodzgca przez C, stata
pionowo nad tym punktem. Wyznaczy¢ reakeyg osi po obrocie o 90°
v 11@ 1’1(,)

TR 3

Prz. 2. Szklany sze§cian o masie M zawiera kulistg prézng prze-
strzefn o promienin «, i w te] przestrzeni miedei sie punkt materyalny
o masie m, Szescian stoi na gladkiej plaszezyZnie poziomej; jaka szyb-
ko§¢ poezglkows nalezy mu nadad przez popchniecie, aby punkt m obiegt
kule¢ naokolo, pozostajae weigz w zetknigciu ze szklem? Odp. Co naj-

| G+ im)ag
. M
Seiany kuli sq gladkie, a wiec w pierwszej chwili na punkt m
nie dziata zadna sila pozioma, i jego szybko§¢ bezwzgledna jest ze-
rem. Skoro punklt ma weigz pozostawad w zetknigeiu z kula, to reak-
cya, ktora ta na niego wywiera, nie powinna znika¢ w zadnem
pololozeniu, chyba w najwyzszem. W tym przypadkn skrajnym

i o 180° Odp.

mniej

i w lem polozenin najwyzszem wed Utworzywszy réwnania iloSei
x a

ruchu oraz sily zywej ukladu, wyznaczymy z latwoscia szybko$¢
szukang,

Prz. 3. W gtadkiej rurce kolowej o masie M umieszezono dwa
punkly materyalne o masach m. Punkty te polgczono nicig sprezysta,
ktérej diugo$é naturalna jest rowna ?/; obwodu, nastepnie wyciagniglo
tak nié¢, aby sie punkly zeszly, polozono rurke¢ na gladkim stole i po-
zostawiono ukiad samemu sobie. W jakim stosunku stala sita zywa
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punktow w chwili, gdy ni¢ odzyskala diugo$¢ naturalng, do pracy,

W Io)one na rozeiagniceie nici? Odp. 2(M“+1112 M)
ylozol SERTS P rrom) @Mrm)’

i

114. Wektor H ciala sztywnego. Bez poréwnania wa-
zniejsza role od wektora G odgrywa w dynamice ciala szty-
wnego wektor H, czyli moment ilo$ci ruchu. I w tym razie
wszystkie twierdzenia, ktére dowiedliémy w par. 94 dla ukladu
punktéw materyalnych, sa wazne ogdlnie, dla cial sztywnych
i niesztywnych; pozostaje tylko wskazaé sposoby wyznaczania
wektora H w réznych przypadkach.

Niech bedzie jakiekolwiek ciato, albo uklad cial, i jaki-
kolwiek $rodek redukeyi O. Pragniemy wyznaczyé moment ilo-
$ei ruchu wzgledem tego srodka. Obieramy punkt O za poczy-
lek prostokatnego uktadu wspétrzednych, i rozktadamy szukany
wektor H na skladowe H,, H,, H, w kierunkach osi. Sktado-
a
a zatem moment ilodci ruchu tego elementu wzgledem osi =z

dz
we ilosci ruchu elementu m (xzyz) ciala sa m— TR

wynosi m dy I! i wypadnie
y ( ai Y yp

\ dz di
Jl‘l"_,t:}.lm(g,rm dtf
a’m dz

H Lm( 57 E) (1).
dy dx
H, )..n( 20 v

Przypusémy, ze cialo jest sztywne, i Ze ruch Jest poste-
powy. W takim razie szybkosci wszystkich elemenléw sa je-

§i dERar dz
dnakowe co do wielkosei i kierunku, a zatem Hx-:ﬁmym—
o) d

2= ).‘, _}—-;-;}..m.. Oznaczmy mase ciata przez 1/

a wspohz@dne $rodka ciezkosci przez x,, y,, z,- Mozemy napi-
IS

dit — dt’
ksztalca sie na

Smy=My,, i t. d; woéwezas réwnania (1) prze-
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dz dy
- a0

dz dz, .
Hy= Mz, -1, (H) (2).
v .‘iUn dx,
H,= ﬂ[(ao- T ;Dm)

| Jezeli wiee ruch jest postepowy, to wektor H wzgledem dowolnego
| punktu jest taki, jak gdyby cata masa ciata byta skoncentrowana
w $rodku ciezkosci.

- Dajmy na to, ze w chwili, dla ktérej wyznaczamy mo-
menl ilosei ruchu, wlasnie érodek ciezkosci przechodzi przez O.
W takim razie 2,=y,=z,=0, a zatem H,=H, = H,=(. MoZemy
powiedzieé¢, ze w ruchu poa‘igpmugm weltor H m"rﬂedem $rodka
cigzkosci_jest zerem.

“"Rozwazymy teraz inny wazny plzypadek szczegolny. Przy-

~ pusémy, ze ruch ciala sziywnego jest obrotowy, Zze mianowicie
obraca sie ono z szybkofcia katowa o okolo prostej u. Pra-
gniemy wyznaczyé wektor H wzgledem jakiego$ punktu O, po-
tozonego na osi obrotu.

Za osi wspotrzednych 2, y, z obierzemy te prosle, na kid-
rych w chwili danej leza osi gtéwne punktu 0; przypuéémy,
ze of obrotu u tworzy z niemi katy a, @, 7, 1 roztézmy szybh-
kos¢ katowa o na sktadowe w,=o cosa, v,=wcosf, w,=® cosT.
Skiadowe szybkosci elementu m(wyz) wedlug par. 46 beda

da

al =D, =0,2—0.1,
dy ;

m = Huz (.l]__ﬂ',' s ll),xZ 5
dz

;‘7;'* U., U}x[)f — f.!)ym r

KWslawiajac to w (1), znajdziemy, ze
H, =Ymlo (4 + 22) — 0,2y — 0,22] =0, Xm(y? + z2) -
--w Xmzz .
Lecz Em(y?+2%) jest momentem bezwladnosci wzgledem osi z,
a Emey i Ymzz, jako momenty odérodkowe wzgledem osi glo-
wnych, sa zerami; zatem \\ypadme

H Am H' “Bo

o, Xmazy —

H, =Cw, (3),

TR
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gdzie A, B, C oznaczaja momenly bezwladnosci wzgledem osi
x, Y, z, czyli momenty giowne punktu 0. Majac skiadowe H_,
H,, H,, zmamy weklor H co do wielkosc! i kierunku, a mia-

nowicie H= \/IL2+H}?+H? czyli
| H=wY/ A% cos %o+ B*cos %+ O% cos ¥.
Jezeli ), p, v oznaczaja kaly kierunkowe wektora H, to

M, A cosa
CoOsh="E=—
H \/A”coszaqu”cos 2{3+O“cm T
Dla p. i v otrzymamy wzory analogiczne.

Widzimy, ze katy kierunkowe nie zaleza od szybkosci ka-
towt,l o, a “zafem wekfor F\\'zglgdCIn punktu O lezy na pro-
btel, Zﬂjmu]ﬁ,ﬂ{il w ciele poiozenle stale. Gdy zmienia sie o, {o
wektor ten zmienia sie co do wielkosci, ale kierunek jego
wzgledem ciata pozostaje bez zmiany. Mozemy powiedzie¢, 7e
wiruje on wraz z cialem okolo prostej u.

Wyznaczymy teraz moment ilosei ruchu ciata wzgledem
osi obrotu. Bedzie to rzut wektora H na prosta i, albo suma
rzutéw skiadowyeh H,, H,, H.. Wypadnie

H,=H, cos s+ H,cos B+ H, cos =w(d cos® o+ Bcos? f+ Ccos® )

Wyrazenie, zawarle w nawiasie, jest to moment hezwiadnoscl
ciala wzgledem prostej u. Oznaczywszy go przez 1, napiszemy
L o

Mozna fatwo otrzymac nanie to bezposrednio. Jezeli r
oznacza odlegltos¢ elementu m od osi u, to szybkodc tego ele-
mentu=wnr, a moment ilo$ci ruchu=mor? zatem H,=olmr=
=Iw. '

Zobaczymy, w jakich razach wektor H_ punktu O lezy
na osi obrotu. H,, H,, H_, 1. j. momenty ilosci ruchu wzgll;
dem osi z, y, z, sa rzutami wektora H na te osi, a zatem
w przypadku, o ktérym mowa, dow, = Jwcoso, czyli Avcoso=
=1Iw cos &; powinny wiec istnie¢ zwiazki

Acosa=1TIcoso, Beosf=1IcosP, Ccosy=I1IcosT.

Rownania fe sa mozliwe w dwoéch przypadkach. Przedewszyst-
kiem wtedy, gdy dwa z katéow kiernnkowych, np. o i B, sa
proste; w takim razie I=C, i prosta u jest osia gléwng pun-
kiu O. Powtére rownania powyzsze sa spelnione, jezeli wszysl-
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kie trzy momenty gtéwne punktu O sa réwne. W tym razie,
jak wiemy, temuz samemu jest réwny moment bezwladnosci
wzgledem n, a wige mozna znowu lg prosta uwazaé za o glo-
wng punktu 0.

Powiemy wogodle, ze weklor H wzgledem punktu O, wzie-
lego na osi obrotu u, lezy tylko wiedy na tej osi, gdy O jest
punktem gléwnym prostej .

Jezeli o§ obrotu jest osig gldwng ciala, to, jak wiemy
z par. 104, jest ona osig gléwng kazdego ze swych punktdw;
z tego wynika bezposrednio, ze na niej lezg wektory H wzgle-
dem wszystkich jej punktow, i ze wektory te sa rowne.

Prz. 1. Tarcza kolowa o promienin a i masie M obraca sig
2 szybko$cig kalowy o okolo cigeiwy, klorg widaé ze $rodka pod ky-
lem prostym. Wyznaczy¢ wektor I wzgledem punktu 0, w Ktorym
0§ obrolu przecina obwdd. Odp. Oczywiscie wektor H lezy w pla-
szezyznie larezy. Osiami glownemi sg Srednica i styczna. Momenty

Ma* SMua®
bezwladnoSci wzgledem nich sy odpowiednio 4= = i 0= =%

H D Mats Ma*u V13
Mi;u i }Ma_“. Wektor H="— m——;twn-
4V2  4V2 4

rzy on ze s: cdnica kat arctanb.

tPrz 2. Sztaba o diugosci 2a i masie M obraca si¢ z szybkoscia
kylowa @& okolo nu,ruchomq osi, ktora przechodzi przez koniec 0
sztaby i tworzy z nig kat o. Wyznaczy¢ weklor H wzgledem punktu 0.

r 4 Mctwsin

Odp. Wektor I jesl prostopadly do sztaby i rowny -— —g—-—u.

- Prz. 3." Kula o masic M i p:‘mnieniu « obraca si¢ z szybkoscig
kytowa o okolo $rednicy, a Srednica z szybkoscia 20 okolo prostej,
ktéra tworzy z nig kat 60° i przechodzi przez koniec 0. Wyznaczyc

2\ 16
wektor H wzgledem 0. Odp. H—Efﬁ\ 163

2

a skladowe wektora H sy

Prz. 4. Prosty stozek kotowy, klorego masa jest rowna M, wy-
soko$¢ h i kyl wierzchotkowy 2e, toczy sie bez poglizgu na plaszezy-
inie poziomej, przyczem plaszezyzna pionowa, przechodzaca przez oS,
posiada szybkos$¢ katowa w. Wyznaczy¢ wektor H wzgledem wierz-

2
cholka, Odp. I 3IMh® ua\/ 1+10 cos a+oco=,4a
20 oS u :

Prz. 5. Plyta tréjkatna 4BC o masie M obraca sig z szybkoseia

kylowa w okoto boku AC. Wyznaczyé moment ilosei ruchu wzgledem

Mabw sin®(
boku BC. Odp. —u;-i—l , gdzie a=B(0, b=04 i € oznacza kal ACB.

Plyt¢ mozemy tu zastapi¢ przez model, zrobiony tak: z lekkiego
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drutu tworzymy obwdd trojkgta | w $rodkach bokdéw osadzamy pun-

¥ M
kty materyalne, kazdy o masie 3 Model taki bedzie mial z plyly je-

«

dnakowsy mase, wspolny Srodek ci¢zkosei i jednakowe momenty bez-

wladno$ei wzgledem wszystkich prostych (par. 102, prz. 8); lalwo zro-

zumied, ze pod wzgledem dynamicznym zaslapi on plyle catkowicie.
Prz. 6. Szlaby 04, AB wiruja okolo osi pionowej, przechodzy-

cej przez 0, z szybkoScig kalowsg w, pozoslajac w jednej plaszezyZnie

pionowej i tworzge z osig odpowiednio kgly ¥ i w. Dlugosci sztab

wynoszy a i b, masy m i m;. Wyznaczy¢ moment ilo$ei ruchu wazgle-
. m ; S

tlem osi obrotu (par, 102, prz. 7). Odp. m[(—§+f11,)a25111"-ﬂ-+ myabsindsingt

my
-—b? &un%] ;
t 3 :

115. Cialo jakiekolwiek. PPoznamy tu pewne lwierdze-
nia, bardzo wazne i zupelnie ogélne. W tym celu prze-
ksztaleimy réwnania (1), klére otrzymaliSmy w par. poprze-
dzajacym dla jakiegokolwiek ciata i dla dowolnego punkiu
redukeyi.

Poprowadzmy przez Srodek cigzkosci ciata nowe osi wspol-
rzednyeh & 7, € odpowiednio réwnolegle do , y, z. Dla ele-
mentu m bedzie

ﬁ-‘—'&'i‘.’ﬁo, y=1n+"Yo, I=ﬁ+20_
Wstawiamy lo w wyzej wspomniane rownania i wykonywamy
przeksztatcenia zupeinie podobne do tych, ktdre opisalismy
w par, 110. Wypadnie

H,=Em(n ¢ 3 + Mo 2,0 )

dt { dt Ot

s dE dt da, :Ln
H,=3m(c =k u) Mz, - (“ ().

dq  dg dy, dzx,

H, = S G — )+ Ml 907

Prawa strona kazdego z tych réwnan zawiera dwa wyrazy;
oznaczmy odpowiednio wyrazy, postawione na pierwszem miej-
scu, przez H', H/, H', a wyrazy, stojace na drugiem miejscu,
przez H,' H,;”, H,". Pierwsze sg momentami ilodci ruchu ciata
w'z{.,ledem osi & 7, {, a drugie momentami ilo$ci ruchu masy I/,
skonecentrowanej w srodku ciezkosci, wzgledem w, y, z. Bedzie
zalem =

H=H'+H' H=H +H' H=H+H'"



