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dzqeych przez $rodek ciezkosci, oraz momentu masy ciata, skon-
centrowanej w $rodku cigtkosci, wzgledem x, y.
Toz samo dolyczy osi y, z 1 z, .

Prz. 1. Wyznaczy¢ moment odérodkowy prostokgla o masie M

b
i bokach «, b wzgledem bokdw. Odp. M: :

Prz. 2. Wyznaczyé moment od$rodkowy c¢wiartki kota o masie
g5 B ) - Ma
M i promieniu a wzgledem promieni granicznych. Odp. ?ﬂ— .
T
102. Moment bezwladno$ci w funkeyi katéw kierun-
kowych. Niech bedzie znowu cialo sztywne i prostokatny
uklad wspolrzednych., Momenty bezwladnodei wzgledem osi
oznaczymy przez I, I, I, a mo- > '
menty od$rodkowe przez I, [

1
;W Niech bedzie procz tego p (‘J~
sta u, przechodzaca przez poczy- A
tek i tworzaca z osiami wspol-
rzednych katy o, B, v. Mamy
wyznaczy¢é moment bezwladno-
dei I danego ciata wzgledem tej
prostej u.

Dajmy na to, ze jeden z ele-
mentow ciata o masie m zajmu-
je polozenie A(z, y,z), a odle- y

1
|
1
i
I
]
I
!
I

W

glos¢ jego AB od u niech be- A C’:
dzie réowna r. Oczywiscie Fig. 56.
P=0A 0B . . : ; . = = (1)

042 =22+ y? 1 2%, a OB jest rzutem odcinka O4 albo wieloboku

ODCA na prosta.u. Boki tego wieloboku sg odpowiednio ro-

wne @, y, z i tworzg z u katy o, @, 1, a zatem OB=x2cosa+

+ycosfB+zcosy. Wprowadzajac te wartosci do (1), otrzymamy

ri=a?+ yt+ 22— (2z cos 0.+ y cosf+zcos )

Poniewaz cos?a-+ cos?f+cos?r=1, mozemy wiec napisaé

r?= (2% + y? + z2)(cos %a: + cos 2B + cos ¥y) — (@ cos &+ y cos f + zcos 7)?
czyli = r?=(y? +z*)cos? + (2% + a?)cos *f + (22 + y?)cos 1 —
— 22y cos . cos § — 2yz cos B cos 7 — 222 COs ¥ COS 0. .

Mnozymy to przez m i sumujemy lakie réwnania dla wszyst-
kich elementéw. Wypadnie



— 228 —

Emr? =cos aXm(y? + z2) + cos BEm(z* + x*) + cos >y Em(x? + y?) —
— 2 cos o cos BEmay — 2 cos f cos 1Xmyz — 2 cos 7 cos aXmzx .
Lecz y?+2° jest to kwadral odleglosci elementu m od osi
x, a zatem Zm(y*+2Y) =1, 1 t. d. Bedzie wiec
12=],cos?o.+ I,c08%B + I, cos ¥ ~ 21, cos o cos f — 21, cos P cost—
=2l cosycose . . . . . . . (2.
Jest to szukany moment bezwladnosci.
Rozwazymy szczegdlowo przypadek, gdy prosta u lezy
w plaszezyznie zy. W takim razie ng’ cost=01icosf=sina,
a zalem

i 2 Tl i
I=1I,cos?0.+I,sin’s — 2], cosasine.

Wyznaczymy te wartosé kaga o, przy ktorej I osigga maks.
L

lub min. Zaktadajac, ze %s{), olrzymamy .
(I,—L)sin 2a -ZLycos20=0 . . . . . (3),
a zatem tan 20.= 2Ley :
Io=—1

Kat 20 posiada taki tangens przy dwoéch wartosciach
mniejszych od 2%; réznig si¢g one o ®, a zatem réwnaniu (3)
czynig zado$¢ dwie warlosci o, réznigce sie o g Oczywiscie
przy jednej z nich I osigga maks., a przy drugiej min.; jednej
z nich odpowiada prosta najwiekszego, a drugiej najmniejszego
momentu punktu O w plaszezyznie wy.

x

Jezeli I, =0, to owe wartosci sg 0 i 121; znaczy lo, ze osi

xz i y sa osiami najwiekszego i najmniejszego momentu w pla-
szezyznie xy. Odwrotnie, jezeli za osi @, y obierzemy proste
najwiekszego i najmniejszego momentu, to tan 2¢=0, a zatem
I,,=0. W tym przypadku
I=Icosa+Isin%e . . . . . . (4)
Oczywiscie otrzymamy to samo I dla dwéch prostych, z kto-
rych jedna tworzy z osia = kat o, a druga —e, innemi stowy
osi najwiekszego i najmniejszego momentu sq dwusiecznemi kqta
pomiedzy dwiema prostemi, ktorym odpowiadajq momenly rowne.
Jezeli I, =1, to I=1I_; znaczy to, ze cialo posiada wzgle-
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dem wszystkich prostych, przechodzgcych przez O i polozo-
nych w plaszezyznie xy, momenty jednakowe.

Jezeli za osi wspéirzednych obierzemy osi gléwne punktu
0, to w kazdej z plaszczyzn wspolrzednych beda one prostemi
najwigkszego i najmniejszego momentu, a wiec w tym razie
Ly =Iy=1Ix=0. Bedziemy w tym przypadku szezegélnym ozna-
czali momenty wzgledem osi z, y, z odpowiednio przez 4, B, C,
nazywajac je momentami gtownymi punktu O, a zalem réwna-
nie (2) przeksztalci sie na

I=A cos?a+ B cos?*B + C cos?y w B w (5).

Dowiedziemy teraz twierdzenie odwrolne. Osi wspolrze-
dnych obrano, dajmy na to, w taki sposéb, ze wszystkie trzy
momenty odsrodkowe s3 zerami. Tymeczasem mozna stad wy-
ciggnaé jedynie ten wniosek, Ze osi # i y sa prostemi najwie-
kszego i najmniejszego momentn w plaszezyznie 2y, osi y i z
w plaszezyznie yz, wreszcie osi z i & w plaszezyznie zw. Wy-
pada dowiesc, ze osi wspolrzednych sy takze osiami giéwnemi
poezatku O.

Aby nie przesagdza¢ sprawy, napiszemy rownanie (2)
w poslaci

I=1I,cos%.+I,cos?+ I,cos?y.
Dajmy na to, ze z trzech momentéw I, I, I, pierwszy jest
najwigkszy, a drugi najmniejszy. Oczywiscie
I,=I,cos%:.+ I, cos?B+ Ircos %y .
Odejmujac od tego réwnania poprzednie, otrzymamy
I,—I=(I,— I) cos?p + (I, — I,)cos ;.
Prawa strona jest oczywiscie dodatnia, zatem I, jest wieksze
od I, jakiekolwiek sa o, B, 7, a z tego wynika, Zze o$ z jest
prosta najwigkszego momentu punktu O. Tak samo dowiedzie-
my, ze o$ y jest prosta najmniejszego momentu, a wiec osi
wspolrzednych sg osiami gléwnemi.

Przypusémy, ze wszystkie trzy gtéwne momenty bezwla-
dnoéci punktu O, t. j, 4, B i C, sg rowne. Z rownania (5)
wynika bezposrednio, Zze w takim razie cialo posiada wzgledem
wszystkich prostych, przechodzacych przez O, momenty réwne.
Jezeli do tego O jest $rodkiem ciezkosei, to ciato takie nazwie-
my kulistem.

Przedewszystkiem wilasciwos¢ takg posiada kula jednoro-
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dna, ale procz niej istnieje jeszcze bardzo wiele innych ciat
kulistych. Ciatem takiem jest np. sze$cian. Za osi giéwne
mozemy tu uwazaé proste, prostopadie do $cian, i oczywiscie
momenty wzgledem nich sg réwne.

Prosty Lkolowy cylinder jednorodny jest kulisty, jezeli
moment bezwladnodci wzgledem osi jest réwny momentowi
wzgledem prostej, poprowadzonej przez s$rodek ciezkosci pro-
stopadle do osi, E:zyli jezeli %:‘i”lj—{l—( ar. 99), gdzie a ozna-
cza promien, a h wysokosé. Z tego wynika, ze w cylindrze
kulistym h=aV3. '

2 24 9p2

Prosty stozek jednorodny jest kulisty, jezeli _3:1%:1_2_(1'8_1-)%_.%&
(par. 99), gdzie « jest promieniem podstawy i h wysokoscia.
W takim razie h=

Prz. 1. Dowie$¢, ze ramiona bezwladnosei trojkala rownobo-
cznego wizgledem wszystkich prostych, polozonych w jego plaszezy-
znie i przechodzgeych przez Srodek cigzkosei s réwne.

Wynika to wprost stgd, ze ramiona bezwladnodei wzgledem
trzech \‘-’}SOkOSCl sq rowne,

" Prz, 2.0 Dowieé¢, ze momenty bezwladno$ei pélkuhste] czaszy
wzgledem wszystkich prostych, przechodzacych przez §rodek, a takze
wzgledem wszystkich prostych, przechodzgeych przez wierzcholek, sg
rowne,

Prz, 3. Wyznaczy¢ ramie bezwladnosei elipsy o osiach 2a i 2b

azh?

4r2

wzgledem Srednicy, ktorej diugo$¢ wynosi 2r, Odp. k2=

(Prz. 4 "Wyznaczyé ramie bezwladnosei sztaby o diugosei | wzgle-
dem prosle:,, przechodzacej przez koniec i tworzgeej ze szlabg l-'..;L a.
in %
dp. F=——.
Odp =
‘Prz. 5.0 Wyznaczyé ramie bezwladnoSci prostokgta, majacego
ab?
6(a3+b’)
( Prz. 6. Promiei podstawy prostego stozka =a, a wysokosé =h;
iﬂ“[t:‘—!—ﬁh‘)
20(a’+112)
Prz, 7. Na koncach prostej sztaby o masie m umieszczamy dwa’

boki a i b, wzgledem przekatni, Odp. =
wyznaczy¢ ramig bezwladnosei wzgledem tworzacej. Odp.

punkty materyalne, z ktorych kazdy posiada mase H—GI, a w $rodku punkt

. 2m . e
materyalny o masie = Dowiesé, ze momenl bezwladnosei sztaby

wzglgdem kazdej prostej jest rowny momentowi tych trzech punktow.
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Dowiedziemy naprzod, ze ramig¢ bezwladnoSci sztaby wzgledem
kazdej prostej, przechodzacej przez $rodek, jest réwne ramieniowi
bezwladno$ei ukiadu, ztozonego z owych trzech punklow. Z tego wy-
nika bezposrednio twierdzenie, o klérem mowa.

Prz. 8. W $rodkach bokow Irojkgta, ktorego masa = m, umie-

m ¢ <
szezamy rzy punkty maleryalne o masach 3 dowies¢, ze moment

bezwladnoSci trojkala wzgledem kazdej prostej jest rowny momentowi
ukladu, zlozonego z tych (rzech punktow,

Prowadzimy przez jeden z wierzchotkdéw dowolng prosty; ko-
rzyslajagc z wzoru, ktéry otrzymalismy w par. 99, prz. 4, znajdziemy
Iatwo, Zze ramiona bezwladnoSei trojkgta i ukiadu wzgledem tej pro-
stej sg rowne. Dowiedziemy nast¢pnie, Ze tréojkgl i uklad majg rowne
ramiona bezwladno$ci wzglgdem wszystkich prostych, przechodzacych
przez wspolny srodek cigzkosei, a z lego wynika twierdzenie Zgdane.

Naszkicowany dowdd dotyczy prostych, polozonych w plaszezy-
#nie trojkgta, ale twierdzenie daje sig talwo rozeiggngé do wszystkich
prostych przestrzeni,

Prz. 9. Przekatnia prostokgta tworzy z jednym z hokow kat e
Wyznaczy¢ osi gtowne wierzcholka,

Oznaczamy boki przez 2a, 2b i przekglni¢ przez 2¢. Prowadzimy
przez wierzcholek prostg i, tworzqeq z pierwszym bokiem kgl #; znaj-
dziemy, ze kwadral ramienia bezwiladnos$ei wzgledem tej prostej =
%—coszﬁ-{-——sma& +e?sin? (u—9). Wielko$¢ ta osigga maks. lub min,,

n2
gdy lan 2= L -4

Do tego samego dojdziemy przy pomocy wzoru
Imy
I —I.,

Mﬁrzecia 0$. Z trzech osi gléwnych punktu O jedna
jest prosta\najwiekszego momentu, druga prosta najmniejszego
momentu, a o trzeciej wiemy dotychezas tylko to, ze jest pro-
stopadta do dwodch pierwszych. Mamy tu poznaé pewne wia-
sciwoscei szezegdlne tej Lrzeciej osi.

Za osi wspélrzednych obieramy osi gléwne punktu O
i oznaczamy momenty gltowne przez 4, B, C. Niech z nich A
bedzie najwigkszym, a B najmniejszym, a wiec @ jest osig naj-
wigkszego, a y osia najmniejszego momentu.

Poprowadzmy przez o$ z dowolnie plaszczyzne, przecina-
jaca plaszezyzne wy wedlug prostej u, i w tej plaszezyZnie po-
prowadzmy rdwniez dowolnie przez O-prosta v. Kaqt pomiedzy
prostemi u i & oznaczymy przez ¢, a pomiedzy v i z przez &

tan 26 =—



— 232 —

Jezeli katy kierunkowe prostej v sa o, B, 1, to, jak wiadomo
z geometryi,
coso=sin ¥ cos g, cosPB=sindsing, cosy=cosd").
Wstawiajac to w (5) paragrafu poprzedzajacego, otrzy-
mamy
I=Ccos*¥+ (A cos®¢+ Bsin?¢)sin®¥.
7 Gdy poréwnamy to z (4) par.
poprzedzajacego, to dojdziemy
v z 1atwoscia do dwdch wnio-
skow: 1) Ze wyrazenie, zawarte
V4 w nawiasie, jest momentem bez-
wladnos$ei wzgledem prostej u;
2) ze proste z i u sg osiami naj-
g X wigkszego i najmniejszego mo-
mentu punktu O w plaszezyznie
zu. Tak wiec prosta z jest osiq
y u najwiekszego lub najmniejszego
momentu w kazdej, przechodzq-
cej przez niq, ptaszezyinie.
Jasng jest rzecza, Zze jeZeli prosta u lezy w poblizu osi 2,
to jest ona prosta najwigkszego momentu w plaszezyznie zu,
a z jest wowezas prosta najmniejszego momentu. Jezeli u lezy
w poblizu osi y, to zachodzi przypadek odwrotny. Granice po-
miedzy dwoma obszarami stanowi to polozenie prostej u, przy
ktérem momenty wzgledem z i, u sg réwne. W przypadku gra-
nicznym

Fig. 57.

A cos?p+ Bsin?p=C.

Piszge 1—cos’y zamlast sin*p, znaj z;emy odrazu, Ze
4 o
. sfa ."+ rg B { ,4 /
os® \/A B ok s,
Widzimy, ze w plaszczyznie ay rs‘ime]a dwie takie proste
graniczne u, i u,, tworzgce odpowiednio z osig @ katy @, ¢, .
i rp1+q72--1: Dwusiecznemi kata pomiedzy niemi sg osi z i y.
") Wzory te moZna tatwo otrzymaé w sposob nastgpujycy.
Przypusémy, #e na prostej v lezy wektor P, posiadajacy poczatek w 0.
Skiadowe jego w kierunkach n i z bedg Psind i Pcosd, a rzut na
~oS x jest rowny Pcosa, albo Psinicos¢. Z tego otrzymamy wzor
. Pier\vszy. a biorge rzuty na o y, wzoér drugi.
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Proste n, i uy dziely plaszezyzne xy na czleéry wycinki
katowe, czyli na dwa obszary. Jezeli u lezy w obszarze, zawie-
rajagcym oS x, to z jest osig najmniejszego momentu plaszezy-
zny zu, Jezeli za$ u nalezy do obszaru, w ktérym przebiega
o8 1, to z jest osiag najwiekszego momentu.

Wypada jeszcze zwrocié uwage na plaszezyzny zu; i zu,.
W mysl twierdzenia, ktére poznalismy w par. poprzedzajacym,
momenty bezwladnosei wzgledem ‘wszystkich prostych, polozo-
nych w tych plaszezyznach i przechodzacych przez O, sy 16-
wne. Moznaby plaszezyzny zu, i zu, nazwaé przekrojaml lkoto-
wymi punktu 0. Wogéle przez kazdy ﬁugxkt przechodzg dwa
takie przekroje, a ich przeciecie jest trzecia, osu; glowng tego
punktu. pN

104. Punkt gléowny prostej Jezeli plostq lest osrg
[\___s_:cJ__ Nasuwa su; pytanle, c:ry kazda prosta jest ﬂmkio-
regos ze swych punktow osia gléwna, albo czy kazda prosta
posiada punkt glowny.

Na pytanie to mozna daé z gory odpowiedZ przeczgca.
Wynika to z uwagi nastgpujgcej. Polozenie punkiu w prze-
strzeni daje sie okresli¢ zapomoca trzech liczh, np. trzech
wspdélrzednych Kartezyusza, i z tego wzglegdu méwimy, ze zbio-
rowos¢ punktdw przestrzeni jest rozciagloscig trojwymiarows..
Potozenie prostej okresla sie zapomocg czterech liczb, np. czte-
rech wspolczynnikéw réwnan prostej w ukiadzie Kartezyusza.
Z tego wynika, ze zbiorowosé¢ prostych przestrzeni jest rozcig-
gloscig czterowymiarows. Mozna powiedzieé, ze prostych jest
nieskonczenie razy wiecej niz punktéw, gdy tymczasem osi
gléwiych moze by¢ najwyzej lrzy razy wiecej niz punktéw.

Niech bedzie jakiekolwiek cialo sztywne i jakakolwiek
prosta {. Zobaczymy, jakie warunki powinny byé spelnione,
aby ta prosta posiadata punkt giéwny. Obierzmy za poczglek
prostokatnegd uktadu wspotrzednych s$rodek cigzkosci O da-
nego ciala, a 0§ z poprowadZzmy réwnolegle do prostej L. Przy-

__Eg_gé_ng,h 7e _ta ostatnia przecina ptaszezyzne zy w punkcic
+P(a,b,0), i ze posiada ona punkt gléwny Q(a,b,c). Popro-
W?dimy jeszcze przez () proste & 7 odpowiednio réwnolegle
[116 osi @, y.

" Wedlug paragrafu 101 momenty odsrodkowe ciala wzgle-
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dem osi 7 i ¢ tudziez osi £ i & sa odpowiednio réwne I+ Mbe
i Ieo+ Mea, gdzie I, I, oznaczaja momenty odérodkowe wzgle-
dem odpowiednich osi uktadn zyz, a M mase ciata. Skoro je-
dnak prosta £ jest osig gléwng punktu @, to 7 i L sa osiami
najwiekszego i najmniejszego momeniu tegoz punkin w pla-
-vsiczymle 7k, a zatem moment od$rodkowy wzgledem nich jest
zerem; réwniez jest zerem moment odérodkowy wzgledem G i €
Wynikaja stad réwnania

i

T+ Mbe=0 £ Y
Lo FMea=0 " = 5., o4 L0, (2)

Réwnaniom tym wogdle nie moze czyni¢ zado$¢ jedna
i ta sama warlo$¢ niewiadomej ¢, a wiec wogéle prosta { nie
posiada punktu gléwnego. Rugujac z réwnan powyzszych c,
otrzymamy . f
_,J,;a-—.(,mha-(] v Gk ow G (3);
Jest to warunek, ktoly powmlcn hy(. spelniony, aby prosta f;
posiadata punkt gléwny. JeZeli warunek ten jest spetniony, to
mozna wspolrzedng ¢, a wige i polozenie punktu gléwnego, |
wyznaczyé z réwnania (1) lub (2). Otrzymamy tylko jedng
 warto$¢ na ¢, a wige wogdle prosta moze posiadaé tylko jeden
punkt gtéwny. )

Przypu$émy, ze prosta £ jest 1'6“';r"blegia do jednej z! osi/
gldwnych ciata, czyli /E o$ z jest osia gléwng ciata. W tym
przypadku szczeg élnwn l.=IL.=0, a wigc warunek (3) jest
spelniony, a z (1) lub (2) wynika, ze ¢=0. Widzimy wiec, ze
katda prosta réwnolegta do osi gléwne] ciata posiada punkt gio-
wny; jest nim_rzul Srodka cigzkosci na le pms'tq, o gl iy

Mozna twierdzenie to wypowiedzie¢ w inny spos6b. Wes-
my w plaszezyznie, zawierajace] dwie osi gltowne ciala, czyli
w plaszezyinie gltownej ciata, jakikolwiek punkt. Oczywidcie
dwie jego osi glowne leza w owej plaszezyznie, a trzecia jest
do niej prostopadla, a zatem plaszczyzna gtéwna ciata jest pta-
szezyzng gtowng kazdego ze swych punkidw.

Przypu$émy nastepnie, ze prosta { przechodzi przez sro-
dek ciezkosei, a wige'a=b=0. I w tym razie warunek (3) jest
spefniony, a z (1) lub (2) wynika, 7e c=oo, jezeli I, i I, sa
rozne od zera. Mozemy przeto powiedzieé, ze zadna z prostych,
pr:en’md:«}(_!ych przez $rodek cietkosci clata, nie posiada w odle-
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glosct skonczonej punklu gtéwnego, jezeli nie jest osiq gléwug
ciala,

Przypusémy wreszcie, ze prosta ¢ jest osig gléwna ciala.
W tym razie I,=I,,=0, oraz a=b=0, i réwnaniom (1) i (2)
czyni zado$¢ kazda warlodé wspohzednej ¢. Z tego wynika, ze
0§ glowna ciata jest osiq gléwnq kazdego ze swych punktéw.
[nnemi osiami giownemi jakiegokolwiek punkiu ¢J; pofoZonego
na osi glownej ciafa, sa dwie proste odpowiednio réwnolegle
do  dwdch pozostatych osi gléwnych ciala, gdyz punkt @ jest
na kazdej z tych prostych rzutem $érodka ciezkosei.

Prz. 1. Wyznaczy¢ osi glowne sze$eianu wzglegdem danego pun-
ktu A

Jezeli O oznacza §rodek szedcianu, lo 40 jest jedna z osi szuka-

nych; dwiema innemi moze by¢ kaida para prostokatna prostych,
prostopadiych do OA.

Prz. 2. Majge dane ciato, wyznaczy¢ miejsce geomelryezne pun-
ktow, dla ktéryeh jedna z osi glownyeh ma kierunek dany,

Obieramy Srodek cigzkoSei za pocezglek uktadu wspotrzednyceh
i prowadzimy o$ z w kierunku danym. Jezeli 4(apz) jest jednym
z punktow szukanego miejsca geometryeznego, to Iye—I.,y=0, a za-
tem wszysltkie takie punkty lezg w plaszezyinie, przechodzqcej przez
0§ z. Gdy oS x obierzemy w lej plaszezyZnie, to rdwnanie szukanego
miejsca bedzie Iyt Mzae=0, a wiec jest to hiperbola réwnoramienna,
kiorej asymptoty jest prosta z.

Prz. 3. Osi Ox, Oy obrano w taki sposob, ze Tmay=0, a mo-
menty bezwladno$ci wzglgdem nich wynoszg 4 i B. Wyznaczyé mo-
ment odérodkowy wzgledem osi Oz’, Oy’, potozonych w plaszezyzZnie
(4—B) sin 2%

) .

Prz. 4. Wyznaczy¢ w plaszezyznie glownej ciala punkt F w taki
sposéb, aby wszystkim prostym, przechodzgeym przez F w lejze pla-
szezyznie, odpowiadaly momently rdwne,

ay, jezeli kat z0x'=9. Odp.

Obieramy osi glowne za osi @, y; momenty wzgledem nich ozna-
czamy przez A, B, zakladajge, Ze 4> B. Niechaj F(xy,) bedzie pun-
kitem szukanym. Prowadzimy przezen nowe osi &q rownolegle do ay.
Mozemy uwazaé £ = za osi gldwne punktu F, a zatem Emén=0, a po-
niewaz i Tmay=0, przeto wedlug par. 101 Max,y,=0. Z lego wynika, Ze
albo x,=0, albo y,=0. Znajdziemy bez trudnoseci, ze zachodzi ten drugi

przypadek, i ze xl:i\/%g'

Istniejg wiec dwa punkly F, i F,, posiadajace wladciwosé za-
dang. Punkty te lezq na osi wigkszego momentu w jednakowych od-
leglo$ciach od $rodka cigzkosei, Nazywamy je ogniskami bezwtadnosci.

v
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Prz. 5. W plaszezyznie giownej ciata dane sq ogniska bhezwla-
dnodei F,, F, oraz punkt P, Wyznaczy¢ osi glowne tego punktu.

Jedna z szukanych osi jest prostopadia do danej plaszezyzny
glownej, dwie inne s dwusiecznemi kala F, PF, (par. 102).

Prz. 6. W plaszezyinie gtownej ciata dane sg ogniska bezwla-
dnodei i prosta p. Wyznaczy¢ punkt gléwny tej prostej.

Szukany punkt P powinien lezeé¢ tak, aby prosta p byla jedny
z dwusiecznych kata F, PF,. Mozna wyznaczy¢ P w sposob nastgpu-
jacy. Niech @ bedzie punktem przecigcia prostych p i B, F,. Wyzna-.
czamy punkt R, harmonicznie sprze¢zony z @ wzgledem F,, If,, i za-
taczamy okrag na S$rednicy QR; przetnie on p w punkeie szukanym.

Jezeli prosta p przechodzi przez Srodek O odcinka F\F,, czyli
przez $rodek cigzko$ei ciala, to R lezy w nieskonczonoS$ci, i 6w okrag
wyradza si¢ w dwie prosle; jedny jest prosta nieskonczenie odlegla
plaszezyzny, a druga prostopadia w 0 do F\F,. OczywiScie punkl glo-
wny prostej p jest w tym razie nieskonczenie odlegly.

Prz. 7. Jezeli momenty bezwladnosci wzgledem wszystkich pro-
stych, przechodzgcych przez pewien punkt sg rdowne, to punkt taki
zowie sig kulistym. Okazad, ze cialo posiada punkly kuliste tylko w ta-
kim razie, gdy momenty wzglgdem dwodch osi gldwnych sa rowne,
a momenlt wzglgdem trzeciej jest wigkszy od tamtych.

Prz. 8. Wyznaczy¢ punkty kuliste potkulistej czaszy.

Prz. 9. Wyznaczy¢ punkty kuliste okraglej tarezy o promieniu q,

Odp. Punkty osi, polozone w odlegloSci —;~ od Srodka.

Prz. 10. Wyznaczy¢ punkty kuliste proslego stozka kolowego,
w ktorym wysoko$¢ jest rowna promieniowi podstawy «. Odp. Odle-
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glo§¢ kazdego z punktow szukanych od $rodka ciezkosei =- \(/l_
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