VI. SIEA ZYWA I ILOSC RUCHU.

82. Dwie zasady. WidzieliSmy w rozdziale poprzedza-
jacym, ze mozna rozwigza¢ bardzo wicle zagadnien z dynamiki
punktu materyalnego, postugujac sie bezposrednio prawami
Newtona; wladciwie napotykane ograniczenia tkwig nie w sa-
mej naturze pewnych zagadnien, lecz wynikaja raczej z tru-
dnosei matematycznych, klére wystepuja zwlaszeza przy cal-
kowaniu réwnan rézniczkowych.

Pomimo tak rozleglego zakresu stosowalnosci praw New-
dona, wazna role odgrywaja jeszcze w dynamice pewne twier-
dzenia zasadnicze, czyli zasady, ktére ulatwiaja w znacznym
stopniu ukladanie réownan i skracaja rachunki, ale sa one sa-
me oparte na prawach Newtona, nie zawieraja wieec zadnych
elementéow nowych.

Nam chodzi tu gléwnie o zasade sit zywych i zasadeg ilosei
ruchu.  Treseig kazde] z nich jest zwigzek pomiedzy pewnemi

dwiema wielko$ciami. Tak wiec w piey wsze] mamy zwigzek
pomiedzy 'sila Zywa i praca mechaniczng, a w drugiej pomie-
dzy iloscig ruchu i popedem albo impulsem sily.

Zasadnicza réinica pomiedzy zasadami temi polega na
tem, ze pierwsza posiada charakter skalarowy, bo zaréwno
sifa zywa jak i praca sg skalarami, natomiast druga posiada
charakter wektorowy, bo ilo$é ruchu i poped sa weklorami.

Rozwazymy naprzéd zasade sit zywych; wypada jednak
na wstepie przypomnie¢ w zarysie teorye pracy mechanicznej,
znang juz ze statyki.

83. Praca elementarna. Przypusémy, ze na punkt ma--
teryalny, ktéry posiada szybkosé v, dziala sila P, tworzaca
z v kat 9. Mozemy przyjac, ze w ciagu. najblizszych df sekund
kat ten nie ulegnie zmianie. W ciagu tego czasu punkt mate-
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ryalny przejdzie droge ds=updtl. Tloczyn Pdscosd, albo Pocosddi
nazywamy pracg Lle.'nen!mnq sily P. Bedziemy ja oznaczali
przez dL.

Pracy nie przypisujemy kierunku, jest to wiec skalar,
a nie wektor.

Element drogi ds mozemy uwazaé¢ za wektor, a zatem
dL jest wynikiem pewnego dziatania, dokonanego nad dwoma
wektorami P i ds. Jest to jedno z dziatan zasadniczych ra-
chunku wektorowego; nazywa sie mnoZeniem skalarowem,
a dL=Pdscos$ zowie sie iloczynem skalarowym. Rowniez
Pocosd jest lloc/ynem skalarowym wektoréw P i ». Nazw
tych nie bedziemy jednak uzywali w dalszym ciagu (par. 9).

Mozna powiedzie¢, ze praca elementarna jest to iloczyn
7 elementu drogi ds przez Pcos®, czyli przez rzut sity na kie-
lunek szybkosci, albo ze jest to iloczyn z sity P przez ds. cosi,

. 1. przez rzut elementu drogi na kierunck sily.

Prace elementarng uwazamy za dodatnig lub ujemna sto-
sownie do znaku czynnika cosi. Jezeli u}<‘a , to dL jest do-

datnie, jezeli $>= 1o dL jest ujemne, wreszcie dL =10, jezeli

2 L]

&zg, t. j. jezeli sila dziata prostopadle do szybkosei.

Przypusémy, ze na punkt maleryalny dziata pewna liczba
sit P, P,..., i ze sily te tworza z szybkoscia odpowiednio
katy ¥y, #,... Oznaczmy wypadkowa przez R, a kat pomie-
dzy nia i szybkoscia przez . Rzul wypadkowej na kierunek
szybkosei jest rowny sumie rzuldw skladowych, a zatem

Reosg=XPcos .
Mnozac obydwie slron}; pr;EEJ'f, ds, olrzymamy

R cos wds=XP cos tds ;
to znaczy, ze praca elemenlarna sity wypadkowej jest rowna su-
mu prac e!e,rnen!amqf‘.-'r sit sHmImu_;rh

Przy pomocy tego twierdzenia wypmwadnmy jeszcze inne
uzyleczne wyrazenie pracy elementarnej.

Obierzmy prostokatny uklad wspélrzednych i roztézmy
site P na skladowe P, Py, P,. W chwili { punkt materyalny
posiadal wspéirzedne , y, z, a w chwili [+dl wspblrzgdne

Nouka o ruchu, 12
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x+dx, y+dy, z+dz. Oczywiscie dr jest rzutem elementu ds
na o§ z albo na kierunek sily P,, a wigc praca elementarna
tej skladowej=/P.dx. Tak samo znajdziemy, ze prace elemen-
tarne skladowych P, i P, sa odpowiednio P,dy i P,dz. Tak
wiec

n‘L lzu’L+Pd:;+Pu‘l i oo ow ow w Gk

Rozwazymy 1eq?c.fe palg wazniejszych przypadkow szeze-
gélnych,

Przypus$émy, ze punkt materyalny 4 obraca sie okolo
punktu O z szybkoscig kalowa o,
promien OA=r, i na 4 w pila-
szezyznie toru dziala sita P, two-
rzaca ze styezng kat 4. Praca ele-
mentarna dL = Pwrcos ¥dl. Lecz
rcos=p jest ramieniem sily P
wzgledem O, a zatem Prcos jest
to moment tej sity wzgledem O.
Oznaczymy go przez M, a kat odl, o ktéry punkt 4 obrdeil
sie w czasie dl, przez dcp. Bedzie wéwezas

dL-—def.—Mdr.p i ow s on e w3k

e

Latwo sie puelmna;., ze dL jest dodatnie, jezeli wektory
M i ® maja kierunki jednakowe; w razie przeciwnym dL jest
ujemne.

Twierdzenie, zawarte we wzorze (2), mozna talwo uogol-
ni¢. Dajmy na to, ze punkt 4 obraca sie okolo osi z, a sita P
jest jakkolwiek skierowana w przestrzeni. Poprowadzmy przez
A ptaszezyzne A, prostopadly do z i przecinajacg te prostg
w punkcie O, i roztézmy site P na skladowe P, i P,, z kto-
rych pierwsza lezy w plaszczyZnie A, a druga jest do niej pro-
stopadla, albo réwnolegla do osi z. Praca elementarna sily P,
jest zerem, gdyz sila ta dziala proslopadle do szybkosci, a za-
tem praca sily P jest réwna pracy skladowej P, czyli rowna
Mdg, gdzie M oznacza moment sily P, wzgledem O, albo mo-
ment sily P wzgledem osi z.

Tak wiec w ruchu obrotowym praca elementarna sily jest
réwna iloczynowi z momentu fej sily wzgledem osi obrotu praez
kqt elementarny.

Rozwazymy teraz inny wazny przypadek szczegdlny. Nlech

Fig. 50.
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bedg dwa punkty materyalne, zajmujace w danej chwili polo-
zenia 4, i 4,, i przypudémy, ze wywieraja one na siebie na-
wzajem sily. Wedlug trzeciego prawa Newtlona sily te sa ro-
wne i odwrotne; oznaczymy kazda z nich przez P, i bedziemy
je uwazali za dodatnie, jezeli sy skierowane na zewnatrz od-
cinka 4,4,, w razie przeciwnym za ujemne. Chodzi o wyzna-
czenie sumy prac elementarnych takich dwdch sit.

Obierzmy prostokatny uktad wspdlrzednyeh i oznaczmy
wspolrzedne punktéw 4,, 4, odpowiednio przez (z,y,z,), (%,7,2,),
a katy kierunkowe prostej 4,4, przez o, 8, v. Wedtug (1) prace
elementarne obydwodch sil bedg

P cos adz, + P cos Bdy, + I cos ydz,
i - P cos adx, — P cos Bdy, — P cos ydz, ,
a ich suma
dL= P((dz, — dx,) cos o.+ (dy, — dy,) cos f + (dz, — dz,) cos]. -

Wyrazenie, zawarte w nawiasie, przeksztalcimy w sposob
nastepujacy. Oznaczmy przez r odleglosé¢ 4,4,. W takim razie
(2 =2) + (Y = yo)* + (2 — 2)* =17

a poniewaz u; —@x,=rcosc i t. d., przelo
(da, — dzy) cos a.+ (dy, — dy,) cos f + (dz, - dz,) cos ' =dTr.
Gdy wprowadzimy to do powyiszego wzoru, to wypadnie

‘d;’@b/.\\\n\\\ \‘.('5J-

Praca dL jest dodatmdwa czynniki P i dr maja
znaki jednakowe, t.j. gdy np. sity P sa odpychajace, i odlegtosc
AA, wzrasta; w razie przeciwnym dL Dbedzie ujemme. Jezeli
odleglogé punktéw jest stata, to dr=0 i suma prac elementar-
nych obydwoéch sit jest zerem.

Gdy np. punkty sa polaczone lekkim sznurem, ktérego
naprezenie=3S, a diugosé=I, to praca elementarna naprezenia=
= —8dl.  Jezeli sznur jest nierozeiggalny, to praca naprezenia
jest rowna zeru.

Wzér dL=Pdr jest wazny i w tym razie, gdy jeden
z punktéw jest nieruchomy. Wowezas sife P, dziatajgea na
drugi punkt, nazywamy cenlralng, a ten punkt niernchomy,
przez ktéry weiaz przechodzi sita P, zowie sie $rodkiem sity
cenlralnej. Tak wiec praca elementarna sily centralnej=Pdr.
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84. Praca calkowita. Przypusémy, ze punkt materyalny
wyszedt z poltozenia 4 i doszed! jakimkolwiek torem do polo-
zenia B, przyczem weiaz dzialala nan sita P. Podzielmy tor
AB na nieskonczenie male elementy i wyznaczmy dla kazdego
z nich prace elementarna, ktérag wykonata na nim sila P,
Sume tych prac elementarnych nazywamy praca calkowita,
albo wprost praca sily P na drodze AB.

Dajmy np. na to, ze sila P jest stala co do wielkosci
i posiada weciaz kierunek szybkosci. W takim razie dL= Pds
i L=Ps, gdzie s oznacza dlugos¢ toru AB. Jezeli P=1 kg
i s=1 m, to praca jest réwna jednemu kilogramometrowi.
W fizyce jest w uzyciu inna jednostka erga.

Przypusémy, ze ciezki punkt materyalny, wazacy (), prze-
szed! z polozenia 4, do polozenia A,; pragniemy wyznaczyé
prace sily cigzenia. Obierzmy w taki sposob ukfad wspolrze-
dnych, aby o8 z byla skierowana pionowo na doél, i oznaczmy
w tym ukiadzie wspélrzedne punktéw 4, i 4, przez (z,y,z,)
i (#,1,2,). Prace elementarng wyznaczymy przy pomocy wzoru
(1) w paragrafie poprzedzajgcym. Oczywiscie Pp=P,=0, P,= @,
zatem

dL = Qdz

'z,
i LzQLI dz=Q(z,—z,);
z,—z; jesl roznica pozioméw polozen 4, i A,. Widzimy, ze
praca L zalezy jedynie od tej rdinicy poziomow, lecz jest nie-
zalezna od drogi, ktéra punkt materyalny przeszedl z jednego
potozenia do drugiego.

Wyznaczymy jeszcze prace calkowity sily centralnej P
w przypadku, gdy ta jest funkeya odleglosci r punktu mate-
ryalnego od srodka O, gdy np. P=f(r). Dajmy na to, Ze punkt
materyalny przeszedt z polozenia 4, do 4, i oznaczmy pro-
mienie 04, i 04, odpowiednio przez r; i r,. :

Praca elementarna dL=Pdr, jak wiemy z paragrafu po-
przedzajacego, czyli

dL=[(r)dr,

a zatem praca calkowita

L= -l:‘z,!'(r) dr.
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Oczywiscie L zalezy tu znowu tylko od r, i r,, czyli od skraj-
nych pofozen punktu materyalnego, lecz jest niezalezne od
drogi, ktorg punkt ten przeszed! od jednego z nich do dru-

giego. . '
Przypusémy dla przyktadu, ze punkt O przyciaga punkt
materyalny z sila odwrotnie proporcyonalna do kwadratu od-
%

leglosci. W takim razie P= ——, gdzie % oznacza wspolczyn-
v I

nik proporcyonalnodei, i
oy
T _} ﬂf=z_'(}__~l)_

rg L Py Ty

W technice obok pracy wazng role odgrywa pojecie spra-

5 : o : dh 5o
wnosel sity. Sprawnosé jest to skalar, réwny e Jezeli spra-
! (

o ¢ L - .
wnos¢ jest slala, to wynosi ona T gdzie L jest praca, wyko-

nang w czasie . Jednostka sprawnosei jest kilogramomelr na
sekunde, czesciej jednak sa w uzyciu inne jednostki, a zwla-
szeza kon parowy lub mechaniczny (75 kilogramomelrow na
sekunde) i kilowat.

Poniewaz praca jesl rowna iloczynowi z sily przez droge,
przeto wymiar pracy = MLT-?. L=ML*T-% Wymiar spra-
wnosci=MWL2T—2: T'= ML*T -5,

(J’rz. 1;) Wyznaczyé prace, ktora wykonata ziemska sita cigzenia
podezas spadania meteorytu, ktory na powierzchni ziemi wazy 1 kg.
{Nalezy uwazad, Zze ciala Sa‘['}rzyciqgane do $rodka ziemi z sitami od-
wrotnie proporeyonalnemi do kwadratu odleglosei, i Ze meteoryt do-
szedl do ziemi z odleglosci nieskonezenie wielkiej). Odp. 6370000 kilo-
gramomelrow,

"Prz._Q.-,'llekl maleryalny musi pozostawac na tancuchowej o pa-
ramelrze « i jest przyciggany do kierownicy z sila prostopadia do lej
_prostej i proporeyonalng do odleglo$ei (wspolez. prop.=k). Wyznaczy¢
prace, klora wykona ta sila, gdy punkt maleryalny dojdzie z poloze-

"ol
nia P do wierzcholka 4, jezeli tuk P4=s. Odp. -:—

Prz. 3. Wyznaczy¢ prace, wykonang w ciagu roku przez sile,
z ktorg stonce przycigga ziemie,

Prz. 4. Sznur sprezysty, ktorego wspolezynnik sprezyslosci = I,
posiada w stanie nierozeiaggnielym dingos$¢ I Wyznaczy¢ prace, po-

; Ea?
trzebng do wydluzenia tego sznura o a. QOdp. 7

&
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Prz, 5. Cze$¢ ltancucha, wazacego @ i [ diugiego, lezy na stole,

a cze$¢ o dlugodei a zwisa. Jaka pracg wykona sila cigzenia, gdy lan-
‘ 12— ®

cuch calkowicie zsunie si¢ ze stolu. Odp. 9151_2

¢ Prz. b\ Punkt materyalny jesl przyczepiony do konea sznura,
zarzuconego na gladka larczg kolows, polozong w plaszezyZnie piono-
wej. W poczalku punkl znajdowatl si¢ na koncu $rednicy poziomej,
a naslgpnie zostal weiggnigly do szezylu tarezy ze slalem przy$piesze-
niem (stycznem) g. Wyznaczyé¢ stosunek pracy, wykonanej na pierw-
)

szej polowie drogi, do pracy, wykonauej na drugiej. Odp. —“—"-!_—-—vg—:.
; n+4—-2v/ 2

Prz. 7. Po brzegu okraglej larczy, poloZonej w plaszezyznie pio-
nowej, weiagnieto punkt materyalny z konea $rednicy poziomej do

szezylu z przy$pieszeniem stycznem l::; wspolezynnik larcia=f. Wy-
znaczy¢ stosunek wykonanej pracy do pracy, klorg nalezaloby wyko-
naé¢, aby len sam punkt podnie$é¢ wprost na takg samg wysokoSé. Odp.
ﬁ—l—f{‘l-—n:}

1 .

Prz. 8. Bardzo oslry slozek, posiadajacy wierzcholek w $rodku
kuli. ziemskiej, a podstawe na powierzchni, jest wypelniony cialem
jednorodnem. Dowiesé¢, ze do wyciggnigeia zawartodei stozka na po-
wierzchnig potrzebna bylaby praca, ktoraby wystarczyla do podnie-
sienia tej samej zawarlo$ci z powierzehni na wysoko$¢ rowngy piatej
czeSci promienia .ziemskiego, gdyby nad powierzchnig sila cigzenia
si¢ nie zmieniata. Zob, par. 72, prz. 18.

Nalezy naprzod wyznaczy¢ prace, polrzebng do wyeciggnigeia je-
dnego elementu stozka,

Prz. 9. Czasteczki, skladajyce obeenie kule jednorodng o masie
M i promieniu a, byly niegdy$ rozproszone w przestrzeni w nieskof-
czenie wielkich odlegloSciach jedna od drugiej i zbiegly si¢ dzigki
przyciaganiu wzajemnemu, podlegajacemu prawu Newlona (wspolczyn-

nik propore.=1). Jakg prac¢ wykonaly przytem sily przyciaggania?
3

3M
O[lp. -El— .

Kula tworzy si¢ stopniowo. Po pewnym czasie juz czeS¢ czasteczek

: drr?
utworzyla kul¢ o promieniu r i masie J‘U,:-ﬂ—;—p, gdy reszia pozostaje

jeszcze w odleglosei nieskonezenie wielkiej. Nastgpnie przybywa nowa
czgsteczka m, ktora rozklada si¢ na kuli w postaci warstwy sferycznej
o grubosci dr, a zatem m=drr%dr.p. Sila przyciggania wykonala przy-
Mym
lem prace _T"_ Sumujae, otrzymamy Zadang prace.
Prz. 10. Powloka w postaci kuli o promieniu a zawiera gaz
o cis$nieniu p (sila na jednostke powierzchni=p). Jaka prace polrzeba
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wykonaé, aby zapomocs ciSnienia, wywieranego na powloke, dopro-
wadzi¢ kule do promienia b. Przyjmujemy przytem, ze cisnienie gazu

jest odwrolnie proporeyonalne do objeloSei. Odp. 4za3p]g-}[—.
1

Prz, 11.; Do polerowania podiogi stuzy kamien, wazgey 40 kg,
jego wspotezynnik tarcia o podloge =0,3. Robotnik przesuwa kamien
10 razy na mingte o 1,2 m w jedng i drugg strone. Wyznaczy¢ spra-
wno$¢ robotnika. Odp. 48 kilogramomelréow na sek.

"Plz 12,7 Staw o pojemnogei 5000 m? ma byé oprozniony zapo-
mocy pompy, ktorej wspdlezynnik uzyteeznego skutku (stosunek pracy

~Tzyleczne] do pracy, zuzylej do poruszania pompy)=0,8. Motor rozwija
2 konie parowe, a wode trzeba odprowadzaé na wysokoS¢ 3 m, lle
czasu zajmie oproznianie stawu? Odp. 34 godz. 43 min.

Prz, 13, Kolo wodne daje 10 koni par. Jego wspolezynnik uzy-
tecznego skutku = 0,5, a spadek wody wynosi 4 m. Ile metrow sze-
§ciennych wody spada na sek. na koto? Odp. 0,375,

Prz. 14, Okret plynie z szybkoS$cig 121/, wezla (Lo znaczy z szyb-
koseig 127/, mili morskiej na godzine, a mila morska = 1850 m), przy-
czem maszyna jego daje 6000 koni par. Wyznaezyé¢ opdr wody. Odp.
70,05 tonmn.

‘85, Pole sit. Wyobrazmy sobie cze$é¢ przestrzeni, ktéra
posiada wiaseiwosc¢ nastepujaca: gdziekolwiek umfes’cimy W niej
punkt materyalny, to zawsze na ten punkt dziala sila. Taka
cze$¢ przestrzeni nazywa sie polem sif. Tak np. okolice kuli
ziemskie] sa polem sil, gdyz tu na kazde cialo dziata sila cig-
zenia; nazywamy je grawilacyjnem polem ziemskiem. Nasz sy-
stem planetarny jest pograzony w grawita¢yjnem polu sfone-
cznem, i kazde ciato wytwarza naokolo siebie grawitacyjne
pole sit, gdyz kazde ciato priycigga okoliczne punkty mate-
ryalne.

Sa pola sil, w ktorych sily dzialajg tylko na niektore
ciala. Tak np. okolice magnesu s3 polem sil, ale tylko dla Ze-
laza i niewielu cial innych. Réwniez tak zw. pole elekirosta-
tyczne, istniejace w okolicach ciala naeleklryzowanego, oddzia-
Iywa nie na wszystkie ciata. ‘W dalszym ciggu bedzie mowa
gléwnie o takich polach, w ktorych sily dziataja na wszystkie
ciata, a wiee o polach grawitacyjnych.

Umieéémy w punkcie 4 takiego pola punkt malteryalny
o masie m. Na punkl ten zacznie dziala¢ sila P; zalozymy
zgodnie z doswiadczeniem, ze ta sita jest ploporcyonalna do
masy, a zatem

P=Hm,
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gdzie H oznacza wspdlezynnik proporcyonalnosci. Wielkosé la
chalal{tmyzujc pod pewnymi wzg]e;darni punlkt A i na?ywa si(,
mmﬁo?w “punkecie 4 ]easl lo wektdm ﬂfodny co do kie-
runku i wielkosei (liczbowo) z sita, Tktora dnahlaby na punkl
materyalny o masie jednostkowej, gdyby go umiescié w A.

. P 2 S '
Poniewaz H==, przeto wymiar natezenia=MLT—?: M=
m 2

=LT-2 Jest to wymiar przys$pieszenia. W polu ziemskiem,
w poblizu powierzchni ziemi, natezenie jest wszedzie réwne g
i posiada kierunek pionowy na doél.

Wyjdzmy z punktn A i wedruojmy w kierunku natezenia
H az do nieskonczenie blizkiego punktu 4;. Znajdziemy tam
natezenie H,, ktore wogole rézni sie nieskonczenie mafo od H
pod wzgledem wielkosci i kierunku. Wedrnjmy dalej w kic-
runku tego nowego nalezenia F, az do nastgpnego nieskorczc-
nie blizkiego punktu 4,, w kiérym panuje natezenie I,. Poj-
dziemy nastepnie w kierunku H, i t. d. Tym sposobem zakre-
slimy w polu sit pewng linie; linia taka nazywa sie liniq sit.

Przez kazdy punkt pola przechodzi linia sil; natezenie jest
wszedziestyezne do tej linii, gdyz posiada z nig dwa nieskoncze-
nie blizkie punkty wspdlne.

W polu ziemskiem linie sit sa liniami pmsle:rlil mozna
sie na ksztalt pmm:em. IeZell chodzi tylko o niewielka czgét.
pola ziemskiego, np. o pole, zawarte w granicach jednej sali,
to mozemy uwazaé, ze linie sil sg rownolegle, a wiec naleze-
nie jest tu state co do wielkosci i kierunku, Pole takie nazy-
wamy jednorodnem.

Pole sil jest szczeglnym przypadkiem pojecia ogélniej-
szego, a mianowicie pola wektorowego. Nazywamy tak prze-
strzen, w ktorej kazdemu punktowi odpowiada pewien wektor.
Juz poprzednio (par. 22) méwilidmy np. o polu szybkosci uktadu
sztywnego. Tam w danej chwili punktowi 4 pola odpowiada
szybko$é¢ tego punktu uktadu, ktéry wilasnie przez A przebiega.

W polu szybkosci zamiast linii sit mamy linie szybkosci.
Linia szybkosci przechodzi przez kazdy punkt pola i jest sty-
czna do jego szybkosci. Ruch uktadu sztywnego jest wogdle
srubowy; okreslaja go dwa wektory, a mianowicie szybkosé¢
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postgpowa i szybkos¢ katowa. Gdyby te wektory od tej chwili
zachowaly obecna wielkosé i kierunek, to oczywiscie linie
szybkosdci stalyby si¢ torami punktéw; z tego wynika, ze linie
te sg srubowemi, posiadajacemi wspoélng o$ i jednakowe kroki.

Jezeli owe dwa wektory nie sa state, to i cate pole szyb-
kosci zmienia sig z biegiem czasu. Przez dany punkt przestrzeni
przebiegaja punkty ukladu z coraz innemi szybkosciami, i linic
szybkodci maja coraz inny przebieg. Pole takie nazywamy
zmiennem.

Mozna fatwo wyobrazi¢ sobie réwniez zmiennc pole sil,
w ktérem natezenia zmieniaja sie co do wielkosei i kierunku,
a linie sit przybieraja coraz inng postaé. Takie zmienne pola
odgrywaja wazng role w elektrotechnice. Maszyna eleklrodyna-
miczna w najprostszej postaci sklada si¢ z masy magnetycznej,
ktéra porusza si¢ w zmiennem polu magnetyecznem, wylwarza-
nem przez prad elekiryezny. Sila pola, dzialajgea na mase,
wykonywa podeczas tego ruchu prace. Jezeli ta praca jest do-
datnia, to mozna ja przy pomocy znanych urzadzen mecha-
nicznych przenie$¢ na inne maszyny. Maszyne elektrodyna-
miczng nazywamy w lym razie molorem. Prad do wylwarzania
pola w motorze musi byé dostarczany z zewngtrz.

Jezeli praca sily pola jest ujemna, o maszyne nazywamy
generatorem. Do poruszania masy magnetyeznej trzeba tu do-
prowadza¢ prace z zewngtrz, natomiast w gencratorze po-
wstaje prad, ktéry mozna zuzytkowaé w stosownych przy-
rzadach *).

Nizej podane przyklady majg ilustrowaé takie urzadzenia,
nalezy jednak uwazaé, ze mamy lam do czynienia z polami
grawitacyjnemi i masami zwyklemi.

Prz. 1. Jednorodne pole sit o slalem natezeniu H wirnje zc
stalg szybkodcia katows w okolo osi prostopadiej do linii sil. Wyzna-
ezy¢ prace, ktorej podczas n obrotow dostarczy motor, ztoZzony z pun-
ktu materyalnego m, osadzonego zapomoca ramienia a na osi rowno-
eglej do osi obrotu pola, i posiadajacy stala szybkos$¢ katowa v,.

*) Istniejg motory i generatory oparte na innej zasadzie. Pole
ich jest state, ale posiada zamknigte linie sit. Pole lego rodzaju zowie
sig wielowartoSciowem, a owe motory i generatoly unipolarnymi lab
jednobiegunowymi.
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Przyjmiemy, ze w i w, sq skierowane jednakowo. Mozemy uwa-
za¢, ze masa m wiruje okolo osi lub okolo punktu O pod dzialaniem
sily Hm, ktora znowun obraca si¢ okolo m. Dajmy na lo, Ze w po-
czatku rachuby eczasu sila tworzyla z ramieniem mO kat =z, 1 Ze jej
moment wzglegdem 0 mial kierunek szybkosei w,. W lakim razie praca,
wykonana w okresie od { do [+dl, bedzie

dL=Hmaw, sin [u~-(w,—w)/jdl . . . . . . . (1)
2
Catkujge w granicach od 0 do —E, znajdziemy, ze praca szukana
w,
\-
L-—-—-Hmm"l [L 08 u— oS (z+ 2rn - '——iuJJ A W A RN
w; —w w, /

Jezeli w, rdzni sie od w, to ze wzrostem n L oseyluje pomicdzy pewng
warto$eia dodalnig i ujemng, a wige molor nie moze doslarezac¢ nie-
ograniezonych iloSei pracy., Mozliwe lo jesl tylko w takim razie, gdy

.0
wy=u, Wowezas z (2) wypadnie L:a; slosujae znang metod¢ wyzna-

ezania lakich wartosci lub wprost z (1), olrzymamy L=2Hmarn sin «.
Taki motor zowie sie synchroniczngm. Jezeli «<0, to I jest ujemne,
i mamy generator synchroniczny.

Prz. 2. Pole grawitacyjne pulsuje wedlug prawa H=H,sinwl,
Wyznaczyé prace, ktorej podezas n obroldéw dostarezy motor, zlo-
zouy z masy jednostkowej, osadzonej na osi poziomej zapomocy
ramienia «, i1 wirujacy ze slalg -izybkoéciq, katowa w,. Odp. L=

Hnam w .
w, €S & sin 2zn ——w sin « cos o + wsine ), gdzie o ozna-
wy wy

:J.l"—u.\1
cza kal, ktory w poezalku rachuby czasu rami¢ lworzylo z pionem.
Motor jest synchroniczny podobnie, jak poprzedni. Pracuje on tylko
w takim razie, gdy w,=w, i wowezas L= Hyaxn cos o.

! ﬂf”j, (86. Potencyal. Przeniesmy w polu sil punkt materyalny
o masie m z polozenia A, do polozenia A,. Podczas ruchu na
punkt ten bedzie wciaz dzialata sita pola, a zatem sila la wy-
kona pewng prace. Istnieja pola, w ktérych praca ta jest nie-
zalezna od tego, jakg droga punkt m dostal si¢ z 4, do 4,.
Otrzymujemy zawsze jedna i tez samg prace, J,akakoiwlel\ be-
dzie ta droga. Pole, posiadajace taks wlasciwosé, nazywa sie
Jjednowartosciowem *).

') Nazwa pochodzi stad, ze w polu takiem potencyal jest je-
dnowartodciowy funkeya wspoélrzednych punktu. Nie wszystkie pola
sil sa jednowarto$ciowe. W polu magnetycznem pradu elektrycznego
potencyal jest wielowarto$ciows funkeyg wspolrzednych, a zatem pole
takie jesl wiclowartodciowe. (Ob. przypisek w par. poprzedzajacym).
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W grawitacyjnem polu ziemskiem punkty materyalne sa
przyciggane do $rodka ziemi, a sily sg funkeyami odleglodci
od $rodka. Widzielismy w par. 84, ze wilasnie w tym razie
praca zalezy jedynie od potozen pierwotnego i koncowego,
a jest niezalezna od drogi. Z tego wynika, ze pole ziemskie,
i wogdle wszystkie pola grawitacyjne, sa jednowartosciowe.

Obierzmy w polu jednowartosciowem punkt O, ktéry na-
zwiemy poczatkiem pola. Przeniesmy nastepnie punkt mate-
ryalny m z O do jakiego$ innego punktu 4. Sita pola wykona
przylem prace L. Poniewaz sila jest w kazdem poloZeniu pro-
porcyonalna do masy, przeto i praca L bedzie proporeyonalna
do m. Bedzie wiec

L=7Vm,
gdzie V oznacza wspé%czytmi‘l.(*'i]?:];)-(n‘cyonalnos'ci. Wielkosé ta
jest takze charakterystyczng dla punktu A I nazywa sie polen-
cyatem tego punktu. -

Jezeli m=1, to L=V, a zalem potencyal punkiu A4 jest
lo skalar, liczbowo réwny pracy, ktéra wykona sila pola, gdy
masa jednostkowa przejdzie z poczatku pola do punktu 4.

Potencya&:%, a wigc wymiar jego bedzie ML?*T—*: M=L*T-2

Oczywiscie potencyal poczatku pola jest zerem, a poten-
cyaly wszystkich punktow zalezg od polozenia poczgtku. Gdy
obierzemy poczgtek inaczej, to wogdle potencyaly wszystkich
punktéw pola sie zmienig.

Dajmy na to, ze punkt materyalny o masie m przeszedl
z polozenia A4, do potoienia 4,, i Ze potencyaly tych punktéw
sa odpowiednio réwne V, i V,. Mamy wyznaczy¢ prace, kiéra
wykonata przytem sita pola.

Poniewaz droga, ktéra dazyl punkt m od 4, do 4,, nie
wywiera wplywu na prace, mozemy przeto uwazaé, ze droga
la przechodzi przez poczatek O, i sklada sie¢ z dwdch czedci
A,0 i OA,. Na pierwszej czesci sila pola wykonala oczywiscie
prace — Vym, na drugiej V,m, a zatem praca calkowila

L=(V,—-V)m.

Jezeli m=1, to praca L jest liczbowo réwna réznicy po-
tencyal6w. Jezeli potencyaly punktéw A, i A, sa réowne, to
praca sily pola jest zerem. AP '
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Wezmy dla przyktadu mala cze$¢ pola ziemskiego w po-
blizn powierzchni ziemi, np. cze$é, zawarta w granicach je-
dnej sali. Poczatek pola O obierzmy w jednym z punktéw su-
fitu. Gdy punkt materyalny o masie jednostkowej przejdzie
z 0 do jakiegos punkin A, polozonego o z nizej. to sila cig-
zenia wykona prace gz, a wige potencyal punktu 4=gz Oczy-,
wiscie potencyaly punktéw, polozonych na jednym poziomie,
sa rowne,

Poprowadzmy w polu sil powierzchnie, ktéra w kazdym
ze swych punktéw jest normalna do linii sil, przechodzacej
przez tén punkt. Gdy bhedziemy po takiej powierzehni przesu-
wali punkt materyalny, lo sila pola wcigz pozostanie normalng
do toru, a zatem praca jej bedzie zerem. Z tego wynika, ze
polencyaly wszystkich punktéw takiej powierzehni sa réwne,
czyli 7e jest to miejsce geometryczne punktdw jednakowego
potencyatu. Powierzchnie takie zowig si¢ ekwipolencyalnemi.

W grawitacyjnem _polu ziemskiempowierzchnie ekwipo-
tencyalne sa w przyblizeniu powierzehniami kulistemi, wspol-
srodkowemi z powierzchnia ziemi, gdy za$ chodzi o mala czesé
tego pola, to mozemy uwazaé, ze powierzchnie ekwipotencyalne
sq plaszczyznami poziomemi. g

W dalszym ciagu bedzie nieraz mowa o energii potencyal-
nej punktu materyalnego. Nazwa ta ma znaczenie nastepujace.
Przypu$émy, ze punkt materyalny m zajmuje w polu poloze-
nie 4, gdzie panuje potencyal ¥; méwimy w takim razie, Ze
punkt m posiada energie potencyalng —Vm. Gdybysmy ten
punkt przeniesli do poczatku pola, to wladnie taks prace wy-
konataby sila pola. Wymiar energii potencyalnej jest oczywi-
dcie rowny wymiarowi pracy. Energia potencyalna punktu
materyalnego, kiéry zajmuje w polu pewne okreslone poloze-
nie, jest zalezna od obiorn poczatku pola. - Gdy zmienimy po-
czgtek, to zmieni si¢ i energia.

W malej czesci pola ziemskiego energia potencyalna pun-
ktu m, polozonego o z nizej od poczgtku, wynosi—mgsz.

Prz. Wyznaczy¢ potencyal punktu, polozonego na wysokosci h
nad powierzchnig ziemi, jezeli poczalek pola obrano na powierzchni

h
ziemi, Odp.—%, gdzie a oznacza promien kuli ziemskiej.
1+"EI-
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' 87. Sita zywa. Dajmy na to, ze punkt materyalny o ma-
. . . mo* .
sie m posiada szybko$é p. Iloczyn —~ hazywamy sitq  zywq,

albo ene:q:q Lyne!qr'nq punktu *). Sila zywa jest skalarem,
gdyz nie przypisujémy jej kierunku, i posiada ten sam wy-
miar, co i praca.

Przypusémy, ze na punkt m dziata sita P, tworzaca z szyb-
koscia v kal &. Skladowa stycznd jest rowna Pcosd, a zatem

v
nﬁuPcos{}.

Pomnézmy obydwie strony przez element loru ds. Skutkiem

lego lewa slrona przeksztalei sie tak: m-!{—tdn—mmh!—d(—;}—)

a zatem bedzie

[f" ) =Pecos¥ds. . . . . . . (1),

czyli elementarny pr:yfmmej ptua};!n maleryalnego  jesl
rowny pracy elementarnej sity, dziatajgcej na ten punkl.

Twierdzenie to wyraza tak zw. zasade sity zywej v po-
slaci rézniczkowej. A

Jezeli sita P jest wypadkowa pewnej liczby skiadowych,
to mozemy powiedzieé, ze przyrost elementarny sily Zywej jest
rowny sumie prac elementarnych tych skladowych.

Zasada sily zywej wynika réwniez bezposrednio z réwnan
ruchu, przytoczonych w par. 73. Réwnania te mozna napisac
w postaci

") Nazwe sita zywa (vis viva) wprowadzil Leibniz w wieku
siedemnastym. Waowezas znaczenie wyrazu sila bylo rozleglejsze, niz
dzisiaj. Jeszeze niezbyt dawno nazywano silami rézne rodzaje energii,
a i obecnie mowi sig nieraz o ,silach natury®  sitach spotecznych*
i t.d. W nauce jednak, a przynajmniej w naukach $cislych, znaczenie
tego wyrazu doznalo z biegiem czasu duzych ograniczen, i dzi$ na-
zywa sie tak tylko wektor, slanowigey podstawowe pojecie mechaniki.
Sita zywa nie jest sita w tem znaczeniu, i z tego wzgledu wielu uwaza
te nazwe za nielogiczng. Pomimo to utrzymala si¢ ona we wszystkich
jezykach europejskich dzigki parowiekowej tradycyi i, jak wykazuje
do$wiadezenie, nie wywotuje zadnych nieporozumien. Niektorzy auto-

2
rowie, zwiaszeza angielscy, nazywaja mo® sila 2ywa, a n_;u_ energig

cynetyczng.
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v,
A !_‘= R!.‘ 5 m

: duvy, du,
dt

- = P —_—
ar v Mg
Pomn6zmy je odpowiednio przez dx, dy, dz i dodajmy siro-
nami. Wypadnie

m(vudvg + vydoy + v,dv,) = Poda + Pydy + Podz .

m P

m(va®+0,° + 0,27 !mu?
_—?"FJ”{ (T

g

Lewa slmna:rf[ , a prawa jest zna-

nem wyrazeniem pracy elementarnej.

Przypusémy, ze punkt materyalny przeszed! na swym to-
rze z polozenia A, do polozenia 4,, i ze dzialala nan sita P.
Podzielmy tor 4,4, na nieskonczenie mate elementy. Na kaz-
dym z nich sila Zywa otrzymala pewien przyrost, i sila P wy-
konala pewna prace, i ten przyrost sily zZywej jest réwny tej
pracy. Mozna powiedzie¢, ze sila P na kazdym elemencie torn
wytwarza pewng ilos¢ sily zywej, i ta dotacza sie algebraicznie
do dotychczasowe] sity Zywej punktu materyalnego. Oczywiscie
catkowity przyrost sity zywej na drodze AA, jest rowny catko-
witej pracy sity P na tej drodze. W twierdzenin tem mamy za-
sade sily Zywej w postaci catkowej.

Dajmy na to, ze punkt materyalny m porusza sie w polu
sit i w pewnej chwili przebiegal przez punkt 4 z szybkoscig v.

Potencyal punktu A4 niech bedzie V. W polozeniu 4 punkt m
2

posiadal sile zywa, czyli energie cynelyczng P—;ﬁ- i energie po-

5 .. .mp? .

tencyalng — Vm. Suma tych energii, czyli ——— Vm nazywa sig

energiq catkowilq punktu materyalnego.

Przypusémy, ze punkt materyalny m przebiegal z kolei
z szybkos$ciami v, i v polozenia A, i A, w ktérych panuja po-
tencyaly V, i V. Catkowity przyrost sity zywej na tej drodze
mv?  mo,?
2 2
W mysl zasady sil zywych

wynosi

, a catkowita praca sily pola mV-mV,.

mu®  mug*

2 2

2 2

. mo muyg
czyli ——mV=
- 2 2

=mV-mV,,

—-mV,.
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W’ul;:my ze Lnuga c*lllsmvlla nie nledia zmianie. Tak
B

to lLtfo energia calkowlla jest \\*1&]!{05012} slal§

Dajmy na lo, ze zjawisko odbywa si¢ w niewielkiej czesci
pola ziemskiego, i ze punkty 4,, 4 leza odpowiednio o z,, =
nizej od poeczatku. W takim razie

muv? mu,?
5~ mgz= e myz, ,
z czego wynika, ze
V?=0p®+2¢(z —2y) ;
jest to réwnanie, ktére otrzymalisSmy bezposrednio w par. 7.
Prz. 1. Sprawnos$¢ lokomolywy pociagu o masie M jesl slala
i rowna H; réwniez catkowity opor F, ktéry pocigg spotyka na dro-
dze, jest staly., W jakim czasie od wyruszenia ze stacyi pociag osiy-
M big
nie szybkosé v. 0d ——[—! —-—n:|.
b P-TF\7F ¢ T F
(_Prz. 2. Robolnik wyciagnal przy pomocy linki i bloka nieru-
chomego wiadro o masiec m ze studni o glebokoSei h. Cala czynno$¢
trwala { sek.; z poczatku robolnik wywierat site staly, nastgpnie wy-
—~puscil linke, i wiadro po pewnym czasie zalrzymalo sig dokladnie
u wylolu studni. Wyznaezy¢ najwigksza sprawno$é, z jaka pracowal
qu‘h!
—2h"

Prz. 3. l—"acwlka o masie m, nawleczona na gladki krzywy drut,
olrzymala poczatkows szybkosé v, i podlegala dalej dziataniu sily P.
Gdyby taka sama paciérka swobodna otrzymata poczatkows szybliosé
uy i podlegata dziatanin takiej samej sily P, to tor jej nie roznilby sig
od linii drutu, Wyznaczy¢ reakeye drulu na paciorke w funkeyi pro-
m(no —n,,*)

robolnik. Odp.

mienia krzywizny. Odp. —

Prz. 4. Punkt materyalny lezy na gladkiej plaszezyZnie poziomej
w odlegto$ci [ od punktu 0 i jesl z nim polgczony sprezysta nicig,
ktorej naturalna diugo$é=I. Wyznaczy¢ najwigksza odleglosé, o klory
punkt materyalny odsunie sie od 0, otrzymawszy uderzenie, skiero-
wane pod katem o do przediuzenia nici. Gdyby takie same uderzenie
zostalo wymierzone w kiernuku przediuzenia niei, o najwigksza od-
legtos¢ wyniostaby 21

Wyznaczamy naprzod szybko$é vy, ktorg dane uderzenie udzielilo
punktowi. Gdyby byfo ono skierowane wzdtuz nici, to w polozeniu

muv,®
skrajnem szybko$§¢ bylaby réwna zeru, a przyrost sily zywej— g

o

El
Przyrost ten musi by¢ réwny pracy naprezenia nici czyli =5 (par. 84,
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I
prz. 4). Stad wynika, ze v,=kl, gdzie !\2——]]—1. W przypadku danym,

gdy uderzenie wymierzono uko$nie, w poloZeniu skrajnem »,=0
i =Dy, Aby wyznaczy¢ v, w funkeyi promienia wodzacego, nalezy
wzigé pod uwage, %e p,,_-O Ostatecznie znajdziemy, ze szukana odle-
glo$¢ jest najwigkszym pierwiastkiem rownania rf—20r?--sin#.=0,

‘”’ 88. Zasada iloSci rochu.Niech bedzie punkt materyal-

ny o masie m, posradaggcy w danej chwili szybkosé¢ v. Nazy-
wamy ilosciq ruchu wektor, zgodny co do kierunku z szybko-
$cia », a co do wielkosci rowny mv. Wektor ten, tak samo
jak szybkosé v, jest zwiazany Z punkfem m i posiada wymiar
MLT,

Jezeli rzut szybkosci v na jaka$ prosta z jest réwny v,,
to oczywiscie rzut ilosci ruchu na te prosta jest réwny muo,.
Méwimy, ze punkt m posiada w kierunku prostej @ ilo$é¢ ru-
chu muo,.

Dajmy na to, Ze szybkos¢ przybrata elementarny przyrost
geometryezny 6v. Oczywiscie ilo$¢ ruchu przybierze w takim
razie przyrost, zgodny co do kierunku z dv, a co do wielkosci
rowny mép. Napiszemy, Zze
daid 8(mv)=mduv.

. Znak = ma oznaczaé¢ zgodnosé nie tylko co do wielkosei, lecz
i co do kierunku.
W lym samym czasie rzut szybkosci na oé a przybiera
przyrost dv,, rowny rzulowi 8v, a rzul ilodci ruchu przybiera
przyrost d(mo,), réwny rzutowi a(mv).

T Przypusémy, ze w danej chwili na punkt m dziala sila
P. Mozemy uwazaé, ze w ciggu nastepnego okresu df sila ta
ani pod wzgledem kierunku ani wielkodei nie ulegnie zmianie.
Wprowadzimy nowy wektor, a mianowicie poped albo impuls

elementarny sily P. Nazywamy tak wektor, zgodny co do kie-

runku z sifa P, a co do wielkosci réwny Pdl. Poped posiada
ten sam wymiar, co ilo§é ruchi, a mianowicie MLT.

Jezeli rzut sily P na prosta a jest r6wny P, to oczywi-
scie rzut popgdu elementarnego na te prosta jest mwny Pdt.

Méwimy, zmpgd sﬂy P w kierunku 1)1oste] x 1esl Iowny Pt

Sila P nadaje punktow: m przys$pieszenie =3 posiadajace

zgodny z nig kierunek, i

e ————
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on :--'I— dt;
m

znak = wyraza tu znown zgodno$¢ co do wiclkosei i kierun-
ku. Z rownania tego wynika, ze

8(mv)= Pdt;
znaczy to, ze przyrosl elementarny ilosci ruchu jest zgodny co do
wielkosel @ kiernnku z popedem elemenlarnym sily.

W twierdzeniu tem zawiera sie tak zw. zasada ilosei ru-
chu w postaci rozniczkowej. Mozemy uwazaé, ze w ciagn ka-
zdego elementu czasu sita P wylwarza nowg ilosé ruchu, kto-
ra dolgcza sie geometrycznie do dotychcezasowej ilosei ruchu
punktu materyalnego. Jezeli na punkt materyalny dziala wigk-
sza liczha sit, to kazda z nich wytwarza w czasic df przyrost
ilosei ruchu, réwny jej popedowi, i wszystkic le przyrosty do-
daja sie geomelrycznie do poprzedniej ilosei ruchu punktu.

'Oczywiscie

d(mog)= L.l
L. . przyrost elementarny ilosci ruchu w dowolnym kierunku jest
rowny popedowi elementarnemu sity w lymze kierunku. -

Mozna byloby nada¢ zasadzie powyiszej posta¢ catkows,
ale nie przyniosto by lo wyraznej korzysci.

89. Wektor G. Zasada ilosci ruchu jest szczegolnie uzy-
teczna w lym razie, gdy mamy do czynienia nie z jednym, lecz
7 wieksza liczbg punkléw materyalnych.

Niech beda punkty materyalne m,, m,... posiadajace w da-
nej chwili szybkosei vy, v,.. Moéwimy, Zze punkly te tworza
uktad punktéw materyalnyeh. Obrawszy dowolnie w przestrze-
ni punkt ‘O (nazwiemy go Srodkiem redukeyi), utwoérzmy uklad
wekloréw, posiadajacych poczatek w O i zgodnych z ilosciami
rachu punktéw my, m,... zarowno pod wzgledem wielkosei,
jak i kierunku, 72

Mamy teraz wektory mlvll, nyv,..., posiadajace wspolny
poczatek, mozemy przeto wyznaczy¢ ich wypadkowa. Oznaczymy
ja literg G' i bedziemy nazywali ilosciq ruchu uktadu my, m, ...,
lub krécej wektorem (. Oczywiscie ani wielko$¢ ani kierunek
wektora @ nie zalezy od polozenia $rodka redukeji.

Z biegiem czasu weklor G zmienia sie co do wielkosci
i kierunku, i ze zmian tych mozna wyciaga¢ pewne wnioski,

Nauka o ruchu. 13



