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57. Przyépieszenie styczne i normalne. W par. 51 wi-
dzieliSmy, jak rozkiada sie pochodna geometryczna wektora
w kierunku tego wektora i w kierunku prostopadiym. Pier-
wsza z tych sktadowych nazwalismy styczng, druga normalng.

Przyspieszenie jesl pochodna geometryczng szybkosei, a je-
go skladowa styczna, czyli preyspieszenie slyczne, lezy na jednej
prostej z szybkoscig, t. j. na stycznej do toru; skladowa nor-
malna, czyli przyspieszenic normalne, lezy na normalnej, a mia-
nowicie na glownej normalnej, ho przyspieszenie zawiera sie
w plaszezyznie Sci$le stycznej. Bedziemy oznaczali te skladowe
przyépieszenia przez p; i p,-

Przypusémy, ze w punkcie 4 toru i w chwili ¢ szybkosc
punktu byla réwna »; wedlug wzmiankowanego paragrafu

dv
Pf’-—"m . — : 3 . = . . (1),
a p,.—udu , gdzie ) oznacza kat pomiedzy szybkodcia w A

a szybkoscig w punkecie nieskonczenie blizkim 4,, albo pomie-
dzy slycznemi w tych punktach. Jezeli p oznacza promien

krzywizny toru w A, i ds element toru A4, to dﬁ:?, a za-

v ods : , ds :
tem P"ZE'E?’ a poniewaz W=”’ wige
¢ .'T . — ,
p,,—-E— ; rj S Al ae I (1

Wzory (1) i (2) wyprowadzimy jeszeze w inny %po:-.oh
I’I?ypuécmy, ze ruch punktu jest plaski, i ze prosta ¢ jest sty-
czna do toru w ff a n normalna. Rozkladamy przyspieszenie p

¥ na ps i py; rzut przy$pie-
2 szenia na dowolny kieru-
\ 25 P nek jest réwny:sumie rzu-

téw tych skladowych, a za-
tem bedzie
Pt= Py cOS ¥ + py sin

4 % Pn=p, €08 & — pysin 9,
' gdzie ¢ oznacza kat po-
:z/u— x  miedzy styczng i osig .
. ,} ‘ dix

Gdy podstawimy Ps="gpz
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m:%, cos&:%—, Sil_'lﬁ' “;", to wypadnie
VI
p“=n' yri:,tzd;!:bdy. N O
Wiemy, ze vi= (;r;? r!wg(;-adrﬂ’ rézniczkujae znajdziemy, ﬁe‘
ﬁxd%j;d—z—!ﬂ = vdp. Skutkiem tego (3) przeksztalci sig na
p;::if lecz ds=udl, zatem p;= ‘i;'.
Wiemy dalej, ze Pzw—aﬂ%f_ﬂ}’ a zalem %”%—{h’!—:

ds¥ . ds? p?

_-— '

T
Przyjmowali§my w iym dowodzie, Ze ruch punklu jest
plaski. Jezeli torem jest krzywa przestrzenna, to jednak mo-

zemy uwazaé, ze w czasie dl ruch odbywa sie w plaszezyznie
scisle stycznej do toru, a wige jest plaski. Z tego wyciggamy
wniosek, ze dowdd powyiszy jest wazny ogdlnie.
Zobaczymy teraz, jakie znaczenie posiadaja te skladowe
przyspieszenia p; i p,. W tym celu zalézmy, ze weigz pi=0,
v - : ¢
czyli ﬂ”—=u Z réwnania tego wynika, Ze szybkos¢ jest stata
.-"—'_.-—-——.‘_.'—.‘ : - 3 . r 3 .
pod wzgledem wielko§ci. Mozna wige powiedzieé¢, ze dzigki

przys$pieszeniu stycznemu szybko$é zmienia sie co do wielkosci.
g . , b? . A .
Zalozmy nastepnie, ze p,=0, czyli —=0. Szybkoé¢ v nie

; S ; 1

jest zerem, bo moéwimy. o punkecie w ruchu, a zalem — =0;

P

z lego wynika, ze torem punktu jest linia prosta. Mozemy wige

znowu powiedzieé, ze dzigki przy$pieszeniu normalnemu szyb-

kosé zmienia sig¢ co do kierunku.

Nr, 5 Jkrz. 1. Pocisk zosltal wyrzucony z szybkoSciy poczatkows v,

pod katem «. Wyznaczy¢ promien krzywizny toru w punkeie najwyz-
Ty* COS%a

szym. Odp. ——— . ,

i

2. Torem punktu jest lanecuchowa, ktorej parametr = a.

Szybko$¢ w wierzcholku byla réwna ¢, a przyspieszenie tworzy weigz
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jednakowe katy ze styczny i normalng. Wyznaczy¢ szybko$é i pray-
Spieszenie w funkeyi kala & klory slyczna tworzy z kierownicy., Odp.
\/ D et ert coszd-

—ceV,
v=ce D=
E (t

Prz\ 3. Torem punktu jest eykloida, przy$pieszenic jesl weigz
skierowane prostopadle do podslawy, i wiadomo, ze punkl przybywa
do wierzchotka z szybko$cia e. Wyznaezy¢ przyS$pieszenie w funkeyi
promienia krzywizny.

Rozkladajae przy$pieszenie na skladowe styeczng i normalng,

v 8 . 5 ol : .
olrzymamy T —peos=-i v“:Mpsm’E, gdzie a oznacza promien
¢

kola tworzgcego i i kyt, o ktory si¢ to kolo obrécilo. Z tego wypa-
. & - G4adc?
dnie v=——- 1 p=——.
A pt
sin-

Plghl Punkt obiega cykloide, w ktorej promien kola tworzg-
cego=a, przyczem styczna do toru obraca si¢ ze staly szybkoScia k-
tows w. Wyznaczy¢ przySpieszenie. Odp. D=y, i p=daw?,

Plti. 5. Odwijamy ni¢ z kola o prolmemu a, utrzymujac ja w na-
pleienﬁ: ]mytcm promien, przechodzacy przez punkt zetknigceia, obra-
ca si¢ ze stalg szybko$cig katowg w. Wyznaczy¢ przySpieszenie kohea
nici i okazaé, ze odeinek, taczacy ten koniec z punktem, polozonym
na owym promieniu w odleglo$ci $rednicy kola od $rodka, wyraza
przyspieszenie w odpowiedniej skali co do wielkosei i kierunku,

Prz. 6. Punkt posiada przy$pieszenie rownolegte do osi y i pro-
porcyonalne do kwadratu promienia krzywizny toru, a przebiegajac
przez poczatek ukladu O, posiadal szybkos¢ vy, skierowana wedlug
osi @; promien krzywizny toru w O wynosi «. Wyznaczyé rowna-
nie toru.

Nalezy zaslosowaé oczywisle zwigzki

de  o* : dy dv
ny.-—p, Pvas =i
ay ?}
Z pierwszego wymka, e p= PR drugiego, ze v=u,c" Wslawi-
o
Vda*+dy? e :
WSZY w=—d! —, otrzymamy przez catkowanie réwnanie szukane

g=-—algcos(%). Krzywa ta jest symetryczna wzgledem osi y i posia-

wa wd
d toty &=—1 , =
a asymptoty z=— @ )
Prz. 7. Przy$pieszenie punktu ruchomego A posiada dwie skta-
dowe, przechodzgce przez stale punkty 0,, 0, i odwrotnie proporcyo-
nalne do odlegloéci od tych punktéw; wspolez. proporcyonalno$ci=4.
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Tor przechodzi przez S$rodek O odcinka (,0,, szybko$¢ jest stala co
do wielko$ei, i 0,0,=2a. Wyznaczyé lor punktu i szybkosé.

dx di
Oczywiscie p,=0, czyli p,— +py gj =0, co si¢ przeksztalci ta-

ds

cos u‘m—l—'-:mﬂ dy  cos Yy dae+sin d,di .
lWo na — i vy 4 i = J—U gdzie ry, r, ozna-

Iy I'a
czaja promienie wodzgce (44 i 0,4, a ¥, ¥, katy, ktore te promienie
tworzg z osig = Licznik pierwszego ulamka jest to rzut tuku elemen-
tarnego ds na 1y, a zalem=dry, tak samo licznik drugiego=dr,, olrzy-
mamy zatem r,r,—=a® Rownanie to wskazuje, Ze torem jest lemniskata.

2ler . ;
Przyspieszenie p=?, gdzie r oznacza promien 04. Aby wyznaczyc

szybkos$¢ stosujemy wzor na p, do punklu przecigeia torn z osia
(promien krzywizny wyznaczylidmy w prz. 7 par. 37, gdzie jednak

0?1!3(!/{!]11& sg odmienne). Wypadnie 'u’—i‘;.
f /(58. Wspoélrzedne biegunowe. Gdy réwnania ruchu s:}
dane we wspélrzednych biegunowych, a pragniemy wyznaczy¢
przyspieszenie, to wyznaczamy y,
naprzod rzuty jego na promien %
wodzgey i na prosta u, prosto-
padta do promienia, jak to czy-
nilisSmy dla szybkosci (par. 17).

Rzuty le oznaczymy przez
pr i po. Kazdy z nich jest oczy-
widcie rowny sumie rzutow skia-
dowych p, i p, na odpowiednig

. . x
prosta, a wiec bedzie Fig, 7. :
Pr=PyCOSO+ Py Sin g )
Py = —PgSINQ+PpyCOS P,
d?z cos @ + d?y sin @
= - : L |
albo . m i (1)
— d?z sin ¢+ d*y cos "
Po=— : ! 3{2 JOIR . & & ¥ a (2).

Aby wzory te przeksztalcié odpowiednio do celéw naszych,
rozniczkujemy dwa razy réwnania 2 =rcos¢ i y=rsing, uwa-
zajac przytem ?alowno r, Jak i v za funkcye zmiennej t. Wy-
padnie ;

d?z=cos gd’r—2sing dcp dr—rcosgdg®—rsingdi . . . (3)

d%y = sin gd2r+2 cos @ do dr —rsin ¢ dg*+rcos ¢ d-w ... (4.
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Mnozac (3) przez cosg, a (4) przez sing i dodajge, znajdzie-
my, ze licznik prawej slmny (1) jest mwny @®r—rdy?, a zatem
d?r qdg? ¢
=) - s o )
Pomnézmy nastepnie (3), (4) odpowiednio przez —sing, cosg
i dodajmy; znajdziemy, ze licznik prawej strony (2) jest ro-
wny 2dyp dr+rd*g, a zatem
rhp dr  d*
f +r ”2 : ( )
Wzorowi temu uadumy jeszeze inng poslac. Oczywiscie
dr do . ,d*

pgp_?.

Po= .2::E al -2 “-zr a to, co stoi w nawiasie, jest pochodna
d
od r? ;!P, zatem
5 Uy
v @ s G
Jf' HH( di) 7

Majac rownania ruchu r=/({) i o=g(l), mozemy przy po-
mocy wzordéw powyzszych wyznaczy¢ p, i py, a gdy mamy te
sktadowe, to mamy i przys$pieszenie p co do wielkosei i kierunku.

Prz. 1. Réwnania ruchu punktu sg r=ae®, ¢=wf; wyznaczy¢
przy$pieszenie. Odp, Przyépieszenie jest prostopadle do promienia
wodzgcego i rowne 2w,

%Y Prz, 2. Punkt 4 obiega kolo o promieniu a, przyczem przy$pie-
szeme jest skierowane do slalego punktu 0, poloZonego na obwodzie.
Wyznaczyé przy$pieszenie w [unkeyi promienia wodzgcego 04 = r.
Odp. Obieramy O za biegun, a $rednice za o§ biegunowas; pq,_(], a za-

1 1244
tem :‘3»5-!——_- C, gdzie O jest staly dowolng. p=p,=— 3_{3_2

5

i

Prz. 3. Torem punklu jest elipsa, a przySpieszenie jest weigz
zwrocone do jej ogniska F; okaza¢, Ze jest ono odwrotnie proporeyo-
nalne do kwadratu odleglo$ci od F.

Jezeli ¥ obierzemy za biegun, a wielky o$ elipsy za o bieguno-
X

) .
—— . Mozna skroci¢ rachunek,
a—CcCcosy

wa, to rownanie toru bhedzie r=

wprowadzajgc zamiast r nowsg zmienng u=—,
i r

Prz. 4. Przy$pieszenie punktu ruchomego M jest weigz skiero-
.2

l’l
wane do stalego punktu O i rowne i gdzie r oznacza odleglo$c

OM, a |* jesl wspotezynnikiem proporcyonalnosci. Punkt M wyruszyl

I
z polozenia A, odleglego o @ od 0 z szybkoSciy o tworzaca z 0.
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kat 45° Wyznaczy¢ lor punklu M. Odp. Rownanie toru r=ae?, je-
zeli A¢) jest osig biegunowsy, a 0 biegunem.
Prz. 5. Punkl posiada stalg szybkos¢ aw, a jego promien wo-

dzgey r, wyprowadzony ze stalego bieguna (), obraca sie z szybkoSciy
1

] !
. Wyznaczyé lor i przy$pieszenie. Odp. Torem jest lemni-
a : i

skata, a przy$pieszenie =3w?r,

kalowg

4 )Q‘ 59. Ruch wzgledny. Z kolei rzeczy wypada teraz roz-
wigza¢ zagadnienie takie: dany jest ruch punktu M wzgledem
ukiadu S, a takze ruch uktadu S wzgledem innego ukladu,
ktory uwazamy za nieruchomy; chodzi o wyznaczenie przy-
spieszenia punktu M w ruchu bezwzglednym.

Przypusémy, ze w chwili { punkt M zajmuje punkt A
ukiadu S. Szybko$é bezwzgledna o punktu M posiada dwie
sktadowe, a mianowicie szybko$é¢ unoszenia u i szybko$é wzgle-
dna w. Zobaczymy, jakie przyrosty kazda z tych skladowych
przybierze w ciggu nastepnego okresu dt.

W chwili ¢+ dt punkt M zajmic nowy, nieskonczenie bli-
zki, punkt ukladu S, np. punkt B, ktéry posiada juz obecnie
szybkose, roznigea sie od szybkosei punktu 4, czyli od n, o nie-
skonczenie maly przyrost geometryczny -0n,. Gdy wiee M prze-
chodzi z 4 do B, to jego szybko$¢ unoszenia musi przede-
wszystkiem przybra¢ ten przyrost ou,.

Jezeli ruch ukladu S jest postepowy, to szybkosci pun-
ktow 4 i B Wani co do wielkosci, ani co do kie-
runku, a wieec w tym przypadku 8u, =0,

Lecz w ciagu df sek. szybkosé punktu B si¢ zmieni, a mia-
nowicie przybierze nieskonczenie maly przyrost geometryczny,
ktéry oznaczymy przez ou,. Oczywiscie szybko$é¢ unoszenia
punktu A przybierze i ten przyrost du,. Szybkodci nieskoncze-
nie blizkich punktéw A i B réznia sie nieskonezenie malo co
do wielkogei i kierunku, a réznice pomiedzy wielkosciami oraz
kierunkami przyrostow, ktore te szybkodei przybiora w ciagu
czasu dt, sa nieskonczenie malemi wyzszych rzedow. Z tego
wynika, Ze meozemy du, uwaza¢ takZze za przyrost szybkosei
punktu A w czasie di.

Zobaczymy teraz, jakie przyrosty przybierze szybkosct
wzgledna w. Tor wzgledny punktu A/ przechodzi przez punkty
A i B, i szybkosé wzgledna w chwili ¢ posiada kierunek ele-
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mentun AB. Element ten jest ruchomy i w chwili {+dl zajmie
w przestrzeni jakie$ nowe polozenie A'B’ nieréwnolegle do 4B.
Oczywiscie wige skutkiem tego przesuniecia szybkosé wzgledna
w punktu M zmieni kierunek, czyli przybierze przyrost geome-
tryezny 8w, ; jest to przyrost nieskoiiczenie maly, bo odchyle-
nie elementu 4B od pierwotnego polozenia jest nieskonczenie
malfe. '

Jezeli ruch ukiadu S jest postepowy, to prosta 4'B' jest
rownolegta do AB, i 8w, =0,

Szybkos¢ wzgledna w przybierze jeszeze inny™przyrost, po-
chodzgcy stad, ze szybko$é ta zmienia sig pod wzgledem wiel-
kodci, i ze tor wzgledny posiada pewna krzywizng. Przyrost
ten oznaczymy przez Ow,. Jest on réwny zeru, jezeli ruch
wzgledny punktu M jest_ prostoliniowy i jednostajny.

W chwili ¢+ dt szybko$¢ bezwzgledna punktu M bedzie
sumg geometryczng®szybkosei u i w oraz tych wszystkich przy-
rostow, ktore sktadowe te otrzymaly w okresie dt. Wypadko-
wa szybkosci u i w jest szybkosé v, a wypadkowg przyrostéw
duy, duy, dw,, 8w, oznaczmy przez 8v. Oczywiscie dv jest to
przyrost geometryczny, kiory w czasie dl otrzymata szybkosé
bezwzgledna v, a zatem przyspieszenie punktu M w ruchu bez-
wzglednym, czyli przyspieszenie bezwzgledne, ma kierunek tego
przyrostu dv a co do wielkosci jest rowne %

Jest rzecza réwnie oczywisty, ze to przy$pieszenie posiada
cztery skladowe; kierunki ich sg zgodne z kierunkami owych
czlerech przyrostéw, a wielkosei wynoszg

3£1_ ou, 6:91_f Smﬂ_(
dt =P1> dt =Pz, - d{""h‘! {“_1’2'

Sktadowe p, i ¢; nazwiemy tymczasem przyspieszeniami
Coriolisa. Majg one pewna wazna wspélng wilasciwosé: oby-
lwie sa réwne zeru, gdy ruch unoszenia jest postgpowy, bo
w takim 1321@‘plzyrosty on, i 8w, s zerami. Z tego wynika,
ze gdyby do ruchu, ktéry uklad S posiada istotnie, dolgezyl
sie jeszeze jaki$ ruch postepowy, to przyspieszenia Coriolisa
nie uleglyby zmianie. Przy wyznaczaniu tych przyépieszen nie
potrzeba zwraca¢ uwagi na ruch postepowy ukladu S. Z oko-
licznosei tej skorzystamy w dalszym ciggu.
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Skladowa p, jest to po prostu przyspieszenie punktu 4,
t. j. tego punktu ukfadu S, ktéry zajmuje obecnie punkt I
Nazwiemy ja przyspieszeniem unoszenia.

Sktadowa ¢, jest to przyspieszenie punktu M w ruchu
wzglednym. Nazwiemy ja przy$pieszeniem wzglednem.

)60. Przyspieszenie Coriolisa. Jezeli znamy ruch ukladu
S, to mozemy wyznaczyé przyspieszenie punktu 4, t. j. przy-
$pieszenie unoszenia p, punktu M, Jezeli znamy ruch wzgle-
dny punktu M, to mozemy wyznaczyé jego przyspieszenie wzgle-
dne ¢,. Chodzi wiec tylko o to, jak sie wyznacza obydwa przy-
spieszenia Coriolisa. '

Rozwiazemy to zagadmeme naprzod w pewnym przypadku
szezeg6lnym. Zalozymy mianowicie, ze uktad S jest plaski i po-
rusza sie w swej plaszezyZnie, i ze w tej samej plaszczyinie,
porusza si¢ punkt M. !

Rozté6zmy ruch ukladu 5 na dwa ruchy skladowe, na
ruch “posIEpOWy o Szybkodci punktu A i na ruch obrotowy
okoto punktu A. Pierwszy z tych ruchéw nie wywiera wply-
wu na przyspieszenie Coriolisa, moZzemy wigc pomingé¢ go cal-
kowicie i nwazaé, ze uklad § obraca w chwili obecnej okolo
punkiu A4 z szybkoscia katowsg, dajmy na to, w.

Tak wigc obecnie punkt M zajmuje nieruchomy punkt 4
i posiada szybke$¢ wzgledna w. Za di sek. M dojdzie do pun-
ktu B, lezacego na linii tej szybkosci w odleglosei wdt od A.
Szybkos¢ punktu B wynosi obecnie wdl, o, temu wiasnie jest
réwny przyrost szybkos’ci_%,__a_ przy$pieszenie p;=wo. Oczy-
wiscie szybko$¢ punktu B jest prostopadta do szybkosci wzgle-
dnej w i zwrdcona w te strone, w ktéra dazy koniec szybkosci
wzglednej w skulkiem obrotu ukiadu S okolo punktu A.

W czasie dt uktad S obréci sie okolo 4 o kat wdt, i o tyle
zmieni sie kierunek szybkosci wzglednej w. Koniec jej zaloczy
Iuk odf.w. Mozemy ten nieskonczenie krétki tuk uwazaé za
piqﬁb—a geometryczny szybkodci w, czyli za 8w, a zatem dru-
gie przys$pieszenie Coriolisa 9= we i posiada oczywiscie ten sam
kierunek, co i pierwsze.

Wldumy, ze p, i q; sa zgodne co do kierunku i wielko-
sci; wypadkowa ich, réwna 2wo, jest ploslopatlla do szybkosei
wzglednej punktu JU i zwrocona w te stlong, w ktorg dgzy ko-
niec tej szybkodei skutkiem ruchu obrotowego ukfadu S okoto

Naukn o ruchu. 8§
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punktu 4. W dalszym clawgl?le mowa tylko o tej wypad-.
kowej, 1 18 wiasnie-bedzienTy nazywali pr:ﬁpreszemem Coriolisa.

Przy pomocy twierdzen powy.aazych mozna od razu napi-
saé wzory na p, i py, czyli na przyspieszenic punktu w kie-
runku promienia wodzacego i w kierunku prostopadtym, wzo-
ry, ktére w par. 58 otrzymali$my, jako wynik dosé diugiego
rachunku.

Uwazamy, 7ze promien wodzgey obraca sie z szybkoscia
dep

katowa 7l okolo bieguna 0, a punkt M wedruje po promieniu

wodzgeym z szybkosdcia wzgledng :—% Przyspieszenie bezwzgle-

dne punktu M posiada skladowe naslgpujace:

(1) Przyspieszenie unoszenia, t. j. przyspieszenie tego pun-
ktu A promienia wodzgcego, w ktérym znajduje sie obecnie
punkt M. Torem punktu A jest koto o promienin OA=r, a szybh-
d
dt- .
sktadowe w kierunku OA i w kierunku prostopadtym do OA,
czyli na skladowa normalng i styczna. Pierwsza jest rowna

ko$é wynosi r Przyspieszenie jego rozlozymy od razu na

I
__‘( :{;"} (‘i‘f] ktadziemy. znak —, gdyz skiadowa ta jest
2
zwrécona do bieguna. Skladowa slyczna -~‘—( :j;?) ij{z i
promien r jest dla punktu 4 wielkoscig stata,
dsr

(2) Przyspieszenie wzgledne jest oczywiscie rdwne I

i skierowane wediug toru wzglednego, czyli promienia wodzg-
cego. '

(3) Przyspieszenie Coriolisa, prostopadte do szybkosci
; ; i G dr
wzglednej, czyli do promienia wodzacego, i réwne T::P a

Zebrawszy wszystkie skfadowe w kierunku promienia wo-
dzgcego oraz w kierunku prostopadtym, otrzymamy wzory, zna-
ne juz z par, 58.

" Pri. 1. Tarcza okragla o promieniu a obraca si¢ okoto $rodka
ze staly szybkoscig katowa w, a brzegiem tarczy biegnie punkt M ze
staty szybko$cia wzgledng w. Wyznaczy¢ przy$pieszenie bezwzgledne
punktu 3£ Odp. Przy$pieszenie to jest skierowane do $rodka tarczy



e SOmec

o i

w* -~
i rowne (m»+2w)w+——. Jaka powinna by¢ szybko$é wzgledna, aby

plzyspleszeme bylo réwne zeru?

(r & Prz«2. Sztaba obraca si¢ okolo swego konca z szybko$cia ka-
tows statg. Z konca tego wyszed! punkt M z poczglkows szybkoseiy
rowng zeru i wedruje po szlabie ze stalem przy$pieszeniem p. Wy-
znaczy¢ przySpieszenie bezwzgledne, ktore posmd'\l punkt M w chwili,
gdy lworzylo ze sztaba kat 45°, Odp. 4p(V'3 —V2).

it [ Pns.\B Uklad S obraca sig okolo punktu O ze stalg szybkodcig
katowsa w, a szybko$é wzglgdna w punktu M jest stala co do wielko-
Sci. Jaki powinien byé¢ tor wzgledny punktu M, aby jego przyspiesze-
nie bezwzgledne bylo stale skierowane do punktu 0? Odp. Kolo o pro-

o w . T
mieniu ——, potozone dowolnie, albo kolo o promieniu dowolnym, za-»
Al

toczone z 0.

Y 7 Prz 4. Punkl M posiada ruch harmoniczny na prostej x; $rod-

il O

~kiem tego ruchu jest punkt 0, okres wynosi —r, a amplituda 2a, Pro-
w

‘'sta x jest ruchoma, a mianowicie obraca si¢ okolo 0 z szybkoScia ka-

“towa w. Dowiesé, ze koniec przyS$pieszenia bezwzglednego punktu M
zatacza okolo niego okrag o promienin 2aw®, Procz lego wyznaczyé tor
bezwzgledny punktu M.

Prz. 5. Tarcza okragla toczy si¢ po linii proslej ze staly szyb-
koscig katowsa w. Wyznaczy¢ przyspieszenie punktu tarczy, odleglego
od $rodka o r. Odp. Wynosi ono rw? i jest skierowane do S$rodka
(zob. prz. 3 par. 53).

Prz,.6. Kolo o promieniu « toczy sig po prostej x; w danej
chwili §rodek O posiada szybko$é v oraz przysSpieszenie p, i kolo sty-
ka si¢ z prosta @ w punkcie 4. Wyznaczy¢ przyspieszenie punktu B,

7

poloZonego tak na obwodzie, Ze kgt 40B =4&. Odp. p,:—tsma+
v

“+p(1—cos ), pJ_;cosﬁ—}—p sin i,

X61. Przypadek ogélny. Dajmy na to, ze ukiad § po-
siada ruch obrotowy okolo osi z, i szybkos¢ wzgledna punkin
M jest rownolegla do tej osi. Punkty 4 i B ukladu S, ktére
M zajmuje w chwilach [ i (+dl, leza na réwnolegiej do osi,
a zatem posiadaja szybkosei réwne i réwnolegle. Z tego wyni-
ka, ze przyrost du; szybkosci unoszenia i przy$pieszenie p; sa
zerami. W czasie di szybkodé¢ wzgledna, jako réwnolegla do osi,
nie zmieni kierunku skutkiem ruchu unoszenia, a zatem przy-
rost szybkosci wzgledne] dw; i przyspieszenie q,.sa takze zerami.

Tak wigc w tym przypadku przyspieszenie Coriolisa jest
réwne zeru.



— 116 —

Rozwazymy teraz przypadek ogélny. Przypusémy, ze uktad

.S posiada ruch $rubowy; 0§ oznaczymy przez z, a szybkosci po-

~ slepowa i katowa przez u i o, Przypusémy jeszcze, Ze szybko$é

wzgledna w punktu M tworzy w rozwazanej chwili z osig z
kat . -

L Ruch postepowy ukladun, jako nie majacy wplywu na

przyspieszenie Coriolisa, moZzemy pomingé calkowicie, bedziemy
wiec uwazali, ze uklad posiada tylko ruch obrotowy okolo
osi z. L
Szybkosé¢ w roztozymy na dwie skladowe w kicrunkach ré-
wnolegltym i prostopadlym do osi z; sa one odpowiednio réwne
wcos? i wsind. Gdyby istniala tylko pierwsza, to przyspiesze-
nie Coriolisa byloby zerem, a wiec przy$pieszenie to jest od

““niej niezalezne, i mozemy ja réwniez pomingé.
#+' 4 Tym sposobem sprowadziliémy przypadek ogélny do przy-

przedzajacym. 3
Poprowadzmy przez obecne polozenie punktu M plaszczy-
zne A, prostopadta do z i przecinajacg te prosta w punkcie O.
Wyznaczajac przyspieszenie Coriolisa, mozemy uwazaé, ze pla-
ski uklad § obraca si¢ w plaszezyinie A okolo punktu O, i ze
w lejze plaszcezyZnie porusza sie punkt z szybkoscia wzgledna
wsini. Przyspieszenie Coriolisa wynosi zatem 2wwsind, lezy
w plaszezyznie A, jest prostopadle do sktadowej wsind i zwro-
cone w te strone, w ktérg dazy koniec tej skladowej skutkiem
ruchu obrotowego okolo obeecnego polozenia punktu M; jest
ono takze prostopadle do szybkosci wzglednej w i do osi z.
62. Dowdéd analityczny. Przytaczam jeszczé piekny do-
wod analityezny twierdzenia o przyspieszeniu ruchu wzgle-
dnym, zapozyczony z dziela E. Villié ,Traité de Cinématique®.
Moze by¢, ze dla niektérych czytelnikow od ten bedzie ta-
twiejszy od poprzedniego. Mimochodem poznamy takze dowaod
analityezny twierdzenia o réwnolegtoboku szybkosci.
Przystapimy od razu do przypadku najogdlniejszego.
Niech wigc bedzie sztywny uklad S, poruszajacy sie jak-
kolwiek. Obieramy dwa ukiady wspoirzednych, jeden nieru-
chomy, poczatek jego oznaczymy przez O, a osi przez x, y, z,
drugi nalezacy do uktadu S i poruszajacy si¢ wraz z nim; po-
czatek tego drugiego oznaczymy przez A, a osi przez & 7, C

.-"-,padku szezegolnego, ktéry rozwazyliSmy juz w paragrafie po-
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Niech wspoirzedne punkin 4 w ukladzie nieruchomym
beda w«,, Uy, 2o, a kosynusy katéw, ktore osi § 7, { tworza
z osiami nieruchomemi, odpowiednio ay, by, ¢;, @y, by, ¢y, @y, by, Cs.
Wszystkie te dziewieé wielkosci zmieniajg sig podczas ruchu
ukiadu S, sg to wige funkcye czasu. Niech bedzie jeszcze punkt
M, poruszajgcy sie jakkolwiek wzgledem uktadu S. Wspotrze-
dne tego punktu w uktadzie nieruchomym oznaczymy przez
@, y, z, a w ruchomym przez §, 7, {

~ Oczywidcie wspolrzedna a jest rowna sumie rzutdow od-
cinkow 0OA i 4AM na o$ x, a poniewaz ten drugi odcinek mo-
zna uwaza¢ za sume geomelryczna odcinkéw &, 7, ¢, zatem a
jest sumg rzutéw odcinkéw 04, & 71, € na o§ @ Wynikaja
stad nastepujace wzory przejscia od ukfadu stalego do rucho-

mego. T =t ad+ag+agk
y=yo+b&+bm+bl . . . . . . (1)
z=2z5+ c;E+cym +eqb ]

Roézniczkujac te réwnania wzgledem [ olrzymamy
dg a"Q de

de _dz, rfﬂl da,
'E = + dy—+
dt rh‘ I

qEdr T o
oraz d“"l l(}“’llaﬂla an'llo“lczue

n’as Eray . (2),

dx
Oznauymy ar przez D, sume pierwszych czterech \\)1:1-

zZOW prawej stmny przez u,, sume trzech wyrazow poyosthych'_ e

przez w, i wprowadnmy oznaczenia analogiczne do dwdch ré- .
wnan nasi@pnych Otrzymamy A
Vo= Uy + Wy
Dy =1y + W0y
Dy = Uy + 10y .

rzutami na osi nieruchome pewnych wektom\& v, U, W, 7 RtGer
rych pierwszy jest wypadkowg dwdch pozastaiych. Zolnczymy,
jakie znaczenie cynematyczne posiadaja te wektory.

Pierwszy z nich v jest oczywiscie szybkoscia bezwzgledna
punktu M. Aby wykryé role wektora u oznaczmy przez B ten
punkt ukfadu S, ktéry obecnie zajmuje punkt M. Wspélrzedne
punktu B w obydwéch ukladach sg takie same, jak wspoirze-
dne punktu M, z tg jedynie rdznicg, ze tu &, 1,  sa state. Znaj-
dziemy wiec skladowa szybkosci punktu B w kierunku osi x,

ST
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{%, %, %:% sg zerami; wypadnie u,. Z te-
go wynika, ze u jest szybkosciag punktu B, czyli szybkoscia
unoszenia punktu M.

Przypusémy teraz, ze uklad § ]esl nieruchomy, a zatem
X, Yo, % 1 wszystkie kosynusy kierunkowe sa stale, a ich po-
chodne sg zerami. Zakladajac to w (2), przekonamy sie, ze
w tym razie skladowe szybkodci w kierunkach osi stalych sg
odpowiednio réwne w,, w,, w,, a wigc w jest to szybkosé
punktu M wzgledem uktadu S, uwazanego za nieruchomy,
czyli szybkosé wzgledna. Jest to i skadingd oczywiste. Pochodne
%, {—iﬂ Z—i; sa to skfadowe szybkosci wzglednej punktu M w kie-
runkach osi &, 7, {; tworza one z osig o katy, ktéorych kosy-
nusy s odpowiednio réwne a,, a,, a5, a zatem suma trzech
ostatnich wyrazow w (2) jest réwna rzutowi szybkosei wzgle-
dnej punktu M na os z.

Dowiedliémy wiec twierdzenie, ze szybkos¢ bezwzgledna
punktu M jest wypadkowa szybkosci wzglednej i szybkosei
unoszenia.

Aby otrzymac twierdzenie o przyspieszeniu rdézniczkujemy
(2) wzgledem (. Wypadnie

'z _d*z, d”al d*a, das 4k d* dx

zakladajac w (2), ze

= ar Tapctap 1t e St gt agp e +
da, d¢  da, dq day df
+2(th P TRED A TR Eﬁ) ).

Oznaczmy lewq strong przez p,, sume czterech pierwszych wy-
razOw prawej strony przez q,, sume trzech dalszych wyrazéw
przez r,, a wyrazenie w nawiasie przez s,. Uczyniwszy to sa-
mo w dwdch réwnaniach pozostatych, otrzymamy

Pm=qx+rm+2sz
Py=4y+1,+2s,
Py =4, +1,+28, .
Z tego wynika, ze wektor p jest wypadkowa wektorow
q, r i 2s, ]
Rozumujge, jak poprzednio, dojdziemy z tatwoscig, co
oznaczajg wektory p, q i r. Pierwszy jest to przyspieszenie bez-
wzgledne punktu M drugi jest przyspieszeniem punktu B, czyli
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przyspieszeniem unoszenia punktu M, trzeci przy$pieszeniem
wzglednem punktu M. Pozostaje jeszeze zbadaé, co to jest
wektor s. '

Obieramy taki punkt C ukladu S, aby odcinek AC co do
wielkosei i kierunku byt zgodny z szybkoscia wzgledna w pun-
ktu M. Wspbirzedne punktn C w uktadzie ruchomym heda
dé dq dt
dt’ dt’ dt
przez ay, U,, z;. Oczywiscie

, & wspolrzedne w ukladzie nieruchomym oznaczmy

g dy g
i t. d. Aby wyznaczyé szybko$é punktu C rézniczkujemy fte
& dy
dr’ dt’ dt

rownania, pamigtajge, ze pochodne sa tu wielko-

sciami statemi. Otrzymamy
de, dw, da, d& da, dq day dC

a~a e a wtTa
a zalem e T

Tak wiec szybkoéé ‘punktu C posiada dwie sktadowe; jedna
z nich jest zgodna co do wielkosci i kierunku z szybkoscia
punktu 4, a druga z wektorem s.

Rozlézmy ruch ukladu S na dwa ruchy skiadowe, poste-
powy i obrotowy. Szybkos¢ ruchu postgpowego niech bedzie
zgodna co do wielko$ci i kierunku z szybkoscia punkiu A;
w takim razie o$§ n ruchu obrotowego przechodzi przez ten
punkt 4. Jest rzecza jasna, Ze wyZej wymienione skiadowe
szybkosci punktu € pochodzg odpowiednio z tych ruchéw po-
stepowego i obrotowego. Dzieki tej okolicznosci mozemy wyra-
zi¢ skladowa s w sposob nastepujacy.

Oznaczmy szybkosé katowa ruchu obrotowego przez o,
a kat, ktory tworzy odcinek AC, lub szybko$é¢ wzgledna w,
7z osig n przez 4. W takim razie odleglo$¢ punktu C od osi n
wynosi wsind i s=wosind. Tak wiec trzecia skladowa przy-
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$pieszenia bezwzglednego punktu M jest réwna 2wwsind i oczy-
wiscie jest ona prostopadta do osi ruchu obrotowego, lub $ru-
bowego, a takze do szybkosci wzglednej. Wszystko to jest zgo-
dne z wynikami, do ktérych doszliémy w paragrafach poprze-
dzajacych.

Prz. Cialo biegnie wzdluz potudnika ziemskiego z szybkoScig
stalg w. Przy jakiej szybko$ci w przyspieszenie bezwzgledne ciala jest
niezalezne od szerokodci geograficznej, i ile wynosi przy$pieszenie

: aw : pos < :
w tym razie? Odp. =" gdzie a oznacza promien ziemski, a w

szybko$¢ katowa ziemi; inaczej w=336 metrow na sekundeg. PrzyS$pie-
Jaw?

szenie =



