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cej przez ¢ wzgledem plaszezyzny, przechodzieej przez C i z. Odp.
5[g—Q %(rsin a—a cos ) tan
2aQ e

Prz.6. Kule jednorodng o promieniu a oparto na chropowatym
drucie, wygigtym w forme kola o promieniu’c i umocowanym w pta-
szezyznie poziomej; nastgpnie nadano kuli impuls w kierunku pozio-
mym, skutkiem czego obiega ona drut ze stalg szybko$cig kqtowa,
i Srednica, przechodzjyca przez punkt zetknigein, tworzy z pmnem

Sgtan o
kat . W ¢t bkosé¢ kat Odp. ————
1€} yznaczy e Szy 0 ytowa. p- To—Basind:

Piz./7. Z'jroslfép, ztozony z cigzkiego krazka, osadzonego na
lekkiej osi, jest zawieszony na nici o diugosci a; ni¢ ta jest przycze-
piona do osi w odleglodci i od $rodka cigzkosei zyroskopu, a ramig
bezwladnosci krazka wzgledem osi jest rowne k. Krazek wirnje z szyb-
kodcia katetva i okdlo- osi, a 0§ pozostaje poziomia. Wyz'naczy(, kat;
ktoéry ni¢ tworzy z pionem. Odp. Szukany kqt o czyni zado$¢ rowna-
niu A*w?tan m=(a sin aA-h)gh®. ;i

133. Trwalos¢é precesyi regularnei. I’rzypuéémy, ze
w urzadzeniu, wyobrazonem na fig. 70, $ciegno CD wyd%u'za
sig lub skraca, przyczem flozysko D powinno tak przesuwaé
sie na pionie .0OD, aby- $ciggno -pozostawalo prostopadfem do
osi OC. Podczas tego wydluzania Iub skracania oczywm(:le na
konie¢ €' osi ciala. musiala'dziataé précz sily R ‘jakad nowa
sita P w kierunku DC-lub CD. Gdy juz pozadana zmiana
da‘ugoém nastaph‘a usunmy te slflg P.  Naturalnie . zmienit sie
kat ¥, a zatem zmienila sig i sifa £, Zbadamy, czy R ze wzro-
stem kata ¥ wzrasta, czy maleje.

- Naprzéd zobaczymy, jak zmieniaja sig szybkoém katowe
o i- Sl, gdy & zmienia sie w opisany sposéb. Moment sily P
wzgledem osi OC jest zerem, a zatem dowiedziemy z tatwosdcig
priy pomocy trzeciego rownania Eulera, jak -w- paragrafie po-
przedzajacym, Ze szybko$¢ o pozostaje stala. -

- Sita P dzialata wcigz w- plaszczyznie OCD, podobme jak
sity @ i R, a zatem moment jej wzgledem O byl poziomy,
i wektor H wzgledem O otrzymywal wecigz przyrosty poziome,
Z-tego wynika, ze koniec tego wektora pozostaje stale w-nie-
zmiennej plaszezyznie poziomej, -va'wiqc_rzul jege H’ na pion
0D jest wielkodcig statg.

‘L Poniewaz. sktadowe - wektora H’ w kler.unkach 001 04
wynoszg odpowiednio Cw i AQsind, otrzymamy. przeto

Cwcosd+AQsin?¥=H' . . v (1)
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Réwnanie to wyraza zwigzek pomiedzy & i Q. Rdzniczkujge je,

otrzymamy
dQ Co—2A48Q cos &

ialanere — aaa L I
Z drugiej strony z (1) w par. poprzedzajagcym mamy
Rb=(Qa- CQo+ AR cos¥)sind . . ., . (3)
a stad
dR . . o d9 s
b= —(Ow—2A£'!cos\‘]-)sln&d—8_—Aﬂ sin?d +

+(Qa — CQov + AQ% cos ¥) sin 9.

Gdy wprowadzimy g% z (2) i uwzglednimy (3), to wypadnie

dR _ (24Rcos ¥ — Cw)®* AQ? sin?9 i R
a3 Ab b tand

Gdy zachodzi precesya regularna, to R=:0 i

dR _ (242cos ¥ - Cw)?  AQ%sin’d
- Ab b

Widzimy, ze przy tej wartodci kata ¥, przy ktérej ciato po-

5 . . dR . :
siada ruch precesyi regularnej, Py lest ujemne; znaczy to,

ze ze wzrostem kata & R sie zmniegjsza i odwrotnie.

Z rozwazan powyzszych wynika wniosek nastepujgcy.
Przypusémy, Zze sciegna niema, i %e cialo posiada ruch prece-
syi regularnej. Wymierzmy w koniec osi C lekkie uderzenie
skierowane do D. Skutkiem tego o$ zblizy sie¢ cokolwiek do
pionu, t. j. kat & si¢ zmniejszy. Poprzedniej wartosci kata ¥
odpowiadata wartos¢ zero reakecyi K, nowej wartosci odpowia-
da wartosé wieksza, t. j. dodatnia. Znaczy 'to, ze pragnae utrwa-
li¢ nowe polozenie osi w plaszezyznie OCD, musieliby$Smy
przylozyé do C site skierowang do D. Jezeli pozostawimy ciato
samemu sobie, to 0§ podazy do polozenia pierwotnego, przy
ktérem odbywata si¢ precesya regularna.

Gdyby uderzenie nastgpito w kierunku DC, to sita B
przybrataby warto$¢ ujemng, a wigc bylaby zwrdécona od D
do O, a o$ pozostawiona samej sobie, podazylaby do pionu
0D, czyli znowu do polozenia pierwotnego.
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- Ze wugledu na takie wilasciwosci precesyi regularnej mo-
wi sie zwykle, ze jest to ruch trwaty.

134. Precesya pseuderegularna. Usunmy w urzadzeniu,
wyobrazonem na fig. 70, $ciggno CD, ustawmy o$ ciata OC
pod katem &, do pionu, nadajmy nastgpnie cialu szybko$é ka-
towg ® okolo OC, skierowana od O do C, jak wskazuje strzal-
ka, i pozostawmy ciato samemu sobie. Pragniemy zbadaé ruch
dalszy. \
Oproécz reakeyi w O na ciato dziala jedynie sila cigZenia
Q. Z trzeciego réwnania Eulera wynika, jak wiemy, Zze rzut
calkowitej szybkodci kgtowej na OC pozostanie i nadal ro6-
wnym @. '

Moment ilosci ruchu wzgledem O moze przybieraé jedy-
nie przyrosty poziome, a zatem rzut jego H’ na pion OD be-
dzie stale réwny Co cos i,

W pierwszej chwili wektor H posiada kierunek OC. Pod
dzialaniem sily @ o$ ta zacznie odchylaé si¢ od pionu, i gdy-
by nie powstal jeszcze jaki§ ruch inny, toby rzut H' sig
zmniejszal. H' zachowa warto$é stata tylko w takim razie, je-
zeli jednoczes$nie z opadaniem OC powstanie na OA odpowie-
dnia sktadowa wektora H, czyli jezeli ciato zacznie sie obra-
caé okoto pionu OD z odpowiednig szybkoscia katowg &; szyb-
kosé ta bedzie skierowana od O do-D, jak wskazuje strzatka.

Gdy oé OC odchyli si¢ od pionu o kgt 9, to rzut H' be-
dzie réwny Cocosd+ AQsin?}, a zatem

Cwcosd+ AQsin?¥=Cwcosd, . . . . (1)
Wowezas szybko$¢ kgtowa ciata bedzie miala skiadowe o,
Qsind i a8 na prostych OC, OA oraz na prostopadiej OB do

dt
plaszezyzny OCD, a wige sita zywa ciala wyniesie

%[G’w’ £ AQ? sin*&-}-'A(%]g] :

2
gdy w pierwszej chwili wynosita 92‘1"_ Przyrost

%I:AQ’ sin®$+ A4 (%;:_)z] -



e B42 s
jest réwny pracy Qa(cos,—cos ) sily @, zatem
a4 (A ' '
Asz*sm%}m{—) =2Qa(cos ¥, —cos¥) . . (2).

Béwnama (1) i (2) okreslaja ruch -ciata; aby wytworzyé
soble wyobrazeme 0 tym ruchu, nalezy zbadac jak 7mlen1ala,

d
sie szybkosci katowe & i TR gdy wzrasta ltat i

Na fig. 72 O oznacza lozysko dolne osi ciala, a odcinek

-‘OM ma wyoblazac staty rzut wektora H pa pion, czyll (v cos,.

: Tym sposobem prosta s jest $la-
dem owej plaszczyzny niezmien-
nej, w ktorej pozostaje koniec
wektora Hj caly . rysunek jest

~wykonany w plaszezyinie pio-
nowej, przechodzgcej przez‘ os
ciata. Przypusémy, ze o$ ta le-
zala w pierwszej chwili na pro-
stej ON,, tworzgc z pionem kgt

%, W takim razie odcinek ON,

5 . - jest réwny Co i wyobraza cai_'-

. Fig. 79 - kowity wektor H w owej chwili
co do wielkosci i kierunku,
.Po pewnym czasie o8 odchylila si¢ o-kat ¥ od pionu

i znalazia sig¢ na prostej ON. Rzut wektora H na o$ pozostal
réwnym Cwo, a wigc wyobraza go odcinek ON=ON,. Popro-
wadziwszy przez N prostopadta do ON, otrzymamy w przecie-

ciu z s'punkt P. Odcinek OP wyobraza rzut wektora H na

.plaszezyzne rysunku; a odecinek NP rzut tégo wektora na 'kié-
runek prostopadly do ON w, tejze plaszczyZnie (OA na fig.. 70).
Wlemy, 76 NP=4Qsind.

Warto zwrocié uwage, ze wektor H nie lezy obecnie w pla-
szezyznie rysunku, lecz posmda plocz ON i NP jeszcze jedng

(f'3‘

skladows, pmstopadlg do tej pkaszczyzny i réwng A

Poprowadimy przez P réwnolegly do ON; w przecigciu
z pionem OM otuymamy punkt P’. Znajdziemy tatwo, ze
OP' - NP
sind

=AQ, a wigc odcinek OP" fest proporcyonalny do Q.
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Jest 1zeczq oczywisty, ze punkt P’ odsuwa sie od O w miare
tego, jak o§ ON odchyla sie od pionu, a wige szybkoéé kato-
wa @ ze wzrostem kata & wzrasta*),

: Aby zdaé sobie sprawe z tego; jak zmienia sie szybkodé
diy
dt /
czyli te wartosei kata &, przy ktérych- o§ przestaje -odchylaé
sie¢ od pionu i zaczyna si¢ zbliza¢ lub odwrotnie. Oczywi§cie

, Wyznaczymy naprzéd skrajne polozenia osi OC (fig. 70),

i —==0,a zatem z (2) wypada, ze wowcras

AQ?sin®¥=2Qa(cosdy—cosd) . . . . . (3).
Rugujge stad i z (1) szybkosé 9, otrzymamy LS G
(cos &y — cos #) O *wi(cos &, — cos &) — 24 Qa sm’{}] 0.

‘w takiem poloZeniu osi o

' d
Z tego réwnania wynika plzedewszystklem, ze -{%

=4, t.:j. w polozeniu poczatkowem i wogéle wowezas, gdy o$
tworzy z pionem kat &, Aby otrzymaé inne polozenia skrajne,
nalezy zalozy¢, ze drugi czynnik lewej strony jest zerem. Ce-
lem skrécenia rachunku zalozymy, ze cosé}—n, a wie,c smzﬁ-ﬂ-
22 E
2AQ A
: —2na+2ncosd,—1=0 . . . (4_)

Wyiéﬁnlk tego réwnania kwadratowego wynosl _n* =
‘—2n cos ¥, + 1. Najmniejsza warto$é jego wypada w tym razig,
.gdy cos &, =1, czyli gdy poczatkowo o$ ciala miala polozenie
pionowe, lecz i wéwcezas jest on réwny (n-—1)?% czyli dodatni.
Whioskujemy stad, Ze obydwa plelwmstkl réwnania (4) 83 rzg-
‘czywiste.

Dajmy niewiadomej u warto$¢ —1, wéwezas. lewa stmna
réwnania przybierze wartosé¢ 2n(1+ cos 3‘0) _oczyw1écw_ dodatnig.
Nastepnie dajmy u warto$é cos®,; po lewej stronie wypadnie
cos?¥; — 1, co jest znowu ujemne. Tak wige, gdy u wzrasta od
~1 do cos¥d,, to lewa strona zmienia znak, a wiec roéwnanié

il =8 , 1 %e =2n. Wypadnie wowezas

*) Mezna do tego salﬁego -déjﬁé fatwo pl'zy-pnnibcy réownania

: agQ . ,
(1), wyznaczajac T Wolatem wyjaspi¢ rzi_e_c; przy pomocy:rysunky,

gdy? przy tej sposobnosci czytelnik poznaje, jak zmienia si¢ wektor H.



— 344 —

posiada pierwiastek, zawarty pomiedzy -1 i cos¥,; innemi
stowy szybkos¢ katowa g-? staje sig zerem dla pewnej warto-
dci ¥, zawartej pomiedzy = i &, Oznaczmy te wartosé przez %,

Przypusémy teraz, Ze u-wzrasta dalej, poczynajac od
cosd, Gdy u przybierze warto$¢ +1, to lewa strona stanie sig
réwng —2n(1—cosd,); jest to ujemne, podobnie- jak dla u=
=cosd,, a zatem pomiedzy cosd, i +1 niema pierwiastka.
Gdy n wzrasta w dalszym ciggu i przekroczy 2n, to suma
dwoéch pierwszych wyrazow u®—2nu, czyli u(u-—2n), staje sie
dodatnig, i nastgpnie z dalszym wzrostem u wzrasta nieogra-
niczenie; musi wigc ostatecznie cala lewa strona sta¢ si¢ do-
datnig, Z tego wynika, ze réwnanie posiada pierwiastek wig-
kszy od 1; nie wchodzi on w rachube, bo n, czyli cosd, nie
moze by¢ wigksze od 1,

Tak wige szybko$é kgtowa ?f?' staje si¢ zerem dla dwéch
polozen osi ciala, a mianowicie gdy ta o$ tworzy z pionem
katy &, i &, WidzieliSmy, ze cos &, zawiera si¢ pomigdzy —1
i cos#,, jest wigc mniejszy od cosd,, a zatem kat &, jest
wigkszy od ¥,. : '

Mozemy teraz zda¢ sobie sprawe z ruchu ciata, W tym
celu wyobrazmy sobie kule, zatoczong z punktu O promieniem
OC'=D, obierzmy za biegun jej punkt najwyzszy i przeprowadz-
my na powierzchni dwa réwnolezniki, ktorych srednice widaé
z 0 odpowiednio pod katami 2%, i 2&,; pierwszy z nich lezy
oczywiscie wyzej od drugiego, Otéz ruch punktu ¢ odbywa
siec na powierzchni kuli pomiedzy tymi réwnoleznikami grani-
cznymi, W kazdej chwili szybko$é punktu C daje sie¢ rozlozyé
na dwie skfadowe; jedna v, w kierunku poludnika, lub ra-
cze] w kierunku styeznej:ido tegoz, jest réwna bg—:}, druga v,
w kierunku réwnoleznika wynosi bQ sin §.

Punkt ¢ wyrusza z pewnego poloZenia na gérnym réwno-
lezniku granicznym w kierunku poludnika. Szybko$é kgtowa R,
a zatem i skladowa v, szybkodci liniowe] punktu C, powstajg
dopiero skutkiem odchylania si¢ od pionu, W dalszym ciagu
wzrastajg obydwie skiadowe v, i v,, a wige punkt C odbiega
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coraz predzej i coraz dalej od poczatkowego poludnika, jak
rowniez od goérnego rdownoleznika granicznego.

Podczas tego ruchu ku dolnemu réwnoleznikowi grani-
cznemu skifadowa v, wzrasta weigz. Wida¢ to od razu z fig, 72,
na ktérej odcinek NP, réwny AQsind, jest proporcyonalny do
tej skladowej v.. Natomiast skladowa v, wraz z szybkoscig k-

towq I wzrasta tylko do pewnego maksymum, nastepnie ma-

leje i staje sie zerem, gdy punkt C doszed! do dolnego réwno-
leznika granicznego:. Wowezas punkt O posiada tylko sklado-
‘wa v, szybkosei, a wigc biegnie w kierunku réwnole#nika.

Z rozwazan tych wynika, ze tor punktu U przecina goérny
réwnoleznik graniczny pod kgtem plostym i jest styczny do
rownoleznika dolnego.

' Oznaczmy przez o kat, ktory os ciala tworzy z pionem
-j%-? osigga maksymum. katwo sie domy-
sle¢, ze kat ten odpowiada precesyi regularnej; znaczy to, Ze
przy 6wczesnej wartosci € zachodzitaby precesya regularna,

w chwili, gdy », lub

gdyby nie istniala szybkosé %-? Mozna sig o tem przekonac

w sposéh nastgpujgcy.
Rézniczkujge rownanie (2) wzgledem [ i sklacalac przez

2sin BS’- , otrzymamy
de . @y
Aﬂﬁé’ sin &+ AQ COS'B"‘I‘A-JI—,'—- Q(l’,

z (1) zas wypada
dQ Cw—2AQcosd

dt -~ Asind

¢ juz mieliSmy zresztg w par. 133. Wprowadzajgce to do r6-
wnania poprzedzajgcego, znajdziemy

Q0 — A.Q’cos&-f-/ldiz =@y W e e (6);

Do tego réwnania mogliby$my z tatwoscia dojsé¢ bezposrednio.
W tym celu nalezy tylko napisaé, ze przyrost elementarny
wektora H jest r6wny momentowi popedu elementarnego sity
@ wzgledem punktu O. '
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Dajmy w' (5) zmiennej & wartos¢ a; wowczas T Rt

o . .
gdyz przy tel warto$ci Jr 0siaga maksymum, i wypadnie

Q(Co - AQcos o) = Qa. - :
Taki wlasnie warunek powinien byé¢ spelniony, aby zachodzifa
precesya regularna; przekonamy sie o tem, gdy poréwnamy to
réwnanie z (2) w par. 132,
~ Gdy punkt C znajdzie sie na dolnym 16wnole2mku gra-
nicznym, to, jak widzieliSmy, porusza si¢ wzdtuz tego réwno-
leznika. Ruch taki jednak nie moze trwac¢ diuzej, bo warunki
precesyi regularnej nie sg tu spelnione. Punkt C' przeto zaczy-
na podnosi¢c sie w gore, i ruch przechodzi przez wszystkie
fazy, przez ktore przechodzil poprzednio, w porzadku odwrot-
nym. A wigc v, wcigz sie zmniejsza, natomiast v, wzrasta, do-
poki C nie dojdzie.do réwnoleznika precesyi regularnej, a potem
malele i staje sig zerem na goérnym rownolezniku granicznym.,
~ Fig. 73 wyobraza tor' punktu C, widziany z géry. Taki
' uch pp- Klein i Sommelfeld nazwali precesyq peeudoregulamq.
: Méwimy,.ze wywoluje ja sita Q. Jezeli
_.: réownolezniki graniczne sg zblizone do sie-
bie, to oko nie dostrzega prawie drobnych
wahan osi w kierunku pionowym, i wy-
glada tak, jak gdyby sila @ wywolywala
ruch w kierunku do niej prostopadiym.
Jezeli o cidta pozostaje podczas precesyi prawie poziomg,
to mowi sie, ze wektor » goni moment sity Q. Stusznosé tej
reguly, ktéra bywa nieraz uzyteczna, mozna latwo sprawdzié
przy pomocy fig. 70.
Prz. 1. Cialo pozosta_]e w precesyi psendoregularne] stosownie
.do opisu, podanego w tym paragrafie. Wyznaczy¢ maksymum szyb-

Qa

Fig. 73.

kosei katowej Q. Odp.

{ Prz, 2, Obrecz toczyla si¢ *wprost od nas na ch:opowale; pta-
szezyinie poziomej i z jakiej$ przyczyny pochylila sig cokolwiek na
prawo.- W ktérg-strong: zboczy ona z linii prostej?
.. Prz, 3, Wzgledem lotnika .propeller acroplanu, umieszczony na
I'przedz;e, obraca sie w kierunku odwrotnym do ruchu wskazowki ze-
gara: Jaki-ruch wykona aeroplan w plaszczyZnie pionowej, gdy lof-
nik, pragngc skreci¢ na lewo, zwroci ster w- stosowng strong?. =
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Prz. 4.- 03 0C bryly obrotu jest tak osadzona w punkecie 0, ze
‘mogiaby si¢ okolo niego obracaé¢ w kazdym kierunku..Na korncu ¢ 0§
‘ta posiada ucho, przez ktore przechodzi gladki palgk kolowy, umoco-
wany w plaszezyznie pionowej, przéchodzg- o
cej przez O (fig. 74). Tym sposobem o§ 0C
moze sig porusza¢ tylko w°tej plaszezyznie.
Cigzar ciala=(), jego momenty bezwladnosci
wzgledem osi obrotu’i wzgledém prostopa-
dlej do niej przez 0 sa rowne € i 4, odle-
glodei $rodka cigzkos$ei S 1 ucha € od O wy-'
noszg a i b (temu jest takze rowny promien
palgka). Ustawiamy o$ OC pod katem #, do
pionu, nadajemy cialu szybko§¢ katowg w
okolo tejze i pozostawjamy je samemu so-
‘bie. Jaki bedzie ruch dalszy, i’ jakg reakcye
_;pa!qk bedzie wywieral na ucho. Odp. Gdy

0§ u‘[worzy z pionem kat ¥, to reakcya wy- Sl Fig, »
niesie —a\/ 2Qa (Cofn-cos ¥ :

Prz. 5. Puszczuno bak na zupehuc gladklcl plaazczy;*me pozio-
mej. W pierwszej chwili o§ byta nieruchoma i pochylona. Okazaé, Ze
tor ostrza lezy pomigdzy dwoma okregami wspoétsrodkowymi, przeci-
najac wewnetrzny pod katem prdsty'm i stykajac sig¢ z zewnqtrznym

Prz. 6. Dwie jednakowe gladkie sztaby 40 i OB kazda o dlu-
gosci 2a sq polgczone luzno z nieruchomym punktem O a trzema ta-
“ka sama sztaba OD moZe przesuwaé sig po nich przy’ pomocy pier-
‘Scieni, umocowanych w koneach ¢, D.. Ustawiamy ~wszystkie szlaby
.na prostej poziomej tak, aby pierscienie przypadaty w $rodkach sztab
A0 i OB, a nastepnie nadajemy iemu, ukiadowi szybko$¢ katowsa w

okoto plonu. Jaka powinna byé fa szybkosé, aby sztaha G.ZJ nie Z8u-
i

4

nela sig z dwéch pozostalych, Odp. Powmno by¢ wn* \/3

Kat 9, ktoly sztaby 40 i OB tworzg z pionem, zmienia sig
'w pewnych g;amcach, i znajdziemy, ze ‘jego warto$é na],mmelsz-a
3
g(14+2sind)(1+8sin \‘I) . Aby sztaba CD
sin 24
sie nie zsune{a, ten glamm.ny kat ¥ powinien byé wigkszy ocl 30“
‘a dla te] warto$ci & prawa strona powyzszego réwnania jest funkeysg
wzrastajgeq. Z tego wynika warunek, podany w odpowiedzi.
Prz.-7." Cialo pozostaje w précesyi pseudoregularnej, jak wtek-
Scle paragrafu. niniejszego. Dowie$¢, ze koniec szybkosci katowej (wy-
padkowe]) zatacza w ciele knzywa plaska, aw przestrzem meruchome,]
“krzywa sferyczna, t. j. polozong na kuli, kt6rej $rodek znajduje sie ria
pionie 0D (fig. 70). :Moznaby te' krzywe .uwazaé za podslawy stozkow
r08i:chwilowych ruchomego-i stalego.

czyni zado$¢ rdéwnaniu ﬁaw,,z
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Pierwsza czg$¢ Lwierdzenia wynika wprost slad, ze w jest wiel-
koScig staly. Aby dowies¢ cz¢$¢ druga obieramy na pionie 0D jaki-
kolwiek punkt P w odleglosei p od O, mierzonej w gorg; wyznaczymy
odlegto$é r konca szybko$ci katowej od tego punkiu.P. Wypadnie

di\ 2
ri=(wsin $—Q sin & cos #)*+ (_Ef}) + (wcos ¥ 4 Qsind—p)?,

a przy pomocy (1) i (2) przeksztatcimy to z tatwoseig na
Art=Awt4-2Qa cos $y—2p Cw cos Y+ Ap*+2[pu(C— 4) — Qa] cos &,

Odleglos¢ r jest stala, jezeli pw(C—A)—Qa=0, czyli jezeli

Qu

PG’

Tym sposobem twierdzenie zostalo dowiedzione, i wzoér oslatni okre-

$la polozenie $rodka kuli, Jezeli C=4, czyli jezeli bak jest ,kulisty®,

to p=c, a wige krzywa jest plaska, Bezpo$rednio wynika to z tej

okolicznosei, ze w tym przypadku szczegdlnym szybko$é kal‘owa lezy

na linii wektora H i wynosi ;E, a zatem rzut jej na pion jest staly.

. Prz. 8. Mamy dwa baki, dla ktorych wielkodci @, a i 4 sg je-
dnakowe, za$ momenty bezwladnodci wzgledem osi symetryi s od-
powiednio réowne C i C, Jak nalezy pudci¢ le baki, aby ich konce
poruszaly si¢ zupelnie jednakowo. Odp. Nalezy ustawi¢ osi pod je-
dnakowymi kgtami do pionun i nada¢ bgkom takie szybkosei katowe
w i v, aby bylo Ov=(w,, - '

' 135. Ruch kuli na plaszczyZnie poziomej. Rozwazymy
tylko pewien przypadek szczegélny; zalozymy mianowicie, Ze
w chwili poczgtkowej kula otrzymala ruch postepowy w do-
wolnym kierunku oraz ruch obrotowy okolo dowolnej $rednicy ~
“poziomej, a dalej dziala na nig jedynie sila tarcia. Dajmy na
to, ze kula posiada mase jednostkows, i ze wspdlczynnik tar-
.cia jest rowny f. Na fig, 76 widzimy le kule w rzucie pozio-
‘mym. Jej $rodek O ma w danej chwili szybkod¢ n= OB; temu
samemu jest rowny wektor G. Przypuéémy, ze moment ilosci
ruchu wzgledem srodka jest poziomy i réwny H. Szybkosé¢ ka-

.tm\;a w posiada ten sam kierﬁ_nek i wynosi %, a poniewaz
.k?:—zugi, przeto w:;—g; a oznacza ‘.Lu promien kuli,

 ‘Majac dane powyzsze mozna wyznaczyé¢ szybkosé kazdego
_punktu kuli. Szczegdlnie wazna role odgrywa w zjawisku ba-
danem punkt najnizszy 4, w ktérym kula styka sig¢ z pla-
szczyzng poziomg, Na figurze przypada on w tym samym
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miejscu, co i Srodek O. Szybko$é punktu 4 posiada dwie skia-

dowe. Jedna OB=u jest nastepstwem ruchu postepowego, dru-
"

bH .
ga au=o— wynika z ruchu obrotowego i jest prostopadia do H,

Te drugg sktadows wyobraza odcinek OC, a odcinek 0D=yp
reprezentuje szybko$¢ wypadkowa punktu 4. Sila tarcia fg
jest skierowana odwrotnie do .

- - ‘f o~
Fig. 75.

W ciggu nastepnych dt sekund wektor @ albo szybkosé
‘u srodka otrzyma przyrost dG'=fgdt w kierunku fg, a wektor
H przyrost §H=afgdt prostopadly do fg. Na naszej figurze
moment sity fg jest zwrécony w lewo, i ten sam kierunek po-
siada przyrost 0H. Skiadowa aw szybko$ci punktu najniisze-
go *) otrzyma -przyrost prostopadly do 8H, a wiec skierowany
wedtug fg. Co do wielkos$ci przyrost ten musi by¢ w tym samym
. 58H 5fgdt
stosunku do 0H, co aw do H, a zatem wynosi o s
Szybkos¢ wypadkowa v otrzyma w kierunku fg przyrosty

&
fgdt i O_Igﬁ, a wigec jej przyrost catkowity, ujemny, wyniesie

ﬂgﬂ Z tego wynika, ze szybkos¢ tego punktu kuli, ktéry zaj-

*) Wypada zwrocié uwage, Ze po uplywie dt sek. juz inny
punkt kuli bedzie najnizszym; jest tu wigc mowa o szybkosci coraz
innego ‘punktu kuli, zawsze tego, ktoéry zajmuje poloZenie najnizsze.
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muje w kazdej chwili potozenié najnizsze, posiada wecigz jeden
i-ten sam kierunek, a- zmienia si¢ jedynie :co do wielkosei,
7[gdt

d mianowicie co di sekund zmniejsza si¢ o ~5 5 innemi slo-

wy koniec tej szybkosei D zbliza sig do 4 z szybkoscia —“—

Jezél.i'poczgtkowé 'szyhkos’é najnizszego punktu byta 1'6wna -va,
to w czasie ﬁ_ D dojdzie do A, t. j. szybko$¢ najnizszego
punktu stanie si¢ zerem, i rozpocznie si¢ nowy, drugi, okres
zjawiska.

Sila tarcia jest zawsze odwrotna od s;ybkoéci najnizszego
punktu, a wiec w ciggu pierwszego okresu posiada kierunek
staly, i $rodek kuli porusza sig tak, jakl punkt materyalny
o masie jednostkowej, na ktéry dziata sifa fg stata co do
wielkosei 1 kierunku, czyli jak poruszalby sie pocisk w prézni,
gdyby przyépieszenie ‘ziemskie bylo [ razy wieksze. Z tego wy-
nika, Ze torem $rodka jest parabola o osi réwnoleglej do v,.

Wedtug doéwiadczen Coriolisa wspodlezynnik tarcia po-
migdzy bilardem i kulg bilardowa wynosi 0,2, jezeli zatem
poczatkowa szybko$é najnizszego .punktu v, byta réwna 0,5 m,
to pierwszy okres trwa wszystkiego 5;——0 07 sekundy

W .chwili, gdy szybkos$¢-najniZszego punktu znika, roz-
poczyna sie proste toczenie sie kuli po plaszczyznie. Odtad
ruch $rodka jest prostoliniowy i jednostajny. Mozna z latwo-
dcia  wyznaczyé kierunek szybkodci ostatecznej srodka.

. Obierzmy na Srednicy pionowej kuli jakikolwiek punkt P
w odleglosci z od O, przyczem kierunek na d6l bedziemy uwa-
zali.za dodatni. Szybko$é punktu P*) posiada dwie skladowe;
jedna. jest réwna i rownolegla do u, druga zas, rowna z®, ma
kierunek OC. W ciggu dt sekund obydwie te sktadowe otrzy-
maja przyrosty w kierunku fg; przyrost pierwszej wynosi, jak
wiemy' fgdt, a przyrost drugiej musi by¢ w tym samym stosunku

3

do - odpow:edmego plzyrostu S?y}}k(}SCl punktu 4, czyli do afgd!

© 1) Jest lu zZnowu mowa.nie o jednym i tym samym punkeie
kul;, lecz zawsze o tym punkeie, ktory w danej chwﬂ; zajmuje po-
lozenig P..
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fqmd l

j_ak zw do aw=0C, a zatem jest réwny Szybkosé wy-

padkowa punktu P otrzyma w k1e111nku sily - fg przyrost

fg(1+ o)L,

Jezeli 1+—-—-—() t.j. jezeli = _%a,
zerem; innemi stowy ten punkt kuli, ktéry w jakiejkolwiek

to ow przyrost jest

chwili ‘lezy na $rednicy pionowej o % wyzej od s$rodka, po-
siada wowczas szybkos¢ taka sama, jak punkt, ktéry zajmowat
to polozenie w chwili pierwoinej.

Na figurze 75 odcinek OFE réwny 2%/, odcinka 0C wy-
obraza druga skladowa szybkosci punkiu P, a OF, owg stalg
szybko$é wypadkows,

W ciggu drugiego okresu srednica pionowa posmda ruch
obrotowy okolo punktu najnizszego, a wige oczywiscie osta-
teczna szybko$¢ srodka bedzie miata kierunek OF, a co do
wielkosci wyniesie %/, owel, szybkosei statej punktu P.

Prz. 1. Zupelnie chropowata plaszezyzna pozioma obraca sig ze
stalg szybkoscig kqtowa £ okolo osi pionowej. W spodku (& osi po-
lozono kul¢ i nadano jej impuls poziomy, skutkiem czego $rodek
otrzymal szybkosé v,. Wyznaczy¢ tor bezwzgledny srodka. Odp. Koto

oo T
o0 promienin —H .
P 20

Niechaj poczatkowe polozenie Srodka bgdzie poczatkiem prosto-
katnego ukiadu wspdirzednych; osi x, y obieramy w plaszczyZnie po-
ziomej, a mianowicie pierwszg w kierunku szybko$ci v, Skutkiem
poczatkowego pchnigeia, czy uderzenia, kula otrzymuje ilo$¢ ruchu
Gy=Mv, w kierunku osi @ oraz moment ilo$ci ruchu wzgledem $rod-

kv ;
ka H[,:—E{—l—” w kiernnku osi y; M oznacza w tem mase kuli, a pro-
(
mien i k rami¢ bezwladno$ci wzgledem Srednicy. Dalsze przyrosty
wektorow G i H wytwarza pozioma sita tarcia, a zatem przyrosty le
sg poziome, i obydwa weklory pozostajg stale w plaszezyinie ay.
Z tego wynika, ze catkowita szybko$¢ katowa jest zawsze pozioma.

Sita tareia F' wytworzy w czasie dif przyrost Fdi wektora G

oraz przyrost Fadl wektora H. Przyrosty te sq do siebie prostopadle,

1 N 7 q
a stosunek pomigdzy ich wielkodciami wynosi = a wiee i calkowily

przyrost, jaki otrzyma wektor G w czasie {, jest prostopadly do cal-
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kowitego przyrostu wektora H i pozostaje dofn w tym samym sto-
sunku.

~ Opierajace si¢ na wynikach powy#szych, mozna zadanie rozwig-
za¢ w sposob bardzo prosty.

W chwili ¢ $rodek kuli zajmie poloZenie (xy). Skladowe szyb-
kosci liniowej (bezwzglednej) $rodka w kierunkach osi oznaczamy-
przez v,, vy, a skladowe szybkosei katowej przez w,, wy. Poniewaz
poslizg jest wylaczony, przeto

ux-i-amu:—ﬂy, Uy""ﬂmx=ﬂ$.
Calkowity przyrost wektora & w kierunku osi @, pomnoZony przez g,
musi byé taki sam, jak calkowity przyrost wektora H w kierunku
osi y, i odwrotnie. Stad wynikajg dwa inne réwnania
a(Mv,—Goy=Ml*wy,—H,, aMvy=—Mklw,.

Rugujge z tych czterech rownan w,, wy, i calkujae, otrzymamy ro-

wnanie toru
Q(a* +4*) — Togy=0..

Latwo okazaé, Ze szybko$¢ Srodka jest stale rowna vg.

Prz. 2, Kulg poloZono na zupeinie chropowatej plaszczyinie po-
ziomej, a nastgpnie nadano plaszezyznie ruch obrotowy okofo osi pio-
nowej z ze staly szybkoScig katowa Q. Poczatkowa odleglo$é Srodka
kuli od osi z jest rowna r. Wyznaczyé tor bezwzgledny $rodka kuli
i jego szybkodé. Odp. Torem jest kolo o promieniu r, a szybko§¢ wy-
nosi ?i‘_a

7|

Rozumujge podobnie, jak w przykladzie poprzedzajacym, roz-.
wigzemy zadanie prawie bez rachunku. Znajdziemy naprzod, Ze wek-
tory @ i H tworza wcigz kat prosty, a zatem szybko$é¢ $rodka jest
rownolegla do szybkoSci najnizszego punktu,

§ [ of
> J



