VIII. ZASADY DYNAMIKI CIAEA SZTYWNEGO.

105. Model ciata. Zasadnicze zagadnienie dynamiki jest
nastgpujace: majgc dane ciato oraz sily na nie dzialajace, wy-
znaczy¢ ruch jego. WidzieliSmy w rozdziale V, jak sie rozwig-
zuje to zagadnienie w przypadku, gdy mozna uwazaé ciato za
punkt materyalny; bedziemy usitowali sprowadzi¢ przypadek
ogdélny do tego przypadku szczegdlnego.

W tym celu zbudujemy model ciata, zlozony z punktéow
mafteryalnych. Wyobrazmy sobie dwa uktady wspétrzednych
I i II, zajmujgce rézne okolice przestrzeni, Do I-go bedziemy
odnosili dane cialo, ktére moze byé jakiekolwiek, a wiec nie-
koniecznie sztywne, w II-im bedziemy budowali model.

Dzielimy ciato na drobne elementy o masach my, m,....
Dla skrécenia bedziemy méwili tylko o typowym elemencie m.
Kazdy z tych elementéw posiada pewng objetosé rézng od zera;
jezeli jednak sa one dostatecznie mate, to polozenie kazdego
z nich bedzie okreslone z dokfadnoscia wystarczajgca, gdy bedg
dane wspoirzedne jednego z jego punktéw, np. Srodka ciezko-
$ci. Wspolrzedne takie bedziemy nazywali wspélrzednemi ele-
mentu.

Niech wspoirzedne elementu m w ukladzie I beda «a, y, =
Wyznaczamy w ukladzie II punkt (geometryczny), posiadajacy
takie same wspolrzedne, i przypisujemy mu mase m. Tym spo-
sobem elementowi m ciata .bedzie odpowiadat punkt geome-
tryczny o réwnej masie.

Uczyniwszy to samo dla kazdego elementu ciata, otrzy-
mamy réj punktéw materyalnych; przypominajgcy pod wielo-
ma wzgledami dane ciato. Bedzie to wilasnie model, o ktory
chodzito. Rézni si¢ on od ciata pod tym wzgledem, ze punkty
jego nie sy zwigzane jedne z drugimi, ze sy to punkty swo-
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bodne, gdy tymezasem w danem ciele wszystkie elemently sa
polaczone razem i stanowig jedng calodé.

Chodzi teraz o to, aby model i w ruchach nasladowal
dane ciato. W tym celu nadajemy kazdemu punktowi modelu
taka szybko$é (co do wielkosci i kierunku), jaka w chwili da-
nej posiada odpowiedni clement ciata. Ale i w przyszlosci
szybkosci te powinny by¢ jednakowe, a wige trzeba staraé sie
o to, aby i przyspieszenia punkléw modelu byly zgodne z przy-
$pieszeniami elementow ciata. Tak np. skladowe przyspieszenia

. . d%y d%z
elementu typowego ciala s B ar dB
i punkt m modelu posiadal takie przyspieszenia. Osiagniemy
ten skutek, przykiadajac do kazdego punktu modelu stoso-
wne sily. '

otoz trzeba, aby

Na dane ciato dziala pewna liczba sit, z ktoryeh kazda
jest przytozona do jakiego$ elementu. Przypusémy np., ze do
elementu m jest przyloZzona sita P. Przylézmy takie same sily
do odpowiednich punktéw modelu, a wige do punktn m przy-
tozymy site P. Beda to sily zewnetrzne modelu.

Przyspieszenia, ktore skutkiem tego otrzymaja punkty mo-
delu, nie beda takie, jak przy$pieszenia odpowiednich elemen-
tow ciala. Widaé¢ to choéby z tego, ze np. sita P, dzialajgca
na punkt m modelu, udziela tylko jemu jednemu przys$piesze-
nie, gdy tymczasem taka sama sifa, dzialajac na odpowiedni
element ciala, wywiera wplyw na ruch calego ciala, {, j. udziela
przyspieszen wszystkim innym elementom. Aby wiec cel osig-
-gnaé, trzeba jeszcze do punktéw modelu przylozyé¢ inne sily.

Zatozymy w tym celu, ze kazdy punkt modelu wywiera
sily na punkty pozostale, ze punkty te przyciagaja sie nawza-
jem lub odpychaja. Beda to sily wewnetrzne i powinny czy-
nié zado$¢ trzeciemu prawan Newtona (akeyi i reakeyi). Jezeli
wszystkich puanktow jest n, to na kazdy z nich dziata n—1
sif, a wiec wszystkich takich sif wewnetrznych jest n(n—1).
Poniewaz jednak sity te wystepuja parami, a sily kazdej pary
sa rowne i odwrotne, przeto sil réznych co do wielkosci i kie-
n(n—1)

2
Otéz te sily wewnetrzne trzeba dobraé w taki sposdb,

- runku bedzie wszystkiego
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aby wraz z zewngtrznemi nadawaly punktom modelu przy-
$pieszenia zadane. Zobaczymy, czy jest to rzecz mozliwa.

Przypusémy, ze punkty m;, m,... wywieraja na m odpo-
wiednio sily @y, @, ..., i ze katy kierunkowe tych sit sa (2,81,
(%By1y) ... Sa to réwniez katy kierunkowe prostyech mm,,
mm, ..., a wiec okresla je obecne poloZenie ciata. Rdwnania
ruchu punkin m bedg

d*x

m =Py + @, cos o, + @, COs 0y + ...
dy o,

’";;Tz‘=1y+Q1C°SBl+ @, cos By + ...
d?z

m o =P, + @, cos;+ Qy cos [y + ...

Kazdemu punktowi modelu odpowiadaja takie trzy réwnania,
mamy wiec wszystkiego 3n réwnan, i wielkosei @, @,... po-
winny byé¢ tak dobrane, aby czynily im wszystkim zadosc.
Bedzie to mozna uczyni¢ réznymi sposobami, jezeli liczha tych
wielko$ci jest wigksza od liczby réwnan.

Warunkowi temu wogéle tatwo uczynié zadosé. dzielge
ciato na dostatecznie wielka liczbe elementdw, i wowezas mo-
del Dbedzie dokladnie nasladowat ruch ciafa, a wiec zamiasl
badaé ruch ciata mozemy bada¢ ruch modelu, czyli ruch
ukfadu punktéw materyalnyeh, Tym sposobem osiggnelismy
cel zamierzony, ale za to do zadania wszed! caty ukfad sit
wewnetrznych; zobaczymy jednak, Ze moZna ich nie wprowa-
dzaé do rachunku.

Aby ulatwi¢ sprawe budowalismy model w odrgbnym
ukladzie wspélrzednych, jest to jdanak zbyteczne. Poniewaz
chodzi tylko o konstrukcye myslows, mozna przeto zbudowa¢
go w tym samym ukladzie, do ktérego odnosimy ciato; zajmie
on wowczas le sama przesirzen, kiora zajmuje cialo; mozna
zapomnie¢ o istnieniu ciala, a mysle¢ tylko o modeln. Tak tez
bedziemy czynili w dalszym ciagu. Moéwiac o ciele, bedziemy
mieli na mysli model jego.

Nalezy doda¢, ze w tem przedstawieniu rzeczy nie czyni-
my #adnych hipotez co do wewnetrznej budowy cial. Nie do-
tykamy up. pytania, czy materya wypelnia przestrzen w spo-
sob ciggly, czy tez posiada budowe molekularna,
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106. Zasada d'Alemberta. W jaki sposob mozna usungé
sity wewnetrzne ciata z rachunku, wskazal d’Alembert (r.1742),
od niego tez rozpoczyna sig istnienie dynamiki ciat sztywnych,
jako odrebnej gatezi wiedzy. Wypada jednak zaznaczyé, Ze
twierdzenie, odkvyte przez D'Alemberta, czyli tak zwana zasada
d'Alemberta, dotyczy nie tylko cial sztywnych. Ma ono znacze-
nie ogblne; podlegaja mu wszystkie ciata, jakie dostrzegamy
w przyrodzie.

Niech bedzie jakiekolwiek ciato, poruszajace si¢ pod dzia-
taniem sit P}, P, ... Zwrécimy uwage na pewien element
o masie m, albo racze] na odpowiedni punkt modelu. Wypad-
kowa wszystkich sil zewnetrznych, dziatajgeych na ten ele-
ment, oznaczymy przez P, wypadkowa wszystkich sit we-
wnelrznych przez (), a przyspieszenie elementu przez p. Przy-
$pieszenie to nadaja elementowi wilasnie te sily P i ¢, a za-
I(, wypadkowa ich 1est mwna mp Nazwiemy te site mp silq
q‘*_}m(t& elementu_m. o hanodus

Gdybys$my przytntyll do elementu m site odwrotng do
czynnej, to zréwnowazylibySmy obydwie sitly P i Q. Przylézmy
do kazdego elementu ciala takg site, odwrotng do jego sity
czynnej. Oczywiscie w ten sposdb zréwnowazymy wszystkie
gily zaréwno zewnetrzne, jak i wewnetrzne, i juz zaden ele-
ment nie bedzie mial przy$pieszenia.

Tak wigc obecnie na ciato dzialaja trzy ukiady sil, a mia-
nowicie: (1) sity zewnetrzne, (2) sity wewnetrzne i (3) sily od-
wrotne do czynnych; uktady te réwnowaza sie nawzajem.

Uzywamy tn wyrazu ,réwnowazg blg“_ dla luétszego wy-
slowienia, lecz nalezy zauwazyé, ze wyraz ten ‘posiada w tym
razie inne lub puyna_l,mn.ﬂ;‘ obszerniejsze znaczenie, niz w sta-
tyce. Te rézne sily dziataja tu na punkty swobodne modelu,’
a w takim razie w sensie statycznym nie moznaby weale mo-/
wi¢ o réwnowadze. Tak np. dwie sily, z kiéremi dwa punkty -
materyalne si¢ przyciggaja, lub odpychaja, nie rownowaza sie~
w sensie statycznym, jakkolwiek dzialaja na jednej proslej, sa
rowne i odwrotne. Méwige w tym wyktadzie o réwnowadze,
mamy na mys$li to jedynie, Ze suma rzutéw sit na kazdy kie-
runek oraz suma 1cl1 momentow wzg]gdem kazdej prostej sg
zerami,

Z owych trzech uktadéw sit, dziatajgcych na elementy,
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ciala, drugi, t. j. sily wewnelrzne, rownowazy sie sam przez
sig, gdyz skladaja go pary sil réwnych i odwrolnych. Z tego
wynika, ze dwa uklady pozostale réwnowazy sie nawzajem,
mianowicie rownowazy w sensic wyzej okreslonym.

Tak wiee sity zewnelrzne, dzicdajgee na ciato, rownowazq
sig = sitami odwrolnemi. do - czynnyeh. Jest to wlasdnie zasada
d’Alemberta.

MowiliSmy juz, Ze zasada la jest ogdlna. Dolyezy ona za-
rowno cial szlywnyeh, jak niesztywnych, a takze ukladéw, zlo-
zonyeh z wiekszej liczby cial, bo kazdy taki ukfad mozna uwazaé
za jedno cialo niesztywne. Wypada uezynié jeszeze jedng uwage.

Te sily odwrotne do czynnych, ktére gdyby dziataly, to
sprowadzilyby rownowage, nazywaja sie. w wielu wykladach
mechaniki sitami bezwladnosci.  Z. punktu widzenia czystej lo-
giki nie mozna nazwie tej zrobi¢ Zadnego zarzutu; pomimo
to jednak nie uzytem jej w tym wykladzie i bede jej unikal
réwniez nadal,-gdyz wywolala ona wiele nieporozumien, a na-
wet hleddws” zwlaszeza byla powodem do calkiem jalowych

dys ms_yl na temal istnienia lub nieistnienia tych sil bezwla-
dnoged. ™ "7 [

Prz. Na punkly materyalne my i m,, polyezone nieiy sprezysta,
djrmlam odpowiednio sily P i P;. Dowies¢ bezpoSrednio, ze suma
fzulow tyeh sit na rlawulny kierunek oraz suma ich momentow wzgle-
aJé *lowolnej proslej sq rowne sumie rzutéw i sumie momentow sit=
¢zynnych punktow my, 1 m,.

107. Przyktady. OkaZzemy na przyktadzie, jak mozna
slosowaé¢ zasade d’Alemberta do rozwig~
zywania zagadnien dynamicznych.

Jednorodna szlaba, wazgca @, jest
polgczona z pionowg osia z gladkim prze-

x gubem O i wiruje okofo tej osi, tworzgc
z nig staly kat «. Wyznaczy¢ reakeye,
ktéra przegub wywiera na szlabe.

Bedziemy rozwazali t¢ chwile, w kto-
rej sztaba zajela poloZenic w plaszczyZnie
rysunku. Obieramy poczatek ukiadu w prze-
gubie, a za osi x, y, z, prostg poziomg

‘] w plaszezyznie rysunku, prosta prostopa-

Fig. 58. dla do tej plaszezyzny i pion.

Nauka o ruchu. 16
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Wypada naprzéd wyjasnié, jakie sily zewnetrzne dzialaja
na sztabe, oraz jakie tu sg sily odwrotne do czynnych. Nie
mozna z géry wskazaé kierunku szukanej reakcyi przegubu*),
dla tego tez rozfozymy ja na trzy sktadowe R, R,, K, w kie-
runkach osi. Gdy wyznaczymy te trzy skladowe, to bedziemy
znali reakcye co do wielkosci i kierunku. Précz tego dziala
jeszeze sila ciazenia @), przylozona w $rodku sztaby.

Aby wyznaczy¢ sily odwrolne do czynnych dzielimy sztabe
na nieskonczenie male elementy dr. Odleglo$¢ jednego z nich
od O niech bedzie rowna r. Torem takiego elementu jest ko-
to poziome, ktérego Srodek lezy na osi, a promien jest réwny
rsine. Szybkosé jest stala co do wielkosei, przeto przyspie-
szenie styczne jest zerem, a przyspieszenie normalne wynosi
rsine. o? gdzie o oznacza szybkos¢ katowa. Sila czynna dzia-
ta poziomo w plaszczyinie rysunku w strong osi, a co do wiel-
kosei jest rowna pdr.rsine. 0®, gdzie p oznacza mase jednostki
dlugosci sztaby. Sita odwrotna do czynne] posiada kierunek
odwrotny.

Wyznaczymy sumy rzutéw wszystkich sit odwrotnych do
czynnych na obrane osi i sumy momentéw wzgledem osi g.
Suma rzutéw na o$ z bedzie oczywiscie

fup.m”sin ocrdr:m;-sm—a.

Jo
gdzie a oznacza dlugo$é szlaby. Sumy rzutéw na obydwie osi.
pozostale sg zerami.

Moment sity odwrotnej do czynnej, dzialajacej na element
dr wynosi —pdr.rsine. w? rcose, a suma momentow

S w?a’sin o cos o
- f pw? sln_a.cosar%r:li———-——
Jo

3

") Mozemy uwazaé, ze przegub sklada si¢ z poziomego czopa,
nalezacego do osi, i ucha, nalezgcego do sztaby. Jezeli ucho ma sig
obraca¢ swobodnie okolo czopa, to jego $rednica wewnelrzna musi
by¢ cokolwiek wigksza od $rednicy czopa, a zalem ucho styka sig
z czopem tylko na jednej tworzacej. Reakcya posiada punkt przylo-
zenia na tej tworzgeej i dziatla na wspdlnej normalnej do obydwdch
powierzehni. Czop moze si¢ styka¢ z uchem wedtug kazdej ze swych
tworzgeych, a zalem moze wywiera¢ reakeye w kazdym kierunku,
prostopadiym do swej osi.
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Tworzymy réwnania réownowagi, t. j. bierzemy rzuty na
osi oraz momenty wzgledem nich sit zewngtrznych i odwrot-
tnych do czynnych.

2 42 gf
pw?a®sinea
S e o

5——=0. By=0, B-Q=0
Qasine  po?a®sin o cosa
2 3 s

W réwnaniu ostatniem mamy sume momentéw wzgledem osi i3
wzgledem osi pozostalych momenty wszystkich sit sg zerami.
Z ostatniego réwnania wynika, ze
3
0?= Q

opacose T T T (1,
a zatem bedzie

_ 3Qtana
R et

) Ry“”a R,=Q.

Wida¢ stad, ze reakeya lezy w plaszezyznie rysunku i tworzy

z pionem kat »—aictan[gﬁgﬁ).

Warto jest jeszcze zwrici¢ uwage na rownanie (1), Gdy

0.=0, to w= \/2992 \/3—%, a zatem tylko przy wigkszych

szybkosciach kgtowych sztaba moze byé odchylona o kat ré-
zny od zera.

@ Dwie lekkie sztaby o diugo$ciach a i 2a sg potaczone

~sztywno W O pod kgtem prostym i zaopatrzone na koncach w kule,

wazgce odpowiednio @ i g Sztaby moga si¢ obraca¢ okoto O w pla-

szezyinie pionowej i wirujag ze staly szybkoscia katowa w okolo osi

pionowej, przechodzgcej przez 0, przyczem pierwsza tworzy z tg osia

staly kat. Wyznaczy¢ ten kal. Odp. Szukany kat czyni zado$¢ rowna-
1 1 am?

niu = = —

sind  cosd g’
Aby nie wprowadza¢ reakeyi w 0, nalezy wzig¢ moment sil ze-
wnqtrznych i odwroliych do eczynnych wzglgdem O.

« Prz. 2. W zwyklym kotowrocie promien kola=gq, i promlen
walu =b. Na kole i na wale sg nawinigte sznury, dzwigajace odpo-
wiednio cigzary P i @. Wyznaczy¢ przy$pieszenie cigZaru P, uwazajac
a{r{P—bQ}g

atPHQ)

mas¢ kolowrotu za znikomo maty. Odp.
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Prz. 3. Planela obraca si¢ okolo swej osi z tak wielky szybko-
dcig kytowsy, 2e ciala na jej rowniku pozornie nie majg cigzaru. Do-
wie$é, ze we wszyslkich okolicach powierzchni planety piony przy-
bierajg kierunek réownolegly do osi.

Prz, 4. Linia kolejowa idzie wzdiuz réownoleznika na szeroko-
$ei & Dwa wagony, kazdy o masie m biegng w kierunkach odwrot-
nych z szybkoscig v. Wyznaczyé réznice reakeyi, ktére te wagony
wywierajg na szyny, Odp. 4mowv cos ¥, gdzie w oznacza szybkos§¢ kato-
wig ziemi,

Prz, 5. Wagon biegnie na luku o promieniu r. Wysokos¢ srodka
ciezkoSci nad szynami=h, i szeroko$¢ toru=a. Wyznaczy¢ najwigkszqg
mozliwg szybkos¢ wagonu. Odp. \/9:_"

D
Sita odwrotna do ezynnej ——, gdzie ¢ oznacza cigzar wagonu

gr
a v szybkosé, jest przytozona w $rodku ciezkodcei, Sitami zewnetrznemi
sq ) i reakeye szyn. Rozkladamy reakeye szyny wewnetrznej na skia-

dowa poziomg H i pionows N i bierzemy momenl wzglgdem szyny
. vzh . v*h .
zewngtrznej. Wypadnie, Ze N=§%(E;—a>. Jezeli -.;Tm:, Lo wagon sie

przewrécel, bo szyna nie moze wywiera¢ reakeyi, skierowanej na dot.

Prz. 6. Soczewka wahadla o masie m jest przywigzana sznurem
o diugo$ci | do dolnego konca lekkiej pionowej sztaby, prowadzonej
bez farcia w kierunku pionowym. Do gornego konca sztaby jest przy-
wigzany inny sznur, ktory przechodzi przez maly blok i dZwiga na
koncu cigzar o masie m. Wyznaczy¢ okres malych wahan takiego wa-
badta.

Stosujac zasade d'Alemberta oddzielnie do soczewki i przeciw-
wagi i rogujac wielkosei pomocnicze, otrzymamy réwnanie

dzd X dir\2 .
[(1+cos ) &_P_HISIH dcos i (—{F) =—-2¢ sin ¥,

Pierwsza caltka tego réwnania bedzie

lw? (14 cos 2¥)=4g (cos ¥ — cos ),

gdzie 2le oznacza amplitude. Poniewaz chodzi o mate odchylenia, mo-
g2 2
temy przelo podstawic cas&:l—i i cos a:l—-%—. Odrzuciwszy prazy-

e O . : . .
tem po lewej stronie —{I-’+§- wobee 2, otrzymamy rownanie, kiore

si¢ daje latwo calkowaé. Szukany okres:Qn\/é; okres ten jest taki,

jak gdyby koniec sznura byl przyezepiony do punktu nieruchomego.
Prz. 7. Cigzka kulke osadzono na lekkim precie o diugosci g,

pret oparto drugim koncem w punkeie O zupelnie chropowatej pta-
szezyzny poziomej, przyczem tworzyl on z pionem kal «=30° Naste-
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pnie pozostawiono uklad samemu sobie. W jakiej odleglodei od O
. da 5
kulka upadnie na plaszezyzng? Odp. —\ /=.
p I yzng?  Odp 3\/3

Ruch ukiadu dzieli si¢ na dwa okresy: w pierwszym koniec
prela pozoslaje w O i plaszezyzna wywiera nafn reakeye R, w drugim
kulka porusza sig, jak punkt swobodny. Przypus$émy, ze w chwili (
pierwszego okresu pret tworzy z pionem kat 9, i jego szybkosé kalo-
wa=w, Przy pomocy zasady d’Alemberta otrzymamy réwnania

dw .
R+ maw?sin & — ma -TT- cos =0,
{
. dw |
Ry—mg-+ maw® cos ¥ +ma i sin #=0,
dw .
ma* e mygasin =0,

gdzie R, i Ry, oznaczajy skladowe poziomg i pionows reakeyi R.
” : P dw . y : .
Z irzeciego rownania wyznaczymy a i w? a nastepnie z dwoch pier-

wszych R, 1 Ry. Wypadnie, ze okres pierwszy sie konezy, gdy cos =
2cos o

3

Przyklady dotychezasowe nalezaty jeszeze do dynamiki punktu;
w dwadch nastepnych mamy do czynienia z ruchem obrotowym bryl,

Prz. 8. Cylinder o masie 2nm moze obracac¢ si¢ okolo osi po-
ziomej. Na jego najwyzszej tworzacej lezy punkt materyalny o masie
m, a wspolezynnik tarcia pomiedzy punktem i cylindrem=/f. Odchy-
lamy uklad cokolwiek od polozenia pierwotnego; o jaki kat obroci sig
cylinder, zanim punkt m zacznie sig zsuwac? -

Ruch ukfadu dzieli sie na dwa okresy; w pierwszym punkt m
pozostaje w spokoju wzgledem cylindra, i larcie nie jest calkowicie
rozwiniete. Chwile przejScia do drugiego okresu, w ktéorym punkt jest
w ruchu wzglednym, charakleryzuje ta okolicznoé¢, ze tarcie osiaga
warto$¢ jgraniezna, t. j. F=fN, gdzie F oznacza sile tarcia, a N reak-
cye normalng cylindra na punkt

Przypusémy, ze w czasie [ pierwszego okresu cylinder obrocil
sig o kat & i posiada szybko$¢ katowsg w. Stosujac zasade d’Alemberta
do punktu m, otrzymamy

d
F+ma—£i- myg sin 9=0

N +maw? — mg cos $=0.

Stosujemy nastgpnie te samg zasade do calego ukladu, a mianowicie
bierzemy momenty wszystkich sit zewngtrznych i odwrotnych do
czynnych wzglegdem osi cylindra. Wypadnie

b ridm mrz’dm-l—m a sin &=0
— A= — — nv=u,
LT, at M
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W réownaniu tem p oznacza masg¢ lypowego elementu cylindra, r jego
odleglos¢ od osi, a sumowanie rozeigga sie na caly cylinder. Oczywi-

do  dw
wiScie Iprt— T =WE'M2 lecz Epr* jest lo moment bezwladnoSci cy-
. . X 2nma® .
lindra wzgledem osi, a zatem Epri=MEk* R Znajdziemy, ze sku-

kany kal czyni zado$¢ rdwnaniu nsin & — f(n+3) cos $-2/=0.

{ Prz. 9. ) Prostokatna deska o masie M moze sie obracaé okoto
osi poziomej, przechodzacej przez $rodek cigzkodei i rownoleglej do
dwoch bokéw; dlugo$é boku prostopadlego do osi=2a. Gdy deska
zajmowala poloZenie poziome i pozostawala w spokoju, poloZono na
niej w odlegtodei ¢ od osi punkt maleryalny o masie m; wspoélezyn-

nik tarcia punktu o deskg=f. Przy jakiem nachyleniu deski do pozio-
2

mu punkt zacznie si¢ zsuwac? Odp. alclan ’+9m02

Prz. 10. Fancuch o dlugosei 2af jest zawarty w gladkiej rurce,
posiadajacej ksztalt okregu o promienin a. Rurka ta wirnje okolo $re-
dnicy pionowej z szybkoscia katowa w; wyznaczy¢ kat, ktory promien,
przechodzacy przez $rodek tancucha, tworzy z osig obrotu, gdy tan-

g
cuch pozostaje w spokoju wzglednym. Odp. $#=0, albo cosd=— "~
p il it ] gigdny p- o cos%

Jezeli aw®cos? zawiera sig pomiedzy —g i g, lo istnieje tylko jedno
polozZenie réwnowagi wzglednej.

Prz. 11. Jednorodny lancuch przechodzi przez dwa gladkie po-
ziome kolki, polozone na jednym poziomie. Ogniwa poruszajg sig
z szybko$cig slaly, przenoszac sie ze stosu, polozonego pionowo pod
lewym kolkiem o /it nizej, do slosu, polozonego pod prawym kotkiem
o h+b nizej, przyczem czes¢ lafncucha, zawarta pomiedzy kotkami,
nie zmienia postaci. Jakg krzywsy tworzy fancuch pomiedzy kolkami,
i jaka jest owa stala szybkod¢ ogniw? Odp. Krzywa jest katenoida,
a szybko§¢ wymnosi v/ bg.

Niechaj S; oznacza napr¢zenie w najnizszym punkcie 4y krzy-
wej, a § w jakimkolwick punkcie 4. Wyznaczamy wypadkows sil,
udwrotnych do czynnych, dzialajgcyeh na czeS¢ A4,d=s. Na element

s
ds dziala sila normalna lub pv*dd, gdzie p oznacza promien krzy-

wizny, p masg jednostki diugo$ei, a ¥ kat, klory styczna tworzy z po-

‘i
ziomem. Skladowa pozioma szukanej siiy:;;_j vesinddd=pv*(1— cosi),
]

& -
a skiadowa pionowa p.f vicostrdd=pp*sind. Rownania rownowagi bedg
0
Sp— pv? (1— cos ) —8 cos =0
p.gs + pv?sin & — §'sin &=0.
Rugujac stad S, otrzymamy
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Réwnanie to dowodzi, ze szukang krzywa jest katenoida, ktérej para-
So—pvt
melr a=—i-§-— (par. 18, prz. 1).

Mozna jeszcze lalwo udowodni¢, ze lewy stos lezy na kiero-
wnicy. _

Prz. 12, Na gladkiej plaszeczyZnie poziomej umocowano w poto-
zeniu pionowem gtadkg obrecz o masie M. Na obrecz jest nawleczony
pier§cionek o masie m, przywigzany nicig do punkiu najwyzszego;
ni¢ lg wida¢ ze $rodka pod katem «. W pewnej chwili jednocze$nie
wyswobodzono obrecz i przecieto ni¢. W jakim stosunku stoi reak-
cya obreczy na pierS§cien zaraz po wyswohodzeniu do reakeyi przed

M cos «
wyswobodzeniem, Odp. -——
¥ P Mt

1%,

/108. Réwnania ruchu. Niech bedzie znown jakiekolwiek
cialo, poruszajace si¢ pod dzialaniem sit P,, P,.... Obierzmy
prostokgtny ukfad wspéirzednych i oznaczmy wspoirzedne ele-
mentu m przez a, y, z. Rzut sily czynnej elementu m na os x

nsinZe

: ; d*x : : ; Pz

iest réwny m—ry, a sily odwrotnej do czynnej —m e Su-
- o .

ma takich rzutdéw wyrazi sie przez HL"]W’ a suma rzutow

sit zewnetrznych na te samg o przez XLP,. Suma rzulow sit
odwrotnych do czynnych i zewnetrznych wedlug zasady d’Alem-
berta musi byé zerem, zatem

L
—¥m—s+ YP.=
. m{”z-l- P.=0
czyli Emdz"{: =3P,
1z %
rowniez Enlﬁ:ﬁﬁ, TR R R
diz
oo
Sme —=XP,

Suma momentéw sil odwrotnych do czynnych i sil ze-
wnetrznych musi byé takze zerem. Znajdziemy z fatwo-
$cig wedlug par. 12, Zze wzgledem osi z pierwsza wynosi

d’y  dz

2
- M\ T——

e Yae) ? druga X(zP,—yP,), a zatem
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Lm( &y d a,) - X Py — yPo)

ar ~Yae
d’z &y, . p
Smyr —=od)=3@P-zP) . L (@)
d*x d?
|z PO dt‘ﬂ) Y(z P, —xP,)

Obydwie grupy réwnan sg wazne dla wszelkich cial,
sztywnych i niesztywnych, ale w przypadku ciala sziyw;aégo
te sze$¢ rownan okreslaja ruch catkowicie, jezeli sg dané wa-
runki poczatkowe. Przekonamy sie¢ zaraz, ze tak jest istoinie.

Obierzmy w ciele sztywnem, ktorego ruch mamy’ zbadaé,
prostokatny uklad wspélrzednych &, 7, {, zwigzany stale z tem
cialem i poruszajacy sig wraz z niem. Jezeli np. ciato jest sze-
$cianem, to uklad taki moga tworzyé trzy krawedzie, wycho-
dzgce ze wspdlnego wierzchotka, Gdy dane jest polozenie tego
-ukladu & w ukiadzie nieruchomym zyz, to oczywiscie polo-
zenie ciala jest catkowicie okre$lone. Ilez do tego potrzeba
wielko$ci niezaleznych? f

Przedewszystkiem potrzebne sg wSpéhjzgdne poczatku ukia-
du &qf w ukladzie ayz; oznaczmy je pfzez Ty, Yoy 2, Procz
tego potrzeba mieé¢ katy kierunkowe osi & 7 i £ Katow tych
jest dziewigé, ale nie sy one niezalezne jedne od drugich. Za-
chodza pomiedzy nimi trzy zwiazki typu

cos *a + cos *B +cos =1,
oraz trzy zwigzki typu
COS o, COS ¢y + cos 3, cos B4 cos 7, cos 1, =03

te ostatnie warunkuja prostokgtnosé uktadu. Przy pomocy tych
sze$ciu zwigzkéw mozna sze$é z owych katéw kierunkowych
wyrazi¢ w funkeyach trzech pozostatych. Wypada wiec, 7e sg
niezbedne tylko trzy katy kierunkowe, ktore wraz ze wspol-
rzgdnemi x,, y,, z, calkowicie okreslaja polozenie ukladu &t
Te szes¢ wielkosci sa niezalezne jedne od drugich i nazywaja
sie wspolrzednemi ciata sztijwnego.

Wspélrzedne kazdego elementu ciata w uktadzie 7€ nie
zmieniajg sie podczas ruchu, i mozna je uwazaé za znane,
a majgc je, mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne tego elementu
w ulkladzie axyz w funkecyach owych sze$ciu wspoélrzednych
ciata, Gdy nastepnie wstawimy te funkeye w réwnania (1) i (2),
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to otrzymamy szes¢ réwnan, zawierajgcych siedm wielkosci
zmiennych, a mianowicie sze$¢ wspotrzednych ciala oraz zmien-
ng I Réwnania te pozwalajg wyrazié¢ kazda ze wspotrzednych
ciala w funkeyi {, a zatem okreslajg ruch ciata.

Opisany spos6b postgpowania bylby wysoce niedogodny,
i dla tego tez réwnan (1) i-(2) nie uzywamy do rozwigzywa-
nia poszczegélnych zagadnien dynamicznych. S3 one waine
tylko pod tym wzgledem, Ze mozna z nich wyciagna¢ pewne
wnioski ogdlne o ruchu cial, Jdk zobaczymy w paragrafach naj-
blizszych.

109. Ruch $rodka masy. Niech bedzie jakiekolwiek ciato,
sztywne lub niesztywne, albo nawet uktad zlozony z wigkszej
liczby cial. Obierzmy prostokginy nieruchomy ukfad wspol-
rzednych i oznaczmy wspoéirzedne srodka cigzkosei ciata, albo
ukladu przez @y, vy, z,. Wiemy, ze Mz,=YImz, gdzie M ozna-
cza mase calkowitg.

Jezeli ciato sie porusza, to z, oraz wszystkie « sq zmien-
ne, natomiast M i wszystkie m sa stale. Rozniczkujge to r6-
wnanie, \otrzymamy
' dxy, o dz
dat* dee’
oraz dwa analogiczne zwigzki dla y, i z,.

Przy pomocy tych zwigzkéw mozemy réwnania (1) para-
grafu poprzedzajacego przeksztalcié tak:

2
Lo _sp., uSU-3p, M7

Wyobrazmy sobie, ze cala masa ciata zostala skoncentro-
wana w $rodku ciezkosei, i sily Py, P,.., t. J. wszystkie sily
zewnelrzne, zostaly przeniesione rownolegle do tego punktu.
Trzy ostatnie réwnania sg wlasnie réwnaniami ruchu takiego
wyobrazalnego punktu. Mozemy wiec powiedzie¢, ze Srodek
masy ciata, albo ukladu, porusza sig tak, jak gdyby cala masa
byta w nim skoncentrowana 1 “wszystkie 'i-Ih; zewnetrzne. przenie-
sione don rownolegle.

Twierdzenie to nazywa si¢ zwykle zasadq ruchu_srodka
masy albo srodka ciezkosci. Wynika z niego bezposrednio, ze
sily wewnelrzne ukladu nie wywieraja wplywu na ruch $rodka
masy, jakkolwiek moga wywolaé ruch poszezegélnych czesci

M—=

d? zn Y
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uktadu wzgledem tego srodka. Podajemy tu pare zwykle przy-
taczanych ilustracyi.

{Przypusémy, ze pocisk wybuchowy zostal wyrzucony
w prozni. Jego s$rodek ciezkosci porusza si¢ tak, jak gdyby
byt swobodnym punkiem materyalnym, a wigc zatacza para-
bole. Jezeli podczas tego ruchu nastapi eksplozya, to odtamki
rozlecg si¢ na wszystkie strony, ale weiaz bedzie istnial $rodek
cigzkosci wszystkich odtamkéw. Punkt ten bedzie w dalszym
ciggu obiegal parabole, gdyz sily, wywolujgce eksplozye, jako
wewnetrzne, nie wywarly wplywu na ruch jego. Ruch $rodka
ciezkosci ulegnie zmianie dopiero wtedy, gdy pierwszy odfia-
mek upadnie na ziemig; zmiana ta bedzie nastepstwem dzia-
tania nowej sily zewnetrznej, a mianowicie reakeyi gruntu.

Wyobrazmy sobie, ze cztowiek znalazl si¢ w przestrzeni,
w ktérej zadne sity nan nie dzialajg. Moze on poruszaé kon-
czynami i glows, ale sity, wywolujace te ruchy, sa sitami we-
wnetrznemi ciala, a zalem nie b@dzze on w stanie pnesungc
swego srodka clqzkoém

Gdy istota zyjaca plagme nadaé przyspieszenie swemu
$rodkowi ciezkos$ci, to wywiera sile na jedno z cial otaczaja-
cych; reakeya tego ciala/wywoluje pozadane przyépieszenie
srodka ciezkoscei.

Przypusémy, ze czlowiek, stojacy na podiodze poziomej,
chee uezynié krok naprzéd. W tym celu wysuwa on naprzéd
prawa noge. Gdyby podloga byla doskonale gladka, to srodek
cigzkosei musialby pozostaé w spokoju, gdyz niebyloby tu za-
dnej zewnetrznej sily poziomej; a wiec lewa noga przesunelaby
sie. w tyl. Na podiodze chropowatej lewa noga réwniez usituje
przesung¢ sie w tyt, t. j. wywiera na podloge sile poziomg,
czyli sife tarcia, a wigc skierowana w tyl. Podloga dziata na
stope z sita réwna i odwrolna, skierowana naprzod; jest to sita
zewnetrzna, i pod jej dziataniem $rodek ciezkosci otrzymuje
przyépiesaenie.

Ptak podczas lotu, poruszajac skrzydtami, wywiera sily
na otaczajace powietrze, a reakeya powietrza nadaje przyspie-
szenie jego Srodkowi ciezkosci. W podobny sposéb ryba poru-
sza sie w wodzie.

Para sil, dzialajaca na cialo szlywne, nie moze nadac
przyspieszenia s$rodkowi ciezkosei tego ciala. Jezeli zatem na
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ciato zadne inne sily nie dzialajy, to wynikiem bedzie ruch
obrotowy okolo osi, przechodzacej przez $rodek ciezkoéei, albo
raczej ruch kulisty okolo tego punktu,

Magnetyzm ziemski wywiera na magnes pare sil, a zatem
magnes, umieszczony w magnetycznem polu ziemskiem, otrzy-
muje ruch obrotowy.

Prz. 1. Czlowiek stoi na zupelnie gladkim stole; wskazaé, w jaki
sposéb moglthy on zej$¢ na podloge.

_ (Prz. ’2'.) Przez gladki poziomy kolek przechodzi sznur, na kio-
rego koncach wiszg masy M i m. Wyznaczyé przy$pieszenie $rodka
cigzkosci tych mas, a nastepnie reakeye, ktorg kolek wywiera na

Sznur. Odp. Reakcya —.:L%JTE

+m
Prz. 3. Na zupelnie gladkiej podlodze ustawiono w plaszezyinie
pionowej poltkolisty tarcze o promieniu a. Tarcza opiera sig¢ o pedloge
punktem P obwodu, a promien, przechodzgcy przez P, tworzy z pod-
stawa kat «. Gdzie si¢ znajdzie w pierwszej chwili Srodek chwilowy,
gdy tarcza zostanie wyswobodzona? Odp. Na pionie, przechodzacym

przez P, w odleglodci {_33“451[12111.

T
Prz. 4. Plaska plyla wisi w plaszezyznie pionowej na dwéch
sznurach pionowych. Gdzie bedzie lezal w pierwszej chwili $rodek
chwilowy, gdy jeden ze sznuréw sig zerwie?
Prz. 5. Nadajemy prostej sztabie potozenie pochyle, opierajac
jeden koniec o gladka podloge. Okaza¢, ze gdy wyswobodzimy sztabe,
to lorem drugiego konca bedzie elipsa.

@ Trzy jednakowe punkty materyalne 4, B, C sq polgczone
nierozciggalna nicig tak, ze 4 B=BC. Z poczatku punkt 4 jest umoco-
wany, a dwa pozostate kraza kolo niego, i ni¢ jest wyprostowana. W ja-
kim stosunku zmienia si¢ naprezenia obydwodeh ezeSei nieci, gdy wy-
swobodzimy punkt 4? Odp. W 4B naprezenie spadnie do /3, a w BC
do /..

:110. Ruch ciata sztywnego. Zastosujemy wyniki, osig-
gniete w ostatnich paragrafach, do ciala sztywnego. Ruch jego
roztozymy mna ruch postepowy, zgodny z ruchem srodka cigz-
koéei, i na ruch kulisty, ktérego $rodkiem ma by¢ s$rodek
ciezkodci. Innemi stowy bedziemy rozwazali osobno ruch srod-
ka ciezkosci i ruch ciata wzgledem srodka ciezkosci.

W tym celu obierzemy dwa ukiady wspéirzednych, jeden
nieruchomy ayz i drugi ruchomy &qf. Poczatkiem drugiego
niech bedzie $rodek cigzkosci, i uktad ten ma bra¢ undzial je-



