NI SZKIELET DYNAMICZNY CIAEA.

95. Przedmiot rozdziatu. Zasadnicze zagadnienie dyna-
miki cial sztywnych jest takie: majac dane cialo sztywne oraz
sily na nie dzialajace, wyznaczyé ruch tego cialo. Aby zaga-
dnienie takie rozwigzaé¢ trzeba przedewszyslkiem wiedzieé, jak
jest w ciele rozlozona masa, czyli znaé¢ jego budowe dyna-
miczna, ,

“Wéréd ciat sztywnych mozliwa jest nieograniczona roz-
maito$¢ ksztaltow, a wsréd ciat niejednorodnych o jednako-
wych ksztattach mozliwa jest jeszeze nieograniczona réznoro-
dno$¢ w rozkladzie mas. Pomimo to jednak wszystkie ciata
sztywne wykazuja w swej budowie dynamicznej pewne wspdl-
ne rysy. Moznaby powiedzieé, ze kazde cialo sztywne posiada
jakby szkielet dynamiczny, i szkielety wszystkich cial sg zbu-
dowane na jedna modle, jak na jedna modle sa zbudowane
szkielely wszystkich zwierzgt kregowych.

Przedmiotem niniejszego rozdzialu ma byé wlasnie opis
budowy dynamicznej ciala sztywnego. Punktem wyjscia bedzie
pojecie momentu bezwladnosci, albo momentu drugiego rzedu.
Na poczgtku poznamy trzy rodzaje tych momentéw, a miano-
wicie moment wzgledem plaszezyzny, moment wzgledem prosiej
albo osi i moment wzgledem punktu, albo $rodka. o e T

 Wiasciwie w zagadnieniach dynamicznych beda potrzebne
tylko momenty wzgledem osi, ale pomiedzy wymienionymi ro-
dzajami zachodza pewne proste zwigzki, ktére ulatwiaja w du-
zym stopniu wyznaczanie momentow; dla tego tez wypada po-
zna¢ i dwa rodzaje pozostale. Nastepnie poznamy jeszcze czwarly
rodzaj momentu drugiego rzedu, a mianowicie tak zwany mo-
- ment odsrodkowy, albo dewiacyjny. o
Wypada zauwazyé, Ze wyraz moment zostal tu uiyty
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w zupeinie innem znaczeniu, niz np. w par. 9. Moment bez-
whadnosei nie jest weale wektorem, lecz jest skalarem,

et —_ e

96. Moment wzgledem plaszezyzny. Niech bedzie ja-
kies ciato sztywne i jakas plaszezyzna P. Podzielmy to cialo
na tak male elementy, aby kazdy z nich mozna bylo uwazac

é

za punkt. Masy ieli niech beda m,, m,..., a odleglosci od pla--

szezvzny Pz, z, ... Odleglosciom tym przypisujemy znaki po-
dobnie, jak odleglosciom od plaszezyzn wspélrzednych. Iloczyn
mz*® nazywa sieg momenlem bezwtadnosci elemenlu m wzgledem
“Tpldszezyzny P, a suma wszystkich iloczyndw takich, t. j. mz,*+
+myz,? +...=2Emz? zowie sie momentem bezwladnosel ciata wzgle-
dem tejze plaszczyznj).
Oznaczmy mase calego ciata, czyli 8m przez M i obierz-
my tak diugosé k, aby byto
Ml*=Emz? .
Ta dlugosé k nazywa sie raniieﬁt’é;"ir_-r._'_r_l-:'q_.-;u}{u:1;_:9:2_;-.;' ciata "'v'.‘zglc;-E
dem plaszezyzny P. T ‘
Wyobrazmy sobie, ze cala masa ciala zostala rozlozona
na plaszezyznie P', réwnoleglej do P i polozonej od niej w od-
leglosci k. Oczywiscie ta plaska warstwa masy miataby wzgle-
dem P taki sam moment bezwladnosci, jak ciato dane.
Poprowadzmy jeszcze przez $rodek ciezkosci, albo raczej
przez $rodek- masy ciala*), plaszczyzne P, réwnoleglta do P,
i oznaczmy przez z, odleglosé pierwszej od drugiej, a przez (,,
€y ..., odleglosci punktéw my, m, ... od P,. Oczywidcie z=C+z,,
i 22=02+4 7,242z, albo
mz?=mt*+4 mzy +2z;me .
Utworzmy takie réwnania dla wszystkich elementow ciata i do-
dajmy je stronami. Wypadnie
Emz?=3ImG* +Zmz? + X2mzf .
Drugi wyraz prawej strony=z,’Y¥m=Mz2 a wyraz trzeci=
=2z,5m€. Lecz Yml jest to tak zw. moment slatyczny, czyli

S — B

) Srodek masy i S$rodek ciezkodci nie sy synonimami, ponie-
waz jednak w zakresie zjawisk mechanicznych, z ktoremi mamy do
czynienia na powierzchni ziemi, §rodek masy jest zawsze $rodkiem

cigzkosei, nie bedg przeto nadal czynil réznicy pomigdzy tymi termi--

nami, postugujac sie przewaznie drugim.
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moment pierwszego rzedu, wzgledem plaszczyzny Py, a ze sta-

tyki wiadomo, ze moment taki wzgledem plaszczyzny, przecho-

dzacej przez $rodek masy, jest zerem. Bedzie wiec
Em2?=EmQLlz? . . . . . . . (1)

Twierdzenie, zawarle w tym wzorze, mozna wypowiedzieé
tak: aby otrzymaé moment bezwtadnosci wzgledem plaszezyzny P,
(rzeba do momentn wzgledem plaszezyzny rownoleglej, przecho-
dzqceej przez Srodel cigezkodel, dodué moment masy ciata, skoncen-.
frowane] w Srodku cigzkoscl, wzgledem P,

Oczywiscie ze wszystkich plaszezyzn réwnoleglyeh naj-
mniejszy moment odpowiada plaszczyznie, przechodzycej przegz
srodek ciezkosei.

Réwnanie (1) mozna jeszcze napisaé w postaci Mk?=
= Mk,®+ Mz,?, gdzie k, oznacza rami¢ bezwladnosci wzgledem
plaszezyzny P,; zatem

R=kl+zd . . . . . . . (2

97. Moment wzgledem osi. Niech bedzie znowu cialo
sztywne i jakas prosta z. Odleglosci elementéw my, m,... od z
oznaczymy przez ry, ry.... lloczyn mr? zowie sie¢ momentem bez-
wladnosci elementu m wzgledem osi z, a Ymr® momentem bez-
wladnosei ciata wzgledem lejze osi.

Jezeli MI2=Y¥mr? to k nazywa sie ramieniem beziwtadnosci
ciata wzyledem ost z. Gdyby$my rozlozyli mase ciata na po-
wierzchni prostego eylindra, ktérego osia jesl prosta z, a pro-
mien jest réwny k, to taka warstwa cylindryczna mialaby
wzgledem z taki sam moment bezwiadnoéei, jak cialo dane.

Pomiedzy momentami wzgledem prostych i plaszczyzn
zachodzi prosty zwiazek, Poprowadzmy przez o$ z dwie pla-
szezyzny P, i Py, tworzgce kat prosty, i niech x, gy oznaczajg
odleglosci elementu m od tych plaszczyzn. Oczywiscie r?=a?+
+y?, albo

mri=mx?+my? .
Takie rdwnanie odpowiada kazdemu elementowi; sumujgc je,
olrzymamy

Emr2=}lmxj+>‘l_my“ § wr @ o s Wik

) A S
Znaczy to. ze moment bezwtadnosci wzgledem _osi jest réwny
sumie _momenltéw wzgledem dwéch ptaszczyzn, przechodzqeych
przez g o$ @ prostopadtych do siebie.
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Oznaczajac przez Lk, i L, ramiona bezwladnodei ciala
wzgledem P, i P,, znajdziemy, ze

B=lgbhrld . o o w5 - ow (@)

Poplow'IdZmy przez Srodek ciezkosci ciala prosta ¢ ro-
wnolegla do z. Odleglosé pomiedzy prostemi z i { oznaczmy
przez Xy, a momenty bezwladnosei wzgledem nich odpowic-
duio przez I, I,. Poprowadzmy pricz tego trzy plaszezyzny,
a mianowicie plaszczyzne Q, przechodzaca przez z i £ oraz
plaszezyzny P, P,, prostopadle do @ i przechodzace odpowie-
dnio przez z i . Momenty bezwladnosei ciata wzgledem pla-
szezyzn Q, P, P, oznaczymy odpowiednio przez K, L, L.
W mysl tylko co dowiedzionego twierdzenia

TRl 1 LeRil

Rugujac stad K, otrzymamy I=I,+L—L,. Lecz wedlug twier-
dzenia, ktére poznaliSmy w paragrafie poprzedzajacym L — L,=

= Mz,?, a zatem
—" ZI:I(,JFM%?J. L

Pragnqc olrzymaé moment bezwladnosci _wzgledem osi z, lrzeba
do momentu wzgledem prostej, przechodzqcej przez $rodek ciezlo-
sei 1 rownoleglej do z, dodaé_moment masy ciata, skoncentrowane]
w $rodku cietkodei, wzgledem z.

Ze wszystkich  prostych réwnoleglych oczywiscie naJ,mee;v__
szy moment odpowiada tej, ktéra przechodzi przez § ' cigt~
k(i(‘:l X . 3 d M ?@ ‘//?

Oznaczajac przez k, ramie bezwladnosci claft& wzglgdem \\

e
o
osi z;, przeksztalcimy réwnanie (2) na _ r:;l
(3) =
&)

d=e b an®

’..x

98. Moment wzgledem punktun. Momentem bezwtadnosei N

ciata wzgledem punktu O nazywamy Imr?, gdzie Hli,“{{l2 . ozna-y 5
czaja masy elementéw, a ry, ry.. ich odlegtosci od 0. *=Jese
M) =2Emr?, lo k zowie sie 1amieniem bezwladnosei wzgledem O.
Gdyhﬁmy cata mase ciala roztozyli na powierzehni kuli, kto-
rej $rodkiem jest punkt O, a promien jest réwny k, to mo-
ment bezwtadnodci takie] warstwy kulistej wzglgdem O bylby
rowny momentowi ciafa.

Obierzmy 0 za poczgtek prostokgtnego uktadu wspdlrze-
dnych i oznaczmy przez x, y, z wspéirzedne elementu m.
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Oczywidcie r?=ax’+ y*+z%, albo
mr?=max?+my?+mz*.
Sumujge wszystkie takie réwnunia, olrzymamy

\Emr*=Err1m2+2311y2+2f1122 : I R O )
Yma? jest to moment Dbezwladnosci wzgledem plaszezyzny yz

it d., a zatem twierdzenie, zawarte w (1), wypowiemy tak:
moment bezwtadno$el wzgledem punklu_jest réwny sumie momen-
tow  bezwtadnosei wzgledem Irzech ptaszezyzn, przechodzqcych
przez Ten punkt i prostopadlych do siebie.

Ostatnie réwnanie przekszlatca si¢ latwo na

!\'2 - kygg + f\'g;gg + ‘f“m‘yﬂ ] . . “ 3 . . (2),

gdzie Ry, Ky, ky oznaczaja ramiona bezwladnodei wzgledem
plaszezyzn yz, za, ay.

Oznaczmy moment bezwladnosei ciata wzgledem punktu
O przez I, momenty wzgledem plaszezyzn yz, za, ay przez I,
I, I,, i wreszcie momenty wizgledem prostych x, y, z przez
I.r.: I!H Ix‘ :

Na zasadzie (1) w paragrafiie poprzedzajacym napiszemy

L=1+1, IL=1,+1, L=I,+1,.
Gdy dodamy te réwnania stronami, to wypadnie
L+ I+ I=21,+1,+L,

lub LAT AL el o ¢ oo v w5 (8)
gdyz wedtug (1) I, + I, +1,=1

Wz2

99. Wyznaczanie momentéw bezwladno$eci. Przy po-
mocy twierdzen powyzszych wyznaczymy momenty lub ramio-
na bezwiladnosei kilku cial, z ktéremi bedziemy mieli do czy-
nienia w dalszym ciggu. We wszystkich rozwazanych przypad-
kach nalezy uwazaé ciala za jednorodne.

Sztaba. Naprzéd wyznaczymy moment bezwladnodei ciep-
B S kiej prostej sztaby o dlugosgi

| 2a_wzgledem prostej_y, prze-

chodzace] przez srodek cigz-

: o dei 0 i prostopadiej do szta-

o by, albo wzgledem punktu O,

'y bo w danym przypadku jest
Fig. 54. to wszystko jedno.

:;1—— x —-s,a’x.‘;_.




\
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Dzielimy sztabe na nieskonczenie mate elementy da; masa
takiego elementu jest réwna pdx, gdzie p oznacza mase jednostki
dlugosci. Moment bezwladnodei jednego elementu wzgledem O
wynosi paiday, a zatem moment bezwladnosci sztaby

‘o
: 2p.a®
I= p.a:"t!a::—l;— ;
R 3
Poniewaz masa sztaby = 2pq, przeto na ramie Dbezwladnosci
olrzymamy wzor
g @
Ik ==
3

Kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem konca sztaby =

a s 4a®
) 3

Ptyla prostokqina. Wyznaczymy ramie bezwladnosei cien-
kiej i)_-r.)_fty prostokaine] o podstawie 2a i wysokodei 20 wzgle-
dem prostej x, przechodza- Y
cej przez $rodek ciezkosci O i
i rownolegle] do podstawy. !

W tym celu dzielimy plyte - Il

na nieskonczenie wazkie pa- 28 —-}---e—e--- '. e s b B =X
]
)
I

do @ Pasek taki mozemy
uwazaé za sztabe o dlugosci ’
2D, a zatem kwadrat jego ra- —Zg —
mienia bezwladnosci Fig. 55,

ski prostokglne, prostopadie JL g

Gdyby$my mase paska skoncentrowali w jednym punkeie w od-

leglosei L, od =, to moment bezwladnosci calego ciala wzgle-

dem tej prostej nie ulegl by zmianie. Z tego wynika, ze %, jest

rowniez ramieniem bezwladnosei plyty wzgledem osi .
Kwadrat ramienia bezwladnosci wzgledem osi y, przecho-

dzacej przez O i réwnolegle] do wysokosci, bedzie oczywiscie
at

| ot

L .

‘u 3
"~ Mozna uwazaé, ze k, i k, sa ramionami bezwladnodci
plyty wzgledem plaszezyzn, przechodzgcych odpowiednio przez

proste @, y i prostopadtych do plaszczyzny piyty, a zatem
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a +b

k24 keft= bedzie kwadratem ramienia bezwladnosel w;g]g-

dem osi, przechodzacej przez O i prostopadlej do plaszczyzny
plyty.

/ Prosty eylinder kolowy. Wyznaczymy moment bezwladno-
dei wzgledem osi cz}_i_t_@& W tym celu dzielimy cylinder na
nieskonczenie cienkie warstwy cylindryezne powierzchniami
cylindryeznemi wspoél$rodkowemi z powierzchnig cylindra. Pro-
mien jednej z nich niech bedzie rowny r, a grubosci dr; w la-
kim razie masa jej wynosi 2zrhdr. ., gdzie h oznacza wysokosé
cylindra, a p mase jednostki objetosei. Moment bezwladnodei
takiej warstwy wzgledem osi jest oczywiscie 10wuy 2mrhdr . p. 1,
a moment calego cylindra

rp hat

3

fe= f 2mp. hr¥dr =

gdzie « oznacza promien cylindra.
Poniewaz masa cylindra wynosi wpha®, przeto

k2 =g

®  Wyznaczymy jeszcze ramie bezwladnodei k; wzgledem pro-
stej, przechodzgce] przez srodek ciezkosci i prostopadlej do osi
cylindra. Poprowadzimy przez niag dwie plaszezyzny P, i P,
jedna prostopadle do osi eylindra, a druga przez te o$, i wy-
znaczymy wzgledem nich ramiona bezwladnosci k, i k,.
Mozemy uwazaé, ze cylinder sklada sie ze sztab o dlugo-
sci h, rownolegtych do osi, czyli prostopadtych do plaszezyzny
P.. Kwadrat ramienia bezwladno$ci kazdej sztaby wzgledem
tej plaszczymy=l['rl)2=E .oczywis'cie ik ”=£
3\2) T12° = 19°
Ramiona bezwladnosci wzgledem wszystkich plaszezyzn,
przechodzgcych przez o$, sa rowne, a suma kwadratéow ramion
wzgledem takich dwdch plaszezyzn nawzajem prostopadiych,
2

jest rowna k* a zatem Irb,‘*:-i:I_

Ostatecznie znajdziemy, ze
3a®+ h?

}flz = }‘.x2 <+ !‘.yﬂ = 12
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Stozek prosly. Naprzéd wyznaczymy momenl bezwladnosci
wzgledem osi. W tym celu dzielimy stozek na nieskonczenie
Cienkic warstwy plaszezyznami prostopadtemi do osi. Odleglosé
jednej z nich od wierzcholka niech bedzie réwna y, grubosé
dy, promien za$ wynosi ytane, gdzie 20 oznacza kat wierzchot-
kowy. Warstwg t¢ mozemy uwaza¢ za cylinder, zatem masa

jej=ny?tan’edy .p, a poniewaz kwadrat ramienia bezwladno-

.. yitan?o , .
sci ='~}———-2——-—, przeto moment bezwladnosei warstwy wzgledem
. myttantody .
osi =J——-—--é———'—"—&, a moment szukany
7 ['h mp tan foytdy  mp tan ‘e h
~Jo 2 - 10

Oznaczmy jeszcze przez a promien podstawy; w takim

. a
razie tano=—. 1

h’
_mpath
T
. mpath
Masa stozka wynosi 50 & zatem

3a*

s e

k= 0

Wyznaczymy jeszcze rami¢ bezwiadnosci k, wzgledem
prostej, przechodzacej przez $rodek ciezkosci i prostopadlej do
osi stozka, a w tym celu wyznaczymy naprzod moment wzgle-
dem plaszezyzny, poprowadzonej przez wierzcholek prostopa-
dle do osi. Moment bezwladnodci warstwy wyzej okreslonej=

wp tan®ah®

: "I
=ay*tanady . p.. g, moment stozka = [ T l:\n”oty*dy:——g—— 1
JN

wh¥tan®x
e
Odleglos¢ wierzchotka od $rodka cigzkosci, jak wiadomo ze sla-
3h
'Is
dem plaszczyzny, poprowadzonej przez Srodek cigzkosci prosto-
; . 8h* B3h? 3h?

padle do osi, bedzie T_(T) =30

Znajdziemy z Zlatwoscig, jak w przypadku cylindra, ze

p ) W
a kwadral ramienia bezwiladnosci = gdyz objetosé =

tyki, wynosi a zatem kwadrat ramienia bezwladnogdei wzgle-
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kwadrat ramienia hezwladnoéci wzgledem plaszezyzny, przecho-

| 2 2
dzacej przez oé,—iﬁ— 2——2\—6—, a zalem
. 8a®  3h* 124*+3h°
1790 T80 80

Kula.  Chodzi tu o ramie bezwladnosci &k wzgledem $re- -
_ﬂh—T;(:Z naprzod wyznaczymy moment bezwladnosci wzgle-
dem érodka. W tym celu dzielimy kule na nieskonczenie cien-
kie warstwy powierzchniami kulistemi, wspétsrodkowemi z da-
na, Niech promien jednej z takich warstw bedzie r, a gru-
bo$é dr. Objetosé wyniesie 4ar’dr, a masa 4zr’dr. p. Oczywiscie
moment bezwhdnosc: walstwy W?g,lc;.{lem srodka =4mridr. .. r?,

1L

a momenl kuli=

, gdzie a oznacza promien.

Kwadrat ramiema bezwladnosm w&gl@dcm srodka réwna sie
dapa® dmpa®  3a?

B~ .3 5
Kwadrat ramienia bezwladnodci wzgledem plaszezyzny,
2 I LA
przechodzacej przez s'rodek-:—a—s-— 3-;)—, i zatem “nf{ i it

A

2 2 \
|) ]

W przykladach nizej podanych chodzi o momenty bez-
wiadnosei linii, pdl i bryl. Nalezy zawsze uwazaé, ze te linie,
pola i bryly sa réwnomiernie okryte lub wypeinione masg.

Prz. 1. Wyznaezyé kwadral ramienia bezwladno$ei okregu kola

o promieniu a wzglgdem osi, przechodzacej przez Srodek i prostopa-
o L@
diej do plaszezyzny kola, a takze wzglgdem Srednicy. Odp. a* i 5

Prz. 2. Wyznaczy¢ rami¢ bezwladnosei réwnolegloboku o wy-

sokosei h wzgledem prostej, przechodzacej przez Srodek i rownoleglej
2

h
do podstawy. Odp. k“—u

Dzielge pole rownolegloboku na wazkie paski rownolegle do
podstawy, dowiedziemy lalwo, ze moment jego jest rowny momentowi
prostokata, posiadajacego le samg podstawe i wysokosé.

Prz. 3. Wyznaczy¢ ramie bezwladnoscei tréjkata o wysokosei h
2

wzglgdem podstawy. Odp. k=—

Dopelniamy trojkat do réwnolegtoboku. Momenly bezwiladnosci
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obydwoch trojkatow wzgledem prostej, przechodzacej przez $rodek
i rownoleglej do podstawy sa rowne, zatem moment jednego jest ro-
wny potowie momentu réownolegloboku., Stad przejdziemy przy po-
mocy twierdzenia z par. 97 do momentu (lub ramienia) wzgledem osi
réwnoleglej przez $rodek cigzkosci i wreszeie do momentu wzgledem
podstawy. Roéwnie latwo mozna wyznaczy¢ ramie zapomoca catko-
wania.

Prz. 4. Wyznaczy¢ rami¢ bezwladnosei (rdjkata 4,4,4, wzgle-
dem pl‘ostcj,1)1'zech0dzqcej przez A; w odlegto$ei a;, @, od wierzchol-
kow 4,, 4;. Odp. k= al m},“ﬁ-az

]

Moment bezwiladnoSci lrojkata 4,4,4; bedzie oczywideie rowny
réznicy momentéw trojkalow Bd.A; i Bdids, gdzie B oznacza prze-
cigeie proslej danej z 4,4,.

Prz. 5. Wyznaczy¢ rami¢ bezwladnoSei tarezy kolowej o pro-

Sl
mieniu a wzgledem stycznej. Odp. k'—’:%—.

( Prz. 6 Wyznaczy¢ ramig bezwladnosei plyty polkolistej o pro-
mienin @, wzgledem prostej, przechodzycej przez $rodek cigzkodci
_— - 1 1«

i rownoleglej do podstawy Odp. f"’=ﬂ2(;‘—§';‘)

Prz. 7. Wyznaczy¢ ramiona bezwladioSei pola elipsy wzgledem
duzej osi, malej osi, a takie wzgledem prostej, przechodzgcej przez
Srodek i prostopadlej do plaszezyzny krzywej. Odp. Kwadraly szuka-

P oar a4 b?

nych ramion wynosza odpowiednio D) —4 , gdzie 2a i 2b ozna-
czajg dlugosei osi duzej i malej.

Ze wzgledéw symetryi wynika, ze wyrazenia na ramiona bez-
wiadnosci wzgledem osi muszg byé symetryczne wzgledem a i b, Mo-
ment wzgledem duzej osi daje sig latwo wyznaczyé bhez calkowania,
Uwazamy elipse za rzut kota, polozonego w plaszezyznie, przechodzy-

cej przez te o$ i nachylonej do plaszezyzny elipsy pod katem o=
=nrqcns(g). Elementowi dS pola kola, polozonemu w odleglosei y

od osi, odpowiada eclemenl dScose elipsy, polozony w odleglosei
yeosw Z lego wynika, ze moment bezwladnodci elipsy jest cos?a
razy wigkszy od momentu kola.

Prz. 8. Wyznaczyé ramiona bezwladnosci tuku kotowego o diu-
gosei 2as (promien kola=a) wzgledem Srednicy, przechodziycej przez
grodek luku, a takze wzgledem prostej, przechodzgcej przez Srodek

A 7 a? sin 2a,
cigzkoéei i prostopadiej do plaszezyzny kola. Odp. F(l___"

e /
(-

sin®u

Prz, 9.) Granice cienkiej plyty stanowi parabola y*=dpx i prosla
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prostopadla do osi paraboli, przeprowadzona w odlegloSei ¢ od wierz-
cholka. Wyznaczyé ramiona bhezwladnodci wzgledem osi i wzgledem
. . dep 3¢t
styeznej w wierzcholku. Odp. 5T
{ Prz. 10.) Wyznaczy¢ rami¢ bezwladnosei polkuli o promieniu «
o 13a?
wzgledem stycznej w wierzehotku, Odp. 50

. a g 2
Prz, 11. Wyznaczy¢ ramig bezwiladnosel elipsoidy E+%+§_—_
. b24-¢?
wzgledem osi @ Odp. =z

Prz. 12. Wyznaczyé rami¢ bezwladno$ei paraboloidy obrotu,
D =
w ktdrej promien podstawy=0, wzgledem osi obrotu. Odp. 3

Prz. 13, Wyznaczy¢ ramiona bezwladnos$ei lemniskaly (r*=a?cos2y)
wzgledem obydwdch osi. Odp. Kwadraty szukanych ramion wzgle-

e 4
dem osi przecinajacej pole krzywej i nic przecinajgcej sq.-—(— - —) .

8\2 3
.u’(z_{:f)
ATV

Najlepiej bedzie wyznaczy¢ naprzdd moment wzgledem bieguna
czyli wezla, naslgpnie wzglgdem osi nie przecinajycej i z tego obra-
chowa¢ moment wzgledem drugiej. Pole lemniskaty (obydwodch pe-
Hie)=d.

. iz, 14; Wyznaczy¢ ramie¢ bezwladno$el szeSciennego pudetka
. cienkich $eianach i krawedzi a wzgledem krawedzi. Odp. E:Jrf

’

/100. Osi gkéwne. Niech bedzie ecialo szlywne, jakakol-
wiek i]-!'aszczyzna P i w tej plaszezyznie jakikolwiek punkt O.
Skierujmy uwage na fe prosle, ktére w plaszezyinie P prze-
chodza przez punkt O, czyli na pek promieni 0. Kaidej z tych
prostych odpowiada pewien moment bezwladnodei ciata. Wy-
roznimy z posréd nich dwie, a mianowicie te, ktérej odpo-
wiada moment najwigkszy, i le, klorej odpowiada moment
najmniejszy. Nazwiemy je osiami najwiekszego i najmniejszego
momentu punktu O w ptaszczyinie P. Zobaczymy, jaki kat two-
rzg le proste.

W tym celu obieramy O za poczatek ukladu prostokgt-
nego, a P za plaszezyzng ay. W takim razie o§ z bedzie pro-
stopadla do P. Oznaczmy przez I, I,, I,, I momenty bez-
wladnosci ciala wzgledem prostych a, y, z, oraz wzgledem
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punktu O. Wedlug (8) w par. 98 I + I+ I,=2I, a zatem
L+1,=2I-1.,.

Wyobrazmy sobie teraz, ze uktad wspoélrzednyeh obraca
sie¢ okolo osi z, ale ciato i plaszczyzna P pozoslaja w spokoju.
Podeczas tego ruchu I, i 1, si¢ zmieniajg, ale suma ich pozo-
slaje stala, gdyz ani 1 ani I, nie ulegaja zmianom. Z tego
wynika, ze gdy I, osiggnie warto$¢ najwieksza, to I, przybierze
warto$¢ najmniejszg, to znaczy, gdy o$ a zajmie polozenie osi
najwigkszego momentu, to 0§ y zajmie wlasnie polozenie osi
najmniejszego momentu. Tak wieec osi najwiegkszego i najmniej-
Szego momentu tworzq kql prosly.

Zwrdémy teraz uwage na wszystkie proste, ktére przecho-

dza w przestrzeni przez O, czyli na snop promieni 0. Wyré-
znimy znowu z posréd tych prostych dwie, ktérym odpowia-
dajag momenty najwiekszy i najmniejszy. Nazwiemy je osiami
najwigkszego i najmniejszego _momentu punkiu O_i oznaczymy
przez a 1 b. Sg one réwniez osiami najwigkszego i najmniej-
szego momentu punktu O w plaszezyinie ab, a zatem w mysl
wyze] dowiedzionego twierdzenia sg do siebie prostopadte.
' Poprowadzmy jeszcze trzecig prostg ¢ prostopadiy do pla-
szezyzny ab. Bedzie ona oczywiscie osia najwiekszego momentu
w plaszezyZnie bc i osig najmniejszego momentu w plaszczy-
4nie ca. Te trzy proste a, b i ¢ nazywam si osz'ami townemi
punktu O, a ]eZe—O jest Srodkie jami-_gld
wnemi_ciatq,

Osi gléwne odgrywajg wazng rolg w dynamice ciafa szty-

wnego. Stanowig one wilasnie ten szkielet dynamiczny ciafa,
o ktérym byta wzmianka w par. 95.
L 101. Moment ods$rodkewy. Niech bedzie cialo sztywne
i prostokatny uktad wspotrzednych. Nazywamy momentem od-
grodkowym albo momentem dewiacyjnym ciala wzgledem osi
X, y sume mya,y;+myxyy,+..., czyli Emay. Réwniez Ymyz
i Y¥mza nazywajy sie momentami odsrodkowymi wzgledem
WyiZ 1

Moment ods:odkowy posiada ten sam wymiar, co i mo-
menty bezwladnosci, "a mianowicie ML? jest to wigc takze
moment drugiego rzedu, czyli rodzaj momentu bezwladnosci;
jednak pod pewnym wzgledem rodzaj ten rozni si¢ zasadniczo
od innych.

Nauka o ruchu, 15

y
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Moment bezwladnosci wzgledem plaszezyzny, zawiera wspol-
rzedne elementéow tylko w drugich potegach, a zatem jest on
zawsze dodatni, To samo dolyczy momentdw wzgledem prostej
i punktu. Tymczasem moment odsrodkowy zawiera wspolrze-
dne w pierwszych potegach, moze wiec byé¢ ujemny a takze
rowny zeru. Okazemy zaraz na przykiadzie, ze ten ostatni
przypadek jest mozliwy.

Przypusémy, ze cialo posiada ptaszezyzne symetryi, a mia-
nowicie mechaniczng plaszezyzne symetryi. Znaczy to, ze dwa
elementy, symelryczne geometrycznie wzgledem owej plaszezy-
zny, posiadaja précz tego jednakowe masy. Obierzmy osi = i y
w plaszczyznie symetryi, i zwréémy uwage na dwa jakiekol-
wiek elementy symetryczne o masach m. Jezeli jeden z nich
posiada wspohrzedne z, y, z, to drugi z, y, —z, zatem moment
odérodkowy jednego wzgledem y, z bedzie myz, a drugiego
o myz. Z tego wynika, ze moment odérodkowy calego ciata
wzgledem osi y, z jest réwny zeru, i toz samo dolyczy mo-
mentu wzgledem z, z.

Momenty odsrodkowe cienkiej jednorodnej plyty wzgle-
dem y, z 1 z, 83 oczywiscie zerami, jezeli o$ z jest prostopa-
dta do ptlaszezyzny plyty, i poczatek lezy na plycie.

Powréémy do przypadku ogdlnego. Oznaczmy wspélrze-
“dne $rodka cigikoécii‘:‘ ciata przez a,, y,, z, i poprowadzmy
‘przez ten punkt nowe osi wspéhrzednych & 7,  réwnolegle
do poprzednich. Jezeli wspélrzedne elementu m w dawnym
ukladzie s @, y, 5, a W nowym g 1, € to

w=btdy, y=q+fo, z=b+z,
i s oy = &0+ 2y + Yok + ToYs 5
@Lbo 7 may = mén+ mayn + myek + ma,y, .
"~ T Sumujac wszystkie takie rowuanla otrzymamy
Emay=Emén + xnhu_mn o2 Emé + Ma,y,.
Mecz Emy i Em€ sa zerami, jako momenty statyczne ciala

wzgledem plaszezyzn, przechodzacych przez srodek cigzkosei,
a zatem

Imay=Emén+ Mxyy, .

Tak wigc moment odsrodkowy ciata wzgledem osi z,y jest
mwnu sumie momentu ciata wzgledem osi rowno!egz‘ych, przecho-
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dzqeych przez $rodek ciezkosci, oraz momentu masy ciata, skon-
centrowanej w $rodku cigtkosci, wzgledem x, y.
Toz samo dolyczy osi y, z 1 z, .

Prz. 1. Wyznaczy¢ moment odérodkowy prostokgla o masie M

b
i bokach «, b wzgledem bokdw. Odp. M: :

Prz. 2. Wyznaczyé moment od$rodkowy c¢wiartki kota o masie
g5 B ) - Ma
M i promieniu a wzgledem promieni granicznych. Odp. ?ﬂ— .
T
102. Moment bezwladno$ci w funkeyi katéw kierun-
kowych. Niech bedzie znowu cialo sztywne i prostokatny
uklad wspolrzednych., Momenty bezwladnodei wzgledem osi
oznaczymy przez I, I, I, a mo- > '
menty od$rodkowe przez I, [

1
;W Niech bedzie procz tego p (‘J~
sta u, przechodzaca przez poczy- A
tek i tworzaca z osiami wspol-
rzednych katy o, B, v. Mamy
wyznaczy¢é moment bezwladno-
dei I danego ciata wzgledem tej
prostej u.

Dajmy na to, ze jeden z ele-
mentow ciata o masie m zajmu-
je polozenie A(z, y,z), a odle- y

1
|
1
i
I
]
I
!
I

W

glos¢ jego AB od u niech be- A C’:
dzie réowna r. Oczywiscie Fig. 56.
P=0A 0B . . : ; . = = (1)

042 =22+ y? 1 2%, a OB jest rzutem odcinka O4 albo wieloboku

ODCA na prosta.u. Boki tego wieloboku sg odpowiednio ro-

wne @, y, z i tworzg z u katy o, @, 1, a zatem OB=x2cosa+

+ycosfB+zcosy. Wprowadzajac te wartosci do (1), otrzymamy

ri=a?+ yt+ 22— (2z cos 0.+ y cosf+zcos )

Poniewaz cos?a-+ cos?f+cos?r=1, mozemy wiec napisaé

r?= (2% + y? + z2)(cos %a: + cos 2B + cos ¥y) — (@ cos &+ y cos f + zcos 7)?
czyli = r?=(y? +z*)cos? + (2% + a?)cos *f + (22 + y?)cos 1 —
— 22y cos . cos § — 2yz cos B cos 7 — 222 COs ¥ COS 0. .

Mnozymy to przez m i sumujemy lakie réwnania dla wszyst-
kich elementéw. Wypadnie



