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on :--'I— dt;
m

znak = wyraza tu znown zgodno$¢ co do wiclkosei i kierun-
ku. Z rownania tego wynika, ze

8(mv)= Pdt;
znaczy to, ze przyrosl elementarny ilosci ruchu jest zgodny co do
wielkosel @ kiernnku z popedem elemenlarnym sily.

W twierdzeniu tem zawiera sie tak zw. zasada ilosei ru-
chu w postaci rozniczkowej. Mozemy uwazaé, ze w ciagn ka-
zdego elementu czasu sita P wylwarza nowg ilosé ruchu, kto-
ra dolgcza sie geometrycznie do dotychcezasowej ilosei ruchu
punktu materyalnego. Jezeli na punkt materyalny dziala wigk-
sza liczha sit, to kazda z nich wytwarza w czasic df przyrost
ilosei ruchu, réwny jej popedowi, i wszystkic le przyrosty do-
daja sie geomelrycznie do poprzedniej ilosei ruchu punktu.

'Oczywiscie

d(mog)= L.l
L. . przyrost elementarny ilosci ruchu w dowolnym kierunku jest
rowny popedowi elementarnemu sity w lymze kierunku. -

Mozna byloby nada¢ zasadzie powyiszej posta¢ catkows,
ale nie przyniosto by lo wyraznej korzysci.

89. Wektor G. Zasada ilosci ruchu jest szczegolnie uzy-
teczna w lym razie, gdy mamy do czynienia nie z jednym, lecz
7 wieksza liczbg punkléw materyalnych.

Niech beda punkty materyalne m,, m,... posiadajace w da-
nej chwili szybkosei vy, v,.. Moéwimy, Zze punkly te tworza
uktad punktéw materyalnyeh. Obrawszy dowolnie w przestrze-
ni punkt ‘O (nazwiemy go Srodkiem redukeyi), utwoérzmy uklad
wekloréw, posiadajacych poczatek w O i zgodnych z ilosciami
rachu punktéw my, m,... zarowno pod wzgledem wielkosei,
jak i kierunku, 72

Mamy teraz wektory mlvll, nyv,..., posiadajace wspolny
poczatek, mozemy przeto wyznaczy¢ ich wypadkowa. Oznaczymy
ja literg G' i bedziemy nazywali ilosciq ruchu uktadu my, m, ...,
lub krécej wektorem (. Oczywiscie ani wielko$¢ ani kierunek
wektora @ nie zalezy od polozenia $rodka redukeji.

Z biegiem czasu weklor G zmienia sie co do wielkosci
i kierunku, i ze zmian tych mozna wyciaga¢ pewne wnioski,

Nauka o ruchu. 13
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dotyczace ruchu ukladu. Moznaby poréwnaé ten wektor do
wskazowki przyrzadu, sygnalizujacego pewne zmiany, ktorve za-
chodzg w uktadzie punkiow. Zobaczymy, jaki wplyw wywie-
raja na wektor @ sily, dzialajace na rozne punkty ukladu.

Przypusémy wige, Ze na punkt m, nalezgcy do ukiadu,
dziata sila P. Wylworzy ona w czasie di przyrost geometrycz-
iy 8(mo) ilosei ruchu punktu m, rowny iej popedowi elemen-
tarnemu Pdl. Oczywiscie laki sam przyrost otrzyma skladowa
mv wektora G, i taki sam’ przyrost otrzyma sam wektor (7.
Tak wiee kazda sila, dzialajaca na ktérykolwiek punkt uktadu,
wylwarza co dt sek. pewien przyrost weklora @, 1 te wszystkic
przyrosty dolgezaja sie geometrycznie do dotychczasowej war-
lodei (. W ten sposob zmienia si¢ ten weklor z biegiem
czasu.

Sily, dzialajgce na rozne punkly ukladu, mozna podzieli¢
na dwie kategorye, sily zewnelrzne i sity wewnelrzne. prngtrznq
nazywamy sile, ktora pochodzi od punktu 1111110|'yai-ﬁ‘€£,r?:""T111;
ciala, nic nalezgcego do ukladu. Jezeli np. uklad porusza sie
w 1}0]1; sif, i cialo, ktére to pole wytwarza, nie zostalo zalicze-
ne do ukladu, to sily pola uwazamy za zewnetrzne.

Wewnetrznemi nazywamy le sily, ktére jedne z punktow
ukladu wywieraja na drugie. Tak np. sily przyciggania, istnie-
jace pomiedzy punktami ukiadu, sa wewnetrzne. Albo przypusé-
my, ze punkty m; i m, sa polaczone lekkiemi niémi. Mozemy
powiedzie¢, Ze naprezenie nici, dzialajace na punkt m,, jest to
sita, kléry punkt m, wywiera na m; za posredniclwem nici,
i odwrotnie, a zatem napreZenia nici sg silami wewngtrznemi.

Sily wewnetrzne wysigpuja zawsze parami. Jezeli punkl

m, wywiera pewng sile na m,, to m, wywiera na my silg row-
na i odwrotng. Oczywiscie takie dwie sily wytworzg w czasic
dt prayrosty rowne i odwrotne wektora G, a suma lakich przy-
rostéw jest zerem, Z tego wynika, ze_sity wewnelrzne nie wy-
wierajq wpltywa na wektor . Wektor ten moze si¢ zmieniaé
co do wielkogc¢i i kierunku tylko pod dzialaniem sil zewngtrz-
nych. S
Twierdzenie to posiada bardzo doniosle znaczenie; jemu
wlagnie zasada ilodci ruchu zawdzigeza swa ogromng uzytecz-
nos¢. ! iz A S
Jezeli na uktad punktéw mlatefryéllnych zadne sily ze-
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wnelrzne nie dzialaja, to uklad laki nazywa sie izolowanym.
ITo$¢ ruchu ukladu izolowanego jestl slata co do wielkosei i kie-
runku.

90. Sita Zywa ukladu. Zasada ilosci ruchu posiada roz-
leglejszy zakres zastosowan, niz zasada sily zywej. Jesl lo na-
slepstwem okolicznosci nastepujacej. Ilos¢ ruchu ukladu pun-
ktow materyalnych, jak widzielidmy w paragrafie poprzedzaja-
cym, nie zalezy od sil wewnetrznych ukiadu, ale twierdzenie
analogiczne, dotyczace sily zywej, byloby niesiuszne.

Wezmy uktad my, m, .., ktéry rozwazaliSmy w par, po-
przedzajacym. Suma sil zywych wszystkich punktow, czyli

mo* e o o ,
‘S‘—‘)—, nazywa sie sitq zywq vltadua. Sita zywa kazdego pun-

 klu olrzymuje w czasie ([ przyrost réwny sumie prac elemen-
tarnych wszystkich sil, dzialajacych na ten punkt, a zatem
sita zywa ukladu otrzyma w tymze czasie przyrost, réwny su-
mie prac elementarnych sil, dzialajaeyeh na réine punkty
uktadun.

W owylwarzaniu sily zywej biorag tu udzial zaréowno sily
wewnelrzne, jak i zewnetrzne.

Przypuscmy np., ze punkty m; i m, wywieraja na siebie
nawzajem sily P i P réwne i odwrotne. Wedlug par. 83 sily
te wykonaja razem w czasie dl prace Pdr, gdzie dr oznacza
przyrost odlegloséei pomiedzy punktami w tymie czasie; po-
wstanie zatem nowa ilo$¢ sily zywej, rowna tej pracy, a wigc
wogole réozna od zera.” Jak ta nowowytworzona sifa zywa po-
dzieli sie pomiedzy punkty m; i m,, to zalezy od réznych in-
nych okolicznosei, ale w kazdym razie suma sil zZywych tych
punktow, a wiec i sila zywa calego ukladn otrzyma przyrost,
dodalni lub ujemny, rowny tej pracy elementarnej.

Sily wewnetrzne tylko w tym razie nie wywieraja wply-
wu na sile zywa ukladu, gdy wszystkie dr sa zerumi,.ciy‘;i gdy
odleglosei pomiedzy punktami sig nie zmieniéié. Méwimy w tym
razie, ze uklad jest sziywny. Do sprawy tej powrdcimy jeszcze
w dynamice cial sztywnych i zobaczymy, Ze tam nabiera ona
pierwszorzednego znaczenia,

Jezeli odlegtosci pomiedzy punktami ukiadu nie sg stafle,
a pragniemy zastosowaé do badania ruchu zasade sit zywych,
to musimy wprowadzi¢ do rachunku sily wewnetrzne, a ponie-
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waz sily te sa zwykle nieznane, powigkszymy wige tym sposo-
bem liczbe niewiadomych i utrudnimy sprawe.

Stosujac zasade sily zywej nalezy byé¢ bardzo ostroznym,
gdyz latwo tu wpas¢ w bledy. Jako ilustracye do lej uwagi pray-
toczymy przykiad, ktéry mozna uwazaé za typowy.

Przypu$émy, ze uklad sktada sie z dwoch punkléow ma-
leryalnych m, i m,, lezacych na gladkiej plaszezyZnie pozio-
mej i polaczonych tak zwana ,nicig nierozciggalna® czyli nie-
sprezysta o diugosei [. Odleglos¢ pomiedzy punktami jest, daj-
my na to, znacznie mniejsza od [, a zatem nié lezy luzno. Na-
dajmy punktowi m, szybkosé¢ v, skierowana wediug linii, g-
czacej obydwa punkty, w strone od m,. Dopoéki nié si¢ nie
wyprostuje, punkt m, bedzie sie poruszal, jak gdyby byl zupel-
nie swobodny, ze stala szybkoscig v, a calkowila sila zywa

2
: 3 2T it myu : i
ukiadu bedzie weigz réowna —é—— Po wyprostowaniu nici oby-

dwa punkty bedg biegly z jednakowa szybkosecia, np. u, a sila
2

zywa wyniesie (4-—%2’“2)“. Chodzi teraz o to, czy te sily zywe
sq rowne.

Poniewaz mozemy uwazaé, Ze sily zewnelrzne nie istnieja
(sity cigzenia rownowazg sie stale z reakcya plaszezyzny), prze-
to odpowiedz na postawione pytanie zaleizy od tego, czy sily
wewnelrzne, t, j. naprezenia nici, wykonaly jaka prace, rdéing
od zera. Narzuca si¢ samo przez si¢ rozumowanie nastepujace.

Przed wyprostowaniem nici sily wewnetrzne nie istnialy,
bo n;zpr@:;:enie jel bylo zerem; po wyprostowaniu naprezenie
mogto by¢ duze, ale odlegtos¢ pomiedzy punktami nie mogla
sig zmieniaé, skoro nié jest ,nierozciggalna®, a zatem i wow-
czas, wedtug par. 83 praca sil wewnetrznych nie mogla byé
rozna od zera. Z tego wynika, ze sita zywa uktadu po wypro-
stowaniu nici powinna byé taka sama, jak pized wypmslo-
wamem

Whiosek taki l)ylby zupelnie mylnx W rozumowaniu
powyzszem zalozylismy w mllczenm ze cale zjawisko sklada
sie z dwoeh okresdw; w plelwszym por usza sie tylko (Tfmkt m,
z szybkoscia v, w drugim obydwa punkty z szybkoscig u. Przej-
$cie od jednego okresu do drugiego odbywa sie w jednej chwili
“(yehwili* w znaczeniu, wyja$nionem w par. 14); w jednej chwili
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szybkos$¢ punklu m, z v spada do u, i s.f,yhl\mc punktu m, od
zera przeskakuje do . g

Takiego skutku nie mogtaby wywolac zadna sila skonczo-
na dowolnie wielka; trzebaby tu mdwié¢ o silach i przys$piesze-
niach nieskonczenie wielkich, t. j. uzywaé - wyrazow, ktorym
w naturze nie odpowiada nic realnego. Z drugiej strony ni¢
posiada wytrzymalosé ograniczona i zrywa sie, gdy naprezenie
dojdzie do pewnej okreslonej granicy. Przy wyzej opisanym
przebiegu zjawiska naprezenie z pewnoscia przekroczytoby owa
granice, a zatem ni¢ musialaby sie zerwac. Skoro to nie na-
slapito, to przebieg zjawiska musial byé inny.

Oczywiscie pomiedzy pierwszym okresem i drugim istnieje
jeszeze okres przejsciowy. Trwa on niezmiernie krotko, ale
w kazdym razie przejScie nie odbywa sie w jednej chwili.
W ciggu tego okresu przejsciowego szybkos¢ punktu m, stop-
niowo spada do u, a szybko$¢ punkiu m, stopniowo wzrasta
do u, a zalem pierwsza jest weigz wieksza od drugiej. Z lego
wynika, ze ni¢ musi sie wydluzaé, a wiec nie jesl nierozcia-
galna.

Przyjmujae, ze ni¢ jest nierozeiggalna przypisywalismy jej
wiasciwosé, ktorej zadne cialo w naturze nie posiada, i to do-
prowadzilo do mylnego wniosku. Kazda nié, czy sznur, roz-
ciaga sie pod dzialaniem sit. Jezeli te sily sa male, to ni¢
zwykla (niesprezysta) wydtuza sie¢ nieznacznie; w wielu przy-
padkach mozemy to wydluzenie pomingé, i wéwezas méwimy
o nici nierozciagalnej. W danym razie sily sg duze, gdyz przy-
spieszenia punktéw w okresie przejsciowym sa bardzo wielkie.
Z tego wynika, ze wydluzenie nici jest slosunkowo znaczne
i wywiera wplyw zasadniczy na przebieg zjawiska.

Tak wiec w okresic przejsciowym odleglo$¢ pomiedzy
punktami si¢ zmienia, a zalem praca naprezen nici nie jesl
zerem. Okres ten trwa wprawdzie bardzo krétko, ale ponie-
waz sity sa duze, przelo praca catkowita moze byé znaczna;
‘nie mamy wiec prawa zakladaé, nawet w przyblizeniu, ze sila
zywa pozosltaje bez zmiany. Zobaczymy zaraz, ze istotnie sila
zywa sig zmienia.

Sity wewnetrzne, dzialajace w okresie przej$ciowym, nie
wywra wplywu na ilo$¢ ruchu ukladu; ilo$¢ ta w pierwszym
okresie wynosi mv, a w drugim (m, +m,)u, a zatem
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mp=mEAmde v v v s ow s (@)

my

skad =L :
4 my +m,

7 tego wynika, ze w okresie drugim sita zywa ukiadu wyno-

292
my=v

2(my+m,)’
myv? my*t mpt my

2 T 2(my+my) 2_ my+m,

sila a wigc zmniejszyla sie w okresie przej$ciowym o

.Iczell np. my=m,, to 11ldad traci polowe sﬂy zywe}

Prz. 1. Dwa _lerlnakm\{, punkty matuyalne pt)]q,cmne nicig nie-
rozeiagalng, lezy na gladkim stole. Jeden z nich olrzymat szybko$¢ v,
i w chwili wyprostowania nici punkly zajmuja polozenia A, i 4,. Wy-
znaczy¢ wykreslnie szybkosei uy i u, tych punktéw po wyprostowaniu. |

Fig. 51.

Poniewaz masy punklow sa réwne, mozemy przelo wyrazac
ilogei ruchu tymi samymi odcinkami, ¢o i szybkosci. Nalezy skorzy-
sla¢ jeszeze i z tej okoliczno$ei, ze po wyprostowaniu niei ruch pun-
ktow bedzie laki, jak gdyby nalezaty do ukladu sztywnego. Zalaczony
rysunek zawiera rozwigzanie.

Prz. 2. Masa m jest polaczona sznurami z dwiema masami m;
sznury te przechodzg przez bloki, urzgdzone na jednym poziomie w od-
leglo$ei 2a, a masa m pozostaje w spokoju na linii blokéow, w $rodku
pomiedzy nimi. Jak gleboko zatrzyma sig masa m, gdy poZwolimy
jej spadacé?

Rozwazamy uklad, zloZzony ze wszystkich trzech mas. Przyrost
jego sily zywej jest rowny sumie prac sit cigzenia. Masa m zalrzyma

dmm,a

—— od linii blokow.
m,*—m?

sie w odleglosei i

Prz. 3 Sznur bez konca o diugosci 2l przechodzi przez dwa
gladkie poziome kolki, lezace na jednym poziomie. Na sznur sa na-
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wleezone dwie paciorki o masach m i M. Pierwszq z nich podnosi-
my do punkiu $rodkowego linii kotkow i nastepnie pozwalamy jej
spada¢, Jaka powinna by¢ odleglo$¢ pomiedzy kolkami, aby paciorki
(8 M+ m)(M— )l

doszly tylko do spotkania. Odp.

Prz. 4. Do koncow sznura, przechodzgcego przez hlok, sa pray-
wigzane cigzary M i m. Z nich wiekszy M spoczywa na podiodze,
o mniejszy m wisi na pewnej wysoko$ci nad podioga. Ciaggnac za
sznur po stronie cigzaru M podnosimy m jeszeze o h wyzej. Jak wy-
soko uniesie si¢ M po wyswobodzeniu sznura?

_ Przed samem wyprezeniem sznura cigzar m posiada szybkes¢
V2gh. Polem nastepuje szarpnigcie, z ktorego zawsze wynika strata
sity zywej. Po wyprezeniu sznura obydwa cigzary posiadaja szybkesc¢
v; ze wzgledu na wzmiankowana strale nie mamy prawa do wyzna-
ezania tej szybkoSci stosowaé zasady sil zywych, natomiast nadaje si¢
tn zasada ilosci ruchu,

W okresie przejSciowym, L j. podezas wyprezania sznura, cig-
zar m stracil ilo$¢ ruchu m(V2gh—v), a M zyskal Mv. W lym okre-
sie na ci¢zary dzialaly przedewszystkiem naprezenia sznura; byly lo
sily zmienne i bardzo wielkic. Procz lego dzialaty jeszeze sily ciaze-
nia, oraz w pierwszej chwili reakeya podlogi na M; sa lo sily stosun- ’
kowo male i w okresie przejsciowym, lrwajaeym niezmiernie krotko,
nie moga wywrzed wyraznego wplywu na iloSei ruchu ciezardw, mo-
zemy je przeto pomingc.

Przyjmujemy, ze blok jest zupelnie gladki, a sznur doskonale
gigtki, a zatem naprezenia w obydwoch koncach sznura sa jednakowe,
Wylwarzajg one w okresie przejSciowym rowne ilosci ruchu, a zalem
m(V2gh—v)=Mv. Stad znajdziemy v. Do wyznaczenia wysokosei zada-

. 2
nej mozemy zastosowad zasade sit zywych, Wypadnie j«z—g_%

Prz. 5, Dwie jednakowe masy M sy przyczepione do koncow
sznura maszyny Atwooda i poczglkowo pozostajag w spokoju w odle-
glo$ci 2a jedna od drugiej. Na jedna z mas kladziemy plytke dodatko-
wa o masie m. Masy M przechodza jednoczednie przez nieruchome
pierSeienie, urzgdzone na jednym poziomie, przyczem pierwsza pozo-
stawia na pierscieniu swy plytke dodalkows, gdy druga jednoczesnic
zabiera z pierseienia laka sama inna plytke., Wyznaczy¢ szereg kolej-

{ ' i kst ‘0 (o Y
nych odchylen mas M od poziomu piercieni, Odp ?.M—i-m) u
( 2M )‘

] Q...
2M-+m

Prz. 6. Trzy jednakowe punkty 4, B, C, polyczone nierozciggal-
ng nicia tak, ze AB=BC, leza na gladkim slole na linii prostej, i nic¢
jest wyciagnigta. Nadajemy jednoczesnie punktom skrajnym 4 i €
szybko$ei v prostopadte do nici; jaks szybkosé bedzie mial kazdy
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punkt przed samg chwilag spotkania tych punklow skrajnyeh? Odp.

2 v
Punkt $rodkowy -3—”. skrajne 0_3_2'

W tym razie nie zmieni sig¢ ani ilo$é¢ ruchu ani sita zywa. Oznaczmy
przez u szybko$é punktu B i przez w skladowa szybkoSci punktu 4 w kie-
runku prostopadlym do 4B, czyli szybkosé 4 wzgledem B, w chwili,

3mun® 2mw?® 2mo?

o ktorg chodzi. W takim razie bedzie 2mv=3mu i STE A

@z.‘_?,) Punkt materyalny o masie M obiega kolo na gladkiej
plaszezyZnie poziomej, bedae przywigzany do $rodka nierozeiggalng
nicig. W pewnej chwili M uderza o inny punklt materyalny o masie
m, pozostajacy dotychezas w spoczynku. Punkty zlepiaja si¢ i dalej
obiegajg razem to samo kolo. W jakim stosunku zmieni si¢ napreze-

M
nie nici? Odp. Stosunek nowego naprezenia do poprzedniego =E’—+~]—ﬁ .

Prz. 8. Kula deta o masie m lezy na-plaszezyZnie poziomej i za-
wiera punkt materyalny o takiej samej masie. Punkt ten jest przy-
wigzany sprezystg nicig do najwyzszego punktu 4 kuli i nicig nieroz-
ciggalng do najnizszego punktu. Normalna dlugosé nici gornej =aq,
obecna diugo$¢ =a+c. W pewnej chwili ni¢ dolna pekia, punkl m
dobiegl do A4 i przylgnat tam do kuli; zauwazZono przytem, ze kula
podskoczyla o h w gore. Wyznaczy¢ wspolezynnik sprezystodei nici
2mga(a+c--4h)

¢ '

" Interesujgea w tem zagadnieniu jest kweslya taka: przed zerwa-
niem nici ilo§¢ ruchu ukladu, zloZzonego z kuli i punkiu, jest zerem,
po zerwaniu ilo§¢ ta w kierunku pionowym wzrasta; chodzi o to, ja-
kie sily zewnelrzne wylwarzajg le ilo$¢ ruchu, Na ukiad dzialajg,
tylko dwie sily zewnelrzne, a mianowicie sila cigzenia i reakeya pla-
szezyzny. Oczywiscie nowe iloSei ruchu mogy powstawac tylko dzig-
ki przewadze drugiej nad pierwszy, nalezy wige rozwazyé, jak zmie-
nia si¢ reakcya po zerwaniu nici.

Prz. 9. Na gladkim poziomym stole lezg dwa punkly materyal-
ne M i m, polaczone nicig nierozeciagalna. Nié¢ przechodzi przez glad-
ki pierseien O, przymocowany do stolu i jest wyciggnigta, a poczatko-
wa odleglos¢ M od O jest réwna ¢. Jaki tor bedzie obiegal punkt M,
otrzymawszy szybko$¢ prostopadiy do kierunku nici OM. Odp. Obra-
wszy 0O za biegun i pierwolne polozenie nici OM za o$ biegunows,

gornej. Odp.

7 . s 2 v Al :
znajdziemy réwnania ruchu r? = A?+4¢? i ;;:A-T" arctan ft—.—, gdzie

Muv,? ¢
A=-—2_, Réwnanic loru bedzie r=——m— ———
M+m cos( M )
¢ M+ m

Prz. 10. Trzy jednakowe punkty materyalne, pomiedzy ktorymi
istnieje odpychanie wprosl proporcyonalne do odleglo$ci (wspotez.
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proporc.=k), lezy na gladkiej plaszezyznie poziomej i sa polaczone
rownemi nierozeiggalnemi ni¢mi. Przecinamy jedng z nici; jaka szyb-
kos¢ katows heda mialy nici pozostale, gdy kal pomigdzy niemi sta-
nie si¢ réownym &? Odp. uﬁ:s-!-cg:ﬂs—ﬂ.

2(2+4cos i)

Nalezy tu przedewszystkiem zdaé¢ sobie sprawe z lego, jaki be-
dzie ruch punktu $redniego. Ilos¢ ruchu calego ukladu si¢ nie zmie-
nia, a zatem suma rzutow ilosci ruchu wszyslkich lrzech punklow,
np, na kierunek szybkos$ci punktu $redniego, pozostaje zerem. Nato-
miast sita zywa przybiera przyrosty, i przyrost calkowily jest rowny
pracy, wykonanej przez sily odpychania; praca la daje si¢ lalwo wy-
znaczyc.

Prz. 11. Dwa jednakowe punkly materyalne 4, B sy polaczone
nierozciggalng nicia o dlugosei . Punkt 4 lezy na gladkim stole, nié¢
jest wyeiagnieta prostopadle do brzegu, a punkt B wysuwamy tuz po
za brzeg slotu. Wyznaczy¢ promien krzywizny toru punktu 4 zaraz
po zejSciu legoz ze stolu.

Rozwazamy ruch ukladu w dwoch chwilach, bezposrednio po-
przedzajacej zej$cie punktu 4 ze stolu i zaraz naslepnej. IloSei ruchu
ukladu w kierunkach pionowym i poziomym w tych chwilach rozniy
si¢ znikomo malo, a z tego wyniknie, ze szybkosei punklow w dru-

Rl B
giej wynosza §v/5gl i Vgl. Szukany promien Iil':r,_ywimq-':‘%?l.

Prz. 12, Dwa jednakowe punkty materyalne 4 i B sg polyczone
nicig o diugo$ei a, ktorej $rodek € jest umocowany na gladkim po-
ziomym stole. Punkty kraza okolo ¢ w te samg strong z jednakowemi
szybko$ciami, a kat ACB jest prosty. W pewnej chwili wyswobadza-
my punkt ¢ wyznaczy¢ promienie krzywizny toréw punktow 4, B
zaraz po wyprezeniu nici. Odp. i—\{j i co.

@z. 13, Cigzki jednorodny lafcuch wypelnia cienka gladka rur-
- ke, posiadajaca ksztall ¢éwiartki okregu o promieniu @ jeden z promieni
granicznych tej ¢wiartki jest pionowy, a drugi poziomy. Eancuch za-
czyna spada¢ ze slanu spoczynku; wyznaczy¢ szybko$é jego w chwili,
gdy gorny koniec wychodzi z rurki. Odp. \/%ﬁ

Prz. 14. Dwa wiadra o masach m,, m, i wysokosciach h wiszg
na konicach linki, przerzuconej przez lekki blok, i na dnie pierwszego
siedzi zaba o masie p. W chwili, gdy wiadra byly w spokoju, Zaba
podskoczyla pionowo w gorg, i zauwazono, ze dosiggnela gornego
brzegu wiadra. Wyznaczy¢ bezwzgledny wysokosé, na kiérg wzbila
sig zaba, oraz czas, po ktérym znalazta si¢ znowu na dnie wiadra.
2my(m,+mq)h (my+my)h

i Ko$e— 27 czas=2
Odp. Szukana wysokosé TR c =
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Nalezy lu rozwazy¢, jakag szybko8¢ wzgledny posiada zaba
w chwili, gdy dochodzi do brzegu,

}'1;" "‘ 1. Sily chwilowe. Powr6émy jeszeze do przykladu,
ktory rozwazaliémy w paragrafie poprzedzajacym. W okresie
przej$ciowym, trwajgeym bardzo krétko, ni¢ wywiera na oby-
dwa punkiy materyalne sily bardzo wielkie. Tego rodzaju sily,
bardzo wielkie, lecz Irwajace bardzo krolko, nazywamy chii-
lowem.

B 'Si‘]y chwilowe w czasie swego. krdtkiego trwania zmie-
niaja sie zwykle w rozleglych granicach. Tak np. w przykla-
dzie naszym sily chwilowe w samym poczatku okresu przej-
Sciowego sa zerami, nastepnie gwaltownie wzrastaja w miare
tego, jak nié¢ sie wydluza, i odrazu schodzgq znowu prawie do
zera, gdy szybkosei punktow si¢ wyrownaja, czyli z koficem
okresu przejsciowego *).

O wielkosei takich sil mozemy sadzié¢ jedynie ze skutkow
ich dnf\hma, a gltédwnym skutkiem, dajgecym sie fatwo wy-
mierzye, s zmiany, zachodzace w ilodciach ruchu.

W danym razie ilo§¢ ruchu punktu m, zmniejszyta sie
o mw—myu, czyli otrzymata przyrost m,v — m,u, skierowany do
m,. Méwimy, Ze taki wilasnie l))j«l impuls albo poped sity chwi-
lowej, ktdra w okresie przejsciowym dzialafa na m,. Imp—Ts sity,
dzialajace] na m,, wynosil oczywiscie m,u i byl skierowany
do my.

Suma ilosei ruchu punkfow my i m, nic ulegla zmianie,
a wiee prayrosty tych wektordw musialy byé rowne i odwrot-
ne; innemi sfowy unpnhq sit chwilowych, kiore wywierajg na
siebie nawzajem punft!t} my ‘,’.", $q 1 fownc i odwrotne. Twier-
dzenie to odpowiada trzeciemu pmwu (akcyl i reakeyi) New-
tona. Zobaczymy zaraz, ze jest ono sfuszne i w przypadku
og6lniejszym.

Przypusémy naprzod, ze punkt materyalny m, poruszajacy
sie z szybkoscia v uderzyl w nieruchomg przeszkode, np. w Scia-
ne, w punkeie O i odbil sie od niej z szybkoscia u. I tu ze-

tknigcie punktu m ze Sciang trwalo pewien czas, jakkolwiek

) Uwazamy weigZz ni¢ za zupelnie niesprezysta, jak juz bylo
zaznaczone w par. poprzedzajgeym. Jezeli nié taka wydluzy sie pod
dzialaniem sil, lo zachownje to wydluzenie na stale i nie kurezy sie,
gdy sily przestany dzialac.
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hardzo krotki, i §ciana wywierala w tym czasie sile bardzo
wielka, czyli sile chwilowa.

Przed uderzeniem punkt materyalny posiadal ilo§é¢ ruchu
mo= 04, a po uderzenin mu= 0D, a zatem podczas uderzenia
jego ilos¢ ruchu otrzymata przyrost geomelryczny AB albo OC
(par. 50). Odeinek OC wyraza takze co do wielkosei i kierun-
ku impuls sity chwilowej.

i

A
{'1
V.4

IFig. 52.

Dajmy teraz na to, ze naslapilo uderzenie pomiedzy dwo-
ma punktami maleryalnymi my; i m,. Punkly le poruszaly sie
przed samem uderzeniem, przypusémy, z szybkosciami v, i v,,
a bezposrednio po uderzeniu z szybkosciami wu; i u,. Wyzna-
czymy, jak poprzednio, przyrost geomelryczny. ilosci ruchu |
punktu my, czyli impuls sily chwilowej, ktérg wywieral punkt
m, na m,, i uczynimy toz samo dla sily chwilowej, ktorg
punkt m, wywieral na m,. Xatwo sie przekonaé, ze impulsy
te sa rowne i odwrotne.

Sity chwilowe, dzialajace podezas uderzenia, sa silami
wewnelrznemi uktadu, zlozonego z punktéw m, i m,, nie moga
wiec zmieni¢ weklora G. Z tego wynika, ze ilosci ruchu z przed
uderzenia, t. j. mw, i m,v,, posiadaja te sama wypadkowa, co
ilosci ruchu po uderzeniu, czyli muy i myu,. Skoro zas wy-
padkowa si¢ nie nie zmienila, to przyrosty geometryczne skla-
dowych musialy byé réwne i odwrotne.

Wypada dodaé, ze i w tym razie sita zywa ukiadu pod-
czas uderzenia, t. j. w.okresie, gdy trwa zetkniecie pomiedzy
punklaml, wogole ulega zmianie.

"".'T." Punkt materyalny o masie m jest polaczony nierozciy-

galnenti’ niémi z dwoma innymi punkiaml my i m,. Punkty te lezaly
Ma poziomym gladkim stole, a nici byly wyeiggniete prostopadle je-
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dna do drugiej. Punki mn olrzymal uderzenie, zwrécone na zewnalrz
owego kata prostego i skierowane wedlug dwusiecznej. Wyznaczyd

5ok : % m-+m
stosunek szybko$ci poczatkowyeh punktow my i m,. Odp. = ;2-
e m

MErzenia na m dzialajg trzy sity chwilowe, mianowicie
sila uderzenia i dwa naprezenia nici, a zalem wogdle poczatkowa
szybkodé¢ tego punkltu utworzy z dwusieczng kat rézny od zera. Jedno-
cze$nie na m, i m, dzialaja naprezenia, wiee szybkosei lych punktdw
bedg skierowane wedlug nici. Sita uderzenia dzialala w kierunku
dwusiecznej, przeto calemu ukladowi mogla ona nadacé tylko ilo$é ru-
chu w tym samym kierunku; z tego wynika, Ze suma rzulow ilosci-
ruchu wszystkich lrzech punktow na dwusieczng zewngtrzng musi
by¢ zerem. Nalezy jeszeze wzia¢ pod uwage, ze po uderzeniu diugosei

ozostaja bez zmiany, a wige punkty m i m; (lub m i my) poru-
szajg sie tak, jakby nalezaly do ciala sziywnego.

Prz, 2 Cztery jednakowe punkly materyalne, polgczone nieroz-
ciagalnemi niémi o diugpsci @, tworzg romb 4B (0D, w klorym kal '
ostry==2¢. Caly ten uklad poruszal si¢ na gladkiej plaszezyinie pozio-
mej z szybko$cig n w kierunku wigkszej przekglni 4 €. Wstrzymujemy
wierzcholek 4; z jaka szybko$cia katows zaczng sig obracac¢ boki 4B
L4D? Odp. Cii e’

Prz. 3. Trzy punklty materyalie 4, B, ¢ o masach m, m,, m,,
polaczone nierozciggalnemi i wyprostowanemi ni¢mi, AB i BC leiy
na gladkim stole, i rozwarty kat ABC=r—eu. Pierwszy otrzymuje im-
puls F rownolegly do ¢B; wyznaczy¢ szybko$é poczalkows punktu C.

F'm, cos®z ) =
mmn, Sinfe-- (- my - n )y ’
Oznaczmy przez G- impuls, kltory przenosi ni¢ AB. Poczalkowa
ilo$¢ ruchu punkiu 4 jest wypadkows impulsow /i &, a iloS¢ ruchu
tego punktun w kierunku BA wynosi K cos a— @G, zatem rzul szybkoSci
Feosu—@G
m

Odp.

na ten kierunek =

)

\f”z,sz Przyktady. Niektore z podanych nizej przyktadow,
dotyczgce ruchu lancuchéw, wymagaja pewnych wyjasnien
wstepnych. '

Lancuch jednorodny mozemy w przyblizeniu uwazaé za sze-
reg jednakowych punktéw materyalnych, potaczonych krétkie-
mi, niesprezystemi niémi. Przypusémy, ze lancuch lezy na glad-
kiej ptaszezyZznie poziomej. Czesc jego BA =a jest wyciggnigla na
plaszezyZnie, a czes¢ pozostala tworzy stos, lezacy na plaszezy-
znie w najblizszych okolicach punktu B. Mozemy przyjmowac
w przyblizenin, ze caly ten stos znajduje sie w punkcie B.
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Przytézmy do koniea A sile P, dzialajaca stale w kierun-
ku Bd. Dopéki tancuch nie wyprostuje si¢ catkowicie, ruch
jego bedzie odbywal sie w sposob nastepujacy. W kazdej chwili
dzieli sie on na dwie czesci; czesé pierwsza, juz wyprostowana,
posiada szybkos¢ » w_kierunku sily P, cze$¢ druga tworzy je-
szcze stos w punkceie B i jest nieruchoma. Co moment nowy
element lancucha przechodzi z czedci drugie] do pierwszej,
przybierajac w ciggu niezmiernie kroétkiego czasu szybkosé v.
Oczywiscie powtarza sie tu wciaz zjawisko, ktére rozwazalismy
szezegotowo w paragrafie 90, Element, ktéry wlasnie rusza
w danej chwili, przebywa okres, kltéry tam nazywaliSmy przej-
sciowym. Z tego wynika, ze sila zywa lancucha bedzie zawsze -
mniejsza od pracy calkowilej, wykonanej przez sile P.

Dajmy na 1o, ze w chwili ! cze$é pierwsza ma dingosé x,
a zatem ilo$é ruchu, czyli wektor @, catego lancucha wynosi
pav, gdzie p. oznacza mase jednostki dlugodei (wymiar JL-1).
W czasie dl la ilos¢ ruchu wzrosnie o d(pav), gdzie zaréwno
# jak i o nalezy uwazaé za zmienne. Jedyng ‘sila zewnelrzna,
dzialajaca na lancuch, jest P, a zatem . & _

u'(p.:cv):Pd:“ A ST ) &

Jest to réownanie zasadnicze, z ktorego dadzy sie wywnio-
skowa¢ rézne okolicznosei, dotyczace zjawiska. Wyznaczymy
np. naprezenie S8, ktore panuje w punkcie lancucha, stanowia-
cym granice pomiedzy cze$cia ruchoma i nieruchoma. Z (1)
otrzymamy ’

: wady+pode=Pdt . . . . . . (2).

Warlo zauwazyé, ze wyraz prdy wyraza przyrost ilosei
ruchu tej czeéei lancucha, ktéra juz sie poruszala w chwili ¢,
a wyraz peda jest przyrostem ilodei ruchu tego elementu, ktory
ruszyl w czasie dl.

TTDziclae (2) przez dl, olrzymamy

I - -
_p.;t'i—f?+p‘t'*=l’ T )

dy i : . i g ;
i jest to przyspieszenie czeSci ruchomej, ktérej masa wynosi
{

we, i na ktérg dzialaja w kierunkach odwrotnych sity P i S,
a zatem ’%:P— 8. Wprowadzajac to do (3), znajdziemy, Ze
S=p? . . & . o . v o (4).
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Do tego samego mozna doj$¢ bezposrednio. Pod dziata-
niem sily S element da w czasie di przybiera szybko$é v, in-
nemi stowy sila S w czasie dl wytwarza ilo$¢ ruchu puda, za-
tem Sdi=pvdx. Dzielae przez dl, otrzymamy znowu (4).

Prz. 1. W rvozwazonym prazykiadzie calkowila diugosé lancu-
cha=[. W jakim czasie tancuch wyprostuje sie catkowicie, i ile straci
sily Zywej, innemi stowy ile wyniesie roznica pomig¢dzy pracy, wyko-
nang przez sile P, a sily zywa wyprostowanego tancucha? Odp. Szu-
kany czat;:\/!’ﬁ:_(fi), stl'ﬁla:fﬁ:ﬁ.

P 21

Prz. 2, Gdy w opisanym przykladzie zaczela dzialaé stata sila P,
to juz wyprostowana cz¢$é fanencha posiadala pewny szybkodé. Jaka
powinna by¢ ta szybko$¢, aby dalszy ruch czeSci wyproslowanej byl

jednostajny? Odp. \/ P
) e

Prz. 8. Jednorodny laicuch o diugosci [ tworzy stos na samym
brzegu stolu, Jeden koniec wysuniglo cokolwiek po za brzeg, skulkiem
czego lancuch zaczgl sig stopniowo zsuwac. 7 jaka szybkoScia zejdzic

ze stotu koniee drugi? Odp. \/ég"

Na lancuch dzialajg tu trzy sily: cigzar czedei zwisajgcej, cigzar
czeSei pozostalej i reakeya stolu. Dwie ostatnie sig rownowaza, a za-
tem lylko pierwsza wywiera wplyw na ilo§¢ ruchu calego lancucha,

D pted

@DO konea tancucha, tworzacego stos na plaszezyinie po-
ziomej, jest przywiazany pocisk, klory wazy tyle, co « metréw lancu-
cha. Ile metréw fancucha wzniesie si¢ w gore, gdy nadamy pociskowi
szybko$¢ pionowg V/2gh? 0dp. Va*@hta)—a.

Prz. 5. Ciezki lancuch tworzy slos na poziomym slole; do jego
konca jest przywiazany lekki sznur, ktory przechodzi przez blok, urzy-
dzony pionowo mnad stosem, i na drugim konen sznura wisi cigzar,
wazgey tyle, co a metréow tancucha. lle melrow -_l:_u’:cucha uniesie sie
nad stolem, gdy wyswobodzimy eigzar? Odp. av/ 3.

Prz. 6. Eancuch, wazacy ¢, jesl zawieszony za jeden koniec nad
stolem, a drugi koniec dotyka stolu. Wyswobadzamy koniec gorny;
wyznaczy¢ reakeye, ktorg stol wywiera na taneuch w chwili, gdy
oslatnie ogniwo dochodzi do stotu. Odp. 3¢.

Kprz. 7. Konce tancucha uczepiono w bardzo blizkich punktach
4, B'lak, ze obydwie czeSei wisza prawie pionowo. Dlugo$é tancu-
cha=2l, a ciezar jednostki diugo$ci=« Wyswobadzamy konice B; wy-
35}!’)

I

znaczy¢ reakeye w 4 w funkeyi czasu. Odp. ?.(H-

Prz. 8. Na koncach lekkiego sznura, przechodzacego przez giadki'
blok, wisza dwie szale, wazqce po @ kg Cigzki lancuch o diugoseci «
i wadze ¢ wisi nad jedng z szal, prawie dolykajyc jej koncem dol-
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nym. W jakim czasie faficuch legnie catkowicie na szali, gdy wyswo-
(4Q+q)u
290
Dla obydwdeh szal i dla lancucha, olrzymamy odpowiednio ro-
wnania ’

bodzimy koniec gorny? Odp.

QN e
d<}}-1£)—(h Q)di,

d(—g u)=(Q+R~ St ,

d [p(a—x)gl+ pen)=(pya—R)dl ,
gdzie p. oznacza mase jednostki dlugodei tancucha, v diugo$c lej czedei
lancucha, ktora juz lezy na szali,n szybko$¢ szali, § naprezenie sznura
i B reakeye szali na lancuch, Dodajye rownania powyzsze, otrzymamy
rownanie, ktore daje si¢ latwo calkowad.

Prz. 9. Konce taneucha 4 i B sy umocowane prawie pionowo
jeden nad drugim, i lancuch jest wyprostowany. W pewnej chwili
wyswobodzono gorny koniee A; w I sek. doszedl on do poziomu kon-
ca B, a wowezas wyswobodzono i ten drugi. W jakim czasie tancuch

3 . .
wyprostuje si¢ znowu? Odp. W T" sek. od chwili; w klorej obydwa

konce znalazty sig na jednym poziomie.

Prz. 10. Lekki sznur przechodzi przez gladki blok, i do jego
konicow sg przywiazane jednakowe lancuchy. W pierwszej chwili caly
lewy lancuch lezy na podiodze, a | metr. prawego wznosi si¢ piono-
wo nad podloga, i wszystko pozostaje w spokoju. Jaka diugo$é¢ lewego
lancucha bedzie wzniesiona nad podlogg w chwili, gdy szybkodé osig-

llg?2
gnie maksymum? Odp. —s—-

Otrzymamy z latwoscig réownanie
lvdv+-v*de=g(l—2x)dx,
gdzie » oznacza szybko$¢, a a diugosc lewego tancucha, wzniesiony
2
nad podloga. Roéwnanie mozna calkowaé, mnozac przez e !, albo przy
pomoecy metody Bernoullego.

Prz. 11. Lancuch tworzy stos nad samym brzegiem slolu, kto-
rego wysoko$¢é=h, a koniec lancucha zwisa az do podlogi. Wyznaczy¢
szybkosé, ktora osiagnie Tancuch w ! sek., gdy pozwolimy mu swobodnie
schodzi¢ ze stolu na podloge. Odp.

@ et
c(e"—e "')
L @
B" +e ]
gdzie c=+/gh oznacza granice, do ktorej szybko$é¢ lafncucha dazy
asymptotycznie,
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Nalezy lu rozwazaé ilo§¢ ruchu calego lancucha. Dziala nan sila
cigzenia oraz reakcya stolu i podlogi. Dojdziemy bez trudnosei, ze
ostalnia przewyzsza cigzar czeSei taneucha, spoczywajgcej na podlo--
dze, o pov&

.Prz. 12, Jeden koniec linki 3« diugiej jesl nmocowany tuz obok
niernchomego gladkiego kolka, i cze$¢ jej a jest przewleczona przez
kotko. Wszystkie trzy cze$ci wiszq pionowo i pozostaja w réownowa-
dze. Zsuwamy cokolwiek na dol cze$é¢ przewleczony przez kolko; wy-
znaczy¢ szybkodé linki przed samem zalrzymaniem. Odp. § Vag.

Prz. 13. Otwarty zbiornik, zawierajacy pewng ilosé wody, usta-
wiono na wozku kolejowym. Wozkowi nadano szybkosé¢ v, i przylo-
zono site pociggowsa, ktéra dokiadnie réownowazy w kazdej chwili
opory toru i powietrza, W pierwszej chwili masa calego ukladu byla
rowna M,, ale przez obtwdr w dnie zbiornika wyplywa na sekunde
masa wody p, a deszcz pionowy przynosi jednocze$nie mas¢ m. Jaky
szybko$¢ bedzie mial wozek za { sek.?

Krople deszezu nie posiadajag ilosei ruchu w kierunku pozio-
mym, a zalem deszez nie zmienia ilodei ruchu zbiornika; natomiast
woda, wyplywajaca z dna, unosi w czasie dt ilo§¢ ruchu podl, a za-
lem bedzie d(Mv)=—pvdl, gdzie M oznacza masg¢ ukiadu w chwili ¥,
a o szybko$§é. Oczywiscie M jest tu wielko$eig zmienng. Znajdziemy, ze

il m Iy M, .
v m—p © Mo+ (m-p)!
Wyznaczyé procz tego v, gdy m=p.

Prz. 14. W oblokach powstata kulista kropla wody o promienin
a i zaczeta spadad, przyezem dzicki dalszemu skraplaniu pary wodnej
masa kropli wzrasta proporeyonalnie do powierzehni. Wyznaezy¢ szyb-
kos¢, ktory osiggnie kropla w czasie [, gdy promien jej stanie sig ro-

gt a .. d

wnym r. Odp. T(l _]-T + o + ;—3)
‘/};/Jr g e . ;

93. Moment iloSci ruchu. Niech bedzie punkt mate-
ryalny o masie m, ktérego szybkos¢ w chwili ¢ jest réwna v,
_a ilo$¢ ruchu mv. Obierzmy jakkolwiek w przestrzeni punkt O
i wyznaczmy moment wektora mv wzgledem tego punktu O.
Oznaczmy ten moment ilosci ruchu litera H. Posiada on wy-
miar MI2T-, i jest liczbowo réwny podwdéjnemu polu troj-
kata, Ktérego podstawg jest odcinek, reprezentujacy mv, a wierz-
cholek lezy w O.

Przypu$émy naprzod, ze na m zadna sila nie dziala.
W takim razie punkt ten biegnie ze stala szybkoscia na pro-
stym torze x. Oczywiscie wektor I7, prostopadly do plaszezy- -
zny, przechodzacej przez O i x, nie zmienia sie z czasem co

-
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do kierunku; nie zmienia si¢ on réowniez co do wielkodci, gdyz
polé owego tréjkata jest stale pomimo ruchu punkiu m.

Przypusémy teraz, ze na m dziata sita P. W czasie dt
ilos¢ ruchu otrzyma przyrost geometryezny &(mv), zgodny co
do wielkosci i kierunku z Pdt, a zalem moment ilosci rychu,
w chwili {+dl bedzie posiadat dwie sktadowe, a Tianowicie
moment wektora mp i moment wektora é(mv) lub wektora Pdi.
Widzimy, ze wektor H w czasie dt otrzyma przyrost geome-
tryczny 9H, rowny momentowi Pdl wzgledem O. Lecz mo-
ment Pdl wzgledem O jest to oczywiscie to samo, co moment
sily P wzgledem ‘Eego punktu, pomnozony przez dI.

Tak wiec co di sekund sita P wytwarza przyrost geome-
tryczny wektora H, zgodny co do kierunku z jej momentem
wzgledem O, a co do wielkosci dt razy wiekszy. W ten sposob
zmienia sie wektor H.

Uzyteczno$é tych prostych rozwazan okazemy na przykla-
dzie nastepujacym. Przypusémy, ze sila P dzialajaca na punkt
m, jest centralna, a $rodkiem jej niech “bedzie punkt 0. Mo-
ment sily P wzgledem O jest stale rowny zeru, a zatem wek-
tor H wzgledem tego samego punktu nie otrzymuje zadnycll
pizyrostéw i jest staly co do wielkodci i kierunku,

-

Z tego wymmhuposredmo dwa wnioski nastepujace.
Przedewszystkiem oczywisty jest rzecza, ze szybko$é punktu m
musi stale pozostawaé w plaszezyznie, przechodzacej przez O
i prostopadtej do H, a wiec ruch pod dziataniem sily central-
nej, czyli ruch centralny, jest zaysze.plaski

Aby dojs¢ do wniosku drugiego oznaczmy przez p odle-
glos¢ szybkosei » punktu m od O, czyli ramig momentu ilodei

ruchu. W takim razie H—-mnp a zatem iloczyn vp, row

jest wielkoseig stal{;. \Vy]_asmmy w krotkosei znaczenie cync-
matyczne fego 1loczynu,

Przypusémy, ze w poczatku rachuby czasu punkt m zaj-
mowal polozenie 4, (fig. 53), w chwili { polozenie 4 i w chwili
[+ dt potozenie 4,. Oznaczmy pole wycinka 4,04 przez S, a pole
wycinka 404, przez dS. Nazywamy % szybkoseiq wycinkowq
punktu m.

Nauka o ruchu. 14



— 210 —

dS _pds

pds
Oczywiscie dS= ?, gdzie ds=AA,, a zalem Tl |

=%I—J. Widzimy, ze pv jest podwdjng szybkoscia wycinkowy
[}

punktu m, i drugi wniosek, Lylko co otrzymany, wyrazimy tak:
w ruchu céntralngm szybkosé wycinkowa jest wielkosciq statq.
Powréémy do przypadku ogélnego, w ktorym sila P, dzia-
lajaca na punkl m, jest jakakolwiek. Poprowadzmy przez O
dowolng prosla a, i oznaczmy przez H, rzut wektora H na le
prosta. Bedzie to moment ilo$ei ruchu wzgledem prostej a

(par. 10).

Fig. 53.

Gdy wektor H olrzyma przyrost geometryczny 6H, to
rzut H, otrzyma przyrost dH,, i wiemy, ze dH, jest rzutem
przyrostu 6H na prostag x. Lecz 8H jest to moment silty P
wzgledem O, pomnoZony przez dl, a zalem (H, bedzie rzutem
tego momentu sily na prosla a, albo jej momentem wrg.,lgdem
prostej @, pomnozonym przez dl.

Tak wige sila P wytwarza co di sek. przyrost wektora H_,
1'(5\\'11y jej] momentowi wzgledem a, pomnozonemu przez df.

‘94 Wektor H ukltadu. Niech bedzie uklad, zlozony z pun-
ktow' my, ms ..., ktére w chwili ! posiadaja szybkosci v,,v, .
Obierzmy dowolnle w przesirzeni $rodek redukeyi O i W)znacz-

my wzgledem niego momenty ilosei ruchu wszyslkich punktéw

tukladu. Oznaczmy je przez h,, h,... Poniewaz weklory te po- -

siadaja wspélny poezatek, istnieje przeto ich wypadkowa, ktorg
oznaczymy przez H; nazywamy ja momentem ilosci ruchu ukta-
du wzgledem punktu O, albo wprost wektorem H.
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Z biegiem czasu weklor H zmienia si¢ co do wielkosci
i kierunku, i zmiany te daja nam wazne wskazania pray ba-
daniu ruchu ukladu. Wektor ten, podobnie jak weklor &, mo-
znaby poréwnaé do wskazéwki przyrzadu, sygnalizujgcego pe-
wne wydarzenia w przebiegu zjawiska. Zobaczymy, jaki wplyw
na wektor H wywierajg sily, dzialajace na rézne punkty uktadu.

Przypusémy wiec, ze na punkt m dziata sila P. Wylwo-
rzy ona w czasie df przyrost geometryczny skladowej h, réwny
jej momentowi wzgledem O, pomnozonemu przez di. Oczywi-
dcie taki sam przyrost otrzyma wypadkowa H. Tym sposobem

kazda sila, dzialajaca na uktad, wylwarza co dl sek. nowy

przyrost wektora H. d=Tgfu i~ .iqia Lody b
Dwie sily wewnetrzne, ktére dwa punkty ukladu wywie-
raja na siebie nawzajem, sa réwne i odwrotne, a zatem mo-
menty ich wzgledem O sg takze réwne i odwrolne. Z tego wy-
nika, ze sily takie wytworza w czasie df przyrvosty réwne i od-
wrotne weklora FH, czyli w sumie nie wylworza zadnego przy-
rostu, a zalem sily wewneglrzne nie wywieraja wplywu na wek-
'lOl;__H_'_]_)Q{_thl}i;s, jak na weklor G.

Wektor A ukladu izolowanego jest slaly co do wielkosci

i kierunku. . 3 frol

Poprowadzmy przez punkt O dowolng prostg x. Rzut H,
wektora H na te prostg mazywa sie momentem ilosei ruchu
uktadu wzgledem prostej x. Jest on réwny sumie rzuléw skia-
dowych hy, h, .. czyli sumie momentéow ilosci ruchu punktéw
m,, m,.. wzgledem prostej .

Sila, dziatajaca na jeden z punktéw ukladu, wytworzy
oczywiscie w czasie df przyrost wektora H, réowny jej momen-
towi wzgledem x, pomnozonemu przeéz di. Sily wewnetrzne nie
wywieraja wplywu na H,_ podobnie, jak i na H.

Prz. 1. Dwa punkly materyalne 4, B lezg na gladkim stole i sa
polaczone wyciagnigta niesprezysty nicia, przechodzaeca przez gladkie
kotko 0, umocowane na slole, Masa punktu A4 jest dwa razy mniejsza
od masy B, a odleglo$ci punktow od 0 sg rowne. Nadajemy punktowi
A szybko$¢ v, skierowang prostopadle do nici 04; z jaku szybko$cia

dojdzie do kolka punkt B? Odp. %.

Podezas ruchu ani moment ilo$ci ruchu wzgledem 0, ani sila
zywa ukladu sig nie zmieniaja, z czego wynikaja dwa réwnania. Dogo-
dnie bedzie roztozyé szybko$é punkiu 4 na skladowe v, i 0,.
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Prz. 2. Dwa jednakowe punkty materyalne 4, B lezy na glad-
kim stole, polgczone wyciaggnietq niesprezysta nicia o diugosei I; nié
la przechodzi przez gladkie kélko 0, umocowane na stole. Punktowi
A nadano szybko$¢ prostopadly do 04, i punkt B doszed! do kolka
wiadnie w chwili, gdy ni¢ 04 zatoczyla kat prosty. Wyznaczyé po-

czatkows odleglosé 04. Odp. [ cos ——-—__
& 2y/ 2
Tworzymy dwa réwnania, jak w przykladzie poprzedzajacym;

"

i . ¥ . 5 ¥
rugujae z nich —;;i, olrzymamy rownanie, ktore sig latwo catkuje.
r

Prz. 3. Punkly materyalne 4 i B na gladkim stole sy przycze-
pione do nierozciggalnej nici 04B, ktérej konice O jest przymocowany
do stolu. Masa punkiu 4 jest dwa razy wigksza od masy B, nié¢ jest
wyciggnigla, i 0A=A4B. Nadajemy punktowi B szybkoS¢ prostopadiy
do prostej 0B; w jakich granicach bedzie si¢ zmienial kat, zawarly
pomiedzy 4B i przedinzeniem 04?

Znajdziemy, ze szybko$¢ punkiu A jest rzeczywisla, jezeli
cos ¥ (3—cos®) >0, gdzie ¥ oznacza kat, o ktory chodzi. Drugi ezyn-
nik jest zawsze dodatni, a zatem cos#>0, z czego wynika, ze ¥ zmie-

nia si¢ od —g do g Wyznaczy¢ procz tego stosunki szybko$ci oby-

dwoch punktow w polozeniach skrajnych.

Prz. 4. Lekki eylinder o promieniu a i osi pionowej moze sig
swobodnie obracaé¢ okolo tej osi. Na cylinder sg nawinigte w kierun-
kach odwrotnych dwie nici, ktoryeh czesci swobodne lezg wyprezone
na gladkich plaszezyznach poziomych, a do kodcow sa przyczepione
jednakowe punkly maleryalne. Jeden z punktdw, przyczepiony do nici,
klorej czesé wyproslowana posiada dlugosé e, otrzymuje szybko$é o,
w kierunku prostopadiym do nici. Wyznaczy¢ diugo$é czesei wypro-
stowanej lejze nici po uptywie czasu (. Odp. Kwadral dlugosei szukanej

244
wynosi c’+2aunf+%- .

APrz, 5. Trzy punkty materyalne o jednakowych masach, osa-
dzone na lekkim szlywnym precie na koncach i w $rodku, lezg na
gladkim stole. Jeden z punktow koncowych otrzymat uderzenie w kie-
runku prostopadtym do preta; wyznaczyé stosunek szybkodei poczi-
tkowyeh wszystkich trzech punktow, Odp. 5:2:1.

Szybko$¢ poczatkowa punktu uderzonego bedzie-oczywiscie pro-
stopadia do preta, a stad wynika, ze Srodek chwilowy lezy na linii
prela. Procz tego nalezy wzigé pod uwage, ze moment sily chwilowej
wzgledem punktu, kiéry zajmuje masa uderzona, jest roéwny zeru,
a zatem moment iloSci ruchu calego ukiadu wzglgdem tego punktu
sie nie zmieni podezas uderzenia.

Prz. 6. Cztery jednakowe punkty materyalne A4,, 4,, 4, 4, leia
na gladkiej plaszezyinie poziomej, tworzac polowe sze$cioboku forem-
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nego; lgezg je wyprezone nierozeiggalne niei 4,4, 4,4, 1 A4, Punkl
A, otrzymuje w kierunku 4,4, impuls F; jaki impuls sznur 4,4; prze-
niesie na punkl 4;?

Gdyby ten impuls szukany wywrze¢ bezposrednio na 4,, to ruch
poczatkowy punktéw 4; i 4, bylby laki sam, jak obecnie. Dogodnie
bedzie poczgtkowa szybko$¢ kazdego punktu rozlozyé¢ na skladowe

by
w kierunku 4,4, i w kierunku prostopadiym. Wypadnie "



