[II. PRZYSPIESZENIE PUNKTU.

50. Przyrost geometryczny. Musimy teraz cofngé sig
do rozdzialu wstegpnego, aby dopetni¢ w pewnym kierunku
podane tam krétkie wiadomosci o wektorach.

Wyobrazmy sobie jakikolwiek wektor P= 0A, ktéry z bie-
giem czasu zmienia si¢ co do wielkosci i kierunku, ale ktérego
poczatek O jest nieruchomy. Powiemy, ze wektor P jest fun-
keya czasu. Koniec 4 wektora ﬁéaﬁf?la w przestrzeni pewng

]lnlq. 0 ; 2 .{4 3 l;t‘lc" O ] A |

I'ig. 33.

Przypusémy, ze w chwili { byl on w 4, a w chwili
w A;. Rozlézmy wektor OA, na dwie skladowe, z ktérych je-
dng niech bedzie OA4; drugg jest, dajmy na to, O4,. Aby
otrzymaé nowa warto$é 04, wektora P, trzeba do poprzedniej
wartoéci 04 dodaé geometrycznie OA4,, moZzemy wiec powie-
dzie¢, ze wektor P w czasie 1, —1 otrzymal przyrost geomelry-
czny OA, albo A4, gdyz odcmk: AAd, i O4, sa rowne i je-
clnakowo’?ﬁ?ﬁwane '

Nalezy odrézniaé przyrost geometryczny od przyrostu al-
gebraicznego. Odmierzmy od O na prostej 04 diugosc qOﬁGﬁ_Lé:
wna 0OA,; otrzymamy odcinek AC, ktorego dlugo$é wyraza
przyrost algebraiczny wektora P w czasie ¢, —1.
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Jezeli wektor P zmieniat si¢ tylko pod wzglgdem wielko-
$ei, zachowujge kierunek popuedm to przyrost -feoméilycz,ny
jest rowny przyrostowi algebraicznemu. Jezeli wektor P zmie-
nil sie jedynie co do kierunku, zachowujac ‘poprzednig wiel-
kosé, to przyrost algebraiczny jest zerem, gdy przyrost geome-
lryezny jest rozny od zera.

Niech bedzie jeszeze w przestrzeni jakakolwiek prosta nie-
ruchoma @. Rzut wektora P na te prosta oznaczymy przez I,
a rzuty punktéw bedziemy oznaczali literami oryginatéw, kre-
skujac je dla odrdznienia.

W chwili ¢t rzut weklora P na prostg a wynosit 0’4,
a w chwili t; O'A). Przyrost rzatu wynosi A'A,’ i jest oczywi-
deie réwny rzulowi przyrostu geomelrycznego A4, .

51. Pochodna geometryczna. Przypusémy teraz, ze okres
Iy =1 jesl nieskonczenie krotki; oznaczymy go przez di. W ta-
kim razie O4, (fig. 33) rézni si¢ nieskoniczenie malo od OA
zarowno co do wielkosci, jak i kierunku. Przyrost AC nazwie-
my teraz przyrostem elementarnym algebraicznym i oznaczymy
przez dP, a przyrost 04, lub A Dedziemy nazyiwali przyro-
slem r’fenmn.fm-ng,rm geometrycznym, oznaczajac go dla odrdznie-
nia od poprzedniego przez oL

Jezeli wektor P zmienia si¢ tylko co do wielkosci, to
0P=dP, jezeli zas P zmienia si¢ tylko co do kierunku, to
AP=0. (=3

Wprowadzimy teraz nowy wektor, zgodny co do kierunku

z elementarnym przyrostem geomeuycznym a co do wielkosci ro-
0P :

wny . Wektor ten nazywa si¢ pochodng geomelryczng wek-
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lora P; reprezentuje go odcinek OB lub AB,, zawierajacy ——

obranych jednostek diugosei.

Oczywiscie pochodng geomelryczng mozna uwazaé za szyh-
kosé konca wektora P. Z drugiej strony i szybko$é kazdego pun-
ktu ruchomego jest pochodna geometryczng. Polaczmy miano-
wicie ruchomy punkt A z dowolnie obranym nieruchomym
punktem O i nwazajmy promien wodzacy OA za wektor. Po-
chodna geomelryczna tego wektora bhedzie oczywiscie szybko-
“deig punktu 4.

Jezeli wektor P zmienia sig tylko co do wielkosci, to po-
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chodna geometryczna posiada kierunek wektora P, albo od-
- Lr
wrolny, i jest réwna {W
Rmt e]ementalnego plzymbtu geomctlycmeg.,o na p:osla X

ra PJ,, a zatem wynosl dP,,:, a rzal po:.hodne,; geometlycme]
. P, P - .
jest réwny {_dr’ gdyz rzuly odcinkéw, polozonych na jednej

prostej, sa proporcyonalne do oryginaléw.

Elementarny przyrost geometryczny A4,, jak kazdy wek-
tor, mozemy rozklada¢ na wektory skladowe. Szczegdlnie uzy-
leczny bywa rozklad w kierunku OA i w kierunku prostopa-
dlym do 04. Aby olrzymaé te skladowe prowadzimy z punktu
A, prostopadly de OA, poniewaz jednak kat 4,04 jest nie-
skonezenie maly, mozemy wiec za prostopadla uwazaé luk 4,C
kola, zatoczonego z O promieniem 04,=P+dP. Z tego wyni-

ka, 7&~skIadowa AC=(P, a skladowa OZI:EEE"'PM& gdzie
a9y oznacza nieskonczenie maly kat A, 0OA. Odrzucajac nieskon-
czenie malg drugiego rzedu dP.d¥, otrzymamy CA,=Pdd.

-

Sktadowa AC nazywa sie clemen!amqm przyrostem

a skladowa CA, elementarnym przyrostem
d—.—

Stosownie do tego i pochodna geometrycina 0B posiada

skladowe OD i OF w kierunka OA i w kierunku prostopa-

dlym do OA. Pierwsza nazywa si¢ skladowq slyczng, a druga

sktadowq normalnq. Z podobiefnstwa trojkatow OBE i ACA,

)
wynika, ze skladowa styczna jest rowna %’-Z-, a skladowa nor-
i
malna P i ’

" Jezeli szybko$¢ punktu ruchomego uwazamy za pochodng
geometryczng promienia wodzacego, to owe dwie skiadowe sg
znanemi nam z par. 17 skladowemi szybkosciami w kierunku
promienia wodzgcego i w kierunku prostopadtym.

Na wstepie do tych rezwazan w paragrafie poprzedzaja-
cym zrobili$my wyrazne zastrzezenie, ze punkt O, czyli pocza-
tek wektora P, jest nieruchomy. ZastrzeZenie lo nie ma w so-
bie nic istotnego i mialo jedynie na celu pewne uproszczenie
sprawy. Jezeli punkt O jest ruchomy, to wszystkie wyniki po-
wyzsze zachowuja cala swa moc obowigzujacyg z tg tylko dro-
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bng zmiang, ze pochodna geometryezna wekiora P nie jest
szybkoscia bezwzgledna jego konca, lecz szybkoscia konca
wzgledem poczatku 0: Sm——

TTGAyby twierdzenie to nie bylo dla kogo oczywiste od
pierwsze] chwili, to mozna si¢ o stusznosci jego przekonaé
w sposob nastepujacy. Wyobrazmy sobie inny wektor @ zgo-
dny w kazdej chwili co do wielkosci i kierunku z wektorem
P, ale posiadajgcy poczatek w punkcie nieruchomym. Wekto-
ry. Pi @ _przybierajg w kazdym okresie przyrosty jednakowe,
a zatem i ich poc]mdne éeomehycme sa weigz rowne i réwno-
legle, rowniez rzuty tych wektoréw i ich przyrostow na do-
wolna prostg sa rowne. Z tego wynika, ze wywody powyzsze,
dotyczace przyrostéw i pochodnych geometryeznych, sa w je-
dnakowym stopniu wazne dla obydwich wektorow.

Prz. Pochodna geometryczna weklora jest weigz don prostopa-
dia; okazac, ze weklor zmienia si¢ tylko co do kierunku.

Xﬁﬁg Przy$pieszenie. Szybkosé¢, ktorag punkt ruchomy po-
siada’ w chwili obecnej, wskazuje, jakie polozenie zajmie on
w chwili nastepnej. Jezeli szybko$¢ jest rowna v, to wiadomo,
ze po uplywie dt sek. punkt ruchomy znajdzie si¢ na linii tej
szybkosei w odleglosci vdt od polozenia obecnego. Nie wiemy
wszakze J.llu hf;dme wowcezas. stan cynemalyczny punklu czyli

ny -pr szteszemem

Przyspieszenie—jest lo_geomelr ic‘nw
nemi slowy przy$pieszenie jest to wektor, pod wzgledem .lue-
runku _zgodny =z J_@j,@mentmy_n}__p_l_g_y_rgw L szybkodei, a pod
wzgledem wielkosci réwny stosunkowi tego przyrostu do dt.
Oczywiscie przyspieszenie lezy w plaszezyZnie, przechodzace]
przez dwie nieskonezenie blizkie styezne do toru, czyli w pla-
szezyznie Scisle stycznej do toru.

Oznaczmy przyspieszenie punktu ruchomego w chwili
obecnej przez p i przypusc¢my, ze jest ono-znane. W takim ra-
zie wiemy, ze w ciggu nastgpnego okresu d! szybkos¢ otrzyma
przyrost geometryczny pdt. Dodajac ten przyrost geometrycznie
do szybkosci obecnej, otrzymamy szybkosé, ktora bedzie mial
punkt w chwili nastepnej.

Gdy szybko$é zmienia sig tylko co do wielkosei, t. j. gdy

rach punktu jest prostoliniowy, to przy$pieszenie posiada kie-
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runek zgodny z szybkoscia, albo odwrotny. Jest ono w tym

dv :

ai’ di

glos¢ punktu ruchomego od poczatku toru, przeto przyspiesze-
2o

Et%;. Jezeli torem punktu nie jest linia prosta, to kiern-

nek przyspieszenia wogole 1_'_('_)3_1’11 sie od kierunku szybkosei.
Rzut przyspieszenia p punktu ruchomego na dowolng pro-

razie réwne a poniewaiz v=-, gdzie a oznacza odle-

nie =

dv,
I 3

sta a jest rowny = gdzie v, oznacza rzut szybkosei pun-

kiu na te prosta, albe szybko$¢ rzutu (par. 15). Poniewaz lo-

: dvg . s :
rem rzulu jest prosta, przeto —— jest przyspieszeniem rzutu,

di
a wiec rzul przyspieszenia punktu na dowolng prosly jesl przy-
Spieszeniem rzulu punkiu na lej prostej.

Prz. Defininjemy przyspieszenie, jako szybkos§¢ konca weklora v
wzglgdem poczatku jego. Opierajqc sig na tej definicyi dowiese, ze rzul
przy$pieszenia na dowolng prosta jest rowny przyspieszeniu rzutu,

d(x+v
Rzul szybko$ci konca wektora v na prostg a bedzie (—d—i_——ﬁ,

biorac pod uwage, ze rzut ten jest réwny.sumie rzutéw szybkosci
skia(’lowych, otrzymamy wynik zadany.

" 53. Wyznaczanie przySpieszein. Przypusémy, Ze mamy
dane réwnania ruchu punktu, a mianowicie

v=f(1), y=9(t), z=h(l);
pragniemy wyznaczy¢ przy$pieszenie co do wielkosei i kie-
runku.

Oznaczmy szukane przyspieszenie przez P, a jego rzuty
na gsi przez pa, py, p.. Pierwszy z tych rzutéw jest rowny
przy$pieszeniu rzutu punkiu na of wx, a to przyspieszenie jest
ks dv,. d*x o . .
réwne —- albo e’ mozemy je wigc wyznaczyé z pierwszego
rownania ruchu; p,, p. wyznaczymy tak samo z réwnan pozo-
statych. Bedzie wiec

d*x d?y d’z
P¢=E§': Pv="qp» P:=gp-
Majac te rzuty, znajdziemy

p=Vpltplpd,
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: ), 7 ),
i cosa=L%  cosf=t%, cosy=L:.

P P P
gdzic a, i, v oznaczaja katy kierunkowe przy$pieszenia.
Jezeli ruch punkin odbywa si¢ w plaszezyznie wy, to
p,-——'ﬂ, COST:O,
p=Vpl+p}t, tanoﬁ=:§“.
€
ljl;é’l. Rownania ruchu punktu sg x=acoswl, y=asinwl; wy-
znaczy¢ przyspieszenie.
Wiemy z prz. 2 w par. 16, ze torem punktu jest kolo, po kidrem
punkt biegnie ze stalg szybkodeig aw, Rozniczkujac dane rownania,
otrzymamy p,=-—awcoswl, i py=—aw*sin wl, a zatem p=aw?. Widzimy,

- » . . . . I 3
ze co do wielko$ci przy$pieszenie jest stale; tan a=—i, z czego wynika,
il %

ze pl‘zyépies'zenie ma_li.i.(?!flj_r_l_gk promienia, a znaki w p, i Py wskazuja,
Ze jest ono zwrdcone do §rodka.

I’)ﬁ:{l Punkt biegnie ze stalg szybkoScig ¢ linig lafcuchowsy
1.2
o parametrze « Wyznaczy¢ przyspieszenie. Odp. pziy% i jest skiero-

wane wedlug normalnej wewngtrz krzywej.

Nalezy tu skorzystaé¢ ze znanych zwigzkow pomiedzy a, g, 5 i ¥,
gdzie s oznacza luk krzywej, a 4 kat pomigdzy styczng i osia odeig-

e ; : we cs

tych. Znajdziemy w takim razie latwo, ze v,=—, vu=-y—.

) )

ﬁ;zfﬁ. Kolo o promieniu a toezy sie po linii prostej, przyczem
szybko$§¢ $rodka jest stala i rowna ¢. Wyznaczyé przyspieszenie pun-
Jetu, polozonego na obwodzie. Odp. Z réwnan ruchu znajdziemy, ze

e

p:—(; i jest skierowane do $rodka kola. 3

“ 2. Pz 4. Punkl P biegnie do slalego punkin O z szybkosciy wua™,
gdzie o« jest stale, a x==0P. Wyznaczy¢ przySpieszenie. Odp. Przysdpie-
szenie jest odwrocone od 0 1 =ena®!.

i 74 Prz 5. Ruchoma styczna do paraboli y*=4pe przecina o$ y w pun-
keie B, a 08 @ w C. Szybko$¢ punkin B jest stala i réwna v, Wyzna-

20* .
czy¢ przysSpieszenie punktu €. Odp. -};- Nalezy skorzysta¢ z oko-
licznodci, ze OC jest rowne odcigtej punktu zetknigeia.
'-‘j o, M 6. Punkt obiega cykloide z=a(¥—sin #), y=a(l—cosi); pray-
$pieszenie jego jest weigz réwnolegte do osi odcigtych i wynosi p,
Poll—cos 4)

gdy &:.—«12:-. Wyznaczy¢ przy$pieszenie w funkeyi & Odp. praTY
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I L ¥\2
Poniewaz ‘Egzl), przeto i"i;_a:“‘“‘“' (idiT) . Calkujac, znajdziemy

di k
dl ~ sind’ )
. 7. Ruch punktu jest centralny; znaczy to, %e przy$pieszenie
pl‘?eLhOle stale przez nieruchomy punkt 0. Dowie$é, Ze torem _l,est,' ¥
krzywa plaska, A
Otrzymamy odrazu - 0.2
px Py pz

p.z_—_r_': Py=—= r p.l‘='_]_-_1

gdzie Lk oznacza stala catkowania.

gdzie (wyz) sa wspolrzednemi punktu ruchomego, a r promieniem wo-
dzacym, Z lego za$ wynikaja réwnania
apy—ypa=0, Yps—2py=0, p—ap,=0.

s ¥y d*x oo ,od dy
Pierwsze, czyli ;z:—ﬁi——-‘; T =0 mozna napisa¢ w postaci i (m—{i—

dw
— J‘---—)--O, a zatem bedzie

il
dy dz dz dy de  dz ?
mat Va= Vgta At a ta

gdzie 4, B, ¢ oznaczajy wielkosei stale. Ostatecznie otrzymamy Ax-+
+By+Cz=0, a wiec punkt ruchomy pozostaje w plaszczyZnie, prze-
chodzgcej przez O.

54, Ruch jednostajnie przyspieszony. Okazemy na kil-
ku przyktadach, jak sie rozwigzuje zagadnienie odwrotne, w ktoé-
rem dane jest przy$pieszenie punktu oraz pewne inne okolicz-
nosci, dotyczace ruchu, a chodzi o wyzmczeme 16w11“m ruchu.
Zaczniemy od ruchu prostoliniowego. .

Przypusémy wiec, ze torem punktu jest prosta a, a za-
tem szybkosé i przyspieszenie lezg na tej proste]. Zatozymy
dalej, ze przys$pieszenie p jest state; ruch nazywa sie w tym
razie jednoslajnie przyspieszonym. Procz tego przypudcimy, Ze
W pocZatku Tachuby tZastw punkt znajdowal sie w odleglodci
a, od poczgtku toru O i posiadal szybko$é vy.

Niech a oznacza odleglo$¢ punktu ruchomego od O
w chwili 1. W takim razie bedzie

iz

sz TR ¥o. ST = (1).

Oczywiscie calka_tego rownania_drugiego rzedu bedzie funkeya
calkowity drugiego stopnia zmiennej ¢, a wigc bedzie miata




— 97 —

postaé z=AL*+ Bl+C. Podstawiajac te funkcye w nasze ré-
wnanie, znajdziemy, ze jest ona calka tylko w tym razie, gdy

A =v‘§, a zatem
#=f=tBl+ O v =« « 4 o (@)

Jest to calka ogdlna, a wspétezynniki Bi C' sa statemi calkowania,,
Oczywiscie O=ux,; staly B @znaczymy W sposob naste-
pujacy. Rozniczkujae (2), olrzymamy szybkosé
dx
—z=pl+ B
dt Pl
W chwili =0 szybko$¢ ta wynosita »,, a zatem B=p,. Osta-
leeznie szukane réwnanie ruchu bedzie takie:
{2
.'L'=£2—+ Vol + 2, .
jeseli 0 - optt g
ezeli 1y=0 i x,=0, to =" Tak np. gdy cialo cigzkie
wychodzi z punktu O, polozonego niezbyt daleko od powierz-
chni ziemi, ze stanu spokoju i spuda w prozni, to, jak wiado-
mo z badan dos$wiadezalnych, przyspieszenie jego jest prawie
stale i wynosi ¢g=9,81 w metrach i sekundach. Jest to tak
zwane- przyspieszenie ziemskie. Rdéwnanie ruchu takiego ciata,
ot , ; i : gt?
jezeli mozemy je uwazaé za punkt, bedzie 9"=-—5
-V 2."!, P_’Cé- 1. Pociag wyszedl ze stacyi, biegl minute ze stalem przy-
$pieszeniem, nastepne 2!/, minuty ze staly szybkoseis, a ostanie 30 se-
kund ze statem opoéZnieniem i zatrzymat sig na stacyi nast¢pnej.
Odlegto$¢ pomiedzy stacyami wynosi 3Y/, klm. Wyznaczyé owo przy-
$pieszenie opdznienie i szybko$¢ staty, Odp. 3600; 7200; 60 kIm./godz,
}'.'ﬂ.'i'b Prz. 2. Pocigg, idac ze stalem przySpieszeniem p, przechodzil
przez dwa naslegpujace po sobie przystanki z szybkosciami v i v,.

7] . 1 v 2
Wyznaczy¢ odleglo$é pomigdzy przystankami. Odp. = 22U

2p
U4y Prz, 3. Dwie todki na wyseigach ruszyly z szybko$ciami vy, vy,
plynety z przy$pieszeniami p,, p, i bieg skonczyl si¢ nierozegrana.
2(0, = 03) (01 Py — Vs 1)
(p1—p2)*
W 4% Prz. 4. Punkty A i B wyruszyly jednocze$nie z poczatku wspol- .
rzgdnych; pierwszy biegnie po osi x ze stalem przy$pieszeniem p,

a drugi po osi y ze stalg szybkoseia v. Wyznaczyé obwiednig prostej
8
AB. Odp. Parabola g“:-—}-)_rc.

Wyznaczyé odleglos¢é mety od startu, Odp.

Nauka o ruchu. 7
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i hs Prz. 5. Pociski 4 i B pozostawaly poczalkowo na jednym pionie
i AB bylo rowne h. Jednocze$nie 4 zaczyna swobodnie spadaé, a B
zostaje wyrzucony pionowo w gore. Spolkanie nastygpito w tem samem
miejscu, z kiorego wybiegl B; wyznaczyé jego szybkoS¢ poczalkowa,

Odp. \/ "—’I;—I ;

N~ b Prz 6. Z dziala, wymierzonego pionowo w gore, dano dwa
strzaly w odslepie [ sek; poczatkowa szybkosé pociskdw wynosi v,
Kiedy nastgpi spotkanie pomiedzy pociskami? Odp. Po uplywie
2y— gl '
=

55. Ruch prosty harmoniczny. Przypusémy znowu, 7Ze
punkt porusza si¢g na prostej x, a przy$pieszenie jest weigz
skierowane do Imnklu 0,1 wpl05[‘[‘)~10'1_}?)_1’Ey011a1n{, do otlle&lo-
dei od 0. Wspdlezynnik proporcyonalnosci oznaczymy przez w?
i punkt O obierzemy za poczatek wspolrzednych., W pocz’;lku
rachuby eczasu punkt ruchomy znajdowal sig, dajmy na lo,

w odleglosci @, od 0, i posiadat szybkos¢ v,.

=0
Iig. 34,

W chwili { punkt ruclmﬁty\zuajdzie si¢ np. w polozeniu
P po stronie dodatniej od O, a szybko$¢ jego niech bedzie od-
wrécona od 0. Szybkosé la_sie zmniejsza;—-a-zatem 1ownamu
rochzkowc _ruchu_posiada postac
(?x g
—vd—{—=—-(:) b Yooa ki owe o ow (l)
Jest 16 tak zw. réwnanie liniowe drugiego rzedu. Calke
jego mozna napisa¢ w postaci
x=asin(di+a) . . . . . . L (2).
Rozniczkujae  dwa razy, olrzymamy %Z; = — A*asin (At + )

1
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czyli i ~A%v. Z lego wynika, ze (2) jest calkg (1), jezeli
A=w0. Tak wiec calka ogdlna bedzie

x=asin(ol+2) . . . . . . . (3),
gdzie a i o sy stalemi calkowania. Z warunkéw poczatkowych
wynikaja dwa réwnania nw-i.,

" @y=asino i py=awcosc.
Z réwnan tych daja sie wyznaczy¢ a_ i_o, mozna wigc te stale
uwazaé za znane. !

Ruch punktu, odbywajacy sie¢ wedlug rownania (3), nazy-
wa si¢ rachem prostym harmonicznym; odgrywa on wazng role
w fizyce i technice.

Mozemy zdaé sobie latwo sprawe z tego szczegélnego ro-
dzaju ruchu w sposéb nastepujacy. Wyobrazmy sobie, ze okolo
punktu @ obraca si¢ odcinek OB o dlugodci a z szybkoscia
katowq o, i ze w chwili =0 tworzyl on z osia y kat o. Ratwo
~ sprawdzié, Zze (3) jest réwnaniem ruchu rzutu konca tego od-
cinka na o$ a. -

7 tego wynika, ze dany punkl ruchomy oscyluje pomie-
dzy skrajnemi polozeniami 4, i 4,, w ktérych kolo, zatoczone
z O promieniem «, przecina o$ x. Diugo$é 4,4,=2a nazywa
sie &mph{udq ruchu halmomuznego

Dajmy na to, ze w chwili { punkt 1uchomy zajmowat po-

tozenie P; z réwnania (3) wynika, ze po uplywie % sekund

punkt powréei_do polozenia P, z taka samg szyhk;s'_cia, jaka
2 . .

mial poprzednio. Czas T»E nazywa sie okresem, kat o fazq,

a punkt O $rodkiem ruchu harmonicznego.

Z zagadnieniem powyzszem wiaze si¢ $cisle nastepujace.
Punkt 4, jest w ruchu prostym harmonicznym wzgledem $rod-
ka 4,, a punkt 4, jest réwniez w ruchu prostym harmoni-
cznym wzgledem niernchomego $rodka 0. Réwnania tych ru-
chéw sa odpowiednio x,=a,sin(ol+a,) i @,=a;sin(ol+o).
Wyznaczy¢ réownanie ruchu bezwrg]gdnego punkiu A,.

Dane ruchy harmoniczne nazywaja sie s.-‘u‘ﬂdowynu a ruch
szukany wyﬁadkowym. Wypada zwrdcié uwage, ze obydwa ru-
chy skiadowe maja tu okresy réwne.



— 100 —

Za poczatek wsp6hrzednych obierzemy punkt O, i odcigta
punktu 4, oznaczymy przez z. Oczywiscie

r=@L,+x,, czyli z=a;sin(of+o)+a,sin(wl+o,).
Rozwijajac obydwie funkeye trygonometryczne, otrzymamy
% = (ay cos oy + a, cos a,) sin ol -+ (a, sin a; +a,sin a,) cos ol . . (1).
Rownanie to daje sie przeksztaleié w sposéb nastepujacy.
Wprowadzamy dwie nowe wielkosci « i o takie, aby byfo
(g €OS 01+, COS 0y = COS &, @;Sin o+ aysino,=asina . . . (2).
Bedzie wiee z=a(sinotcoso+coswmisina), czyli

w=asin(of+a).

Widzimy, ze ruch wypadkowy jest takze harmoniczny o tym

samym okresie.

v : B Poprowgdzmy z punkiu
0 odcinki OB, OB,, odpo-
wiednio réwne «a;, a, i two-
rzace z osia y katy o, a,,
a nastepnie wyznaczmy wy-
padkowa OB wektorow OB,
0OB,. Wypadkowa ta bedzie
rowna a i utworzy z osia y

x kat o. Wynika to stad, ze

Fig. 35. ° rzut_ iej na’oé y jest rowny
sumie rzutéw skladowych,

a ta wedlug (2) jest réwna «acoso; podobniez rzut OB na o$ x

jest rowny asino.

Gdy wektor OB obraca si¢ okoto O z szybkoscia katowsy o,
to ruch rzutn jego konca na osi x jest wlasnie ruchem szuka-
nym. W podobny sposéb mozna polgczy¢ dowolna liczbe ru-
chéw harmonicznych, i zawsze ruch wypadkowy otrzymamy,
jako ruch rzutu koneca wektora wypadkowego.

Prz. 1. Jakie powinny byé amplitudy i fazy ruchéow harmoni-
cznych skiadowyeh, aby szybko$¢ ruchu wypadkowego byla zerem?
Mowimy w tym razie, ze zachodzi interferencya.

Szybkos$¢ bedzie weigz zerem, jezeli a=0, a w takim razie z (2)
wynika, Ze tane,=tane i 2,=¢ -+, bo ¢ 1 @, nie moga hyé réowne.

Prz. 2. Jakg szybko$¢ posiada punkl, pozostajacy w ruchu pro-
stym har momcznym, gdy odlegto$é jego od s$rodka jest roéwna w Odp.
Sy ﬂ’

Prz. 3. Dany jest trojkgt A,d:4;; kat 4; jest prosty, a boki 4,4;,
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Aydy véwne. W 4, znajdowat si¢ punkt ruchomy w spoczynku; przy-
ciagajg go wierzcholki 4., 4,, 4;, a udzielane przys$pieszenia sa wprost
proporcyonalne do odleglodei (wspodlez. propore. = k*). Wyznaczy¢ tor

punktu i okres wahan. Odp. Okres wahaﬁ:%.

_56. Ruch pocisku w prézni. Rozwazymy ruch pocisku,
wyrzuconego w przestrzeni pozbawionej powietrza, jako przy-
klad ruchu na torze krzywym. Przypusémy wige, Ze pocisk,
kiory uWammy za punkt, wybiegt z punktu O z szybkoscig
poczatkowa v,, tworzgca z poziomem kgt a. Wiadomo z do-
$wiadczenia, ze pocisk posiada stale przyspieszenie g, skiero-
wane pionowo na dél, a zatem szybkosé¢ otrzymuje Tylko przy-
rosty pionowe, i ruch odbywa sie w plaszezyznie pionowej,
przechodzacej przez linig szybkosci poczatkowej. W plaszczy-
znie tej obierzemy plaski uktad wspétrzednych. Poczatkiem
bedzie punkt O, a osig odcietych prosta pozioma. Kierunek do-
datni osi rzednych obierzemy w gére.

Rzuty przyspieszenia na osi @ i y sa odpowiednio O i —g,
a zatem léwnanta rézniczkowe ruchu beda

d*x d¥y

FET0r g
Za poczatek rachuby czasu oul_J_‘i—é‘r‘ﬁh{y tg chwilg, w ktdrej po-
cisk wybiegal z 0; wowezas wspélrzedne jego byly zerami,
a szybkos¢ miata sktadowe w kierunkach osi v,cosa i v,sina,
Calkujac powyzsze réwnania rézniczkowe i uwzgledniajac te
warunki poczgtkowe, otrzymamy z tatwosdcia mwnama ruchu

f!
z=uvcosa.t, ,f—uolrsnw t—% o % oo s mkds
Rugujac z tych réwnan [, otrzymamy réwnanie toru
q't’

y=mxltano— .
Y 20,2 20,2 cos %o

(2).

Jest to oczywidcie parabola; przecina ona o y tylko w je-
dnym punkeie zwyklym, a mianowicie w 0, a wiec o$ jej jest
rownolegta do osi y, czyli pionowa.

Jezeli pocisk przetnie po raz drugi o$ # w punkecie 4, lo
odleglos¢ OA nazywa sie doniosto$ciq rzutu albo doniosloscia
strzatu. Zakladajac w (2) y=0, znajdziemy, ze

v,2sin 20

.0 3).
04=0FRZ. . @
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Doniostodé bedzie najwieksza, gdy wyrzucimy pocisk pod ka-
tem 45° gdyz w tym razie sin 2e.=1. Ta najwigksza doniostosé¢

v 2

. Uy
wynosi —>-
g,

.-

Przypus$émy, ze chodzi o to, aby przy danej szybkosci po-
czatkowe] v, pocisk upadl w odleglosci « od 0. Jaki kierunek
nalezy nadaé pociskowi w 0? Z (3) znajdziemy, ze w takim

a : . : v : s

wazie sin 20..-:'?—3. Rownaniu temu czynig zados¢ dwie wartosci
Up

kata 2¢ mniejsze od =; jezeli jedna wynosi v, to druga z=—g¢.

Wogodle zatem istnieja dwa kierunki, czyniace zadosé¢ postawio-

‘P

g 3 (0 3
nemu zgdaniu. Tworza one z poziomem katy = i ———21, inne-

mi slowy jeden z nich jest tak nachylony do poziomu, jak
drugi do pionu. Dwusieczna kata pomiedzy tymi kierunkami
tworzy z poziomem kat 45°%

‘} Postawimy zagadnienie ogélniejsze: pod jakim kalem na-
lezy wyrzucié pocisk z O, nadajac mu szybkos$é v,, aby trafi¢
w dany punkt P(xy)? Tor punktu powinien przej$¢ przez P,
a zatem w (2) trzeba uwazaé x, y za wielkosci znane, a o za

; s ; 1 e
wielkosé szukang. Gdy zamiast ——— napiszemy 1 + tan®a, to
COs~
rownanie to przybierze postaé

qﬂ:ftanf"a—%uw [fl11at+qw”+9u =0 . .. . (4).

Jest to réwnanie drugiego stopnia \;}glgdcm tan e, a wige po-
siada dwa pierwiastki 1zec__yw1sie lub urojone. W przypadku
pierwszym postawionemu war unkowi czynig zados¢ dwa kaly
rozne; powiemy, ze punkt P jest dosiggalny pod dwoma ka-
tami. W przypadku drugim punkt P jest wecale niedosie-
galny.

Tak wige punkty plaszczyzny pionowej, ktéra przebiega
pocisk, dziela si¢ na dosiegalne i niedosiggalne. Na granicy
leza oczywiscie punkty, ktére sa dosiegalne, ale tylko pod je-
dnym katem. Jezeli P jest takim punktem granicznym, to
pierwiastki réwnania (4) sa réwne, a zatem (ay) czynig zadosé
réwnaniu vy*z? — ga?*(ga?® + 2v,%y) = 0, albo

G2+ 202qy — vyt = 0. :
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Jest to rdwnanie krzywej granicznej, zwanej liniq bezpicczeri-
stwa; krzywa ta jest parabola, kitérej o$ lezy na osi y.

Wyrzucajac z O pociski pod réznymi katami, ale z jedna
i tg samg szybkodcia poczatkowa v,, otrzymamy cala sie¢ to-
réw parabolicznych. Zaden z tych toréw nie przecina kizywej
granicznej, bo w razie przeciwnym punkty dosiegalne lezatyby
po obydwdch stronach granicy. Z tego widaé, ze parabola gra-
niczna jest obwiednig owej sieci.

NaleZy d(ﬂac Ze ruch pocisku w przestrzeni wypetnionej
powietrzem, wogdle rdézni sie od ruchu pocisku w prozni. Ro-
znica jest tem wigksza, im wigkszq powierzchnie posiada po-
cisk w stosﬁnku do wagi, i im wigkszg nadano mu szybkosé
poczgtkowq. Temya powyzsza jest w przyblizenin zgodna ze
zjawiskiem, zachodzacem w atmosferze, gdy pociskiem jest np.
petna kula dzialowa, a szybkos¢ poczatkowa nie przenosi 150
do 200 metrow na sekunde. Ale rzuémy jakies ciato bardzo
lekkie, np. balonik kanczukowy, wypelniony wodorem; ruch
takiego pocisku w powietrzu nie bedzie weale przypominal
ruchu parabolicznego, ktéry poznaliSmy w tym paragrafie.
Niewiele wspo6lnego z nasza leorya posiada takze ruch pociskn
ciezkiego, ktory otrzymal bardzo wielkg szybkosé poczatkowa.

Aby mniej wiece] unaoczni¢ rozmiary zachodzacej tu ré-
znicy przytoczymy przyklad pocisku, wystrzelonego z nowo-
czesnego karabinu. Poczatkowa szybkosé takiego pocisku wy-
nosi okolo 700 melréw na sekunde, a zatem w prézni przy
0.=45" doniostosé strzalu wediug wzoru (3) bylaby blizka 50
kilometréow. W powietrzu osigga sie doniosto$é najwigksza,
strzelajac pod katem trzydziestu kilku stopni, i ta najwieksza
doniosto$¢ nie dochodzi pieciu kilometréw.

Prz, 1. Z punklu O wyrzucono wielka liezbg pociskdow pod ro-
znymi katami, nadajac wszystkim szybkos$¢ poczatkowa v,; wyznaczyé
miejsce geomelryczne, ktére zajmg pociski po czasie L. Odp. Rowna-

niami szukanego miejsca geomelryeznego bedg (1), jezeli uznamy @ za
wielko$§¢ stalg, a o za parametr zmienny., Miejscem tem jest kolo

. : QU e
o promieniu wyl; Srodek jego lezy w punkcie ((),—%-). Z biegiem cza-

su koto to si¢ rozszerza, a jednoczesnie Srodek spada, jak cialo ciezkie.
Prz. 2. Wyznaczy¢ miejsce geomelryezne ognisk toréw parabo-

licznych poeiskow, wyrzuconych z O z szybkoscig poczatkowsq .
Styezna do paraboli jest dwusieczna kata pomiedzy $rednicg
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i promieniem wodzaeym, a z lego wynika, ze promien wodzacy pun-

ktu 0 tworzy z osig x kgl 2«1—.1;-. Majae réwnanie osi paraboli, otrzy-

7 ; : Up* sin 2o Up® cOS 20,
mamy z fatwosdcig wspolrzedne ogniska w :———2q_ , = 2(]
"aa to rownania parametryezne kola, ktorego $rodek lezy w O, a pro-
P v,?
mien =—
29

Prz. 3. Wyznaczy¢ kierownice toru pocisku, kldrego szybkogé

poczatkowa=y,. Odp. Jest to prosta pozioma, potozona na wysokosci
2

7 - . . :
9—" nad 0. Wysokos¢ ta nie zalezy od «, a zatem tory wszysikich po-
g

ciskow, wyrzuconych z O z szybkoScig poczatkowsy v, majy kiero-
wnice wspolna.

' Prz, 4. Dwa pociski A4 i B znajdowaly si¢ na ]ednym poziomie.
Pocisk 4 otrzymal szybko$é pozioma w kierunku B, i jell]lOCLESIHL B
zaczal spadaé. Dowiesé, ze pociski te si¢ spotkaja. '» ",.'""" -

Prz. 5. Z punktu O wyrzucono jednocze$nie trzy poéiski 'zll,f}ig,_
A4;. Okazad, ze plaszezyzna 4,4,4; pozoslaje rownolegly do pewnej
plaszezyzny stalej.

Gdyby nie istnialo przy$pieszenie ziemskie, to pociski biegtyby
po liniach prostych z otrzymanemi szybko$ciami »,, v,, v;, i po 1 sek,
byloby O4,=uv,l, 04,=v.l, 04;=v4l. OczywiScie podstawa zmiennej pi-
ramidy 04,4,4; pozostawalaby réwnolegly po plaszezyzny stalej. Mo-
zna uwazac, ze dzigki przy$pieszeniu ziemskiemu cala ta podstawa
posiada obok tego ruchu jeszcze ruch postgpowy.

Prz. 6. Czlowiek idzie z szybkoScia u obwodem kola o promie-
niu «a i rzuea pitke, trzymajac reke na wysokoSci i nad ziemig., Jakg
szybkos$¢ wzgledng w powinna mieé¢ co najmniej pitka, aby upasé
w srodku okrggu. Odp. wi=w*—gh+g Var Rt
a?_}_hz 1.‘(3

Jezeli czas biegu pilki ma by¢ {, to wi= T + ut—gh;

2V a*+h?
g

w bedzie najmniejsze, gdy =

Prz. 7. Na plaskiem zboczu, tworzqcem z poziomem kat =, stoi
fort o wysoko$ei h. Na szezycie fortu ustawiono dzialo, ktorego po-
ciski otrzymuja %zybkoéé poczigtkowy v,. Wyznaczyé pole zhocza,

2 2
ktére mozna ostrzeliwaé z dziata. Odp. {Qghiqs—ﬁ—jl")% .
g*coste

Objeramy za poczatek wspolrzednych szezyt fortu, za of z pro-
sty pionows, a za 0§ y prosty rownolegly do plaszezyzny zbocza. Mo-
zna ostrzeliwaé czeSé zbocza zawarty wewnatrz paraboloidy obrotu
g+ +20,2gz—0v,t=0. Rzul poziomy lej czesci jest kolem o pro-
v,V 2gh Cos'u+ vyt

g cosu ’

mieniu
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%3

) P:l.@ 8. Strzelec stoi w odleglosci a od pionowej dciany, a po-
qutkowa szybkosé poclsku iego strzelby wynosi v,. Wyznaczyé gra-
nic¢ pomigdzy punklami Sciany dosiggalnymi i niedosiegalnymi. Odp.

2
Parabola, ktérej parametr (odleglo$¢ ogniska od kierownicy) = 26
g

(]

2
a ognisko lezy pod poziomem strzelca na gleboko$ci ;g!
U,
V51 Pra. 9. Dowiedé¢, ze punkt przecigcia stycznej clotl toru pocisku
z dowolnym pionem porusza si¢ na Lym pionie podezas hiega poci-
sku z przyspieszeniem ziemskiem.
Najdogodniej bgdzie obraé za poczatek wspohrzgdnych punkt O,,
w ktorym dany pion przecina parabolg, i za poczatek rachuby czasu
chwilg, w ktorej pocisk przebiegal przez 0.
N &3 Prz)X\O. Z punktu O wybiegla jednoczesnie pewna liczba poci-
skow. Prowadzimy z jakiego$§ punklu, polozonego pionowo nad ¢
styczne do torow. Dowwéé Zc pociski przebiegaly jednocze$nie przez
punkly zetknigcia, * -.f,: e
5 Prz. 11. Z punktow, lezgcych na jednym pionie w odlegloSei h
jeden od drugiego, wybiegajq jednoczesnie dwa pociski z szybko$cia-
mi 7y; kierunki szybkosci sg tak dobrane, Ze pociski si¢ spotykaja.
Wyznaczy¢ miejsce geomelryczne punktow spotkania. Odp. Gdy obie-
rzemy dolny punkt za poczatek, to réwnanie szukanego miejsca bedzie
_h g(h*+-4s7)
‘”"E_MSfJ;__

59 Prz.2. Pocisk wybiega w kierunku poziomym z najwyzszego
punktu kuli o promienin a. Jaka powinna by¢ szybko$é poczatkowa,
“aby pocisk nie dotknal powierzehni kuli? Odp. Powinna by¢ wigksza
od  ag.

5% Ppz. 13, Punkt ruchomy wyszed! z punktu (O, polozonego na
danej prostej x, z szybko$cia v,, tworzacy z owa prosla kat «, i posia-
da przy$pieszenie prostopadte do x, zwrdcone do tej prostej i wprost :
proporcyonalne do odleglo$ci; wspolezynnik proporcyonalnosei = w®

Yy Sina
il sin u:f

Wyznaczy¢ tor, Qdp. Réwnania ruchu z=v,co8e. 1, y=
w

a wige torem jest synusoida,

Prz, 14. Rzuty przys$pieszenia punktu na osi o i § sq odpowie-
dnio réwne —a i @, a gdy punkt przebiegal przez poczatek ukladu, lo
szybko$é jego v, byla skierowana wedlug osi @ Wyznaczy¢ polozenie,
v 9
8a ’ FE)

Prz. 15. Punkt wyszedl z polozenia A na osi y z szybkoSeia v,
rownoleglty do osi a i posiada przy$pieszenie rownolegle do osiy
i proporeyonalne do szybko$ci; wspolez. propore.=k. Wyznaczy¢ tor.

w ktorem punkt poruszal si¢ najwolniej. Odp. (

Odp. Katenoida, kiérej parametr=—-



