5. Suma geometryezna. W zakres mechaniki wehodzg
zagadnienia, w ktorych mamy pewna liczbe weklorow oraz in-
nych danych, a chodzi o wyznaczenie nowego weklora, czynia-
cego zado$¢ pewnym okreslonym warunkom, Zagadnienia tego
rodzaju dajg si¢ czesto sprowadzi¢ do pewnyeh dzialan typo-
wych, ktore mamy wilasnie poznaé. '

Niech beda dwa wektory P=0A i Q=0B, majace wspol-
ny poczgtek 0. Moga to byé¢ wektory zwiazane z punktem O.
albo wektory zwigzane z pro- ]
stemi O4 i OB, albo wreszcie
wektory swobodne. Wyzna-
czamy nowy wektor 2 w spo-
sob nastepujacy. Prowadzimy
z konca A wekiora I odci-
nck AC réowny i réwnolegly
do OB. 016z poczalkiem wek-
lora R ma byé punkl O, Fig. 1.

a koncem punkl C.

Wyznaczanie lakiego weklora B nazywa sie dodawaniem
geomelryeznem, a wektor B nazywamy sumg geomelryczng, albo
weklorem wypadkowym, albo wreszeie wprost wypadkowq wek-
torow P i @ a te dwa oslatnie wektorami sktadowymi wekto-
ra K. Pisze sie symbolicznie

R=P+ Q 5
W réwnaniu tem znaki = i + maja inne znaczenie niz w al-
gebrze zwykdej, czyli w algebrze skalarow.

Z figury wynika Dbezposrednio, ze moglibyémy rowniez
olrzymadé¢ wektor R, prowadzac z punktu B odcinek BC rowny
i rownolegly do 04, a zatem weklory skladowe sa rownoupra-
wnione, i w sumie P+ @ porzadek skludnikéw nie odgrywa
zadnej roli. Wyrazimy to symbolieznie, piszae

P+ Q=0Q+P.

Wektor wypadkowy 12 mozna takze wyznaczyé, jako prze-
katnie réownolegloboku, zbudowanego na wektorach skladowych.

Niech teraz beda trzy wektory P, P,, Py, posiadajace
wspblny poczalek O i polozone jakkolwiek w przestrzeni (a wiec
niekoniecznie w jednej plaszezyznie). Wyznaczamy nowy wek-
tor B w sposéb nastepujacy. Z konca A, wektora I, prowa-
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dzimy odcinek 4,4, réwny i réwnolegly do weklora P;, a na-
stepnie z punktu 4, prowadzimy odeinek 4,4, réwny i réwno-
legly do P,. Poczglkiem szukanego wektora B ma byé¢ 0, a kon-
cem 4,. Weklor R zowie si¢ sumg geomelryczng, albo wekto-
rem wypadkowym wektorow P, P,, Py, ktére nazywaja sie
skladowymi. Piszemy

R:P1+P2+P3.

Fig. 2.

Aby wiec otrzymaé wektor wypadkowy nalezy ubtworzyé
wielobok 0A A,4,, kiérego hoki sa odpowiednio réwnolegle do
wektoréw skladowych.

Latwo sie przekona¢, ze porzadek, w ktorym nastepuja
po sobie te boki, nie wywiera wplywu na wynik ostateczny.
Z figuary 2 widaé, ze B=R,,+P,, gdzie R,,=P +P,. Lecz
otrzymaliby$Smy te samg sume R,,, prowadzac z konca wek-
tora P, odcinek réwny i rownolegly do P,, a wiec zamiana
pomiegdzy bhokami OA, i 4,4, nie wywiera wplywu na sume
oslateczng.

Mozna réwniez uczyni¢ zamiane pomiedzy bokami 4,4,
i 4,4y, czyli pomigdzy skladnikami P,, P,, co nie wplynie
na sume K. Oczywiscie odeinek 4,4, jest réwny i réwnolegly
do sumy wektoréw P,, Py, ktéra oznaczymy przez R,,, a za-
tem R mozna uwaza¢ za sume wektorow P, i R,,; lecz otrzy-
maliby$my odcinek 4,44, rowny i réwnolegly do R,,, prowa-
dzge naprzéd z 4, odeinek réwny i réwnolegly do P,, a na-



stepnie z konea tego odeinka odeinek réwny i réwnolegly
do P,. _
' Powiemy krétko, ze suma geomelryczna P, + P,+ P, nie
zalezy od porzadku skladnikdw.

Tak samo zupelnie tworzy sie¢ suma geometryvezna czle-
rech, pieciu i wiecej wektoréow, i sumy le nie zaleza réwniez
od porzadku skitadnikow.,

Jezeli wszystkie wektory skiadowe sa polozone na jednej
prostej, to i wektor wypadkowy bedzie lezal na tejze proslej
i bedzie réwny sumie algebraiczne] wektoréow skladowych. Tak
wiec sume algebraiezng mozemy uwazaé za szezegdlny przypa-
dek sumy geomelrycznej.

Czesto bardzo wypada rozwiazywaé zagadnienie odwrotne:
dany jest wektor R, wyznaczyé¢ pewng liczbe wektorow P, P, ...,
dla ktorych B jest sumg geomelryeznag, ezyli, innemi slowy, roz-
lozy¢ wektor R na wektory skladowe P2, P, .... Moga byé¢ przy-
tem poslawione jeszeze inne warunki, klérym szukane weklory
sktadowe majg czyni¢ zadosc.

Wszyslkie te dzialania sa znane ze slatyki, gdzie stosuje-
my je do sil i par.

O sumie geometrycznej dwoch wektorow moze by¢é mowa
tylko w tym razie, gdy wektory le posiadaja wspolny pocza?
tek. Z tego wynika, ze wektory zwiazane z punktami maja
sume geometryczng tylko w tym razie, gdy te punkty leza ra-
zem; wektory zwigzane z prostemi posiadaja sume, gdy te pro-
ste przechodza przez jeden punkt, albo leza w jednej plaszczy-
znie; wektory swobodne zawsze maja sume.

Przyktad, Punkt ruchomy ma doznaé kolejno przesunig¢ py, ps...
Okaza¢, ze ostateczne polozenie punktu ruchomego nie zalezy od po- -
rzadku, w ktorym si¢ lte przesunigcia odbeds.

6. Rzuty wektoréw. W mechanice czesto mamy do czy-
nienia z prostokatnymi rzutami wekloréw na plaszezyzny i pro-
ste. Rzut taki mozemy zawsze uwazaé za wektor, ktorego po-
czalek i koniec sa odpowiednio rzutami poczatku i konca we-
ktora rzucanego czyli oryginatu.

Niech beda wektory P,, P, ..., posiadajgce wspolny po-
czatek O, lecz polozone jakkolwiek w przestrzeni (fig.2). Utworz-
my wielobok 04, 4,.. i wyznaczmy wektor wypadkowy R.
Obierzmy nastepnie dowolna plaszezyzne rzutéw i zbudujmy
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rzut calej ligury na tej plaszczyznie. Cze$ci skladowe rzutu be-
dziemy oznaczali temi samemi literami, co odpowiednie czesci
oryginalu, kreskujac je dla odrdznienia.

Poniewaz rzuly prostokgine dwoch odeinkéw réwnych
i réwnoleglych sa réwne i réwnolegle, przeto odeinek 4,4,
bedzie réwny wektorowi P," i réwnoleglty do niego, odcinek
4,4, bedzie rowny i réwnolegly do P, i t. d. Stad wynika,
ze wektor R' bedzie sumg geometryczng weklorow P, P, ...
A zalem rzul weklora wypadkowego na plaszezyzng jesl sumgq
geomelryczng rzulow weklorow skitadowych.

Uczynmy teraz rzut tej samej figury (2) na dowolnie obra-
nga o$ rzutéw. Na osi lej bedziemy odrézniali kierunek dodaini
od ujemnego, jak si¢ to dzieje w geometryi analityeznej. Jezeli
rzut wektora jest zwrocony w strong dodatnig, to bedziemy go
uwazali za dodatni, w razie przeciwnym za ujemny.

Widaé bezposrednio z figury, ze R' co do wielkosci i zna-
ku réwna sie sumie algebraicznej odeinkow 0’4/, 4,'4), ...,
gdzie porzadek liter okresla znak, ktory sktadnikowi przypisac
nalezy. Jesli np. punkt 4,' lezy po stronie dodatniej punktu 4/,
to odcinek 4,4, uwazamy za dodatni, w razie przeciwnym za
ujemny.

Lecz O'A)'=P/. odcinek 4,'4," jest rowny co do wielko-
$ci i zgodny co do kierunku z P,” i t. d., a zalem rzul wektora
wypadkowego na o$ jest rowny sumie algebraicznej rzutow wekio-
row sktadowych. '

Twierdzenin temu nadamy posta¢ réwnania algebraiczne-
go. W tym celu zawrzemy naprzéd umowe nastepujaca. Jezeli
mamy dwie proste, na klorych odrézniamy kierunki, to za kat
pomiedzy niemi bedziemy uwazali ten z dwéeh katéow prazyle-
glych, ktérego ebydwa boki biegna od wierzchotka. .

Oznaczmy teraz przez a,, o, ..o, kaly pomiedzy weklo-
rami P, P,, .. R i osia rzutéw. W takim razie rzuly tych
wektorow na o§ beda zaréwno co do wielkosei bezwzglednej,
jak i znaku, odpowiednio réwne P, cosa,, P,cosa,,... F coso,,
i twierdzenie powyiZsze wyrazi sig tak:

R coso, =P, cosa+ Pycoso,+...
Iub krocej
¢ Rcosa, =Xl cosa.
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7. Metoda analityczna sumowania. Na drugiem twier-
dzeniu paragrafu poprzedzajacego jest oparla metoda anali-
tyczna wyznaczania wektora wypadkowego.

Mamy wige wyznaczyé pod wzgledem wielkosci i kierun-
ku wektor wypadkowy danych weklorow P, P,..., posiada-
jacych wspolny poczatek O. Obierzmy O za poczalek prosto-
katnego ukfadu wspélrzednyeh wyz, i oznaczmy odpowiednio
przez (¢,8,7,), (%8s7,) ... katy, ktore dane weklory lworza z osia-
mi, czyli ich katy kierunkowe. Szukany wektor wypadkowy
oznaczymy przez R, a jego rzuty na osi przez R,, R, R, Na
zasadzie wzmiankowanego twierdzenia bedzie

R,=XPcosa, RE,=YXPcosf, H,=XPcosy

i R=V\RB +R2+R:.
Oznaczmy jeszcze l)mfa,ﬁ}.'(,.) kaly kierunkowe weklora R,
Znajdziemy, ze
l::tt:idf--=-jr{-"fj cos'ﬁ.r-}?“- cosw:l.‘)‘
R W R
Majace 2, o, [5_,. i (., znamy weklor wypadkowy co do
wicelkosci i kierunku.
8. Rzut trojkata. W dalszym ciagu hedzie uzyleczne pewne
twierdzenie geomelryczne, ktére przyloczymy na tem miejscu,
Niech bedzie lrojkat ABC i jego rzut A’B’C’ na jakakol-
wiek plaszezyzne F. Oznaczmy przez S i S pola oryginalu
i rzutu, a przez o kat pomiedzy plaszezyzna trojkata i pla-
szezyzng F. Dowiedziemy, ze
N'=Scosa.

Rozwazymy naprzod przypadek szezegolny, gdy jeden z bo-
kow trojkata, np. AB, jest réwnolegly do F. Jezeli ¢D jesl
wysokoscia oryginalu, to D' jest wysoko$cia rzutu, i 8=
=44'B".C'D'. Lecz A'B'=4AB i C'D'=CDcosx, zatem §'=
=34AB. CDcose, co bylo do dowiedzenia.

Przypusémy teraz, ze lréjkat ABC ma polozenie jakiekol-
wiek. Poprowadzmy przez wierzcholek 4 plaszezyzne réwnole-
gla do F; przetnie ona bok BC w punkcie D, i prosta 4D
bedzie réwnolegla do F. Oznaczmy teraz przez S; i S, pola
tréjkatow ABD i ACD, a przez S, i S, pola ich rzutéw. Na
zasadzie powyzszego bedzie S, =S, cosa i 8,'=S,cose. Dodajac
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lub odejmujac te dwa réownania i uwzgledniajae S, 4+ 8,=8
oraz S48, =8', otrzymamy zwiazek zadany.

Twierdzenie powyZsze daje sie bardzo latwo unogdlnic.
Przypusémy naprzéd, ze S i 8" sa odpowiednio polami dowol-
nego wieloboku plaskiego i jego rzutu na plaszezyzng F. Wie-
lobok mozemy podzieli¢ na tréjkaty; stosujac dowiedzione twier-
dzenie do kazdego z nich i dodajac olrzymane réwnania, otrzy-
mamy znowu S’ =8cosa.

Gdy granice figury plaskiej stanowi linia krzywa, to mo-
zemy uwazaé taka figure za wielobok o nieskonczenie krétkich
bokach, a zalem lwierdzenie nasze rozcigga sig do wszystkich
figur plaskich.

Prz. 1. Opierajac sie na lem, ze kazdg elipse mozna uwazac za
prostokqlny rzul kola, dowie$é¢, ze pole elipsy =rab.

Prz. 2. Pole figury plaskiej jest roéwne S, a pole jej rzuldéw na
plaszezyzny wspolrzednyeh ukladu prostokatnego sa S, Sy, &, Oka-
zad, ze §*=S,24 872+ 84

Prz. 3. Dane sa w ukladzie prostokatnym punkty 4,(x 4, z),
Ay(ayaze), As(xyy3z3); wyznaczyd objeto$é czworoSeianu 04,4.4,.

Niech B4, bedzie wysokoScig czworos$cianu, (efy) jej katami kie-
runkowymi i § polem trojkata 04;4;. Mozemy uwazaé B4, za sume

geometryezng sktadowyeh BO, a,, y,, z,. Biorac rzuty na B4d,, olrzy-
mamy Bid,=m=, cosa-+ty, cos B4z cosy, a szukana objelosé

V=592, cos aty; cOSB+z cos7), lub V=2 (a, Sety Sy+z 8, .
Pola S, 8y, 8. wyznaczajy sie w sposob znany., Wynikowi mozna na-
da¢ poslac

[ a0 w2
V=5 2s 42 &
Ty Iy 2

9. Moment wzgledem punktu. W teoryi wektoréw obok
dodawania zasadnicza role odgrywaja dwa dziatania inne. Wy-
nikiem jednego z nich jest wektor, zwany iloczynem wektoro-
wym, a wynikiem drugiego skalar, zwany iloczynem skalaro-
wym. Dziatania te wylozymy jedynie w tej postaci, w ktorej
beda nam potrzebne w dalszym ciggu; nie bedziemy nawet
uzywali powyzszych nazw ogélnych, postugujac sie zamiast te-
go nazwami moment i praca, nzywanemi czesciej w mechanice.
Dzialanie pierwsze rozwazymy na tem miejscu, o drugiem be-
dzie mowa w jednym z rozdzialéw nastepnych.



Niech bedzie wektor P=AB, zwiazany z punktem lub
prosta, i niech bedzie procz tego punkt 0. Poprowadzmy przez
O prosta, prostopadia do plaszezyzny OAB. Gdy spojrzymy
z jakiego$ punktu € tej proste] na plaszezyzne OAB, to zoba-
czymy, ze wektor P jest, dajmy na to, zwrdcony w te strone,
w kitoérg posuwa si¢ koniee wskazowki zegarowej, obracajgcej
sie okolo punktu O. Gdybysmy patrzyli na OAB z innego pun-
ktu lejze prostej, polozonego po odwrotnej stronie plaszezyzny,
lo dla nas zwrot wektora P bylby odwrotny do biegu wska-
zowki zegarowej.

Odetnijmy od punktu O w strong C Pp umdwionych je-
dnoslek diugosei, gdzie p oznacza odleglos¢ wektora P od pun-
ktu O i nazywa sie ramieniem momentu; innemi slowy odmierz-
my na OC w odpowiedniej skali podwojne pole trojkata OAL.
Otrzymamy weklor, zwigzany z punktem O i posiadajacy po-
czatek w O; weklor len zowie sie momenlem weklora P wzgle-
dem punlktu 0.

Krotko mowige, momenl welklora P wzgledem O jest lo
weklor prostopadly do plaszezyzny, zawierajgeej O i P, zwrécony
w le strone, = kiorej widaé¢ P w kierunku biegu wskazowki zeya-
rowej, a pod wzgledem wielkosci rowny iloczynowi z weklora P
przez ramie.

Oczywiseie moment ani pod wzgledem kierunku ani wiel-
kosci nie zalezy od polozenia wektora P na prostej AB.

Jezeli punkt O lezy na AB, to moment jest rowny zeru.

Niech beda wektory Py, P, ...
(typowy wektor ), polozone w je-
(lnej plaszezyznie, np. w plaszezyinie
rysunku, i posiadajace wspélny po- ‘D
czalek 4. lch wektor wypadkowy
oznaczymy przez . Niech bedzie i
procz lego w tejze plaszezyznie ja- s
kikolwiek punkt . Obierzemy 0 A
za poczgtek prostokatnego ukfadu o
wspolrzednych; o$ = obierzemy pro- ~ 2,*[ x
stopadle do plaszezyzny rysunku, Fig. 3.

a 0§ y poprowadzimy przez punkt
A. Oczywiscie momenty wszystkich wektorow P, P, ... R leia
na osi z; przypisujemy im znaki + lub - stosownie do ftego,

Y
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czy sa zwrécone w strone dodalnig czy ujemng tej osi. Oznacz-
my jeszcze przez o, o,..9 katy, ktére wektory Py, P,.. R
tworza odpowiednio z osia @, a przez p,, p,..r ich odleglosci
od 0. Biorac rzuty na of @, otrzymamy

Rcosg=YXPcosa.

Mnozymy naslepnie obydwie strony tego réwnania przez OA,
a gdy uwzglednimy, ze OAd cosa=p i OAcosg=r, to wypadnie

Rr=EPp.

Réwnanie lo wyraza twierdzenie nastepujace: moment we-
klora wypadlkowego wekloréw, potozonych w jednej plaszezyinie,
wzgledem punkta tejze plaszezyzny jesl rowny sumie algebraicznef
momentow wektorow sktadowych.

Twierdzenie to jest przypadkiem szczegdlnym twierdzenia
ogdlniejszego, ktore poznamy w jednym z paragrafow naslep-
nych.

Prz. 1. Twierdzenie powyzsze dowiedlidmy, zakladajac, ze we-
ktory P,, P,.. majg wspolny poezgtek; dowiesé, ze twierdzenie jest
wazne i w tym razie, gdy wektory Py, P,.. sq zwigzane z prostemi,
potozonemi w jednej plaszezyznie, lecz nie przechodzycemi przez je-
den punkt,

Prz. 2. Wektor P lezy w plaszezyZnie F; okazad, ze kofce mo-
mentow  jego wzgledem wszystkich punktow plaszezyzny F lezg na
innej plaszezyznie, przechodzace] przez P i nachylonej do F pod ka-
lem, ktorego langens jest liczbowo réwny P.

Prz. 3. Dane sy momenty wektora wzgledem trzech punktow
A, B, C, nie lezacych na jednej prostej. Momenty le sg prostopadie
do plaszezyzny ABC. Wyznaczy¢ (wykredlnie) wektor pod wzgledem
wielko$ei i potozenia,

Prz. 4. Sumy momentéw ukiadu plaskiego wekiordow zwigza-
nych z prostemi wzgl¢dem frzech punkiow, polozonych w plaszezy-
Zznie uktadu nie na jednej prostej, sy rowne. Okazaé, ze sumy momen-
tow wzglgdem wszystkich innych punktow tejze plaszezyzny sy rowne.
W tym razie weklor wypadkowy lezy w nieskonczonosei, i uklad spro-
wadza sig do pary weklorow,

Prz, 5. Punkty 4,, 4, 4, leza w odlegtoSciach p,, p,, p; od pro-
slej, z klora zwigzany jest dany weklor P (wszystko w jednej pla-
szezyznie), a wysokoSei trojkata 4, 4.4, wynosza odpowiednio fy, hy, hy.
Roztozy¢ wektor P na trzy skladowe, polozone na hokach trojkala.

Pp, Pp,  Ppy

Odp. Szukane skladowe beda ——, > —.
! 08 I, hy Iy
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10. Moment wzgledem prostej. Niech bedzie wekior
P=AD, zwigzany z punktem lub prosta, i jakakolwiek pro-
sta z. Obierzmy na niej dowolny punkt C, i wyznaczmy wzgle-
dem niego moment M wektora P. Przypusémy, ze M tworzy
z prosta z kat y; w takim razie rzut N momentu na prosty z
jest rébwny Mcost. Dowiedziemy, ze rzut ten jest niezaleiny
od polozenia punktu C na prostej.

W tym celu poprowadzmy dowolnie plaszezyzne F, pro-
stopadla do prostej z; przetnie ona te prosta w punkcie O.
Jezeli rzutami punktow 4, B na F sg punkty 4’, B’, to rzu-
lem tréjkata ABC bedzie tréjkat A'B'O, przy kazdem poloze-
nin punktu € na prostej z

Podwéjne pole tréjkata ABC jest rowne M, i plaszczyzna
ABC tworzy z F.kat 7 (plaszezyzny te sa odpowiednio pro-
stopadie do bokdéw kata ) a zalem podwdjne pole trojkata
A'B'O=Mcosy=N. Znaczy to, ze rzut N jest dla punktow
prostej z wielkoscig stala.

Ten rzul N momentu M zowie sie momentem weklora P
wzgledem: osi -.' Jest to wektor zwiazany z prosty z i oczym-
ume réwny co do wielkosci i kierunku momentowi wektora

=A'B" wzgledem punktu O.

Znajdziemy jeszcze dla wektora N pewne wyraZenie, ktore
bywa czesto uzyteczne.

Dajmy na to, ze CD=p jest najkrotszg odlegtoscna po-

miedzy prostemi 4B i z, z 1
ize D jest rzutem pun- A D =4
ktu D. Ponjewaz prosla f

CD jest rownolegla do e

plaszezyzny rzutéw, przeto
OD'=CD=p. Prosta O,
jako prostopadia do 4B
i D'D jest prostopadia do

plaszezyzny rzucajacej pro- / 0
stej 4B, a wigc i do A'B'. F

Z tego wynika, ze OD' jest
ramieniem wektora P’ i

N=P'p. Oznaczmy jeszcze
przez & kat pomiedzy P i z; w takim razie kat pomiedzy P

Fig, 4.
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5 - i P'=Psind. Oslalecznie otrzymamy

i P' Dhedzie
N=Ppsind.

Moment wekiora P wzgledem proste] z jesl rowny zern,
(1) jezeli p=0, L j. jezeli proste z i AB si¢ przecinaja, i (2) je-
zeli & =0, t. j. jezeli proste z i AB sa roéwnolegle. Wogdle mo-
ment weklora wzgledem osi jest zerem, jezeli wektor i os lezy
w jednej plaszezyZnie.

11. Moment wypadkowy. Niech beda weklory Py, P, ...,
i ich wypadkowa R, i niech bedzie procz lego jakakolwick
prosta z. Prowadzimy, jak poprzednio, plaszezyzne F, prosto-
padla do z i przecinajaca te prosta w punkciec O. Rzul R’
wektora B na F bedzie wypadkowa rzulow P/, P, ... weklo-
row P, P, ... Poniewaz weklory P, P, ... tworzg uklad pla-
ski, przeto moment wektora wypadkowego R’ wzgledem pun-
kitu O bedzie réwny sumie algebraicznej momentéw wektorow
sktadowych P/, P,...; innemi slowy moment wektora B wzgle-
dem z jest réwny sumie momentéw wektoréow P, P, ... wzgle-
dem z. Wogdle moment wektora wypadkowego wzgledem osi jest
réowny sumie momentow wekloréw sktadowych.

Wezmy teraz ten sam uklad wektorow P, P, .. 1R i jaki-
kolwiek punkt O. Wyznaczmy wzgledem O momenty M,, 2, ...
wektoréw Py, P, .. oraz moment N weklora B. Poniewaz M,,
M, ... sa to weklory, posiadajgce wspolny poczatek, mozemy
przeto wyznaczyé ich weklor wypadkowy; oznaczmy go przez
N'. Dowiedziemy, ze N i N’ nie roznig sie ani pod wzgledem
wielkosei ani kierunku.

W tym celu poprowadzmy przez O trzy osi wspdlrzed-
nych wx, y, z. Rzut wektora N’ na o§ a jest rowny sumie 1zu-
tow wektoréow A, M, ... Lecz rzuty momentéw M,, M, .. na
o$ x sa momentami wektorow P,, P, .. wzgledem tejze, a su-
ma ich w mysl twierdzenia poprzedzajacego jest réwna mo-
mentowi wypadkowej B wzgledem x, ezyli rzutowi momentu N
na t¢ prosta. Stgd wynika, ze rzuty wektoréw N i N' na o a
muszg by¢ réwne, a poniewaz toz samo dotyczy dwoéch osi po-
zostalych, przelo wektory N i N' nie moga sie rézni¢ pod
zadnym wzgledem.

Dowiedlismy wiee twierdzenie takie: moment welktora wy-
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padkowego wzgledem dowolnego punkin jesl rowny sumie geome-
trycznej momentow wektorow sktadowych wzgledem tego: punktu.
Rozumie sie, wyraz ,réwny“ oznacza tu zgodnodé¢ co do wiel-
kosci i kierunku.

Twierdzenie, ktore poznaliSmy w par. 9, jest oczywiscie
szezegdlnym przypadkiem twierdzenia powyzszego.

Prz. 1. Dane sg weklory P i P’ rowne, rownolegle i zwrocone
w slrony przeciwne, czyli para wektoréw. Okazaé, Zze suma momen-
0w tych wektorow wzgledem wszystkich punktéw przestrzeni jest
jednakowa i co do wielkodei i co do kierunku.

Nalezy obra¢ prostokatny uklad wspolrzednyeh, klorego poezq-
tek lezy w dowolnym punkeie przestrzeni, a jedna z osi jest prosto-
padla do plaszczyzny pary, i wyznaczy¢ sumy momentdow wzgledem
kazdej osi.

Prz. 2. Momenly wypadkowe ukladu weklorow wzgledem: trzech
prostych, przechodzacych przez punkt O i nielezacych w jednej pla-
szezyZnie, sg zerami, dowiesé, ze moment wypadkowy wzgledem 0 jest
zerem,

Prz. 3. Momenty wypadkowe ukladu weklorow wzgledem lrzech
punktéw, nie lezacych na jednej prostej, sy zerami; dowie$¢, ze mo-
ment wypadkowy wzgledem kazdego innego punktu jest zerem.

Prz. 4. Moment wypadkowy ezlerech weklorow wzgledem do-
wolnego punktu jest zerem; okazad¢, Ze te weklory lezy na hiperboloi-
dzie jednopowlokowe;j.

12. Analityezne wyrazenie momentu. W prostokalnym
ukladzie wspolrzednych dany jest poczatek A(ayz) wektora P,
oraz rzuty P,, P,, I’, tego wektora na osi. Pragniemy wy-
znaczyé moment M wektora P wzgledem poczalku 0.

Uczynimy tu naprzdéd z 2
pewna uwage ogdlng, doty- %
czgea obioru ukladu wspol- B wmmacy P
rzednyeh. Spojrzmy z ja- Yo S
kiego$ punktu osi = (lig. 5), A o 5
polozonego po stronie do- /:A v
datniej od O, na te czesé % i
plaszezyzny wy, kidra lezy ) :
pomiedzy stronami dodat- ! i <
. . . . . o | 4
niemi osi a' i y. Wskazéw- b
ka zegarka, lezacego na tej A,:,’

plaszezyznie tarczg do nas,
posuwataby sie od osi @ ku . Fig. a.



osi y. Powiemy, Ze o$ y nastepuje po osi a w kierunku ruchu
wskazowki zegarowej. Tak samo o$ z nastepuje po osi y, i 0§ x
po osi z. W taki sposéb bedziemy zwykle obierali osi wspol-
rzednych w przestrzeni.

Na zalgczonym rysunku mamy wyobrazony len przypa-
dek, w ktorym wszystkie wielkosci dane, t. §. x, y, z, Py, Py, P,
sg dodatnie, :

Wyznaczymy naprzod rzuty M., M,, M, szukanego mo-
mentu M na osi wspdlrzednyeh, czyli momenty wektora P
wzgledem osi. W tym celu rozktadamy wektor P na trzy skia-
dowe w kierunkach osi. Oczywiscie skiadowe te sa réwne da-
nym rzutom P, P,, P,. .

M,, czyli moment wektora P wzgledem osi z, jest réwny
sumie momentéw wektorow P,, P,, P,. Moment pierwszego
jest rowny —yP, (znak —, gdyz moment ten jest zwrdenny
w kierunku ujemnym osi z), moment drugiego wynosi xP,,

i wreszcie moment trzeciego jest rowny zeru, Zatem wypadnie

M,=axP,—yP,.
Tak samo znajdziemy

M,=yP,-zP,

'R
M,=zP,— P,

a M= 2+ M+ M2,

41‘{1: M ‘Eu’
I‘f 5 COS[B=‘_‘U: cos .l,=—_"} gdZie

Dalej olrzymamy coso=
1 Y Y i

o, §, 7 oznaczaja katy kierunkowe momentu M,

Jezeli mamy wyznaczy¢ moment wektora P nie wzgledem
poczgtku O, lecz wzgledem jakiego$ innego punktn O'(nt), to
we wzorach powyzszych wypadnie zamiast a, y, z napisaé
&, Y, 2, czyli wspolrzedne punktu 4 w ukiadzie, ktérego po-
czatek lezy w O, a osi sa odpowiednio réwnolegte do x, y, z;
zatem a'=x—§, y=y—1, £'=z2-L

Prz. 1. Uklad wspolrzednych obrano w taki sposéb, ze o§ y na- .
st¢puje po osi @ w kierunku odwrolnym do biegu wskazowki zegara.

Okazac¢ zapomocy rysunku, ze w tym razie M,=yP,—aP, z odpowied-
niemi zmianami w M, i M,.
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Prz, 2. Weklor P lworzy z osiami kaly 90°, 1359 45° a poczglek
jego lezy w punkeie (¢, «, 0), Wyznaczy¢ moment wzgledem (. Odp.

T S S 1
M—Pra’fﬁ, cosa="rss co:,pucos-;—~\/§.

Prz. 3. Poczatek wektora P lezy w poczatkn wspolrzednych,
a skladowe jego w kierunkach osi wynosza P., Py, P.. Wyznaczy¢
moment wektora P wzgledem punktu 4 (vyz).

Skladowa szukanego momentu w kierunku osi z jest réwna su-
mie momentéw wektorow P,, P, wzgledem prostej 4’4, rownolegle]
do z. Wypadnie yP,—xP, i t, d. Szukany moment jest rowny lecz od-
wrotny do momentu wektora P, posiadajacego poczatek w A, wzgle-
dem 0.

Nauka o ruchu. 2



