CYNEMATYKA
I. SZYBKOS(. PUNKTU.

v13. Cynematyka i dynamika. Ruch jest najpospolitszem
zjawiskiem natury, bo wszystkie ciala, o ktérych wiemy, pozo-
staja w ustawicznym ruchu, a pojecie spokoju, spokoju bez-
wzglednego, powstato w umysle ludzkim skulkiem bledéw do-
strzegania. W ruchach ciata mozliwa jest rozmaito$¢ nieogra-
niczona. Dotyczy to cial sztywnych, a w jeszcze wigksze] mie-
rze cial niesztywnych, takich, jak cialo ludzkie lub zwierzece,
albo wreszcie plyndw i gazéw.

Pierwszym krokiem w nauce o ruchu musi byé¢ wprowa-
dzenie pewnego tadu do tej réznorodnosci. Trzeba wiec rozio-
zy¢ dostrzegany przez nas ruch ciala na pewne elementy pro-
ste i zbada¢, jakie kombinacye moga powstawaé skutkiem 1Ia-
czenia sig tych clementéw. Stanowi to zadanie nauki zwanc]
cynemalykq™) od wyrazu greckiego zbvqpe, oznaczajacego ruch.

Doswiadczenie codzienne wskazuje, ze jedne ciata wywie-
raja wplyw na ruch innych. Tak np. szyny wywieraja wplyw
na ruch lokomotywy. Gdyby w pewnym punkeie toru kolejo-
wego usungé szyny, to od tego punktu ruch lokomotywy stal-
by sig zupelnie innym. Gdy kula bilardowa wejdzie w zetknie-
cie z inng kula lub z banda, to ruch jej zmienia si¢ od razu
pod réznymi wzgledami.

*) Czesto mowi sig 1 pisze kinemalyka prawdopodobnie pod
wplywem jezykow rosyjskiego i niemieckiego. Jest to sprzeczne ze
zwyczajem, oddawna przyjetym w jezyku naszym pod wplywem laci-
ny; wediug zwyczaju tego zgloski greckie »: i #s przechodza w wyra-
zach spolszczonych w ey i ce, np. eynik, eylinder, ocean.
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Ten wplyw cial na ruchy cial innych slanowi przedmiot
drugiej czesci nauki o ruchu, zwanej dynamikq od swyrazu
greckiego @%vauts, co znaczy sila.

Whplyw ciala na ruch ciata innego okreslamy wektorem,
zwanem sifg, albo pewnym ukladem takich wektoréw. Poslu-
gujac si¢ tem pojeciem, mozemy zwiezle] scharakteryzowac za-
dania cynematyki i dynamiki. Cynematyka opisuje, jak sie po-
ruszaja-ciala_bez wzgledu na sily, kiore na nie dzialajy, a dy-
namika l)ada xaleinosc ruchu cm] nd sit (lnalalacvch

Dla c3nemalyiu nauk‘; pomacmczg jesl geometrya. Za-
sadnicza rdznica pomiedzy naukami temi polega na tem, 7ze
w geomelryi nie spotykamy si¢ z pojeciem czasu, gdy w cyne-
matyce pojecie to odgrywa role zasadnicza.

Dynamika opiera si¢ zar6wno na geomelryi, jak i na ey-
nematyce. Wchodza w niej dwa nowe pojecia zasadnieze ma-
sa i sifa, ktdrych nie spolykamy w cynematyce.

Zarowno cynemalyke jak i dynamike mozna podzielié na
dwie czedei; pierwsza dotyeczy cial sztywnyeh, druga cial nie-
sztywnych. Wykiad niniejszy obejmuje tylko elementy pierw-
sze] z tych czesci

v 14, Réwnanie ruchu punktu. Bedziemy naprzéd rozwa-
zali ruch punktu, aby przejd¢é nastepnie do rachu ciafa. Mo-
wige w cynematyce o punkeie ruchomym, mamy na mysli
punkt w sensie geometryi. Wpyobrazmy sobie, Ze punkt taki,
poruszajac sie, pozostawia za soba Slad w przestrzeni. m.  Bedzie
to linia w sensie geometrycznym; nazywamy ja lorem punkin
ruchomego. B

Jezeli torem punkiu jest linia prosla, to ruch zowie sie
prostoliniowym.

Dajmy na to, ze lor punktu jest znany. Obierzmy na nim
kierunek dodatni oraz pewien punkt O, ktéry nazwiemy poczql-
kiem torn. Od punkiu tego bedziemy mierzyli luki na torze,
jak mierzymy odcinki na osiach wspoélrzednych od poczatku
ukfadu. Précz tego obieramy pewna chwilg, od ktorej bedzie-
my rachowali czas. Chwila taka zowie si¢ erq, albo poczqlliem
rachuby czasn.

Zrobimy lu pewng wazna uwage o znaczenin wyrazu
schwila®., W jezyku potocznym wyraz len oznacza po prosiu
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jaki$ krotki okres czasu. W ksiazce niniejszej bedziemy kon-
sekwenlinie przypisywali mu znaczenie odmienne. Bedziemy
mianowicie oznaczali nim pojecie, analogiczne do pojecia pun-
ktu w geometryi. Jak punkt oznacza granice pomiedzy dwie-
ma czeeiami linii, tak chwila ma jedynie oznacza¢ granice
pomi_g‘lgy___gl}f._rp_n_uggk;;esami__czas,m Jak punkt nie posiada roz-
cigglosei i nie nalezy do zadnej z owych czesci, tak chwila
w znaczeniu naszem nie posiada trwania i nie nalezy do zadne-
go z przedzielanych okreséw. Gdy powiemy naprzyklad ,chwila
odgradzajaca godzing czwarta od trzeciej*, to oczywiscie nie
chodzi tu o jaki§ okres czasu, bo nie moglo byé okresu nawet
najkrotszego, ktéryby nie nalezal ani do godziny lrzeciej ani
do czwarlej.

Dajmy na to, z¢ od poczatku rachuby czasu uplynelo
[ sekund, albo innych umé-
wionych jednostek czasu,
ze. wowcezas punkt rucho-
my znalazl sie w poloze-
niu 4 na torze, i ze luk
0A=s. Z biegiem czasu s
sig zmienia, a zalem zmien-
na s jest funkeya zmien-
nej {, funkeya jednoznacz-
ng, bo punkt ruchomy nie
moze zajmowadé jednoczes-
nie dwach lub wiecej polozen w przestrzeni.

Przypusémy, ze

7

Fig. 6.

s=[1).

Réwnanie to nazywa sie rownaniem ruchu punktu, Jest w niem
zawarty dokladny opis ruchu, bo gdy je znamy,™fo mozemy
wskazaé polozenie punktu na torze w kazdej chwili okresu,
dla ktérego réwnanie jest wazne.

2 Prz{1. Torem punktu ruchomego jest linia prosta, a rownanie
ruchu s=0#—20t4+75. Gdzie znajdowal si¢ punkt, gdy zaczynano ra-
chowac czas, w jakiej chwili przebiegal przez poczatek toru, w kto-
rem miejseu i w ktorej chwili kierunek ruchu zmienil sie na odwrot-
ny, w jakim kierunku punkt biegt przedtem i w jakim potem?

£, Prz. 2 Punkt biegnie w linii prostej wedlug réwnania s=i%—
— 3 — 241 +5. Wyznaczy¢ odleglo§¢ pomiedzy punktami zwrotu.

[} .

Odp. 108, dn 4y 2

g '
Ta b Wt
W
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Prz. 3. Ruch punklo jest prostoliniowy, a rdwnanie rachu
s=asin(o+wl), gdzie ¢, o i w sq wielkodciami statemi. Gdzie znajdo-
wal si¢ punkt ruchomy; gdy zaczynano rachowaé czas, kiedy przecho-
:dzil po raz pierwszy od owej chwili przez pot'qu’ek toru, w jakich
potozeniach odbywaja si¢ zmiany kierunku ruchu, ¥ile czasu uplywa

“pomigdzy dwiema nastepujacemi po sobie zmianami? Odp. Pomiedzy

Y - - - (s
dwiema zmianami uplywa — sekund.
w

Prz, 4. Dwa punkly biegna lyz samg prosla. a ich rownania ru-
chu sg; §=F+4150 — 25 i 5 = 181415, W klorych miejscach nastapia
: : ped ) 2 L
spetkania? el % S A

Prz. 5. Dwa punkly biegng prostemi a i y, przecinajgcemi sig
w O pod katem prostym. Jezeli punkl O obierzemy za poczatek oby-
dwéch lorow, to rownania ruchu beda v=a,(+b,, y=a,t+Db,. Wyzna-
czy¢ najmniejsza odlwlosc pomiedzy punklami ruc hmm mi.  Odp.
aby—ayby [T %

¢ oA jovobade i

\/ﬂlz+ﬂz 'f . O B

15. Szybkosé¢ liniowa. Dajmy na lo, ze od chwili [,
gdy punkt ruchomy przebiegal przez polozenie A (fig. (), uply-
nelo jeszeze dl sek., i wowezas punkt ruchomy doszedt do po-
fozenia ., tak ze Add;=ds. Ulwérzmy weklor, zwigzany
z punklem ruchomym, wedlug definicyi nastepujacej: kieru-
nek jego ma byé zgodny z kierunkiem elementun 44, (L. j. od

. s i o 8 ds
A do A4)), a pod wzgledem wielkosci ma on byé réwny — =up.
- e

l

Wektor taki nazywamy szybkosciq liniowq punktu 1‘[12%
w chwili ¢, albo w polozeniu 4. ~

Jak temperatura charakteryzuje stan cieplny ciala, tgk
szybkoéé charakteryzuje ruch punktu w danej chwili lub w tR.l
nem polozeniu, moznaby powiedzie¢ stan cynematyczny punktu.

Gdy mamy lor punktu i réownanie ruchu s=/(f), lo mo-
zemy wyznaczy¢ szybko$e dla kazdej chwili, gdyz jest ona
oczywidcie stvezna do toru, a pod wzgledem wielkosci rowna

1.

Jezeli szybkosé jest stala pod wzgledem wielkosci, to ruch
punkiu nazywamy jednostajnym. W tym przy lmtllxu catkujac

; P
rownanie -n:v otrzymamy
(

s=vl+ (:!

gdzie C oznacza stala calkowania. Jezeli za poczatek rachuby



PR

czasu obrano te chwile, w ktérej punkt ruchomy przechodzil
, s
przez poczgtek toru, to =0 i D=

W przypadku ruchu prostoliniowego szybkosé oczywiscie
wciaz lezy na lorze.

Poznamy {u pewne twierdzenie, kiére bedzie uzyleczne
w dalszym ciagu. Obierzmy w przestrzeni dowolna prosty a
(fig. 6); rzut prostokatny punktu ruchomego na tej prostej jest
takze punktem ruchomym. Gdy oryginal zajal poloZenie 4, to
rzul jego znalazl si¢ w B, gdy po uplywie df sek. oryginal do-
szedl do Ay, to rzut doszedl do By. Jezeli BD,=dx, lo szybh-

- da
kos¢ rzulu n= i ; lezy ona oczywiscie na proslej ..
(

Niech a omduu kat pomigdzy szybkoscia v i prosta a;

. : . ds .
w takim razie dz=ds. cosa i he=-grCOSQ, czyli
(

1= D COS o,

Widzimy, ze rzut szybkosci punktu ruchomego na dowolng
proslg jesl szybkoselq rzalu punklu na le proslq.

Prz. {, Réwnanie ruchu punktu: s=20£—18124-500—50. Z jaka
szybkoscia punkt ten przechodzit przez poczglek toru? Odp. 20,
. Prz.c2. Prosta @ jesl nieruchoma, a prosta a posuwa si¢ ze sta-
ia ‘\?’_thO&('la v w kierunku prostopadtym do a, lworzqe z prosly x
staly kat «. Wyznaczy¢ szybkos$é punktlu pueuccia prostych a i a.
Odp. 51% Nalezy naprzdd ulworzyé rownanie ruchu.

nu

Prz.'8. Prosla obraca si¢ okolo punklu O, przyczem punkt jej,
poloZony w odleglodci =1 od O, posiada slaly szybko$é w. Wyznaczyé
szybko§¢ punktu przecigeia tej prostej z okregiem, klory przechodzi
przez 0, i ktorego promien =a. Odp. 2aw.

Prz. 4. Drabina AB opiera sig kofnicem 4 o podloge, a koficem
B o Sciang, worzge z podloga kat #. Z jaka szybko$cia ruszy koniec
B, gdy zaczniemy koniec A odsuwaé od $clany z szybkoseig v. Odp.

2 .
" Oznaczajac odleglo$ci koncow A, B od $ciany i podiogi -
przez a, i, a diugoéé drabiny przez a, otrzymamy w=a cos ¥, y=asin .
(i

Szukana szybkos$é —dT-*ﬂ cos i FTL lecz z pierwszego rdwnania wyni-

dex diy . dy ’
ka, ze Sl mnv‘}—{—f-’—. Rugujge T olrzymamy wynik zydany ze
znakiem minus.
Prz{ 5. Punkt M biegnie po prostej OM w kierunku OM z szyb-
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kosScig v, Jest on polaezony sznurem, przechodzacym przez blok 0,
z innym punklem P, ktéry porusza sie po prostej z, rownoleglej do
OM. Wyznaczy¢ szybko$é, ktorg punkl P posiada w chwili, gdy pro-

sta PO tworzy z o kal w. ()dl)-

S

16. Inne réwnania ruchu. Réwnanie s=[(l) okresla cal-
kowicie ruch punktu tylko w tym razie, gdy znany jest tor,
dlatego tez czeéciej stosujemy inne rdwnania, o]ueqlance lc:l-
noczesnie i tor i ruch na torze.

Oznaczmy wspohzqdne punktu ruchomego w ukiadzie
prostokatnym przez (x y z). Wspolrzedne te zmieniajg sie z bie-
giem czasu, sa wiee funkeyami czasu. Przypus$émy, ze

x=[(0), y=gt), z=h().
Rownania te nazywajg sie takze réwnaniami ruchu. Olglesh]g
one calkowicie ruch punklu, gdyz mozemy z nich wyznaczyé
dla kaé.tmxmhwlh, wspolrzedne punktu ru-
chomego, a wiec i polozenie tego punkiu w przestrzeni.

Réwnania powyzsze okreslaja takze tor punktu; mozemy
je uwaza¢ wprost za paramelryezne rownania toru, a 1u5unc
z nich [, olrzymamy rownania torn w postaci wla, ..)-1)
(i, 2)=0. i N

Oczywista jest rzecza, ze rownanie .v=f(?) jest réwnaniem
Tuchu rzutu rozwazanego punktu ruchomego na osi a; dwa
rownania pozostale posiadaja znaczenia analogiczne.

Dajmy na to, Ze réwnania ruchu sa dane; pragniemy wy-
znaczy¢ szybkosé¢ punktu w chwili ¢ pod wzgledem wielkosci
i kierunku. Oznaczmy szukang szybkosé przez v, a jej katy kie-
runkowe przez o, @, °

Oznaczmy jeszceze rzuty szukanej szybkosei na osi przez
Ugy Uy, 0. Mozemy wielkodei te uwazaé réwniez za skladowe
wektora v w kierunkach osi. -

7 par. poprzedzajacego wiemy, Ze v, jest lakze szybkoscia
rzutu punktu ruchomego na osi x, mozemy wigc ja wyznaczyé
z pierwszego rownania ruchu; tak samo wyznaczymy o, i 0,
z dwoch rownan pozostalych, Bedzie wiee

' _de ” _dy e d=
BT T apr gt

Dalej D= \Vp,2 -—f-T:;’- +0? ,
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U, Dy iy
Yy — i — e cos —_—— s
cosa=—=, cos fi= 11 =

Jezeli ruch jest plaski, L j. odbywa sie¢ w jednej pla-
szezyznie, to mozemy w plaszezyznie tej obrac¢ osi x i y, i w la-
kim razie hedzie

p=Vuo,t+v,2, tano :{:y- :
i

Prz. 1. Rownaniy ruchu punktu sg o= al+b, y=dayl-b,,
z=ql+by.  Gdy wyrugujemy stad {, lo otrzymamy dwa réwnania
pierwszego stopnia pomiedzy e, 1, z, a zalem lorem jest linia prosta.
Dy=aty , Vy=0y, V,=0y i 0=V & +a, +a?. Widzimy, 7e v jesl stale,
a zalem ruch jest jednoslajny. Wyznaczymy lalwo g, B, 7. klore sy
w Lym razie rowniez kgtami kierunkowymi Lloru.

(Bez, 2. Zbadaé ruch punktu, klorego rdwnania sy wx=d cos wl,
y=asinwl. Odp. Torem jest okrag o promieniu «, punkt biegnie od
przecigeia toru z osia @ do przecigeia z osig y, ruch jest jednostajny
i szybkodt =aw.

Prz. 3. Zbadaé ruch punktu, gdy rownania ruchu sy z=a cos’ol,
y=asin®vl, Odp. Torem jest odcinek prostej, zawarty pomiedzy osia-
mi, i punkt przebiega ‘go to w jedng strong, to w druga. W kidrem
miejscun szybko$é jest najwieksza?

243
Prz. 4. Rdwnania ruchu: a::gp&, y=al. Wyznaczy¢ lor oraz

szybko$¢ w poczatku rachuby czasu. Torem jest parabola stycznp do
osi y, szukana szybko$é =a.

¥ Prz, 5. Zbada¢ ruch punktu, gdy a=acoswl, p=asinwl, z=cl.
Odp. Torem jest Srubowa, ktorej krok (czyli odleglo§¢ pomiedzy $4-
S S : ., 2re

siednimi zwojami, mierzona w kierunku osi) =-——.

i
+  Prz. 6. Rownania ruchu punktu sq: o= cosinl, y=a sin‘wl. Wyt
znaczy¢ lor punklu, polozenie, w ktorem szybko$é osigga maksymum,
oraz t¢ szybkos¢ najwieksza. Odp. Szybko$é najwieksza =ST?'—'.

+ PraX7. Punkt porusza si¢ wedlug rownad p={*—4[(+3 i y=5—9.
Wyznaczy¢ polozenie, w ktorem szybko$¢ byta najmniejsza oraz kie-
runek lej szybkodci. Odp. Szybko$¢ najmniejsza jest prostopadla do
osi . ~

17. Wspélrzedne biegunowe. W wielu razach dogodniej-
sze od wspolrzednych Kartezyusza sq wspohn;dne l)leguno\ve
bedziemy je stosowali zwlaszeza w przypadke kiego.

Tor oraz ruch na torze sa tu okreslone.

dwie wspélrzedne, t. j. pmmlen wodzacy r i kat biegunowy ®
w funkeyach czasu.




Przypusémy wiee, ze
r=[fh), o=yt

Sa to znowu rownania ruchu. Pierwsze z nich okreéla ruch
punktu na promieniu wodzgcym, a drugie obrél lego promie-
nia okolo bieguna. Chodzi teraz o wyznaczenie szybkosci o
punktu ruchomego. Wryznaczymy naprzod rzuly'jej,, na pro-
mien wodzgcy w strone od bieguna i na prosta u prostopadla
do promienia w strong, w ktora ¢ wzrasta. Oznaczmy te rzu-
ty odpowiednio przez v, i vs.

Obieramy biegun za poczatek ukladu Kartezyusza, a o$
y biegunowa za o$ wx, i rozkladamy
szybkos¢ na skladowe o, i »,,
rownolegle do osi. Rzul szybkosci
v na jakikolwick kierunek bedzie
rowny sumie rzutéow tych sklado-
wych.  Olrzymamy wiegc

D, = 1, COS @ 41, sin 1w

D= — 1, Sin %+, co8 9,
21 i
' Fig. 7.7) a poniewaz v i it dy fo
g, 7. ¢ =- =, pree
; } =Tt v=apt
da.cosg+dy.siney —dr.sing+dy, cose
)y = d 4 g =____W‘_.“_“—- L 558

Lecz wv=rcosyp i y=rsing, Rdzniczkujac, otrzymamy
dv=cosgdr—rsingdo, dy=singdr+rcoseds.

Wstawiajac te wartosci w wyrazenia skladowych o, i s, znaj-
dziemy, ze

dr deg

ar Mt

"=

dr . dg

Pochodne =7 i — Wyznaczymy z danych réwnan ruchu, be-
7 : h )

dziemy wiec mieli », i vy w funkeyach & Oczywiscie

‘) Na ligurze lej i wielu nastgpnych obrano kierunki osi zgod-
-nie ze zwyczajem. JeZeli umowa, zawarta w par. 12, ma zachowaé¢ moc
obowiazujgcy, to trzeba uwazaé, ze o§ z jest skierowana na dol, lub za
plaszezyzng papieru.
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p=Vo2+4pd i lan f}='”lp )

.
jezeli ¥ oznacza kat, ktéry szybkosé tworzy z promieniem wo-
dzgcym. '

Pizd. 1. Roéwnania ruchu punktu we wspolrzednyceh biegunowych
s r=al, y=wl; zbada¢ ruch punktu. Odp. Torem jest spiralna Archi-
medesa, szybkosé =—u v/ 1+ w2 a wige szybkodé nieograniczenie wzra-
sta; tan $=wl, z czego wynika, ze ¥ wzrasla, zblizajae si¢ nicograni-
czenie do kata prostego.

Prz. 2. Réwnania ruchu we wspotrzednych biegunowych: r=qe®t,
w=wl. Odp. Torem jest spiralna logarytmiczna, szybko$¢ lworzy sta-
le z promieniem wodzacym kgl 45°

18. Zagadnienie odwrotne. Dajmy na to, %e wiemy,
jakie szybkosei pod wzgledem wielkosei i kierunku przybiera
punkt ruchomy z biegiem czasu albo ze zmiang miejsca w prze-
strzeni, ze mamy np. skladowe szybkosci vy, vy, vs (albo v,,
ve W przypadku ruchu plaskiego) w funkeyach czasu albo w fun-
keyach wspolrzednych, Dane te nie okreslaja jeszeze ruchu pun-
ktu, gdyz nie zawieraja zadnych wskazdéwek, przez jakie poloZenia
w przestrzeni punkt przechodzil istotnie. Ruch dnpiei-o wtedy
" bedzie catkowicie okreslony, gdy procz tego bedziemy mieli
jeszeze poloZenie, przez ktore punkt w pewne] dane] chwili
przechodzit.

Na zasadzie danych powyzszych daja sie utworzyé¢ réwna-
nia rézniczkowe pierwszego rzedu, zawierajgce zmienne x; y, z
i t(albo r, @ i f), a jezeli bedzie mozna je calkowaé, to otrzy-
mamy rownania ruchu i bedziemy mogli zbadaé ruch catko-
wicie. Owo dane polozenie punktu sluzy do wyznaczenia sta-
lyeh calkowania,

Przypusémy dla przykladu, Ze w pewnej chwili, ktorg
obierzemy za poczatek rachuby czasu, punkt ruchomy zajmo-
wat potozenie (by, by, by), i ze rzuty szybkodci jego na osi stale
wynosza odpowiednio a,, a,, a;. Na zasadzie tego otrzymamy
trzy réwnania rézniczkowe

da dy dz
—;f—t'=ﬂ'13 :}‘?:ﬂz, ';E'=ﬂa.

Catka pierwszego bedzie a=¢, (+ C, gdzie ( oznacza stalg cal-
kowania. Gdy f=0, to x=b,, zatem C=0b,. Tak samo znaj-
“dziemy dwa pozostale rownania ruchu (parag. 16 prz. 1).
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‘I“R;:? 1. Punkt ruchomy zajmowal w pewnej chwili polozenie
(0, @), a rzuty szybko$ci jego ma osi x i y wynoszg odpowiednio
o - BNy J*—tt” , L .

i —————. Wyznaczy¢ rownanie toru. Odp. Z danych tych wy-
Yy y ’
nika, ze ruch jest jednostajny, i szybko$¢ =c. Dalej znajdziemy, ze
dy \.fl‘{F_—_(‘l'—"
v a .

Prz,>2, Czlowiek stoi w punkeie O, a pies jego w punkcie 4
w odlegtosci @ od 0. Czlowiek zaczyna i8¢ z szybkodeia ¢ w kierun-
ku prostopadtym do 04, a pies zaczyna biedz don z szybko$cia 2¢:

s @ to jest rownanie rdézniczkowe linii lancuchowej’).

= : - _—
Kiedy pies dogoni pana? Odp. Za P sekund.
e

Za o$ @ obicramy prostg 04, a za poczatek punkl O, i w lym
ukiadzie wyznaczamy rownanie toru psa. Jezeli po [ sekundach szyb-

§ ; da: .t :
koS¢ psa Lworzy z osig a kyl i, Lo = 2ecos i -i—:?csmﬂ‘a slad
. ¢ ¢
dy el—y A ; : : S A
S == —, Téwnanie, ktore wynika wprosl z ligury., Zmiennej { po-
dx @

zbedziemy si¢ w sposob nastepujaey. Pies przebiegl dotychezas droge

s=2¢l, a zalem ¢l = —. Podslawiamy fo i rozniczkujemy, uwazajac «

5
za zmienng niezalezna. Gdy naslepnie zamiast ds napiszemy — v/ da®+ dy*
(minus, bo s wzrasta, gdy @ sie zmniejsza), lo wypadnie réwnanie dru-

2
giego rzedu )L—“—\/ ( ) Calkujae je, otrzymamy rownanie

toru, a zatem i punkt spotkania.

Pr }‘ 3. Samochod wyluszyl z polozenia A i jedzie ze slaly szyb-
ko$cig n,_g\wg_dmc Jaki powinien by¢ tor samochodu, aby fale glo-
sowe, wylworzone na calej drodze, doszly jednoczesnie do punktu 0,
polozonego w odlegloci a od 0? Odp. Réwnanie toru we wspolrzed-

o

o . Nt ; ;
nych biegunowych r=ue YU 7% gdzie ¢ oznacza szybko$¢ glosu,
a wiee lor powinien by Spiralng logarytmiczna,

‘) Niech bedzie na lancuchowej jakikolwiek punkt 1. Dlugosé
luku od wierzchotka do A oznaczmy przez s, odleglos¢ tego punktu
od kierownicy przez y, kal slyczne] w 4 z kierownica przez ¥, i pa-
rametr hn(.uchowe] przez «. Przy pomocy rownania lmlu:chowe_;
latwo udowodni¢, ze a=y cos t#, s= J%mﬂ I a*+s*=y* Zwiazki te he-
dgq nam nieraz poll zebne w dalszym ciagu. Mozna je latwo zapamie-
ta¢ w sposéb nastgpujacy. Niechaj B oznacza rzut punktu 4 na kie-
rownicg, i ¢ rzut punktu B na styezna w 4. OczywiScie w prosto-
katnym tréjkacie ABC kat 4BC=v%, AB=y, BC=a i AC=s. Popro-
wadZmy jeszcze w A prostopadia do A ¢, albo normalng do krzywej.
Punkt przecigeia jej z kierownica oznaczmy przez D. Otéz AD=p,

Cezyli promieniowi krzywizny w 4.
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[i{z. 4, Prosta obraca sie okolo ogniska I paraboli, przyczem
punkt jej, polozony w odleglosci jednostkowej od I, posiada szybko$¢
2w, Odleglo$é ogniska od wierzcholka =p. Wyznaczy¢ szybkos¢ punk-
lu przecigeia prostej z paraboly w chwili, gdy pierwsza tworzy z osig

2wp

paraboli kgl . Odp. v = —-—-—. (ROwnanie biegunowe paraboli
1
sind =
e ’
T 1-cos o

Prz; 5. Czlery punkty ruchome znajdowaly si¢ w pewnej chwili
na okrggu o promieniu a w jednakowych odstgpach, i kazdy z nich
weigz biegnie do nastgpnego ze staly szybkoseia n.  Znalezé tor lakie-
go punktu oraz czas, w ktorym dojdzie do Srodka kola:

Oczywideie punkly bedg weigz znajdowaly si¢ w jednakowych
odleglosciach od $rodka kota, L. j. beda weigz lezaly na jednym okre-
gu w jednakowych odstepach., Obrawszy Srodek kola za biegun i po-
prowadziwszy o$ bicgunows przéz poczglkowe polozenie jednego

; aes A dr u
z punklow, znajdziemy lalwo réwnania rozniczkowe ruchu: ?:_;_
{ )
dw i . —g a/
r—-=—_/ Rownanie loru r«=ae °, czas szukany =—-,
dl  \f u

19. Ruch wzgledny. W dolychezasowym sposobie mé-
wienia 0 ruchu punktu byl pewien brak, ktéry wypada leraz
wyréownac. ]

Wyobrazmy sobie wagon kolejowy, loczgey sig po szynach,
ulozonyeh w linii prostej. Mozna otrzymaé¢ wykres toru ja-
kiegos punklu, nalezacego do obwodu kola, w sposoh nastepu-
jacy. Osadzamy w owym punkeie oléwek i rozpinamy obok
loru kolejowego, w plaszezyznie rownoleglej do plaszezyzny ko-
la, papier. Podczas biegu wagonu oléwek wykresli na papie-
1ze Zadang linie. Oczywiscie bedzie to cykloida, Gdybysmy
natomiast rozpieli papier na ramie, przymocowanej do wago-
nu, to oléwek zakreslil by okrag kola.

Z tego wynika, ze inny jest ruch owego punkiu wzgledem
ziemi, albo w odniesieniu do ukladu wspolrzednych, polaczo-
nego z ziemig, a inny w odniesienin do uktadu, polaczonego
z wagonem. Gdy wigc méwimy o ruchu punktu, to nitlcz_\'
zawsze wskazaé, to jakiego ukladu ruch len odnosimy.

Mogloby sie wydawaé, ze gdy mowa wprost o ruchu
punklu, to chodzi o ruch wzgledem ukladu nieruchomego, ale
nkiadu takiego nie znamy; wszystkie ciala znane, a wiee zie-
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mia, slonce, planety i nawel tak zw. gwiazdy slale poruszaja
sie jedne wzgledem drugich.

Wprawdzie zarowno w sprawach zycia codziennego, jak
i w nauce, weiaz sie mowi o ruchu réznych cial bez wyrazne-
go wskazywania ukladu odniesienia; nie wywoluje to nieporo-
zumien. gdyz zwykle domyslamy sie, o jaki uklad odniesienia
chodzi. Gdy np. jest mowa o ruchu tloka maszyny okretowej,
lo kazdy rozumie, ze chodzi o ruch wzgledem korpusn maszy-
ny, albo wzgledem okretu, a nie wzgledem ziemi, gdy kto mo-
wi o krazeniu krwi ludzkiej, lo oczywiscie ma on na mysli
ruch wzgledem naczyn krwionosnych lub wzgledem ciata ludz-
kiego.

Najczescie], gdy méwimy o ruchu bez wskazania ukladu
odniesienia, to mamy na mysli ruch WCZIQ-
wiek od wiekow przywyk! uwazaé planete, na 'klérej mieszka,
za nieruchoma i do niej zwykle odnosil ruchy cial nietylko
ziemskich, ale i niebieskich. Przekonanie o nieruchomosei zie-
mi jest lak gleboko zakorzenione w umysle ludzkim, ze odkry-
cie jej ruchu uwazamy shusznie za jeden z najwiekszyeh wysil-
kow, na jakie sie zdobyla mysl czlowieka, Od tego odkrycia
uplynely juz cztery wieki, dawno przebrzmialy walki, ktére
musiala stacza¢ nowa idea, pomimo to jednak weiaz méwimy
i myslimy o ruchu dziennym sklepienia niebieskiego, o wscho-
dzie i zachodzie stonea i t. d.

~ Gdy w dalszym ciggu bedzie mowa o ruchu bez wyraZne-
go wskazania uktadu odniesienia, to mozna zgodnie z owym
odwiecznym zwyczajem uwazaé, ze chodzi o ruch wzgledem
ziemi, albo gdy bedziemy moéwili e ukladzie niernchomym, lo
ma lo oznaczaé uklad zwigzany z ziemig.

~ 20. Réwnoleglobok szybkoécei. Niech bedzie jaki§ uklad
szlywny, kltéry bedziemy nazywali ukladem S, i ktory porusza
sie w sposob znany wzgledem innego uktadu, nwazanego za
nieruchomy. Niech bedzie précz tego punkt ruchomy A/, po-
ruszajacy sie jakkolwiek. Ruch ukladu S, albo ruch ktérego-
kolwiek z jego punktéw, nazywamy ruchem unoszenia. Précz
tego trzeba odréznia¢ dwa ruchy punktu M: ruch wzgledem
ukladu S, ktory nazywamy wzglednym, i ruch wzgledem ukla-
du nieruchomego, zwany bezwzglednym.

Mozemy uwazaé, ze punkt M porusza sie wewngtrz ukia-
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du S Zajmuje on coraz nowe punkly tego ukladu, i wszystkie
te punkty leza na pewnej linii. Dobrze bedzie wyobrazaé so-
bie, ze jest to kanal, przebily w ciele § i peruszajacy sie wraz
z niem, a w kanale porusza si¢ punkl M. Linia ta, nalezgca
do ukladu S, zowie sie torem wzglednym punktu AL

Od toru wzglednego nalezy odréznia¢ lor bezwzgledny,
czyli linig, ktora zalacza punklt M w ukladzie nieruchomym.
W przyktadzie, o ktérym byla mowa w paragrafiie poprzedza-
jacym, torem wzglednym punktu, nalezgcego do obwodu kola
wagonowego, byl okrag, a torem bezwzglednym cykloida.

Bedziemy dalej rozrézniali trzy szybkosci: 1) szyblkosé
wzgledng, czyli szybkos¢ punktu M w ruchu wzglegdnym, 2)
szybkosé unoszenia, czyli szybkos¢ tego punktu ukladu 8, kiéry
w danej chwili zajmuje punkt A, i 3) szybkos¢ bezwzglednq,
czyli szybko$é¢ punktu M w ruchu bezwzglednym. Chodzi leraz
o poznanie zwigzku, jaki istnieje pomiedzy temi szybko$ciami.

Przypusémy, ze w chwili obeenej punkt M zajmuje punki
A ukladu S; niech w=AB be-
dzie szybko$cia wzgledng, a u
szybkoscia unoszenia. Gdyby
istnial tylko ruch wzgledny.
to po uptywie di sek. punkl
M znalazlby sie w punkeie
B, polozonym na AB ftak,

Fig. 8. ze ADBy =wdl. Ale punkl B,

uktadu S jest ruchomy i za

dt sek. zajmie nowe polozenie O, i tam tez znajdzie sie oczy-
wiscie punkt M. _

Punkty 4 i By, uktadu S sg nieskonczenie blizkie, a za-
tem szybkosci ich réznig sie pod wzgledem wielkosei nieskon-
czenie walo, i réwniez kat zawarty pomiedzy niemi jest nie-
skonczenie maly. Mozemy przeto uwazaé, ze szybkosé punkiu
B, jest zgodna z u co do wielkosci i kierunku, a zatem odeci-
nek B0, jest réwnolegly do u i réwny udi,

Z rozwazan tych wynika, ze punkt O lezy w plaszczyZnie,
przechodzgcej przez u i w, a odeinek AC,, jako element toru
“bezwzglednego, wynosi vdl, gdzie v oznacza szybko$é bezwzgled-
na punktiu M :

Poprowadzmy przez punkt B prosta, réwnolegla do u

3
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albo do B,C;; przetnie ona AC, w punkcie (' i olrzymamy
AC:vdl=w:wdl, z czego wynika, ze odcinek AC co do wiel-
kosei i kierunku okre$la szybkosé bezwzgledna punktu M. Wi-
dzimy, Ze szybkos§é bezw:zgledna jeslt wypadlkowq szyblkosci wzgle-
dnej i szyblosci unoszenia. Nazywa sie lo lwicrdzeniem o rowno-
legtobolu szybkosci.

Twierdzenie to mozna bez trudnosei unogolnié.  Praypuseé-
my, ze punkt A posiada szybko$¢ w wzgledem uktadu S i zaj-
muje w nim polozenie A, punkt 4, posiada wzgledem innego
ulkdadu S, szybko$é u, i zajmuje w nim polozenie 4,, punkl
A, posiada wzgledem Sy szybkos$é u, i zajmuje w nim poloze-
nie 4y i t. d., wreszcie punkt 4, ukladu §, posiada wzgledem
ukladu nieruchomego szybko$é¢ m,. W takim razie szybkos¢
bezwzgledna punktu M bedzie wypadkowa szybkosei 1w, ny,
Tty

Na zasadzie rownoleglobokn szybkos$ci mozna odrazu na-
pisa¢ wzory na v, i vy, L. j. na skladowe szybkosci punklu
ruchomego w biegunowym ukladzie wspolrzednych. Pierwsza
z nich v, jest oczywiscie szybkoscia punktu wzgledem promie-
nia wodzacego, a druga vy szybkoscia unoszenia.

W dalszym ciggu bedzie nieraz mowa o ruchu jednego
punktu wzgledem drugiego, np. punkiu A wzgledem punktu B.
Wiyrazenie to nalezy rozumieé w sposéh nastepujacy. Wyobraz-
my sobie, ze z punktem B jesl polaczony caly uklad sztywny
S,, i ze wszystkie punkty tego ukladu poruszajg si¢ tak samo,
jak B, a wiec kazdy z nich ma w kazdej chwili szybkosé zgod-
ny co do wielkosei i kierunku z sz_yhkosua punktu B. Ruch
taki ukladu sztywnego jest oczywiscie mozliwy (ob. par. 22),
i nazywa sie ruchem. posfepowym; rozwazymy go szezegolowo
w rozdziale nastepnym. O16z ruch [mnklu A wqu@dcm takie-
go wyobrazalnego ukladu S nazywa sig ruchem wzgledem
punktu B.

Plf‘_,l Dane sy co do wielko$ei i kievunku szybkos$¢ okretu
i szyhkohé wiatru. Wyznaczy¢ wykreslnie w jakim kierunku wycho-
dzi dym z komina okrgtowego. Odp. Oczywiscie kierunck dymu be-
dzie odwrolny do kkierunkun szybkoSci okrgtu wzgledem otaczajacego
powietrza, ;

Ppg 2. Dwa poeiggi wychodzg jednocze$nie ze stacyi 4,, 4,
dwo6eh' prostych linii kolejowych przecinajycych si¢ w punkeie 0.
OA,=m,, 04,=x,, szybko$¢ pierwszego pociagu .1051‘:'.’1{’]1 irdowna u, a po-
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droznym jego wydaje si¢ weigz, Ze drugi pocigg jest :ﬁerm'.hmny.
Wyznaezy¢ szybko$¢ drugiego poeiggu i zbada¢ ruch jego. Odp. Ruch
len jesl jednoslajny, i szybkosé —l%{-{

y

Widzowi nieruchomemu odlegly przedmiol wydaje si¢ nierucho-
mym, jezeli szybko$é tego przedmiotu jesl skierowana wzdluz proslej,
lyczacej go » okiem widza.

Prz. 3. Dwa okrety, zajmujace dane poloZenia plyng z szybko-
$ciami danemi. Wyznaczy¢ wykre$lnie szybko$§¢, z klora powinien
plynaé¢ trzeci okrgt, kiorego polozenie jest rowniez dane, aby jadacym
na nim wydawalo sig, Ze dwa pierwsze sg nieruchome.

76 Prz. 4. Deszez pada pionowo z szybkoseig v, Pod jakim kglem
tlo pionu nalezy ustawié laske parasola, aby, idge z szybkoscia u, naj-

i e 7 u
skuteczniej zasloni¢ si¢ od deszezu? Odp. arclan ek
’

Prz, 5. Czy do wagonu bez dachu wigeej wpada deszezu na
sek. podezas postoju ezy podezas jazdy? |

Prz',‘-.\(i. Dane sa polozenia okretéw A i B, szybkosé (stata) pierw-

szego pod wzgledem wielkosei i kierunku oraz szybko$§¢ drogiego
pod wzgledem wielkodei, Wyznaczy¢ wykreslnie kierunek, w ktérym
powinien plyna¢ okret B, aby spotkac sig z 4.
} Pre. 7. Okrggla tarcza obraca si¢ okolo $rodka; okazaé, ze
wzgledem punktu 4, polozonego na obwodzie, szybkosdei wszystkich
innych punktéw obwodu sa skierowane do przeciwleglego konca $re-
dnicy, przechodzacej przez 4, albo od lego konea,

Przy8. Srodkiem ulicy; klorej szeroko$é jest rowna ¢, jedzie
szereg wagonow tramwajowych z szybko$cia staly u w odslepach a.
SzerokoS¢ kazdego wagonu jest rowna b, W eiggu jakiego eczasu
mozna przej$é przez ulice, idac w linii proslej z najmniejszgq szybko-
eig slala. Odp —'(i -+ i) I ! r ' o o e

Prz. 9. Dwa punkty ruchome Pi ¢ zajmujy w pewnej chyili
polozenia O i J. Pierwszy porusza si¢ z szybkoscig staly u, prosto-
padla do 04, szybko$é za$ drugiego jest weigz skierowana do pierw-
szego, i odleglo$¢ pomigdzy nimi jest slale rowna a. Jaki kat utworzg
te szybkosei po uplywie [ sekund? Odp. Szybko$é punku @ wzgledem

(i .
P wynosi ﬂ_:;T’ gdzie % oznacza kat szukany. Znajdziemy latwo

ut

fTais ik —

T fe AR «
“-rﬁ— usind, a stad lan 2_c .

Prz. 10. Dowies¢, ze styezna do elipsy jest dwusieczng kata po-
migdzy promieniami wodzacymi.

Jezeli ry, r, oznaczajg promienie wodzgce, to rzuty szybkoSci

B : e dry dr,
punktu, obiegajacego elipse, na te promienie wynosza —, -t

dat ' odr’ 5o
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B U8 ke Y naboant ika 2ad
—=——, SKi( Jezposrednio wynika zacda-
ai e : y :

niewaz r+rp=2a, przeto
ne lwierdzenie. :

Prz. 11. Dowies¢, Zze styezna do hiperboli jest dwusieezng kala
pomiegdzy promieniami wodzgeymi.

Prz. 12, DowieS¢ twierdzenie analogiczne dla paraboli.

Prz. 13. Kolo obraca si¢ w swej plaszezyznic okolo punktu .,
poloZzonego na obwodzie, z szybkoSeia katowa w, a punkl P porusza
si¢ po obwodzie w kierunku odwrotnym z szybkoScia katowa 2w
wzgledem kola. Okaza¢, Ze torem punktu P jest linia prosta i wyzna-

. s o
czy ¢ szybkos¢ bezwzgledna., Odp. 2aw cos (,—)--), gdzie s oznacza fuk 4P
2a

Nauka o ruchu. 3



