e G, e

drutu tworzymy obwdd trojkgta | w $rodkach bokdéw osadzamy pun-

¥ M
kty materyalne, kazdy o masie 3 Model taki bedzie mial z plyly je-

«

dnakowsy mase, wspolny Srodek ci¢zkosei i jednakowe momenty bez-

wladno$ei wzgledem wszystkich prostych (par. 102, prz. 8); lalwo zro-

zumied, ze pod wzgledem dynamicznym zaslapi on plyle catkowicie.
Prz. 6. Szlaby 04, AB wiruja okolo osi pionowej, przechodzy-

cej przez 0, z szybkoScig kalowsg w, pozoslajac w jednej plaszezyZnie

pionowej i tworzge z osig odpowiednio kgly ¥ i w. Dlugosci sztab

wynoszy a i b, masy m i m;. Wyznaczy¢ moment ilo$ei ruchu wazgle-
. m ; S

tlem osi obrotu (par, 102, prz. 7). Odp. m[(—§+f11,)a25111"-ﬂ-+ myabsindsingt

my
-—b? &un%] ;
t 3 :

115. Cialo jakiekolwiek. PPoznamy tu pewne lwierdze-
nia, bardzo wazne i zupelnie ogélne. W tym celu prze-
ksztaleimy réwnania (1), klére otrzymaliSmy w par. poprze-
dzajacym dla jakiegokolwiek ciata i dla dowolnego punkiu
redukeyi.

Poprowadzmy przez Srodek cigzkosci ciata nowe osi wspol-
rzednyeh & 7, € odpowiednio réwnolegle do , y, z. Dla ele-
mentu m bedzie

ﬁ-‘—'&'i‘.’ﬁo, y=1n+"Yo, I=ﬁ+20_
Wstawiamy lo w wyzej wspomniane rownania i wykonywamy
przeksztatcenia zupeinie podobne do tych, ktdre opisalismy
w par, 110. Wypadnie

H,=Em(n ¢ 3 + Mo 2,0 )

dt { dt Ot

s dE dt da, :Ln
H,=3m(c =k u) Mz, - (“ ().

dq  dg dy, dzx,

H, = S G — )+ Ml 907

Prawa strona kazdego z tych réwnan zawiera dwa wyrazy;
oznaczmy odpowiednio wyrazy, postawione na pierwszem miej-
scu, przez H', H/, H', a wyrazy, stojace na drugiem miejscu,
przez H,' H,;”, H,". Pierwsze sg momentami ilodci ruchu ciata
w'z{.,ledem osi & 7, {, a drugie momentami ilo$ci ruchu masy I/,
skonecentrowanej w srodku ciezkosci, wzgledem w, y, z. Bedzie
zalem =

H=H'+H' H=H +H' H=H+H'"



— 268 —

Wogdle moment ilosel ruchu ciala wzgledem prostej jest su-
mq algebraiczng dwéch sktadnikow, a mianowicie momentu ciata
wzgledem prostej rownoleglef, przechodzqeej przez $rodek cigkosel,
i momentu masy ciata, skoncentrowanej w srodku ciezkosci wzgle-
dem prostej danej.

Oznaczmy przez ' i H” odpowiednio wypadkowe wek-
torow H,', H,/, H' i H,', H/, H'. Oczywiscie H" jest mo-
mentem ilogei ruchu ciata wzgledem srodka ciezkosci, a H"
momenlem masy ciala, skoncentrowanej w S$rodku ciezkosci,
wzgledem punklu Q. Wektor H jest wypadkowsg momenldow
H i H™,

Tak wige momenl ilosci_ruchu ciata wzgledem punklu jesl
sumg. r,remnem,fc?nq nq dwoch s.-'Jaa’och.’i a nuanowtue momcniu-
Llﬂ‘hl w cﬂ@dcm élodf\cr ugzkaﬁct i momenlu masy ¢ ciata, skoncen-
umvane,r w lym smtﬂ\u wzgledem punMu daneg q0. e

et s 1o et g

Pierwsza z tych s]dadowych jest oczywiseie jedna i la
sama dla wszystkich punktéw redukeyi, druga zalezy od polo -
zenia punktu redukeyi. Jezeli $rodek cigzkosci jest w spokoju,
lo druga skladowa jest zerem, a zatemi ciato wzgledem wszyst-
kich punktéw posiada jednakowe momenty ilosci ruchu zaro-
wno co do wielkosei, jak i kierunku.

W twierdzeniach powyzszych tatwo spostrzedz pewne nie-
domodwienie, ktére nalezy uzupelnié, a raczej wyjasnié¢. Chodzi
o to; ze I’ jest momentem ilosci ruchu w ruchu wzglednym,
: dh dq c(t:

d it
sa skladowemi szybkosci “wzglednej. Niedomdwienie to jest 10-
dnak usprawiedliwione, gdyz réwnie dobrze mozna uwazaé H'
za moment w ruchu bezwzglegdnym wzgledem $rodka masy, lub
wzgledem tego punktu przestrzeni nieruchomej, ktéry w danej
chwili $rodek masy zajmuje. Al)t\\si@ o lem przekona¢, nalezy
dg g L
di’ di’ dl

a mianowicie w ruchu, wzgledem $rodka masy, bo

tylko w wyrazeniach na H,', H/\ H,’, zamiast

(e — ) rffl,l—l}'-o) d(z —z,)

podstawi¢ odpowiednio S R R e e Wypadnie

dl

wowezas
H,'=3%m ('q dx dq) b

dt
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oraz analogiczne wyrazenia na H,” i H/' Sa to oczywiscie skla-
dowesmomentu w ruchu bezwzglednym.

V\R}fpadu tu rozwazy¢é pewna kweslye, kiéra przy stosowa-
niu zasady ilosei ruchu, moze nieraz wywolywaé trudnosci. We-
ktor H, wzigly wzgledem punktu nieruchomego, moze si¢ zmie-
nia¢ jedynie ‘pod wplywem sil zewnetrznych, dziatajacych na
ciato. Ale ocz‘y\wis'cie moze byé mowa i o weklorze H (w ru-
chu bezwzglednym) wzgledem punktu rachomego; czy i wow-
czas lwierdzenie ]*}"Q\vyzszc zachowuje moc obowigzujaca?

Wezmy weklo}\_ H wzgledem ruchomego punktu A, ktéry
w czasie dl przeszedf\z polozenia A, do A,. Skladowa H' jest
w kazdej chwili laka\Sama dla 4,, jak i dla 4,, a wiec w cza-
sie dl mogla ona_ sig zmieni¢ jedynie pod wplywem sit ze-
wnetrznych, natomiast sktadowa H' jest dla A4, inna niz dla
Ay, a zatem przybrata w azasie d{ przyrost juz skutkiem tego,
ze punkl 4 zmienil polozenie, niezaleznie od sit zewngtrznych.
Z tego wynika, ze na pylani\a\ powyzsze nalezy daé¢ odpowiedz
przeczaca. \\

Wyjatkowe stanowisko pod lym wzgledem zajmuje $ro-
dek masy ciata. Dla niego sld’zi‘g_lowa H'" jest zawsze zerem,
a zatem wektor H wzgledem $rodka masy zmienia sie jedynie
pod dziafaniem sit zewnetrznych zupelnie tak samo, jak dla
punktu nieruchomego. Jezeli na ciayo zadne sity zewnetrzne
nie dziataja, albo jezeli uklad ciat jesh izolowany, to wektor H
wzgledem $rodka masy nie zmienia si¢ ani co do kierunku,
ani co do wielkosci.

Takim ukiadem izolowanym jest nadsz system planelarny.

Sily przyciggania, ktére wywieraja na siebie nawzajem slonce,
planety i ksiezyce, sa sitami wewnetrznemi. Sily zewnglrzne
moglyby pochodzié jedynie od gwiazd stalych, ale odleglosci
tych cial od naszego ukiadu sg tak olbrzymie, &\e ich sily przy-
ciggania musza by¢ nieznaczne, i mozna ich ‘npie braé w ra-
chube. \-.__
Z tego wynikaja dwa wnioski: po pierwsze, ze ruch $rod-
ka masy systemu stonecznego jest prostoliniowy i jednostajny,
i po wtore, ze wektor H wzgledem srodka masy jest staly co
do wielko$ci i kierunku. Plaszezyzna, poprowadzona pl\"z_{;\z gro-
dek masy prostopadle do wektora H, nazywa sie pfasza‘.g{;zmg
nlezmienng. N
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Wypada jednak zaznaczyé¢, ze wyze] uzyte wyrazy ,ruch
prostoliniowy i jednostajny® i ,staly kierunek“ dopiero wtedy
mialyby znaczenie $cisle okreslone, gdyby bylo wskazane, do
jakiego ukfadu odnosimy ruch slonca i planet.

Wszystkie twierdzenia, ktore poznaliSmy w paragraflie ni-
niejszym, dotycza w r6wnej mierze ciala szlywnego, jak i nie-
sztywnego. Wektor H ciala sztywnego wzgledem dowolnego
punktu posiada takie dwie sktadowe H' i H". Pierwsza z nich
pochodzi oczywiscie z ruchu kulistego okolo srodka ciezkosci,
a druga z ruchu postepowego.

Jest lo przypadek szezegdlny pewnego prawie oczywistego
twierdzenia ogdlnego. Gdy roztozymy ruch ciala sztywnego na
dwa ruchy sktadowe, to weklor H wzgledem dowolnego punktu O
roztozy sie na dwa weklory sktadowe, odpowiadajgee owym ru-
chom.

Niechaj »' i »” beda szybkosciami elementu m, pochodzg-
cemi z tych ruchow skladowych. W takim razie ilosé ruchu
tego elementu posiada sktadowe mv', mv”, i moment tej ilosci
ruchu wzgledem O sktada sig z momentow wektorow mo' i mo'';
oznaczmy te momenty odpowiednio przez h’ i h”. Wektor H
bedzie wypadkowa wszystkich h' i wszystkich h', albo wypad-
kowa H' i H", jezeli przez H' oznaczymy wypadkowg wszyst-
kich h’, a przez H' wszystkich h".

Twierdzenie to daje sie z latwoscia rozeciggnaé do dowol-
nej liczby ruchow skladowyceh.

Jezeli rozkiadamy ruch ciata sztywnego na ruch kulisly
okolo $rodka ciezkosci i na odpowiedni ruch poslepowy, i bic-
rzemy moment ilo$ci ruchu wzgledem srodka ciezkosdci, to skia-
dowa, odpowiadajgca drugiemu z tych ruchdw, jest zerem, a za-
tem wyznaczamy wektor H, jak gdyby cialo posiadato tylko
ruch kulisty okoto srodka cigzkosci.

Prz, 1. Okazaé, ze wektor H dowolnego ukladu wzgledem pun-
ktcw prostej rownoleglej do szybko$ci $rodka cigzkosci jest staly co
do wielkosci i kierunku.

. Prz. 2\: Wektor H wzgledem Srodka ciezko$ei jesl prostopadiy
do jego szybkoSci; wyznaczyé miejsce geometryezne punktow, wzgle-
dem ktérych moment ilogei ruchu jest réwny zeru,

Prz. 3. Plyta jednorodna obraca sig okolo osi prostopadlej do
jej plaszezyzny. Dowiesé, ze konce wektorow H wazgledem wszystkich
punktow tej plaszezyzny leza w jednej plaszezyznie.
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Obieramy $rodek ciezkosei za pocezglek wspolrzgdnych, o z pro-
stopadle do plaszezyzny plyly i 0§ @ przez $rodek obrotu. W takim
razie rOwnanie miejsca geometryeznego koficow wektorow H bedzie
z=w(l+May}, gdzie I oznacza moment bezwladno$ci wzgledem osi =,
i « odleglo$¢ osi z od osi obrotu.

Prz. 4.0 Ciala, tworzaee uklad, pozostawaly poczatkowo w spo-
koju; przyciagaja si¢ one pomigdzy soba, lecz pozalem Zadne inne
sily na nie nie dzialaja. Pod dzialaniem przyciggania ciala sig zeszly,
i powslalo jedno cialo sztywne. Okazat, ze pozostaje ono w spokoju,

Prz. 5. Dwie bardzo cienkie banie kuliste o masach m,, m, mo-
ga sie obraca¢ okolo wspolnego srodka. Promienie ich sy prawie je-
dnakowe, a zatem stykajg si¢ one na calej powierzehni. Udzielamy
pierwszej bani szybko$¢ katowy o, okolo osi, posiadajacej w nieru-
chomym ukladzie wspolrzgdnych kyly kierunkowe o, B, 7, i jedno-
cze$nie udzielamy drugiej szybkos¢ w, okolo osi (u, §,7,). Okoto ja-
kiej osi i z jaka szybko$ciy katowsa beda wirowaly banie, gdy tarcie
zniszezy ich ruch wzgledny? Odp. Jezeli w(efy) oznacza szybkodé szu-
kana, to
__ml_*m_,z_-l—_rnz‘*tug'{-_{ﬁrﬂimzmﬂuz(_cgs oy COS oty +COS By COS By-COS 7, COSry)

(my +my)?
myw, COS o, + My, COS iy

(m, -+ my)w B

Prz. 6. Okolo planely o masie M obraca sie maly ksi¢zyc o ma-
sie m, pozostajge od niej w slalej odleglo$ei r. Planeta wiruje z szyb-
koScig kalowa w okoto osi prostopadlej do plaszezyzny drogi ksigzy-
ca, a jej moment bezwladno$eci wzgledem Srednicy =1 Wyznaczy¢
moment ilo§ei ruchu ukladu wzglgdem Srodka cigzko$ei, zaktadajac,
ze wspolezynnik proporcyonalnosei w prawie Newtona =k Odp.

kr
Tw + Mm\/m :

116. Zastosowania. Wektor H stanowi wybiing ceche
charakterystyczna ruchu obrotowego i dzigki temu znajduje
bardzo rozlegle zastosowanie w dynamice cial sztywnych; wyo-
brazenie o roli jego majg daé przytoczone nizej przykiady. Na
wstepie wypada jeszeze pomowié¢ o dziataniu sil chwilowych,
jakkolwiek wyjasnienia, o ktére chodzi, wynikaja w sposob
oczywisly z paragraféw poprzedzajacych.

Dajmy na to, Ze ciafo jakiekolwiek, pozostajace w ruchu
lub spokoju, doznalo uderzenia lub szarpniecia, czyli wogdle
uleglo dzialaniu sily chwilowej. Chodzi o to, jak zmieni sig
stan dynamiczny ciata, czyli jakie przyrosty geometryczne
olrzymaja wektory G i H.

Podczas dziatania sity chwilowej na cialo dziataja zazwy-

w?

itd,

i CoS o=




¢zaj i inne sily zwykle, ale cale zjawisko uderzenia lub szar-
pnigcia ma przebieg tak szybki, ze podczas trwania jego sily
zwykle nie moga wywrzeé na zaden z wektorow wylaz.nea,o
Wwplywu. Z tego wynika, ze, rozwiazujac podane tu zagadnie-
nie, polrzeba Iachowaf. sie jedynie z sH’a chw:lo\\q, wszelkle
za$ inne sily mo;:em) nﬁé_ﬁﬁrw
“——Pmscmy, ze pod dzialaniem sily chwilowej szybkosé
srodka ciezkosci otrzymata przyrost geomelryczny a; w takim
razie przyrost geomelryczny ilosci ruchu ciata, czyli wektora
(#, wyniesie oczywiscie Mu, gdzie M oznacza mase ciata. Temn
wlasnie jest rowny impuls sity chwilowej; oznaczmy go przez F'
Czas dzialania sity chwilowej oznaczymy przez =. W cig-

gu lego czasu sila zmienia sig co do wielkosei w bardzo rozle-
glych granicach, ale mozemy uwazaé, ze kierunek jej i potoze-
nie w przesirzeni nie ulega zmianie. Bierzemy moment ilosei
ruchun wzgledem punktu O. W czasie df moment ten otrzyma
przyrost Ppdl, gdzie P oznacza site i p odleglosé jej od 0.
Catkowity przyrost wektora H mozemy wyrazi¢ w postaci

k T T
Ppdt, czyli pJ Pdl. lecz fPrH:F, zatem przyrost szuka-
v o o . 4]

ny =JIp.

Tak wiee przyrost wektora & jest rowny impulsowi, a przy-
rost \Tom _H momentowi smp_g_l___sgs Wyraz réwny oznacza
fu ;g,oduosc co do wlcll\oscs i kierunku.

Mozna 1o w)powmdmet W nieco odmienny sposéb. Prze-
nosimy sile chwilowa do Srodka redukeyi O, wprowadzajac
odpowiednig pare. Te ostatnia nazwiemy parq chwilowg; mo-
ment jej jest bardzo wielki, lecz dziala przez czas bardzo krotki.
Para nie wywrze oczywiscie wplywu na wektor @, lecz, wytwo-
rzy przyrost wektora H, réwny jej momentowi co do wielkosci
i kierunku. Mozna takze powiedzie¢, Ze miara momentu pary
chwilowej jest wytworzony przez nia przyrost wektora H.

Prz. 1. Gladkie, poziome ramig 4B o dlugosei 2a i masie M jest
w kofieu 4 przymocowane do pionowej osi z, a w B posiada malg
nasade. Na ramieniu moze si¢ swobhodnie przesuwaé cigzarek m, ale
nasada w B nie pozwolitaby mu zej$¢ z ramienia. Poczatkowo cie-
zarek jest przywigzany do osi nicig o diugodei «, i wszystko obraca
sig z szybkoscia katowa w,. Jakg szybko$¢ katowsy bedzie mial uklad,
gdy ni¢ sie zerwie, i ciezarek dojdzie do B?
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Na uklad dzialajy reakeye lozysk, w ktérych jest osadzona of z,
oraz sila cigzenia. Momenty tych sil wzgledem osi z sg zerami, a za-
7 : tem moment iloSci ruchu wzgledem tej
| osi nie moze si¢ zmieni¢. Bedzie wiee
‘ MEr o+ matoy=Mk*w+4ma‘e, gdzie k ozna-
cza ramie bezwladnoS$ei ramienia AR
A ﬁ ‘3 wzglgdem osi z, a w ostateczna szybko$e
L (S o (4MA-3m)w,
kgtowa. 7 lego wypada, ze m= Ar3m)
Znajdziemy z latwodcia, ze ukiad stracil

3AMA-Imymatny .

. S(M -+ 3m) sily Zywej.
Prz. 2. Kula jednorodna o masie M
i promieniun «, obraca si¢ z szybko$cia katowy w, okolo $rednicy. Ile
sity zywej straci kula, gdy skutkiem obnizenia temperatury promien

Magwp*(a*—y?)

5a® ’

Prz. 3. Belka o diugoscei 2a i masie M moZe sie swobodnie obra-
ca¢ okoto osi poziomej, przechodzacej przez jej $rodek ciezko$ei. Po-
czgtkowo belka zajmowala polozenie poziome i pozoslawala w spoko-
ju,.gdy na koniec-jej spadi pionowo z wysokodci h kawalek wilgotnej
gliny o masie m i przylgnal. Wyznaczy¢é szybkos$¢ kaltows, ktora

3mv/2gh
P- (M+3m)a

Uwazamy ukiad, zlozony z belki i gliny. W niezmiernie krolkim
czasie, w ktérym glina uderza o belke, moment ilosei ruchu tego ukfa-
du wzgledem osi sie nie zmieni, bo wystgpujgce podéwezas sily chwi-
lowe sg jego sitami wewngtrznemi, a moment reakeyi osi jest zerem.
Wprawdzie podczas uderzenia dziala sila zewngtrzna, ktorej moment
wzgledem osi nie jest zerem, a mianowicie cigzar gliny, ale wytwo-
rzony przez nig w eciagu tak krotkiego okresu przyrost momentu ilosei
ruchu jest znikomo maly i mozemy go pomingc.

Prz. 4. Na szale wagi, z ktorych kazda wazy @, spadly jedno-
czednie ciezary @, i @, z wysokoSci h, i h,. Wyznaczy¢ poczatkows
(@ VE-VE) VI

2@+ Qi+ Q.

Prz. 5. Trzy jednakowe szlaby o dlugo$ci @, potgczone gladkie-
mi zawiasami, posiadajg ruch postepowy o szybkosei v na gladkiej
plaszezyznie poziomej, tworzae linie prosly prostopadla do tej szybko-
$ci. Po jakim czasie spolkajg si¢ konce sztab skrajnych, gdy zatrzy-

4a
mamy srodek sSredniej? Odp. —95-

skurezy si¢ do diugo$ei a? Odp.

otrzyma belka. Od

szybkos$é¢ szal. Odp.

Oczywi$cie wektor I sztaby skrajnej wzgledem zawiasy podczas
zalrzymywania $redniej nie ulega zmianie. -

(Prz. 6.\SzeScian posiada ruch postgpowy na plaszezyZnie pozio-

ﬁﬁil_](_ﬁ -(I) ruchu. 18
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mej, przyczem cztery jego krawedzie sy prostopadie do szybkoSei.
Srodek przedniej krawedzi, pozostajacej na plaszezyZnie, uderza o nie-
ruchoma przeszkode i zatrzymuje sig. Wyznaczy¢ kierunek uderzenia.

Moment. ilogei ruchu wzgledem krawedzi zatrzymanej nie ule-
gnie zmianie, i znajdziemy lalwo, Ze sze§cian zacznie si¢ obracac

3v g 7
z szybko$cig " gdzie v oznacza szybkoS¢é ruchu post¢powego i 2a

dlugo$¢ krawedzi. Przed zalvzymaniem weklor G szeScianu byl pozio-
my i réwny mv, po zatrzymaniu wuklor ten tworzy z poziomem kat

3mo /2 . . . Bmwp
45° i wynosi = Skltadowa pozioma impulsu wynosi 5

3mv j . .
a pionowa xout stad wynika, Ze kierunek uderzenia tworzy z po-

ziomem kgl arctan 3/;.

Prz. 7. Pryzmal prostokglny, ktorego masa wynosi 3m, a pod-
stawy jest kwadrat 4 BCD, stoi na plaszczyZnie poziomej i moze obra-
caé sig okolo krawedzi 0D. Wysokosé pryzmalu =3a, bok za$§ podsta-
wy =a. W Srodek dciany pionowej nad krawedzig 4B uderza punkt
materyalny o masie m i osiada tam na stale. Jaka powinna by¢ co
najmniej S?yhkoéé pozioma tego punktu, aby pr y.f,mat sie pr;ewrncﬂ’

3 -

Prz. 8. Okrggla tarcza obraca sie z szybkoscig kalowg o okoto
punktu 4 swego obwodu. Wyswobadzamy punkt 4 i jednoczesnie za-
trzymujemy inny punkt B obwodu; kat 40B=1, gdzie O oznacza $ro-
dek tarczy. Wyznaczy¢ szybkos¢ katowsy tarczy okolo B. Odp.
(14-2 cos tw

3 .

Gdzie powinien leze¢ punkt B, aby larcza sig zatrzymata?

{ Prz, 9.7 Sztaba AB wiruje okolo kofica 4. Jak zmieni sig sila
zywa sziaby, gdy wyswobodzimy 4 i Jecluoczeamu zalrzymamy B?
Odp. Zmniejszy sie poczwornie.

Prz. 10. Sze$cian wirnje z szybkos$cia katows w okoto przekaini.
Zatrzymujemy jedng z krawedzi, nie przecinajacych owej przekatni;

wyznaczy¢ nowg szybkoS$¢ katowy. Odp. e
4V3
Prz. 11. Swobodna plyla kwadratowa wiruje okolo przekylini
z szybko$cig katowa w. Zatrzymujemy jeden z. wierzcholkow, nie le-
- w
zacych na lej przekaini; wyznaczyé nowg szybkosc katows. Odp. -:,—
!
Nalezy przedewszystkiem zdad sobie sprawe z tego, jaki kieru-
nek przybierze nowa o$ obrotu, a w tym celu trzeba wyznaczy¢ we-
ktor H wezgledem wierzcholka, ktdory mamy zatrzymaé, nietylko co do
wielkosei, ale i co do kierunku, - Znajdziemy, %Ze wektor ten lezy na
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osi gtdownej wierzcholka, a z tego wynika, ze la sama prosta bedzie
osia obrotu.

Prz. 12. Tarcza ecliptyczna pozoslawala w spokoju, gdy wiem
konce duzej i malej osi otrzymaly odpowiednio szybkosei u, i u, pro-
stopadle do plaszezyzny tarezy. Wyznaczy¢ poczatkows szybkoS$¢ Srod-

1, -1,
ka. Odp. T

Mozemy uwaza¢, ze ruch tarczy zoslal wywolany przez dwa ude-
rzenia jednoczesne, wymierzone prostopadle do jej plaszczyzny w wierz-
cholki. Ruch poczatkowy daje sig roztozy¢ na ruch postepowy, ktd-
rego -szybko$é¢ v jest szukana, i na ruch obrotowy okolo osi, prze-
chodzgcej przez Srodek i*polozonej w plaszezyZnie tarczy. Skiadowe
szybko$ci katowej w kierunkach osi oznaczamy przez w,, w,. Ulozymy
teraz z lalwo$eig dwa réwnania cynemalyczne

y=v+amwy, Uy=0+bw,,
oraz trzy réownania dynamiczne
muw,a* muw, b*
mo=1I"+4F,, —1—-—=Fla, ——4——-1’2{}

gdzie Fy, F, oznaczaja impulsy uderzen.

Prz, 13. Plyla tréjkatna, pozostajaca w spokoju, zostala uderzo-
na w S$rodek jednego z bokéw w kierunku prostopadlym do plaszezy-
zuy plyty. Wyznaczy¢ poczatkowe polozenie osi chwilowej,

Zastgpujemy plyte przez trzy puunkly wmaleryalue 4, B, C, osa-
dzone w $rodkach bokow (par. 114, prz. 5). Przypu$émy, Zze uderze-
nie zostalo wymierzone w 4; w takim razie moment ilo$ei ruchu
wzgledem 4B jest zerem, a zatem w pierwszej chwili ¢ pozostanie
w spokoju. Wynika stad, ze BC jest osiaq szukanag.

Prz. 14. Plyta tréjkatna ABC doznala uderzenia w wierzcholek
‘A w kierunku prostopadtym do jej ptaszezyzny. Wyznaczy¢ poczglko-
we polozenie osi chwilowej. Odp. Szukana prosta dzieli kazdy z bo-
kow AB i AC w stosunku 3:1.

Prz, 15. Dwie jednakowe sztaby AB i CD leza na gladkiej pla-
szezyZnie poziomej, tworzae kwadrat 4BCD, przyczem konce B i C
sq polaczone wyprezonym, nierozeiagalnym sznurem. Zapomocy ude-
rzenia, wymierzonego w koniee A w kierunku 4D, nadajemy temu kon-

n
cowi ‘-‘.zyhko.sé v. Wyznaezy¢ szybkos$é¢ poczatkows kofica D. Odp. 7
< Prz. I{i ' Dwie jednakowe szlaby AB i BC kazda o diugosci a
tworzg linie prosn i biegna na gladkiej plaszezyznie poziomej z szyb-
kodcig v prostopadlg do AC. Jakie szybkosci katowe bheda mialy
v
w pierwszej chwili szlaby, gdy zatrzymamy koniec 4? Odp. —

3v

i’ﬂ.
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Prz. 11  Zbadaé dalszy ruch sztab z przykladn poprzedzajacego,
A mianowicie wyznaczy¢ najwiekszy kat pomiedzy niemi oraz stosu-
nek szybkosci katowyeh w chwili, gdy znowu utworza linig prosta.
Odp. Szukany kal =arccos?/s, szukany stosunek szybkosci sztab 4B
i BC wynosi 'y,

Ruch sztaby BC rozkladamy na postepowy i obrotowy okolo
srodka ciezkosei, a szybkosé Srodka ciezkosel na skladowe w kierun-
ku AR i w kierunku prostopadiym. Potrzebne rownania otrzymamy,
stosujge zasade ilosci ruchu i zasade sil zywyceh, a lakze zwigzki cy-
nematyczne, W chwili, gdy kal pomigdzy sztabami osigga maksymum,
lo oczywiscie ruch ich jest taki, jak gdyby tworzyly jedno cialo
sztywne. '

Prz. 18, Trzy jednakowe szlaby, polaczone przegubami, twordy
na gladkim stole linie prosta. Wymierzamy prostopadle do tej prostej
w sam $rodek impuls F; wyznaczy¢ impulsy, ktore olrzymaja sztaby

P
hoezne, Odp. T

Prz. 19. Trzy jednakowe szlaby, polyczone przegubami, lworzy-
1y na gladkim stole linig¢ prosta. Sztabom skrajnym nadano szybkosci
kalowe w w te samg strong okolo odpowiednich kofeow $redniej. Wy-
znaczy¢ szybkos$é katowa, ktorg przybierze Srednia w chwili, gdy skrajne
utworzg z jej przediuzeniem katy najwicksze. Odp. :IE-

Prz. 20. Trzy jednakowe punkty materyalne A, Bi C sa polg-
czone dwoma lekkimi pretami jednakowej diungo$ei. Przeguh, urzadzo-
ny w punkeie B, jesl poczglkowo zaci$niely, kat 4B wynosi 609, i ca-
ly uklad wiruje na gladkiej plaszezyznie poziomej okolo swego §rod-
ka cigzkosei. W jakich granicach bedzie zmienial si¢ kat 4B, jezeli
przegub si¢ rozluzni. Odp. Od 60° do 150°,

Prz. 21. Na gladkim slole lezy szlywny kwadral ABCD, zrobio-
ny z czierech jednakowych pretow. W wierzcholku 4 siedzi mucha,
kiorej masa jesl réwna masie jednego preta, i kwadrat moze sie swo-
bodnie obraca¢ okolo wierzchotka B. W pewnej ohwili mucha zaczy-
na we¢drowaé po precie AD ze stalg szybkoScia wzgledna v, O jaki kyl
obroci sig kwadrat, zanim mucha dojdzie do wierzchotka D?

Moment ilo$ei ruchu wzgledem B bedzie weiaz zerem, a stad

bav
wynika, Ze szybkos$é katowa kwadratu =-——

’“2{1’-{— 3p2”
3
= = t —s
\/ arctan \/13

Prz. 22 ‘Kotko o masie M i promieniu a moze obracaé si¢ swo-
badnie okolo osi poziomej, przechodzgeej przez jego Srodek i prosto-
padiej do jego plaszezyzny. W najnizszym punkcie kotka siedzi mu-
cha o masie m; w pewnej chwili wyrusza ona po obwodzie i wedru-
je z szybkoScia wzgledng stats. Jaka powinna by¢ co najmniej ta

Kat szukany
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szybko§é, :1I)\' mucha doszla do najwyzszego punklu kotka? Odp.

oqy | _mga

MiE+ma?

W tym razie moment iloei ruchu ukladu wzgledem osi obrolu
si¢ zmienia pod dzialaniem cigzaru muchy; elementarny przyrost jego
wynosi mgasinddl, gdzie 4 oznacza kat pomigdzy promieniem, prze-
c¢hodzgeym przez muche, i pionem.

Prz. 23. Na gladkiej plaszczyinie poziomej lezy plyta o masie
M, a na niej stoi czlowiek o masie m. Moment bezwladnosei plyty
wzgledem jej $rodka cigzko$ci =1, O jaki kat obréci sie plyla, gdy
czlowiek, nie schodzge z niej, zatoczy w przestrzeni linie zamkniegly,

2m bit
'/..1\\'1L141‘1(,.; pole 4? Odp @j_‘)ﬁ

Dobrze bedzie zastosowaé wspolrzgdne biegunowe, obierajgce za

biegun $rodek cigzko$ci ukladu, zlozonego z czlowieka i plyty. Jezeli
A9

(ry %) oznaczaja wspolrzedne cziowieka, lo J r2due=24.
0

Prz. 24, Na tarcze poziomg, wirujacy swobodnie okolo osi pio-
nowej, usiadl owad i pelznie ze stala szybkoscia wzgledny, zblizajye
sig weigz do osi. Szybkos¢ kalowa tarczy nie zmienila sig w chwili,
gdy owad siadal, a dalszy ruch jego jest laki, ze la szybko$¢ pozosta-
je stalg i nadal. Okazad, z¢ owad dojdzie do osi, zanim larcza zrobi
¢wier¢ obrotu.

Prz. 25. Obrgczka o masie M i promieniu a lezy na gladkim
slole, a na niej siedzi mucha o masie m. Jaki bedzie ruch obraczki,
gdy mucha zacznie i$¢ po niej z szybko$eia wzgledng v? Odp. Sro-
dek obrgezki zatacza kolo, a obrgczka obraca sig okolo lego $rodka

my
(M+2m)
Prz. 26‘.) Konce jednorodnego preta o dlugo$el 2a niogg sig swo-

7 wyblmécnq katowa

2a
hodmc 1)0ru:maé po okregu kota, klorego promienn wynosi v W srod-

ku preta siedzi owad, ktorego masa jesl rowna masie prela. O jaki
kat obréci sig pregt w ezasie [, gdy owad pobiegnie po nim ze staly

1 vl
szybkoSeig wzgledng . Odp. \7§ nl‘ctan—a

Prz. 27, Rurka wewnatrz gladka w postaci kola o promieniu «

lezy na gladkim stole i moze si¢ swobodnie obraca¢ okolo punkiu A
" obwodu. W rurce w punkcie B na przeciwleglym koncu $rednicy,
przechodzacej przez 4, znajdowal sig punkt materyalny o masie dwa
razy mmniejszej od masy rurki. Rurka byla w spokoju, gdy punkt ma-
teryalny otrzymal szybkos§é¢ v,. Jaka szybkoS¢ wzgledna bedzie mial

20, ws-:;"—
ten punkt po przej$ciu iuku ag rurki? Odp.

Va+tsinty
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Prz. 28. Rurka, zgieta w postaci kola i posiadajagca mase nm,
spoczywa na gladkiej plaszezyZnie poziomej i zawiera punkt maleryal-
ny o masie m. W chwili poczatkowej rurka jest w spokoju, a punkt
materyalny posiada szybko$¢ kalows w, okolo jej $rodka. Wspdlczyn-
nik tarcia pomiedzy punklem i rurkg jest rowny f. Po jakim czasie
punkt zatrzyma si¢ w rurce? Odp. B,

= [y

{ Prz. 29, Dwie tarcze -cylindryczne o masach m,, m, i promie-
niach a, a,, polozone w jednej plaszczyZnie pionowej, moga sie swo-
bodnie obraca¢ okolo osi, przechodzacych przez ich $rodki i prosto-
padtych do owej plaszezyzny. Na obwodach tarcz sg nmocowane kof-
ce wiotkiego, lekkiego pasa, daleko diuzszego niz odleglos¢ pomigdzy
punktami umocowania. Pas w czedci spoczywa na obwodach, a.w cze-
$ei zwisa pomiedzy tarczami., Nadajemy pierwszej tarczy szybkosé
kqlowa o i pozostawiamy uklad samemu sobie. Jakie szybkodei ky-
myw

towe bedyg mialy larcze, gdy pas si¢ wyprezy., Odp. ——— |
owe Dbegdyg miady gdy p G YpPrezy p m, +m,

myayw
"(_.'11,_4—?1:)—02 '

Prz. 30. Na gladkiej plaszezyZnie poziomej lezy prosla, we-
wnatrz gtadka rurka o diugosci 2a, a w niej prawie w samym $rodku
znajduje si¢ punkt materyalny; masy obydwoch ciat sg réwne. Rurka
otrzymata szybkos¢ kglows o, okolo §rodka; z jaka szybko$cia katowa

wyjdzie z niej punkt materyalny? Odp. au:o\/:g_.'

Prz. 31. Punkt materyalny lezy na gladkiej plaszezyznie pozio-
mej. W tej samej plaszezyznie znajduje si¢ tarcza okragla, ktora mo-
7e sie obraca¢ okolo osi pionowej, przechodzacej przez Srodek. Punkt
materyalny lgczy si¢ z obwodem tarczy sznurem, ktorego cze$é jest
wyprostowana, a cz¢$¢ jest nawinigta na tarcz¢. Promied tarczy jest ro-
wny r, a masa dwa razy wigksza od masy punktu. Nadajemy punkto-
wi szybko$¢ prostopadly do wyprostowanej czgdci sznura tak, aby
len zaczgl sig nawijaé" na tarcze. Jakg diugo$¢ powinna mieé owa
cze$¢, aby punkt doszedl do obwodu tarezy, i abhy od tej chwili sznur
zaczal sic odwija¢? Odp. ay/2.

117. Ruch istot zZyjacych. Jezeli na istote zyjaca nie
dzialaja zadne sily zewnetrzne, to nie moze ona nadaé swe-
mu srodkowi cigzkosci przyspieszenia (par. 109), czyli nie mo-
ze zmieni¢ swego wektora (% Nie zmieni ona rdéwniez swego
weklora H np. wzgledem $rodka ciezkosei, jezeli wiec pozo-
stawafa w spokoju, to nie moze nada¢ swemu cialu ruchu
obrotowego. Z tego jednak nie wynika, aby istota taka nie
mogla zmieni¢ swego polozenia wzgledem Srodka ciezkoscei.
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Przypusémy dla przykladu, ze czlowiek stoi na zupelnie
gtadkiej ptaszczyznie poziomej. Dzialaja nan dwie sily ze-
wnetrzne, a mianowicie sila cigzenia i reakeya plaszezyzny,
ktéra w tym razie posiada zawsze kierunek pionowy. Momenty
tych sit wzgledem osi pionowej sg zerami, nie moga wiec one
wywiera¢ wplywu na moment ilosci ruchu wzgledem tej osi.
Czlowiek jest zwrécony, dajmy na lo, twarzg na polnoe, a cheial-
by zwrdci¢ sie na wschod. Da sie lo uskuteczni¢ réznymi spo-
sobami. -

Przypu$é¢my, ze czlowiek ten posiada jaki§ ciezki przed-
miot, np. sztabe. Moze on nadaé jej nad glowa ruch obroto-
wy wzgledem swego ciata w kierunku od prawej reki ku le-
wej, czyli dla patrzacego z gory w slrone odwrotng do bhiegu

“wskazowek zegara. Gdyby cialo pozostalo przytem w spokoju,
to uktad, zlozony z czlowieka i sztaby zyskalby wzgledem
srodka ciezkosci wektor H, skierowany ma dol. Jest to niemo-
zliwe, gdyz sily, wywolujace ruch sztaby, sa silami wewnetrz-
nemi ukladu. Z tego wynika, ze cialo musi sie zaczaé jedno-
cze$nie obraca¢ w kiernnku odwrotnym, przyczem oczywiscie
twarz bedzie sie zwracala w strone zadana. Obrociwszy szta-
be dostateczna liczbe razy, czlowiek moéglby obrécié swe cialo
o kat dowolny.

W braku odrebnego przedmiotu ciezkiego czlowiek osia-
gnie ten sam wynik, czynige ruchy analogiczne -rekami, glo-
wg lub tulowiem,

Opiszemy jeszcze inny sposdb. Czlowiek wycigga rece
przed siebie i skreca goérng czes¢ tulowia w lewo wzgledem
dolnej o kat jaknajwiekszy. Jednoczesnie dolna czes¢ ciata
obréei sie o pewien kat w prawo. Nastepnie czlowiek zwiesza
rece wzdtuz ciata i powraca do polozenia normalnego. Pod-
czas tego ruchu powrotnego dolna cze$¢ ciala obrdci sie zno-
wu o pewien kat w lewo, lecz o mniejszy, niz poprzednio
w prawo, gdyz moment bezwladnosci gérnej czesSci wzgledem
osi obrotu sie zmniejszyl. Wynikiem obydwéeh ruchow hedzie
oczywiscie obrét calego ciata o jaki§ kat w prawo. Powtarza-
jac te czynnos$¢ dostateczna liczbe razy, cztowiek moze obrécié
sie o kat dowolny.

W podobny sposéb postepuje spadajgcy kot, aby odwrécié
sig tapami do dolu. Wycigga on prostopadle do ciala przednie
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lapy, a kurczy tylne i skreca przednia czesé tulowia wzgledem
tylnej o kat jaknajwiekszy. Nastepnie kurczy przednie lapy,
wyciaga tylne i nadaje cialu ruch odwrotny do poprzedniego,
powtarzajae te¢ czynnos¢, dopdki cialo jego nie przybierze za-
danego polozenia.

Prz, Na jeziorze sloi okragla tralwa, a na niej znajduje sig czlo-
wick. Aby obrécié tratwe okoto osi pionowej, cziowiek obiega ja do-

okota. Dowies¢, ze gdy czlowiek sig¢ zatrzyma, to tratwa ruszy w kie-
runku odwrolnym.



