II. POLE SZYBKOSCI.

21. Ukiad sztywny. W cynemalyce nazywamy cmh.m
sztywnem, albo ukladem szlywnym, zbidr punktow tm,hom)ch
ktéremu przypisujemy tylko dwie wilasciwoscei nastepujace: po
pierwsze punkty ukladu daja si¢ indywidualizowaé, lo znaczy,
ze majac jaki§ punkt dany w jednem z polozen ukiadu, mo-
zemy odréznié len punkt i w poloZeniach innych; powtére od-
legloéé pomiedzy jakimikolwiek dwoma punktami podezas ru-
chu pozostaje bez zmiany.

Na zadne "wlasfiosci fizyczne ukladu w cynematyce nie
zwracamy uwagi, nie przypisujemy mu nawel zwykle zadnych
okreslonych ksztalléw i wymiaréw; dzieki temu mamy prawo
zaliczy¢ do ukladu. kazdy punkt przestrzeni, jezeli uznamy to
za korzystne.

J Badanie ruchu takiego ukladu moze si¢ odbywaé w dwéch
kierunkach. Przedewszystkiem moze chodzi¢ o to, jak si¢ po-
ruszajg 1 réozne_punkly. ukiadu w ciggu pewnego okresu. Ruchy
te oczywidcie pozoslajg w zaleznosci jedne od drugich, i gdy
mamy dostateczng liczbe danych, dotyezacyeh ruchu uktadu,
to powinni$my byé w stanie wyznaczy¢ polozenie dowolnego
z jego punktéow w kazdej chwili badanego okresu.

Tak np. ruch catego uktadu jest okreslony, gdy sa dane
ruchy t1zech_l_§ punktéw, nie lezacych. na jednej pmsleg
Pnypu?émy, ze punktami taklml sq 4,, 4, i 4,. Wezmy do-
wolnie czwarty punkt B uldadu; odleglosei jego od trzech
pierwszych niech beda odpowiednio ry, r,, 1y. Pragniemy wy-
znaczy¢ polozenie punktu B w jakiej$ chwili (.

Polozenia 4/, 4,, A, punktéw 4,, 4,, A, w chwili ¢ sa
znane, bo ruchy tych punktéw sa dane, a punkt B znajdzie
sig. w punkcie przecigcia trzech kul, zatoczonych z A4,, 4,, 4,
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promieniami ry, ry, ry. Beda wprawdzie dwa takie punkty prze-
cigcia B’ i B", ale okolicznoé¢ ta nie moze wywolaé watpli-
wosci. bo z dwdch czworodcianéw symetrycznych 4,'4,’4,/B’
i A/A,A/B"” jeden tylko jest przystajacy z czworoscianem
A A,4,B. :

Tym sposobem daje si¢ wyznaczy¢ polozenie punktu B
w kazdej chwili badanego okresu, a zatem ruch tego punktu
jest catkowicie okreslony. Toz samo dotyczy wszystkich innych
punktéw uktadu.

22. Pole szybkbéci. "Drugi kierunek, jaki mozna nadaé
badaniom ruchu ukladu sztywnego, daje si¢ okreslié¢, jako ba-
danie stanu cynematycznego ukladu w pewnej chwili. Powie-

~my to jeszecze THEE:EEJ

W pewnej chwili kazdemu punktowi ukladu odpowiada
wektor szybkose, i te wszystkie wektory razem tworza tak zwa-
ne pole szybkodei. Otéz chodzi o zbadanie pola szybkosei *).

W rozdziale niniejszym bedzie nas gléwnie zajmowailo lo
zadanie drugie.

Teorya pola szybkosei opiera sie na nastepujgcem twier-
dzeniu zasadniczem: rzufy szybkosci dwoch punktow uktadu
szlywnego na prostq, tqezqeq le punkty, sq rowne.

Niech bedq dwa dowolne punkty ukladu 4 i B, posiada-
jace w danej chwili szybkosci n i », a w niech oznacza szyb-
‘kos¢ punktu B wzgledem 4. .
Torem wzglednym punktu
B jest jaka$ krzywa sfe-
ryczna, t. j. linia, polozona
na powierzchni kuli, zato- A
czonej z A promieniem AB,

a szybkos¢ w, jako styezna
do tej linii, musi by¢ pro-
stopadta do promienia A D,

Szybkos¢ bezwzgledna
v punktu B jest wypadko- Fig. 9.
wa szybkosei wzglednej w
i szybkodci unoszenia u, a rzut te] wypadkowej na prosta AB

|R'

‘) A takze w dalszym ciggu pola przySpieszen.
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jest réowny sumie rzutow skladowych w i u. Lecz rzat skia-
dowej w jest rowny zeru, zatem rzuty szybkosci u i » sa
rowne. N o

Twierdzenie to daje sig rownie latwo dowiesé analilyeznic.

Niech beda w prostokatnym ukladzie wspolrzednych dwa
punkty A (ay,2,) 1 dy(asy,z,) ukladu sztywnego; stala odleglosé
Ay oznaczymy przez [, a katy kierunkowe prostej A .4, przez
a, B, 1. Wowezas bedzie

(v = 2a)* + (g = o)+ (5= 2) = .

Rézniczkujemy lo rownanie i wprowadzamy v, —ay,=/[cosz
i L. Wypadnie

_rkb' dq.

g i = dilzy du, diy,
—-- €08 0.+ cos i Le
; coso +- 4 €08 B+

Uy . . dzy
dt CosT="4; LDbf}.+-;-“ cos fi -+ gy COST.

Oczywiscie lewa i prawa strony lego réwnania sa odpowiednio
rowne rzutom szybkosei punkléw A, i 4, na prosty 4,4,.
7 twierdzenia powyiszego wynika, ze szybkosci ll.cech
B

punkidw ukladu, nie lezacych na-jednej pl‘ostel, _okreslam cal-

kowicie stan cynematyczny le‘]ﬂdll W tl'._mej chwili; innemi sfo-
wy, (ly mamy dane szybkosci u, v, w trzech takich punktow
A, B, C, lo mozemy wyznaczyé szybko$é kazdego z pozosla-

Iyeh punktow.

Rozumie si¢, owe szybkosei dane nie moga byé calkowicie
dowolne, Musza one same by¢ w zgodzie z twierdzeniem, a wice
rzuly szybkosei u i v na prosta A5 muszg hyé réwne i t. d,

Wezmy naprzéd jakis punkt P, nie lezacy w plaszezyZnic
ABC. Znamy rzuly szybkodci tego punkiu na proste P4, B,
PC, gdyz sa one odpowiednio réwne rzutom szybkosci u, v, w
na te proste, a tem samem szybko$é punktu P jest okreslona.

Mozna szybko$é t¢ wyznaczyé w sposdh nastepujacy. Pro-
wadzimy z P trzy odcinki réwne i rownolegle do wu, v, w;
konice ich oznaczmy przez A', B', C'. Nastepnie przez te kotnce
przesuwamy plaszezyzny, odpowiednio prostopadle do prostych
PA, PB, PC; punkt przecigcia lych plaszezyzn bedzie koncem
szukanej szybkosci punktu P.

Majac szybko$é¢ punktu P, mozemy wyznaczyé szybkosé
dowolnego punklu (), polozonego w plaszezyznie ABC, uzytku-
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jac w lym celu w wyzej opisany sposob punkt P i dwa z pun-
ktow A, B, C.

Powréémy jeszcze do szybkosci punkiu P i rozwazmy

len przypadek szezegolny, gdy szybkosei u, v, w sa rowne i ro-
wnolegte. W takim razie oczywiscie \\TQ-'Ac_y'slkic trzy punkty,

ktére oznaczyliSmy przez A', B', (’, beda lezaly razem w jed-

nym punkeie, i punkt ten bedzie koncem szybkosei punktu I

7 tego wynika, ze sryhkosc punktu 2 musi byé zgodna z szyb-

kosciami punktow A, B, € co do wielkosei i kierunku.

Jezeli szyblkosci [r:ze{.h punktow uktadn, nie lezqeyeh na jed-
nej prostej, sq zgodne co do wielkcsei i ki wnn.hn, lo loz samo
dolyczy wszystkich punklow nktadu, Mowimy, ze W rozwazanej
chwili ruch ukladu jest postepowy.

Jezeli szybkosci {Tzeeh punkiow ulkladu, nie lez.@(.\’(:h na
Jedne] prostej,sa réowne zern, to caly uklad -jest w danej chwili
nieruchomy. ‘ '

N24. Prz. Dwie szlaby 4B i BC, polaczone w B zapomoca przegubu
poruszaja sie w plaszezyznie. Wyznaczy¢ wykreslnie szybko$¢ prze-
gubu B, majace dane szybkoSei koneow oA i O

23. Ruch prostej. Zobaczymy leraz, jaka zaleznosé istnieje
pomiedzy szybkodciami punktéw prostej a, 11aIe/g(,u, do ulkia-
du sztywnego.

Przedewszystkiem w mys'l paragrafu poprzedzajacego rzuly
tveh wszystkich szybko$ei na prosta a sg réowne. Dajmy na fo,
ze szybko$¢ jednego z punktéow prostej a jest do niej prosto-
padia. Rzut tej szybkosci na prosta a jest réwny zeru, a zalem
i szybkodci wszystkich punktow prostej @ musza byé do niej
prostopadie. Taka prosta nazywa sig prostq zerowgq.

Rowniez jezeli na prostej istuie.j'{-a_%punkt, ktorego szyhkosdeé
jest rowna zeru, to szybkosei wszystkich innych punktéw pro-
stej sa do niej prostopadle, i prosta jest zerowa.

Niech bedzie jakas linia [, nalezgca do ukladu ruchome-
go, i inna linia p, stanowigca wmiejsce geomelryczne koncow
szybkosci punkléw linii 1. Nazwiemy p liniq przewodniq linii [,
gdyz 1 weiaz podaza za p. Wyznaczymy linig przewodnia prostej.

Obierzmy na prostej ukfadu dwa punkty 4, i 4,, ktorych
wspolrzedne Kartezyusza oznaczymy przez (x,y,z) 1 (57,3,).
Wezmy na tej prostej jakikolwiek punkt trzeci A(vyz), ktorego
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stosunek podziatu wzgledem A, 4, niech bedzie A7), W takim
razie hedzie '

Q+Nr=a,+lv, . . . o o . (D).
Rozniczkujemy lo rownanie wzgledem 15 zwazy¢ przytem nale-
zy, #e A nie zmienia si¢ z biegiem czasu, bo odleglosci pomig-
dzy 4,, 4, i A sp stale. Wypadnie wige

dx d.tl d, "
(1+M)- F T + A = IR %
Dodajac (1) i (2), olrzymamy
da (e, ey .
1+ (z-km-)= %1+ My + ‘”] o o (EyE,

Oznaczmy przez (&, 71,8), (E,7,8,), (615 wspolrzedne kon-
cow szybkosci punkl(’)w 4, 4,, 4. Oczywiscie
dey, da

dt’ QZJH-!H '

Potlslawia;ac_io W [3), obrzymamy ;
(1 "i‘l)&:gl + TEg B

oraz dwa rownania analogicne

(T+2Xn=1n,+A0y, (L+MC=C,+2L,.
Rownania te wskazuja, ze koniec szybko$ci punkiu 4 lezy na
prostej, przechodzacej przez konce szybkosci punktow 4, i 4.,
czyli, ze liniq_przewodniq proslej jesl prosta. Rownania tej linii
mozna fatwo olrzymaé w postaci zwyklej, rugujac z lrzech
rownan ostatnich zmienny parametr A R

. '
.!\n I R

go Zy+

) Tak nazywa si¢ stosunek

Al‘i, gdzie porzadek liler odpo-
. ."i.Az

wiada kierunkowi odeinka, a wige A, 44+44,=0 i dd=—A44,. Gdy h
zmienia si¢ od 4+ do —c-, to 4 obiega caly prosty A,4,. Oznaczmy
przez By, B,, B rzuly punkidw 4,, 4,, 4 na o$ a, to oczywiscie

B
——B——} czyli LY Z tego otrzymamy (1-i)w=mw,-ha,, wz0r zuzyt-
kowany w tekécie w dalszym ciggu.

[Im i 1 3 = . ’ . . - .
) @+ nie jest tu sumg dlugosci i szybkosci, bo Lo nie mia-
¢ e et

foby sensu. NaleZy lo uwazaé za sume odciete] @ i rzutu odeinka, wy-
razajacego szybko$¢, na o , albo sume¢ dwoch_odeinkow, z klorych

: Jdo -
jeden ma 2, a drugi T3 jednostek diugosei.
[(
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Prosta ruchoma, zawierajgca szybkosé jednego ze swych
punktow, przecina swa lini¢ przewodnia, i szybkosei wszystkich
jej punktow leza w jednej plaszezyznie. Tak samo sie dzieje,
gdy szybkosé jednego z punktéw prostej jest réwna zeru.

7 twierdzenia o prostej przewodniej wynika jeszeze jeden
wazny wniosek, do ktérego zreszta prowadzi bezposrednio in-
tuicya.

Przypusémy, Ze w ukladzie ruchomym istnieje prosta z,
zawierajgca szybkosei dwdch swyeh punktéw. W takim razie
prosta przewodnia lezy na z, a zatem ta prosta z zawiera row-
niez szybkosci wszystkich mnﬁ:h swych punktéw. Szybkosci
le muszg ])xc rowne, gdyZ g one SWymi_ wilasnymi_rzutami na
prosty z. Wk{adll nazywamy w tym razie Srubowym,
a prosla z osiq ruchu $rubowego. e

Jezeli szybkosei owych dwdéeh punktow prostej = sa rowne
zery, to i szybkosci jej punktow pozostatych sa zerami; ruch
ukfadu nazywa si¢ w tym razie obrolowym, a |]105["l z jego osiq.

Prz. 1. Dane sg w rzutach (poziomym i pionowym) szybkosci
vy 1o, dwoeh punktow o, i 4,, polozonych w danej chwili w pla-
szezyznie poziomej rzutow. Wyznaczy¢ szybkos$¢ punktu 4, danego na
Ay 4y, Odp. Wyznaczamy naprzod prosta przewodnig, naslgpnie prowa-
dzimy z A odeinek rowny i rownolegly do p, lub v,, a przez konice
lego odeinka plaszezyzne prostopadiay do 4,4,. W przecigciu tej pla-
szezyzny z prosty przewodnig lezy koniee szybkosei szukanej,

Prz. 2. Z punklu 0, obranego dowolnie w przestrzeni, prowa-
dzimy odeinki réwne i réwnolegte do szybkosei punktow prostej ru-
chomej. Dowies¢, ze konce tych odeinkow lezg na prostej. Odp. Obie-
ramy O za poczalek ukladu wspolrzednych, i niech bedg na prostej
ruchomej punkly 4,(z; 1 2,) 1 Ax(x,y.2). Rzuly szybkosci tych pun-
ktow na osi oznaczymy odpowiednio przez (u, v, w,), (a0, w,). WeZmy
na 4,4, jakikolwick trzeci punkt A, ktorego stosunek podzialu wzgle-
dem d,, 4, niech bedzie ), i poprowadzmy z 0 odeinek rowny i row-
noiegly do szybkosci punklu . Znajdziemy lalwo, zZe wspolrzedne
konea tego odeinka beda

ﬁj—}.n., ___u+u= wl—i—m:
140 7 14 NETET

a po wyrugowaniu A otrzymamy réwnania prostej.

v

s ]

24. Ruch plaszezyzny. Jak linia ruchoma posiada linig
przewodnig, tak powierzchnia ruchoma posiada powierzchnie
przewodniq. Tak nazywa sie miejsce geometryczne konedw szyb-
kosci punktow, lezacych na powierzehni ruehomej.
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Dowiedziemy latwo, ze powierzehnia przewodnia plaszezy-
zny jest plaszezyzna. Wezmy na lej powierzehni dwa dowolne
punkty B, i B,; sa one koncami szybkosci dwoch punklow
A, i A, plaszezyzny ruchomej, a zalem prosta D55, jesl prze
wodnig prostej 4,4, i musi leze¢ calkowicie na powicrzehni
przewodniej.

Przypusémy, ze w ukladzie istnicje plaszezyzna F, zawie-
rajaca szybkosei trzech swych punktow, nie lezacyceh na jed-
nej prostej. W takim razie plaszezyzna przewodnia lezy na
plaszezyznie F, 1 la zawiera szybkosei wszystkich swyceh pun-
ktow. Wezmy poza plaszezyzng F jakikolwiek punkt nkladu A4,
i niech B bedzie jego rzutem prostokalnym na F. Szybkose
punktu B jest prostopadia do AB, a zalem i szybko$é punkiu
A musi byé prostopadla do tej prostej, czyli réwnolegla do
plaszezyzny F, Widzimy wice, ze szybkosei wszystkich pun-
ktow ukladu sa rownolegle do plaszezyzny F. Taki ruch ukla-
du nazywamy plaskim. ‘

m ze w plaszezysnie ruchomej islnieje zawsze pro-
sta, ktorej wszystkie punkly majg szybkosci polozone w lejze pla-
szezyznie, Prosla laka nazywa sie charaklerysiygkq ptaszezyzny.

25. Ruch postgpowy. Mowimy, ze uklad posiada ruch
postepowy, gdy szybkosci wszystkich punklow jego sa rowne
i rownolegle. O tym rodzaju ruchu byla juz mowa w par. 22;
widzieliSmy tam, ze gdy trzy punkiy, nie lezaee na jednej pro-
stej, maja szybkosci réowne i rownolegle, 1o ruch, ukladu jest
postepowy,

Rueh postepowy posiada np. pudlo wagonu, przebiegaja-
cego proslg linig kolejowa. W tlym razie ruchy wszystkich
punktéw sg prostoliniowe ale to nic jest konieczne. Szlaba,
ktora taczy kola wiodgce lokomotywy, posiada réwniez ruch
postepowy, ale torami punktow (wzgledem pudta lokomolywy)
sg tu okregi. . .

Niech bedg dwa punkty A i B uktadu, ktérego ruch weigz
jest postepowy. Wezmy pod uwage polozenia ich w chwili 1.
Po di sekundach zajma-one polozenia A’, B'; oczywiscie nie-
skonezenie krétkie drogi AA' i BB’ sy réwne i réwnolegle,
a zatem i proste 4B, A'B’ sa réwnolegle. Po uplywie nowych
dt sek. rozwaiane punkty zajma polozenia A, B”, i znowu
elementy A'A”, B'B' beda réwne i rownolegle, a prosta
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A"B"| jako réwnolegla do A'B', bedzie lakze rownolegla do
AB i 1. d. Widzimy, z¢ punkty 4, B obiegaja tory jednakowe,
a prosta A B pozostaje weigz rownolegla do polozenia pierwolnego.
Skoro wszystkie punkly uktadu posiadaja szybkosei zgodne
co do wielkosci i kierunku, to mozemy modwié wprost o szyh-
kosci ukladu, albo ciala, czyli o tak zw. szybkosci postepowe;,
Szybkosé postepowa jest to wekior swob peeralek jego
mozemy obiera¢ w dowolnym punkcie ukfadu.

nieruchoma, .lo ruch ukladu nazywamy obrotowym, a owa
prosta osig ruchn obrolowego (par. 23). Tory wszystkich pun-
ktdw uktadu sq oczywiscie lukami kol, polozonymi w pla-
szezyznach prostopadlych do osi, $rodki tych kol leza na osi.

Szybkes¢ kazdego punktu jest prestepadia de plaszezyzny,
przechodzgcej przez ten punkt i przez o§ ebrotu. Prawde li
otlezuwamy inluicyjnie, ale
i dowdd $cisty nie nastre-
cza lrudnosci. Wezmy do-
wolny punkt 4 ukladu oraz
punkty B, i B,, polozone
na osi, Proste AB, i AB,
sa zerowe, a_zalem szyb-
ko$¢ punkiu A4 musi byé
do nich prostopadia, jest
wiee prostopadia do pla- Fig. 10.
szezyzny ABB,.

Jak ruch poslepowy ukladu sztywnego w danej chwili
okresla wektor, ktéry nazwaliSmy szybkoscia postepowsg, po-
dobnie i ruch obrotowy w danej chwili okresla wektor, zwany
szy!ﬂ.‘u.s"ch Lkalowg.  Weklor ten jest wedlug definicyi zwiazany
z osig obrotu i zwrdcony w laki sposob, ze dla palrzacego
7 jego konca w strong poczatku uklad obraca sie zgodnie
z biegiem wskazowki zegara. Tak np. na fig. 10, na kiorej o$
obrotu = jest prostopadta do plaszezyzny papieru, a punkt /2
posiada wskazang szybkos$é v, szybkosé katowa jest zwrdcona
w strone widza. '

Pod wzgledem wielkosci okreslamy szybkos$¢ katowa w spo-
s6b nastepujacy. Prowadzimy przez o obrotu z plaszezyzne A;
ma to byé plaszezyzna nieruchoma, nie bioraca udzialu w ru-
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chu ukiadu. Procz fego prowadzimy przez = inng plaszezyzng
B, nalezaca do ukladu i poruszajgca sie wraz z nim. Dajmy
na lo, ze w chwili £ plaszezyzna B tworzyla z A kat i,
a w chwili t+dt kat #+dd. Otéz szybkosé katowa ma byé

[y

\ dir
rowna .. =,

dt
Jezeli szybkos¢ kalowa jest stala, to ruch obrotowy nazy-
; .
wa sie jednostajnym. W tym przypadku z rownania i

wynika, ze $=wl+ U, gdzie O oznacza stalg calkowania. Jezeli
poezatek rachuby czasu przypadl w chwili, gdy plaszezyzna B

3

. ; by
przystawala do A, to (=0 i =g

Majac dana szybkos¢ kalowa, znamy polozenie osi, wiemy
w ktorg strone obraca si¢ uklad, a procz tego mozemy wyzna-
czyé szybkos¢é liniowa kazdego punktu unkladu. Wezmy dla
przykiadu punkt P na fig. 10. Szybkos$¢ jego v jest prostopa-
dta do plaszezyzny, przechodzgce] przez P i z, W czasie dl

punkt ten oczywidcie przebiegl droge rdd, gdzie r oznacza jego
0

odleglos¢ od osi, a zalem u=£':” =rw.
e
Warlo zauwazyé, ze szybko$é liniowa v punkiu P jest lo
moment szybkosei katowej o wzgledem tego punktu.
 Przy rozwiazywaniu wykresinem zagadnienn cynematycz-
nych czeslo bywa uzyleezna okoliczno$é naslepujaca, Dajmy
na to, ze figura plaska obraca sie w swej plaszezyznie okolo
punktu O z szybkoscia katowa w. Szybko$é¢ liniowa pewnego
punktu 4 tej figury jest rowna rw, gdzie r= 04; dajmy na to,
ze wyraza ja odecinek AB. Z trojkata OAB wynika, ze AB=
=rtand, gdzie $=40B, a zatem szybkosé¢ kqlowa jest liczbowo
réM&h__Moﬁsemy takze powiedzie¢, ze szybkosci katowe
wszystkich punktéw ukladu widaé z O pod katem arctan v,

Prz. 1, Koto rozp¢dowe maszyny parowej robi 120 obroldw na
- min. Wyznaczyé jego szybkos$é katowq. Odp. 12,56.

Prz.2. Wyznaczy¢ szybko$é¢ katowa ziemi i wskazaé, w kiorg
strong jest zwrocona na osi ziemskiej NS, Odp. w=0,00007. »

Prz. 3. Dwie prosle obracajy sie okolo srodkow O, i 0., przy-
czem ich punkl przecigeia obiega okrag, przechodzacy przez Le Srodki.
Szybiko$¢ kalowa pierwsze] prostej = w; wyznaczy¢ szybko$é katows
drugiej.
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Prz. 4. Prosla « obraca si¢ w plaszezyZnie rysunku okolo pun-
klu 0 z szybko$cia kalows o, Wyznaczy¢ kal, klory la prosta tworzy
z¢ swy linig przewodniy.

Prz. 5. Okrgg o promieniu « obraca si¢ w swej plaszezyznie
okolo punktu O z szybko$cia katowa o, Wyznaczy¢ linie przewodnig
w dwaoch przypadkach: (1) gdy 0 lezy w $rodku, (2) gdy lezy na okre-
gu, Odp. Okrag o promienin «y/1+ w2

Prz:"6. Punkty 4 i B nalezg do uldadu, ktérego ruch jest obro-
towy. W danej chwili punkty e zajmujy w ukladzie proslokatnym po-
lozenia (x,1,2), (x3l/22,), a rzuly ich szybkoSei na osi wspolrzednych
wynoszy odpowiednio (u,uyud, (v.0,0,). Wyznaczy¢ rownania osi. Odp.
we(w—a,)+wy(y—u) +u(z—2,)=0 i U(z—m,)+v,(y—y2) +v.(z—2,)=0.

27.- Ruch pkaski. Ruch ukiadu nazywamy plaskim, jezeli
szybkodei wszystkich punktow sa rdwnolegle do pewnej pla-
szezyzny F. O ruchuo takim byla juz mowa w par. 24, Widzie-
lismy tam, ze gdy szybkosei trzech punklow plaszezyzny F,
nie lezacych na jednej prostej, sa zawarle w lej plaszczyznie,
to ruch calego uktadu jest plaski.

Poprowadzmy plaszezyzne F' rownolegla do F i uwazajmy
dwa punkty ukladu 4 i A’, polozone odpowiednio w F i F’
na wspolnej prostopadlej do tych plaszezyzn., Po di sekundach
punkty owe beda rowniez lezaly w F i F’, gdyz w plaszczy-
znach tych sa zawarte ich szybkosdci, a zalem odcinek 4’
i w nowem polozeniu bedzie prostopadly do F, czyli réwnole-
uly do polozenia poprzedzajacego. Z tego wynika, Ze elementy
torow, ktore przebiegna w df sek. 4 i A', sg rowne i réwno-
legle, a szybkosci tych punktéw zgodne co do wielkosei i kie-
runku. Jezeli wiec zbadali$my stan cynemalyezny punklow
uktadu, zawarlych w plaszezyinie F, to znamy stan cynema-
lyezny calego "ukladu.

Powiemy, ze punkty ukladu, zawarte w plaszezyznie F,
tworzg uktad plaski, i chodzi obeenie o zbadanie ruchu lakicgo
ukladu plaskiego.

28. Srodek chwilowy. Dajmy na to, ze punkty A,, 4,
ukladu plaskiego posiadaja w danej chwili szybkosci vy, v,.
Poprowadzmy przez A,, A, proste «,, «, odpowiednio prosto-
padle do tych szybkosci, Beda lo oczywiscie. proste zerowe,
a szybko$¢ ich punktu przeciecia ¢ musi byé réwna zeru, bo
w razie przeciwnym musialaby byé¢ prostopadly doa; 1 .

e e mA——
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Wzniedmy w punkeie € prostopadla do plaszezyzny F,
czyli w danym razie do plaszezyzny papieru. Wszystkie punkly
ukladu ruchomego, polozone na tej proslopadlej, maja szybko-
dei réwne zeru, a zalem ruch ukladu jest obrolowy, i osia

A, o jest _owa ])1'031:0]}:\:“11‘ Nzl‘ﬁ)‘\\':l-'

A S~ my ja osiq chwilowg, a punkl (
- . Srodkiem chwilowym. Przymiolnik
Lchwilowy® ma wskazywaé, ze
punkl €' Lylko w obecnej chwili
7 jest drodkiem obrotu. W chwili
~et 2 nasltepnej punkl len moze mied
szybko$¢ rozna od zera, a srod-
kiem obrolu Dhedzie lakls inny
punkl uklado m;mu]‘yv inne po-
lozenic. )

Szybkosci v, v, sa styczne do toréw punklow A, d,,
a zatem proste a;, a, sa normalnemi. Widzimy wiee, %€ nor-
malue do toréw punktéw ukladu, wzniesione w tych punktach,
przechodza svszystkie przez $rodek chwilowy. Jezeli wige mamy
tory dwoéch punkléow i mamy dane ich poloZenia na torach
w pewnej chwili, to mozemy wyznaczyé $rodek chwilowy, jako
punkt przecigeia normalnyeh,

rz. 1. Punkly 4, B ukladu poruszajy si¢ na |JH}H1\i]l a, b1 zajmuja
w danej chwili polozenia dane. Wyznaczy¢ Srodek chwilowy. Odp. Szu-
kany $rodek lezy w punkeie przecieeia prostopadlych. do «i b w A1 B3,

Prz. 2. Dwie korby 0,4,, 0.4,
obracajy si¢ okolo Srodkow 0,, 0,,
a konce ich sg polaczone przegubo-
wo sztaba 4,4.. Szybko$é kglowa
]wrby 0,4, jest rowna w;; wyzna-4,
czy¢ szybko$¢ katows korby 0,4,.
0dp. Srodek chwilowy sziaby 4,4,
lezy w C. Mozemy uwazaé, ze punkt
4, jako nalezacy do korby, obraca
sie okolo 0,, a jako nalezacy do
sztaby okolo €. Szukana szybko$é
katowa w,’,:uié_t’_gil"'_,

.15: NG CA4, . 0.4,

~Y. Prz, ~8,Torem punklu 4 ukla-
du phsklego jest okrag, ktérego $ro- I'ig, 12.

dek lezy w0 a promiefi jest réwny r, ’

lorem za§ punkiu B jest prosta, przechodzaca przez 0 (mechanizm kor-

R
2

A

-_._Q_ e
A

A

IFig. 11.

A
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bowy). Wyznaczy¢ szybko§¢ punklu B w funkeyi kala A10B=y, oraz

- . ) b e ro (reose -+ v E—r¥sinty)sing

szybkodei katowej o promienia 0.4, Odp. — -(-——-—Y —\— _——-—9)—-1

) VB~ sinty
gdzie I=4B.

29. Ruch prostej w plaszczyznie. Niech bedzie prosta «,
nalezgaea do ukladu plaskiego, i dajmy na to, ze w danej chwili
$rodkiem chwilowym jest punkt O, kiérego odleglosé CA od «a
wynosi r. Szybkosé punktu A lezy na « i jest réwna AB=rw,
gdzie w oznacza obecng szybkosé katowg ukiadu.

Wezmy jeszeze jakis punkt P prostej a; jego szybkodé
Ira

) — (! =
jQﬁoP.m—cosﬁ. o ow % ow ow o GLK

gdzie & oznacza kat ACP. Prosta B bedzie oczywiscie linig
przewodniq proste] «.

Rozl6zmy szybkoéé P) na dwie skladowe w kierunku
prostej a i w kierunku prostopadtym. Pierwsza z nich PM =
—= AB=rw, druga PN=PQsin{=rotan¥=4P.0. Gdyby pro-
sta « obracala sie okolo punktu 4 z szybkoscia katowa o, to
punkt 2 miaitby wlasnie taka szybkos¢ AP.w. Mozna powie-
dzie¢, ze prosta a posiada dwa ruchy: ze przesuwa si¢g w swym
wlasnym kierunku z szybkoscig ro, (jest to ruch postepowy)
i jednoczesnie obraca sie okolo punkitu A z szybkoscia ka-
lowg . '

Gdyby prosta a posiadala tylko ten ruch drugi, to linig



przewodnia bylaby prosta AN. Tworzy ona z a kal NAP=
—arctan », Prosla B@ jest rownolegla do AN, bo odcinki A1
i N@ sa rowne i rownolegle, a zalem Lworzy ona rowniez z a
kat arctan o (por. par. 26, prz. 4). .

Obréémy szybkosei punktow A i 2, albo raczej odcinki
AB i PQ okolo punktéw A i P w kierunku ruchu wskazowki
zegara o 90° Powslale tym sposobem wektory ADB, i ’Q, na-
zwiemy szybkosciami skreconemi punklow A4 i P.Z (1) wynika
Ze AB I’Qlcm{} czyli ze odcinek AB; jest rzulem odeinka
PQ,, a zatem prosta @B, jesl plostopml]a do AC lub réwno-
legla do a. Mozemy przeto wyglosié Lwierdzenie: konce szybko-
sei skreconych punktow rachomej prostej a lezq na rownolegtef
do tej prostej. Twierdzenie lo bywa czesto uzyleczne przy roz-
wigzywaniu wykresinem zagadnienn cynematycznych.

Rozwazymy jeszcze pewien przypadek szezegolny, Przypusé-
my, ze podezas ruchu ukladu nalezaca don prosta a przechodzi
weiaz przez nieruchomy punkt 0. Dowiedziemy latwo, ze punkl
0 odgrywa stale takg rolg, jak na fig. 13 punkt A, czyli ze jest
on weigz rzutem $rodka chwilowego na prosty «.

W tym celu zwrdécimy uwage na ruch punktu () wzgledem
uktadu ruchomego. Oczywiscie torem wzglednym jest prosta «,
a zatem i szybkos¢ wzgledna lezy na a. Szybkodé bezwzgledna
jest rowna zeru; a z tego wynika, Ze szybko$¢ unoszenia musi
byé réwna i odwrolna do szybkodei wzglednej; innemi slowy
szybkos$é tego pu?ii;lu prostej a, klory w danej chwili prze-
hiega przez punkl O, lezy na lejze proslej.

Prz. 1. Wykresli¢ styezng w dowolnym punkeie krzywej, ktora
we wspélrzednyeh  biegunowych posiada réwnanie r=ap (spiralna
Archimedesa). Odp. Moina uwazad, ze linig l¢ kresli punkl prostej,
ktora sunie ze staly szybkodcia w swym wlasnym kierunku i jedno-
cze$nie obraca sig ze stala szybkoScia okolo bieguna (por, prz. 1 par.
17). Srodek chwilowy pozostaje stale w odleglo$ci « od bieguna.

Prz. 2. Wykredli¢ styczng w dowolnym punkeie konchoidy Ni-
komedesa. Konchoidg kresli punkt prostej, ktéra weigz przechodzi

przez menu,homy punkt, i ktérej jeden punkt posiada ruch prosto-
liniowy,

Prz. 3. Dowies¢, ze obwiednia szybkosci punklow prostej ru-
chomej jest parabola, ktérej styczng wierzcholkowsg jest owa prosia,
a ogniskiem $rodek chwilowy.

t 30. Linie $rodkéw chwilowyech. Badajac ruch ukladu,
odrozniamy punkty jego od punkiéw przestrzeni nieruchome;j.
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W danej chwili kazdy punkt ukladu przypada w pewnym
okreslonym punkcie przestrzeni, ale nalezy uwazaé, 7ze sa to
dwa punkly rozne, i juz w chwili nastepnej nie beda lezaly
razem. Dolyezy to zar6wno ruchu ukladu w przestrzeni, jak
ruchu ukfadu plaskiego w jego plaszczyinie.

Wyobrazmy sobie naprzyklad, ze cienka plyta porusza
si¢. na nieruchomym stole. Odrézniamy ruchome punkty plyly
od nierunchomych punktéw stolu. W kazdej chwili istnieje $ro-
dek chwilowy. Jest nim pewien okreslony punkt plyty, zajmu-
jacy poddéwezas pewien okreslony punkt stolu. Wogdle z bie-
giem czasu punkty te si¢ zmieniaja. Coraz inny punkl plyty
slaje si¢ $rodkiem chwilowym, zajmujac coraz nowy punkt stolu.

Tym sposobem z posréd punkiéw plvly wyrézniamy te,
ktore byly lub beda srodkami chwilowymi, a z posrod pun-
ktow stotu te, ktore zajmowal lub zajmie srodek chwilowy.

Miejsce geometryczne punkiéw ukladu ruchomego, ktére
byty lub beda $rodkami chwilowymi, nazywamy linig ruchomq
$rodkéw chwilowijch; oznaczymy ja litera p. Miejsce geometry-
czne punkléw plaszezyzny nieruchomej, ktore zajmowal lub
zajmie $rodek chwilowy, nazywamy linig statq $rodkéw chwilo-
wych; oznaczymy jg litery o. Linia p nalezy do uktadu rucho-
mego i porusza si¢ wraz z nim, linia ] jest nieruchoma.

W kazdej chwili te dwie linie posiadaja wspdlny punkt C,
owcezesny $rodek chwilowy. Zobaczymy, ze sa one styczne w tym
punkeie. '

W tym celu wyobrazmy sobie punkt A/ ruchomy, ale nie
nalezgcy do ukladu. Przypusémy, Ze ten punkt M podaza za
srodkiem chwilowym i w kazdej chwili znajduje si¢ wilasnie
w tym $redku. Oczywiscie torem bezwzglednym punktu 3 jest
linia 5, i do niej jesl styezna jego szybkos¢ bezwzgledna. Uwa-
zajmy teraz ruch punktu M wzgledem uktadu ruchomego. To-
rem wzglednym jest linia p, i szybko$¢ wzgledna musi byé do

niej styczna. Szybko$¢ unoszenia jest zerem, bo szybko$¢ $rod--

ka chwilowego jesl réowna zeru. Z tego wynika, ze szybko$é
bezwzgledna jest zgodna z wzgledna zaréwno co do kierunku,
jak i co do wielkosci. Widzimy wiec, ze linie p i 5 posiadaja
w punkeie ¢ wspolna styczng, a wiec si¢ stykaja w tym punkeie.

Z rozwazan powyzszych wynika jeszcze inny wazny wnio-
sek. Poniewaz szybko$é bezwzgledna punktu M jest weiaz ro-
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wna szybkosci wzglednej, przelo punkt ten w pewnym czasic
obiega réwne luki na obydwdéch torach, bezwzglednym i wzgle-
dnym. Przypusémy, ze w chwilach { i f, $rodkami chwilo-
wymi byly odpowiednio punkty R, i I, linii p, i $rodki fte
zajmowaly odpowiednio punkty S, i S, linii s. W takim razie
dlugodei lukéw B R, i S5, sa rowne,

Ruch linii p mozemy scharakteryzowaé krotko, mowigce;

ze loczy sie ona bez poslizgn po linii a.

Prz. 1. Parabola toczy si¢ po linii prostej; wyznaczy¢ lor ogniska.
Odp. Za oé odcietych obieramy le prosta, po ktorej parabola si¢ toczy,
czyli linie staly Srodkow chwilowych, a za poezalek ukladu ten jej punkt
przez klory przechodzil wierzeholek. W obeenej chwili ognisko przypa-
da w H'(ay), 0§ paraboli zaj-
muje polozenie BF, a $rod-
kiem chwilowym jest €.
Promien wodzacy paraboli
CF jest normalng do szuka-
nej krzywej; dajmy na to,
ze bworzy on z osig y kat .
Srednica parabeli, przecho-
dzaca przez ¢, przccina kie-

ie AC=CF, a pamielajae,
Fig. 14. . Ze styczna do paraboli jest
dwusieczng  kata pomie-
dzy promieniem wodzgeym i Srednica, dojdziemy =z IalwoScly, ze
AF=2y. Oznaczywszy paramelr paraboli BF przez 2p, olrzymamy
Jﬂ'L-. Lecz cos t}—ﬁ!ﬁ—-—-—@—' =, i zalem bedzie W _Vy-p,
cos i Vo dwtdy?’ da P
Jest to rownanie ti»’:n]('.f,knwe krzywej tancuchowej, klorej para-
melr jest tuwny p-
24 Prz 2. Prosta, nalezgca ‘do ukladu, toc zy si¢ po okregu. Wyz:m-
czy¢ Lor punklu, ktory przechodzil przez Srodek okregu. ()dp Spiralna
Archimedesa. » 1 a
Prz. 8. Dwie jednakowe parabole stykajq si¢ wierzeholkami; jaki
bedzie tor ogniska jednej z rich, gdy zacznie ona loezyé sig po dru-
giej?- Odp. Linia prosta.
23 P?;e‘é $fodkiem chwilowym jest weigz jeden i ten sam punkl
u}dgldu ruchomego; dowiedé, ze punkt ten zajmuje stale lmi(JZeme na
pldszuzyzme nieruchomej.
L Piz. 5. Spiralna logarytmiczna toczy sie po linii prostej; wyzna-
ezy¢ tor jej bieguna, Odp. Linia prosta,

31. Tery punkitéw ukladu. Znajomoséé obydwoch kizy-
wyeh Srodkow chwilowych jest wielce uzyteczna przy badaniu

rownice w 4,1 wiadomo,
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ruchu ukladu plaskiego, zwlaszeza, jezeli chodzi o tory réznych
punktéw., W wielu przypadkach, majge linie $rodkdw, mozemy
w sposoh bardzo prosty wykresli¢ tor dowolnego punktu ukiadu.

Przypusémy, ze krzywa o na lig. 15 jest linig stala, a p
linig ruchomy srodkdéw chwilowych. W chwili obecnej kirzywe
te stykajg sie w @, i punkt ten ’
jest Srodkiem chwilowym. Pra-
gniemy wykresli¢ tor punktu,
ktory obecnie zajmuje poloze-
zenie A.

Obierzmy na linii ¢ pewng
liczbe punktow I, IT, ITL... Dajmy
na to, Ze umiemy w sposob scisty
lub przyblizony wyznaczy¢ na li-
nii p takie punk{y 1,2, 3..., aby
tuki 01, 12, 23 ... byly odpowie-
dnio rgwne Jukom O, LIL LY ..

Zaloczmy z punktu O okrag, przechodzacy przez 4. Okrag
ten bedzie zawieral element torn punklu 4, bo w chwili obe-
cnej A obraca sie okolo O; innemi slowy okrag bedzie styczny
do torn. Po pewnym czasie punkt 1 znajdzie sie w polozeniu I
i stanie sie wowezas $rodkiem chwilowym; gdy wiec z punktu I
zatoczymy okrag promieniem 14, to okragg ten bedzie znowu
styczny do szukanego toru. Zataczamy nastepnie okrag z pun-
ktu IT promieniem 24 i t. d. Obwiednia tych wszystkich okre-
gow bedzie szukany tor punktu 4. '

'1‘"““ Prz. 1. Kolo loezy sig po linii plmte_l, wykresli¢ tor ktorego-
kolwiek punktn ukladu. v

Prz. 2. Prosta toczy si¢ po oktggu, wykresli¢ tor jednego z pun-
klow lej prostej (rozwijajaca kola), a lakze tor innego punktu, prze-
chodzgcy przez Srodek okregu (spiralna  Archimedesa, por. prz. 2

Fig. 15.

par, 30).
" Prz. 3. Wykresli¢ przy pomocy metody powyiszej epicykloide,
) albo hipocykloide. +

32, Wyznaczanie linii $rodkéw. Okazemy (u na przy-
ktadzie, jak mozna wyznaczy¢ obydwie linie $rodkéw chwilo-
wych, gdy mamy dostateczng liczbe danych, okreslajgcych ruch
uktadu. _

Dajmy na to, Zze torami punktow A i B ukfadu s pro-
ste @ i b, przecinajace sie w punkcie O (por. prz. 1 par. 28).

Nauka o ruchu. 4



