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lezy nieskonezenie daleko, a zatem sktadowa n musi by¢ réwna szyh-
kosci $rodka. Korzyslajac z tego, mozna odrazu wykresli¢ koto . Do-
godnie bedzie obraé w=1,

Pl}:;' 3. Punkty 4 i B ukladu plaskiego poruszajg si¢ na prostych
aib, tworzgeyeh kat prosty; wyznaczyé wykre§inie $rodek krzywizny
toru dowolnego punktu ukiadu, :

Obrawszy dowolnie szybkosé Srodka odceinka 4B, mozna odrazu
wykresli¢ kolo 1.

3._1.‘{l Pﬁ?{% Wyznaczy¢ promienie krzywizny w wierzchotkach elipsy,
2 @

klorej osi wynoszq 2a i 2b. Odp. r;_’ i%. Elipse nalezy tu uwazad

za tor punktu prostej, ktérej dwa punkty poruszaja si¢ na osiach.

Prz. 5>Ruchoma prosta m przechodzi weiaz przez punkt 0, a jej
punkt A pozostaje wciaZz na nieruchomej prostej n. Odlegtosé punkn 0
od n wynosi ¢, i na m dany jest punkt B w odleglosei b od 4. Wy-
znaczy¢ wykre§lnie $rodek krzywizny toru punktu B dla jakiegokol-
wiek polozenia prostej m i obrachowac¢ promien krzywizny, gdy pro-
sla m jest prostopadla do n.

Obrawszy 0 za poczatek ukladu wspolrzednyeh i prostopadly
do n za o$§ x, znajdziemy latwo rownanie linii stalej $rodkéw chwi-
lowyeh, a mianowicie y*=awx. Jest to parabola, kiorej wierzcholek lezy
w 0, a 0§ na osi 2. Wiadomo, ze rzut punktu paraboli na o$ i prze-
ciecie styeznej z osig lezg w jednakowyceh odleglodeiach od wierz-
chotka; korzystajge z lego twierdzenia, wyznaczymy wspodlng styezng
do krzywych Srodkow chwilowych, a nastgpnie koln . Promien krzy-
(£ b)?

wizny w szezegolnem polozenin wskazanem wynosi —
)

37. Kolo przegieé. Na [ig: 22 widzimy znowu srodek
chwilowy 2, wsp6lna normalng do linii $rodkéw m i kolo 1.
Poprowadzmy w ukfadzie ruchomym przez Srodek chwilowy
dowolna prosta MP, tworzaca z m kat &, i niech M P’ hedzie
jej linia przewodnig. Prowadzimy nastepnie przez koniee N
szybkosei n prosta réownolegta do MP i przez punkt S', w kto-
rym la rownolegla przecina linie przewodnia, prostopadia §'S
do MP. Srodek krzywizny loru punklu S lezy w przecieciu
prostych NS' i MS, a wige jest punktem nieskonczenie odle-
glym; z tego wynika, ze punkt § przypada obecnie w przegie-
ciu swego toru. .

© Z figury widaé, ze MMS=58"coto=c.cos.cota, gdzie
g=arctan w oznacza kal PJ} P’ Ostatecznie

M8 = = cos ¥ .
(0]



Oznaczmy przez d odecinek MD wspdlne] normalnej, zawarly
pomiedzy Srodkiem chwilowym i prosty SS’. Oczywiscie

MS=dcosd, zalem :fr_;;

o Z punklu & wida¢ staly od-
cinek 1/D pod katem prostym,
a wiec miejscem geomelryeznem
punkiow uktadn ruchomego, prze-
biegajqeych w danej chwill przez
przegiecia swych toréw, jest okrqy
kola, zaloczonego na  $rednicy
MD=5. Kolo to zowie si¢ Lolem

[0}
przegieé, a punkt D biegunem
przegied.

Kolo przegie¢ jest oczywi-
§cie styczne.do obydwoch linii
$rodkéw chwilowyeh. Szybkosci
wszystkich punktéw, pEéBfega-
jacych w danej chwili przez
] przegiecia swych torow, sq skie-

rowane do bieguna przegieé, albo
od niego. '

Niech () bedzie $rodkiem krzywizny toru punktu 2. Wypro-
wadzimy wazny zwigzek, ktéry zachodzi pomiedzy dlugosciami
odeinkéw MP i MQ; oznaczmy je odpowiednio przez p i .

W tym celu uciekniemy si¢ znowu do prostej n, o kldirej
byla juz mowa w paragrafie poprzedzajaeym. Jej srodkiem chwi-
lowym jest @, a szybkos¢ tego z jej punktéw, kidry praypada
obecnie w 1, wynosi n=ccosy, zatem szybkos$é¢ kalowa tej

, a punkt P posiada szybkos¢ (_;ﬁ—_r_,')_f:;(io_s_%_}.

7 i R

Fig. 22,
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Rownanie powyisze zowie sie zwykle wzorem Savarego.
Uwazamy w niem p za dodatnie, gdy punkt P lezy po tej sa-
mej stronie S$rodka chwilowego, co i punkt S, natomiast ¢
uwazamy za dodatnie, gdy @ lezy po stronie odwrotnej. Bada-
jac przy pomocy rysunku rozne polozenia mozliwe punktow
P i @, znajdziemy, ze przy uwmowie powyzsze] lewa strona ro-
wnania pozostaje zawsze dodalnia, a zatem d uwazaé nalezy
zawsze za dodatnie.

Srednice d kola przegieé mozna wyznaczy¢ z wzoru, ktory

i 5 s 1 I : :
poznaliSmy w par. 35, piszac lylko — zamiast o Bedzie wow-

d

czas
1. I__+ 1
AT BE

gdzie B, i R, oznaczaja promienie krzywizny linii stalej i ru-
chomej $rodkéw chwilowych. Co do znakéw nalezy tu trzymac
sig umowy, zawarle] we wzmiankowanym paragralie.

‘Punkt @ lezy zawsze po lej samej stronie punktu P, co
.i punkt S. Mozna sie o lem przekonac, sledzac na figurze po-
fozenia pierwszego przy roznych polozeniach drugiego, wynika
to réwniez ze wzoru Savarego, Piszac tam MS zamiast  cos i,
otrzymamy

Rozwazymy trzy przypadki nastepujace:
1) p>MS; w takim razie ¢ jest dodalnie, i polozenie
punktow P, @ jest takie, jak na fig. 22.
2). MS>p>0; ¢ jest ujemne, a wige @ lezy po stronie S
: I
i MQ=AMP. Py
3) p<0; ¢ dodatnie, przeto ) po stronic odwrotnej do
1
S i, jak poprzednio, MQ =ML . }1_:{;
Z powyzszych roztrzgsan wynika, ze tor punktu F za-
wsze zwraca ‘sie do S wkleslodcia, jezeli wiec punkl ruchomy
lezy nazewnqgtrz kola przegied, to tor jego jesl zwrécony do srodka
chwilowego wklestosciq, jezell wewnqtrz, lo wypulktosciq.
Zwrocimy jeszeze uwage na len przypadek szezegolny, gdy
punkti’__lggy na wspolnej styeznej do linii $rodkow chwilo-

7 tego wynika, ze MQ > MP.

Z tego widac, ze M) < AP
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wych. W takim razie cosi{=0, i wzor Savarego nie przeslaje
hyé wainy tylko pod warunkiem, ze ¢=0, z czego wnioskuje-
my, ze dla punktéw, polozonych na wspdlnej styeznej, srodek
chwilowy jest $rodkiem krzywizny tordw.

Do tego samego mozna doj$é heézposrednio. Przypusémy,
ze jakikolwiek punkl ukladu-ruchomego zajmowal w chwili /
polozenie 17, a w chwili (+d( polozenie I,. W pierwszej z tych
chwil $rodek chwilowy byl, dajmy na to, w 1/, a w drugicj
w M. Obydwa te punkly leza na wspdlnej stycznej. Oczywi-
cie proste PAM i P M, jako normalne w nieskonczenie bliz-
kich punktach toru punkiu P, przecinaja sie w $rodkn krzy-
wizny. Jezeli P lezy na wspolne] stycznej, lo owym punktem
przeciecia bedzie punki A/, albo M.

Opréez punktow P i @, o ktérych méwilismy dotychezas,
i klore leza na prostej n, wezmy jeszcze na wspoélne] normal-
nej m do linii srodkow chwilowych punkt P’ oraz $rodek
krzywizny jego toru @', i niechaj p’ i ¢’ oznaczaja ich odle-

. . S e
gltosei od M. W takim razie —I;,+ = a zalem

;=}?’
11 11 1.1 1 )

(—+----)cos\‘}=-~,-+—,-, labh — o=
Do B p q peosit ¢ cos

Jezeli P jest rzutem prostokatnym punktu 2, to p=p' cos .
Z rownania powyzszego wynika, ze wowezas i ¢=¢ cosi), a wiec
i ¢ jest rzatem punktu .

Niech bedzie dana wspolna normalna m do linii §rodkow chwi-
lowych oraz Srodek krzywizny ¢ torun danego punkiu P, Naturalnie
prosta P, oznaczymy ja lilery n, przechodzi przez Srodek chwilowy M,
Przy pomocy metody, podanej w paragraliec poprzedzajgcym, mozemy
dla punktow Py, P,... na prostej n wyznaczy¢ $rodki krzywizny Q,, (...}
poprowadziwszy nastgpnie przez P, Py, P;.. @, @y, @... prostopadle
do n, znajdziemy na m szeregi P!, P/, P/ .., @, @' Q. .., i punkly
drugiego sa $rodkami krzywizny punktow pierwszego. Rzulujac te sze-
regi na jakgkolwiek prosty, przechodzacy przez M, znajdziemy z la-
twoscia $rodek krzywizny toru punktu dowolnego na tej proste;.

Prz. 1. Punkly 0, i 0, sa $rodkami krzywizny linii $rodkow
chwilowych stalej i ruchomej w punkeie zetknigeia; okazad, Ze 0, jest
srodkiem krzywizny toru punktu 0,.

Przx2. Kolo toczy sig po linii prostej; wyznaczyé kolo przegieé.

Prz. 3. Kolo o promieniu a loezy sie po takiem samem kole sta-
fem i obeenie styka sig z niem w punkeie ¢¢ Wyznaczyé promien
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krzywizny loru punkiu 4, polozonego na okregu rnchomym tak, ze
Py da

luk 4€ wynosi 60° Odp. T

A6 Prz. 4 Jeden punkl ukladu obiega kolo, a drugi prosta, przecho-

dzgeq przez Srodek tego kola. Wykreslic kolo przegicé w jednem z po-

lozen ukiadu.

Prz¢’5, Okazaé, ze promien krzywizny w jakimkolwiek punkecie
spiralnej logarytmicznej (r=ae?) wynosi rv/ 2, (prz. 6, par. 32).

Pr‘;}.’(ﬁ. Wyznaczy¢ promien krzywizny w jakimkolwiek punkcie

; _ a (1)
spiralnej Archimedesa r=ay (prz. 5, par. 32). Odp. —%{—22—.

W lym razie d=aq, i latwo moina si¢ przekonad, ze krzywa w sa-
mym biegunie nie tworzy przegiecia, z czego wynika, ze p we wzorze
Savarego bedzie ujemne.

Prz. 7. Punkty 4,, 4, ukladu obiegajg jednakowe kola, przecina-
jace sie pod katem prostym (znaczy lo, Ze styczne w punkeie przecie-
cia tworzg kat prosly), pozostajae weigz po odwrotnyeh stronach linii
Srodkdw. Promien kazdego kola = a, a odleglo$¢ pomiedzy Srodkami
— A4, Wyznaczy¢ tor Srodka odeinka 4,4, oraz promien krzywizny
tego toru w dowolnym punkeie.

)
°F

Fig, 23.

Oznaczmy $rodki odeinkow 0,0, i 4,4, przez 0 i P, a Srodek
chwilowy przez ¢ niech dalej bedzie kgt C0;4,=%, P0O,=y i OP=r.
Znajdziemy, ze 0,0,=4,4,=aV 2, a z trojkata A4,4;0, wypadnie, ze
sin =/ 2sinw. Dalej bedzie 4,0,—4,0,=2r 1 4,0,—,0,=2acos
stad wynika, Ze r=acos¥, a uwzgledniajac zwigzek poprzedzajacy,

Nauka o ruchu. 5
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olrzymamy r*=a®cos2p. Jest to réownanie toru punklu P we wspol-
rzednych biegunowych. Wiadomo, ze réwnaniu temu odpowiada le-
mniskata, kiorej osig jest prosta 0,0,.

Zadany promief krzywizny wyznaczymy przy pomocy wzoru
Savarego. Z prz. 3, par. 32 wiemy, Ze linia stala $rodkow chwilowych
jest hiperbola, kiorej ogniskami sa 0,1 0,, a styezna do hiperboli jest
dwusieczng kata pomigdzy promieniami wodzgeymi. Punkt 0, jest
$rodkiem krzywizny toru punktu 4,; polozenie tych punktéow wska-
zuje, %e kolo przegig¢d lezy po lej samej stronie wspolnej styeznej, co
4y, 1 bedzie

1 ( 1 1 ) acosd
s — | cosd = —_—,
o C4, 0“1 GAI . O!‘)g
Odeinki €4, i €O, wyznaczymy z Irojkata €0, 0,, i wowezas
4
padnie, 26 —=—.
Wyl [ i p .
Odleglo$¢ prostej OF od $rodka chwilowego, rowna roznicy rzu-

ey 5 : atani cos:
tow odeinkow €0, i 00, na wspolna slyczng, wynosi —= —‘-’,

V2
przy pomocy tego wyniku znajdziemy talwo, ze prosta CP tworzy
z wspolng normalng do krzywych $rodkéw chwilowych kat 2¢. Dal-

szy rachunek jesl prosty, nalezy tylko unikaé¢ bledu w znakach. Szu-
2
kany promien krzywizny rowna sie :%- -

Prz. 8. Wiadomo, ze promien krzywizny katenoidy jest rowny
diugosci odcinka normalnej, zawartego pomigdzy tg krzyws i jej kie-
rownieca. Poslugujyce si¢ tem l\vlerd7en1e1n oraz wynikami przykiadu 1,

M

par. 30, dowies¢, re promieft krzywizny paraboli wynosi ——, gdzie r
IJJ:

jest promieniem wodzgeym, a 2p oznacza odleglo$é pomiedzy ogni-
skiem i kierownicy paraboli.

Prz. 9. Prostopadia ze $rodka chwilowego M do proslej a, nale-
zacej do ukiadu, przecina kolo przegig¢ w punkeie B i prosta a w pun-
kecie 4. Dowies¢, ze promien krzywizny obwiedni pmslej a w pun-
kcie 4 jest rowny AB+2BM.

Na fig. 24 5 oznacza kolo przegie¢, a ¢ kolo znane z par. 30.
Niech MD bedzie linia przewodniag prostej 4B; nalezgcej do ukiadu.
W takim razie BD=v jest szybkoScig punkiu B. Poniewa# ten punkt
lezy na kole przegig¢, przeto v=u. Wyobrazmy sobie prosly p rucho-
mg, lecz nie nalezacg do ukiadu, Dajmy na to, Ze pozostaje ona weiaz
normalng do obwiedni prostej «, a jeden jej punklt przypada zawsze
w punkeie zetknigeia prostej a z obwiednig. Oczywiscie prosta p jest
w kazdej chwili prostopadla do a, a zalem obraca si¢ okolo swego
srodka chwilowego @ z takq samg szybkoScig katowa, jak dany ukiad

okolo M. 7 tego wynika, ze linia przewodnia prostej p musi by¢ ro-
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wnolegla do MD. Zauwazymy jeszeze, Ze.szybko$é tego punklu pro-
stej p, ktory przypada obecnie w M, jesl rowna u, i ze ¢ jest érod-
kiem Krzywizny obwiedni. Z tego wszyslkiego daje sie latwo wywnio-
skowaé, ze MC=BM., Sludkl krzywizny obwiedni wszystkich prostych
ukladu ruchomego lezq na okregu kola = symetrycznego do kola prze-
gig¢ wzgledem Srodka chwilowego lub wzgledem wspolnej '-.{yrzm'
do linii $rodkéw chwilowych.

Prz. 10. Pomigdzy prostemi ukiadu sg takie, ktore w chwili
obecnej przechodza przez ostrza, czyli punkty zwrotu (punkly o krzy-
wiznie nieskonczenie wielkiej), swych obwiedni. Okazad, ze wszyslkie
takie ostrza, leza na okregu e, rownym okregowi przegiec¢ i stykajg-
eym si¢ z nim w $rodku chwilowym; mozna by ten okrag przez ana-
logi¢ nazwaé okregiem oslrzy. Wszystkie owe proste przechodzy przez
punkt Z, poloZony na okregu ostrzy i na wspolnej normalnej.

Prz. 11. Okazaé, ze promien krzywizny w dowolnym punkcie

3{15111 24

astroidy row , gdzie a oznacza dlugo$é

odcinka sly-

cznej, zawartego pomled?y osiami, a ¥ kat, kléry ta styczna tworzy
z jedna z osi. (Prz. 2, par. 33).

Prz. 12. Wyznaczy¢ miejsce geomelryezne $rodkow krzywizny
tordw punktow, polozonych na linii prostej. i

Niechaj P, P, ... oznaczajg polozenia punktow prostej a w chwili ¢,
a P/, P/,... w chwili ¢; Srodki chwilowe w owych chwilach oznaczmy
przez Ci ¢'. Rgczac Cz P, P,... i O’ 2 P/, ' ..., otrzymamy dwa
peki rzutowe. Jezeli ‘=14 dl, to punkty przeciecia odpowiednich pro-
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mieni pekow sg wilasnie szukanymi Srodkami krzywizny. Z tego wy-
nika, ze szukanem miejscem geomelrycznem jest stozkowa. W jaki
sposobh mozna przewidzie¢ rodzaj slozkowej, majye prosta a oraz kolo
przegicc?

38. Zastosowanie statyczne. Wyobrazmy sobie ruchome
cialo 4, oparte w punkecie ¢ o nieruchome cialo 5. Powierz-
chnie tych cial sa tak chropowate, ze 4
moze tylko toczyé si¢ po B bez poslizgu.
Dajmy na to, ze na [ig. 25 mamy prze-
kroj tych cial w plaszezyznie pionowej,
przechodzgcej przez srodek ciezkosei ciala
A i przez punkt O, i ze ciatlo 4 moze po-
ruszaé¢ si¢ jedynie rdownolegle do tej pla-
B o SZCZYZNY.

Podezas ruchu ciala 4 jego $rodek
ciezkodei zataczalby pewng linie. Cialo po-
zostaje w rownowadze, jezeli sltyczna do
tego toru w polozeniu obecnem Srodka ciezkosci jest pozioma,
innemi stowy, jezeli $rodek cigzkosci zajmuje na swym torze
polozenie najwyzsze lub najnizsze. W pierwszym przypadku
roéwnowaga jest chwiejna, w drugim trwala.

Wobec zalezen, poczynionych wyzej, kontury cial, nakre-
glone na fig. 25, sq liniami $rodkow chwilowych, a punkt C
érodkiem obecnym. Niechaj o bedzie kolem przegie¢. Jezeli
$rodek cigzkosci lezy na zewnatrz kola 6, to, jak wiemy z par.
poprzedzajgcego, tor jego jest zwrécony do punktu oparcia C
wklesloscig, a zatem Srodek cigzkosci zajmuje polozenie naj-
wyzsze, 1 rOwnowaga jest chwiejna, jezeli za$ srodek cigzkosci
lezy wewngtrz kola przegie¢, to réwnowaga jest trwata, Tym
sposobem koto przegie¢ moze stuzyé do rozrézniania tych dwdch
rodzajéw réwnowagi.

z. 1. Jednorodna belka o grubosci a ma byé oparta o kolowy
cylinder poziomy. Jaki powinien by¢ promien cylindra, aby réowno-

Iig. 25.

waga byla trwala. Odp. Promien pommul by¢ wigkszy ed -

A3z P¥z, 2, Pétkula jednorodna o promieniu « jest oparta o kul(, po-
wierzchnia krzywa. Jaki powinien by¢ promien kuli, aby réwnowaga
byla trwata? (Odleglo§¢ $rodka ciezkosci potkuli od pmlslawy wynosi

5¢
#y promienia). Odp. Wigkszy od ~3—f
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39. Ruch kulisty. Jezeli w ukladzie sztywnym isinieje
punkt O, ktérego szybko$é¢ jest rowna_zeru, to ruch ukladu
n'aéj"wa sie lﬂﬂiﬁl}’m; Hpunkt O srodkiem lego ruchu, a kazda
prosta, przechodzaca przez 0, promieniem. Oczywiscie promien
jest prostg zerowa, a zatem szybkosci wszystkich jego punktow
sa don prostopadie.

Jezeli punkt O pozostaje stale nieruchomym, to torem
kazdego punktu uktadu jest krzywa sferyczna, polozona na
kuli, ktérej srodkiem jest 0. Stad pochodzi nazwa ruchu.

Przypusémy, ze punkty 4, i 4, ukladu, nie lezace na je-
dnym promieniu, posiadaja w chwili obecnej szybkosci v, i v,.
Poprowadzmy przez A, plaszczyzne F, prostopadia do v;; przej-
dzie ona przez promien OA,, a wige i przez srodek 0. Wezmy
w te] plaszezyznie dowolny punkt B. Proste B4, i BO sa oczy-
wiscie zerowe, a zatem szybko$é punktu B musi byé prostopa-
dta do plaszezyzny BOA, czyli do F,. Szybkosei wszystkich
punktéw plaszezyzny F; sa do niej prostopadie.

3

Fig: 26.

Poprowadzmy rowniez przez A, plaszezyzne F, prostopa-
dta do v,. Przejdzie ona przez O, i szybkosci jej punktow beda
takze do niej prostopadie.

Plaszczyzny F, i F, przecinaja si¢ wedlug prostej z, prze-
chodzacej przez $rodek O, i szybkosci punktow tej prostej musza
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byé¢ zerami, bo inaczej musialyby by¢ prostopadie do F, i F,
Widzimy wiec, ze w ukladzie istnieje prosta nieruchoma, a za-
tem ruch jest .obrotowy, i prosta z jest osig jego. Nazywamy
ja osiq chwilowq, gdyz wogdle w chwili nastgpnej juz inna
prosta ukladu, zajmujaca inne polozenie w przestrzeni, bedzie
osia obrotu.
!/’!? 0. Stozki osi chwﬂowych Badajge ruch ukiadu w prze-
strzeni musimy odrdznia¢ punkty, prosle i plaszezyzny, nale-
zace do uktadu ruchomego, od punktow, prostych i plaszezyzn
przestrzeni nieruchomej, tak jak odréznialiSmy w ruchu pla-
skim punkty i proste ukladu ruchomego od punktéw i pro-
stych plaszezyzny nieruchomej.

7 pos$rod wszystkich promieni ukladu, ktdry pozostaje
w ruchu kulistlym, wyrdzniaja sie te, ktore 'byly lub beda
osiami chwilowemi; ich miejscem geometrycznem jest oczywi-
dcie powierzchnia stozkowa, ktoérej wierzcholek lezy w srodku
ruchu kulistego. Powierzchnia ta zowie sie stozkiem ruchomym
osi chwilowych. - '

"~ Z posréd wszystkicli prostych przestrzeni nieruchome;j,
przechodzacych przez srodek O, musimy wyrdzniaé te, w kté-
rych przypadata lub przypadaé bedzie o$ chwilowa. Miejscem
geometrycznem takich proslychﬁést zZnowu oczywiscie powierz-
.chnia stozkowa, ktérej wierzcholek lezy w (). Nazywamy ja
slozkiem _statym_osi chwilowych.

7 Zatoczmy z punktu 0 kulg dowolnym promieniem. Stozek
ruchomy osi chwilowych przetnie jej powierzchnie wedlug pe-
wnej krzywej sferycznej, ktéra oznaczmy przez p,@rzywa ta
porusza sie na kuli, nie zmieniajac jednak z biegiem czasu ani
ksztaltu ani wymiaréw. Stozek staly przetnie te sama powierz-
chnie wedlug krzywej nieruchomej aalf

Linie p i o posiadajg w kazdej chwili wspélny punkt C,
w ktérym o¢ chwilowa przebija powierzchnie kull Wezigwszy
do pomocy ruchomy punkt A Ypodazajacy za tym punktem C,.
dowiedziemy, ze linia p toczy sig bez poslizgu po linii s, tak
jak dowiedliSmy w paragralie 30 analogiczne twierdzenie o ru-
chu plaskim. Dowdd bytby prawie dostownem powtdrzeniem
odnos$nego ustepu ze wzmiankowanego paragrafn, i z tego wzgle-
du pomijamy go tutaj.

Z rozwazan powyzszych wynika bezposrednio, ze stozek
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ruchomy loczy sie bez poslizgu po stozku stalym, i tworzgca
zetkniecia jest w kazdej chwili osig chwilows.

Dajmy na to, ze obydwa stozki osi chwilowyeh sa koto-
we, i ze szybkosé katowa uktadu jest stata. Ruch taki nazywa
sig ruchem precesyjnym, albo wprost precesyq.

Prz. 1. W ruchu precesyjnym szybkos¢ katowa ukladn =w, osi
stozkow tworzg kat «, a kgt wierzcholkowy stozka slatego = 2p, przy-
czem stozek ruchomy lezy na zewnatrz stalego. Z jakg szybko$cia ka-
towa o$ slozka ruchomego obraca sie okolo osi stozka stalego? Odp.
wsin (a—f)

sine

“Prz. 2, 08 ziemska (worzy z prostopadly do plaszczyzny ekliptyk‘i" ‘
(czyli drogi ziemskiej) staly kat 23'/,° i obraca si¢ kolo niej bardzo -

wolno, a mianowicie wykonywa calkowity obrot mniej wigcej w 26.10?
lat. Ruch ten odbywa sie w strong odwroing do ruchu ziemi naokolo
osi. Abstrahujac od ruchu rocznego, mozemy uwaza¢ ruch ziemi za

kulisty. Wyznaezy¢é promien kota, wedlug ktorego stozek ruchomy *

przecina powierzchnig ziemi.
Oznaczywszy przez 25 kat wierzcholtkowy slozka ruchomego,
sine

T BT gdzie «=23'/. Po-

znajdziemy z latwoSeiy, Ze sinf=

niewaz kyt § jest bardzo maly, przeto p=sing, i szukany promien .

. sine, 4.10°

F:—IiﬁS "6 107 9n em.=27 cm.

¥ 41. Ruch $rubowy. Dajmy na to, ze do ukladu nalezy
prosta_z, zawierajaca szybkosci dwéeh swych punktéw. O przy-
padku tym byla juz mowa w par. 23. Widzieliémy tam, ze na
z lezg szybkodci wszystkich punktéw tej prostej i, ze szybkosci
te s rowne. Taki ruch uktadu nazywamy s$rubowym, a pro-
sta 7 0sig tego ruchu.

Bedziemy rozwazali ruch ukladu wzgle-  z

dem ktoregokolwiek punktu, nalezacego do
osi (par. 20). Szybkosci unoszenia wszystkich
punktéw ukladu sg tu zgodne co do kierun-
ku i wielkosci z szybkodcia punktow osi.
Oznaczmy te szybkos¢ przez n; bedziemy jgq °
nazywali szybkosciq postepowq rucha $rubo-
wego.

Szybkosé¢ bezwzgledna kazdego punktu
osi jest réwna szyDKoGSci unoszenia, & Wige




szybkos¢ wzgledna ,]est rowna zeru, Z lego wynika, Ze ruch
wzgledny uk ukladu jest olnolowy okolo osi z, Oznaczmy :-,f,yh—
lkosé k{dow q przez o.

Wezmy teraz jakikolwiek punkt A ukiadu, polozony w od-
leglosci r od osi z. Jego szybkos¢ wzgledna w=rw i jesl pro-
stopadla do ptaszezyzny, przechodzace] przez A i z. Tak wiece
szybkos¢ bhezwzgledna p punktu A posiada dwie skladowe pro-
stopadle w=ro i w

Mozemy powiedzie¢, ze ruch ukladu sklada sie z dwoch
ruchéw: z ruchu obrotowego okolo osi z i z ruchu postepo-
wego w kierunku osi z. Pierwszy z lych ruchéw skladowych
odbywa si¢ "z szybkoscia katowa o, drugi z szybkosdcia poste-
powa u. Inaczej mdwige, pole szybkosci ukiadu w danej chwili
daje sie calkowicie okreslic zapomocy dwéch wektorow: wek-
tora o, zwigzanego z osig z, i wektora swobodnego u, réwno-
leglego do osi. Takic polaczenie dwich wektoréw zowie sie
skretnikiem. W statyce mamy do czynienia ze skretnikiem, zlo-
Zonym % Eﬁy i momentu pary.

Jezeli weklory o i u s stale co do wielkosci i kierunku,
i 0§ nie zmienia polozenia w przestrzeni, to torem kazdego
punktu ukfadu jest linia srubowa. Okolicznosé ta usprawiedli-
wia nazwe tego rodzaju ruchu.

Wypada jeszcze zwroci¢ uwage, Ze obydwie sktadowe szyb-
kosci v sg prostopadle do promienia AB (B oznacza rzul pun-
kin 4 na o$), a zatem i szybko$é v jest do niego prostopadia.
Précz tego oczywiscie rzut szybkosci » na o jest rowny u,’
a wiec w rachu s‘rubo:m}m rzuly s_!;hkns(‘ wszystkicle punktow
ultadu nir 0§ sq rowne. o

W&ﬂﬁﬁfﬁm\wmdmme odwrotne. Przypusémy, ze
szybkosci wszystkich punktéow ukiadu na pewien kierunek (na-
zwiemy go kierunkiem k) sa réwne u; dowiedziemy, ze do
ukfadu nalezy prosta, zawierajgca szybkosci swych punktow,
czyli ze ruch ukladu jest srubowy.

[W tym celu uwazajmy ruch ukladu wzgledem jakiego$
punktu, posiadajacego szybkos¢ un. Tym sposobem szybkosé
bezwzgledna dowolnego punktu 4 ukladu rozklada sie na szyb-
kod¢ ungszenia u i szybkosé¢ wzgledna w. Pierwsza z nich jest
rzutem prostokainym szybkosei » na kierunek k, a zatem dru-
ga jest prostopadia do k. Z tego wynika, Ze szybkosci wzgledne
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wszystkich punktéow sa réwnolegle do plaszezyzny, prostopadiej
do kierunku £k, ezyli ze ruch wzgledny ukladu jest plaski.

Ruch plaski jest zawsze ruchem obrotowym. Niechaj osia
bedzie prosta z, kidra oczywiscie musi byé¢ réwnolegla do I
Szybkosé wzgledna kazdego punktu tej osi jest zerem, a zatem
jego szybkosé bezwzgledna jest co do wielkosei i kierunku
zgodna z szybkoscia unoszenia, czyli z szybko$cia u, polozona
oczywiscie na z. Widzimy, ze w ruchu bezwzglednym prosta =
zawiera szybkosci wszystkich swych punktéw, a zalem ruch
bezwzgledny ukladu jest srubowy.

Prz. 1. Ruch ukiadu jest $rubowy, przyezem obydwie szybko$ci
w i n sg stale. Wyznaczy¢ tor rzutu jednego z punktéow ukiadu na
plaszezyzne nieruchoma, przechodzaca przez o$. Odp. Synusoida.

Prz. 2, Dane sy obydwie szybkodei w i u ruchu $rubowego i na
prostopadlej do osi punkt 4 w odleglosci r od osi. Wyznaczy¢ na
tejze prostopadiej taki punkt, aby szybkos¢ jego byla prostopadia do

szybko$ei punktu 4. Odp. Szukany punkl lezy po odwrolnej stronie osi
2

u
+ odlegtosei — .
W glosei o

42. Ruch jakikolwiek. Rozwazymy feraz przypadek naj-
ogolniejszy, usuwajgc wszelkie ograniczenia, ktére dotychezas
krepowaly ruch ukladu sztywnego. Uwazamy wiee, ze ukiad
porusza sie jakkolwiek, i dajmy na to, ze 4, jeden z jego puii-
ktdw, posiada w obecnej chwili szybkos¢ u.

Fig. 28.

Bedziemy rozwazali ruch ukladu wzgledem tego punktu A.
Oczywiscie ruch ten jest kulisty, bo szybkos¢ wzgledna pun-
ktu A jest zerem. Lecz ruch kulisty jest zawsze obrotowy,
a"é?%éﬁfﬁmhu obrotowego przechodzi przez $rodek 4. Niech
ta osia bedzie prosta z.



Wezmy teraz jaki$ inny punkt B ukiadu, posiadajacy
szybkos$é v. Szybkosé¢ ta rozklada si¢ na szybko$é unoszeniu u
i na szybkos¢ wzgledng w, a rzut wypadkowej v na prostg =
jest rowny sumie rzutow skiadowych u i w. Lecz szybkose
wzgledna w jest prostopadia do z, jako do osi obrotu, a zatem
rzut jej jest zerem. Z tego wynika, ze rzuly szybkosei u i v
na prosfa z sa rowne.

Tak samo dowiedziemy, Ze rzul szybkosci kazdego innego
punktu na prosta = jest rowny rzutowi szybkosei punkiun A
na te prosta, a zatem ruch ukladu jest $rubowy; o$ tego ru-
chu $rubowego, oczywiscie rownolegla do prostej z, nazywa sie
osiq chwilowq ruchu §rubowego, bo w chwili nastepnej juz wo-
gole inna prosta ukladu, zajmujaca inne poloZenie w prze-
strzeni, bedzie osig.

Istnieja powierzchnie ruchoma i stala osi chwilowych, ale
ta sprawa przekracza juz zakres ksigzki.

Z rozwazan powyzszych wynika, ze najogdlniejszym . ru-

chem ukiadu sztywnego jest ruch $rubowy. Okreslaja go w da-
nej chwili calkowicie, jak widzielismy w paragrafie poprzedza-
jacym, wektory © i_u. Ruchy postepowy i obrotowy mozemy
uwazaé za szczegolne przypadki ruchu srubewego. Jezeli w=0,
to ruch ukfadu jest postepowy, jezeli n=0, to mamy ruch
obrotowy..

Uzyteczny bywa i odwrotny sposob patrzenia na te spra-
we. Mozemy powiedzie¢, ze istniejg tylko dwa zasadniczo od-
mienne rodzaje ruchu ukladu szlywnego, postepowy i obroto-
wy. Jezeli uklad posiada jednoczesnie obydwa le ruchy, to ruch
jego nazywa sie $rubowym.

G. Koenigs w dziele p. L. ,Lecons de Cinématique“ dowodzi twier-
dzenie powyzsze w sposob uderzajgco prosly. Przytaczam dowod
jego w przekladzie.

yUdzielmy cialu sztywnemu nieskoneczenie malego przesunigcia.
Jaki§ punkl M, obrany w ciele dowolnie, przejdzie do nieskonczenie
blizkiego polozenia M;; M,, uwazany za punkl ciala w potozeniu pier-
wolnem, przejdzie do sasiedniego polozenia M,; M,, uwazany zirowu
za punkl ciala, wziety w chwili poczigltkowej, zajmie polozenie sasie-
dnic M, i L. d. Tym sposobem wyznaczymy w polozeniu pierwotnem
ciala szereg punklow M, My, M, ... Podezas ruchu M przejdzie do M,,
M, do M,, My do M, i t. d, jednem stowem linia, na ktorej te punkly
lezy, przesunie si¢ nieskoniczenie mato sama po sobie.




Obierzmy na tej krzywej dowolny punkl P, i niechaj & oznacza
promien krzywizny w tym punkeie, a 7' promien skrecenia®). Pod-
ezas ruchu punkt P przesunie si¢ do P’ na-krzywej. Promienie krzy-
wizny i skrgeenia w tym sgsiednim punkeie P’/ muszg by¢ znowu ro-
wne R i 7, gdyz clement krzywej, do ktérego nalezy P, przystal do
elementu, zawierajgcego P’. Tak wige gdy obiegamy krzywsa, to ro-
Zniczki promieni B i T sa zerami, a wige promienie te sq stale. Istnieja
trzy linie, posiadajgce obydwie krzywizny slale, a mianowicie prosta,
kolo i $rubowa, ;

W przypadku $rubowej nieskonczenie maty ruch ciala jest tego
rodzaju, ze pewna Srubowa przesuwa sie po samej sobie, Jest to nie-
skonezenie maty ruch $rubowy. .

W przypadku kola, nieskonczenie maly ruch ciala jest taki, ze
pewne koto przesuwa si¢ po samem sobie; .jest Lo wige obrot chwi-
lowy okolo osi kota.

Pozostaje przypadek linii prostej. W Llym razie pewna prosta,
nalezaca do ciala, przesuwa sie po samej sobie; jezeli cialo nie obraca
sig jednoczednie okolo tej prostej, to mamy zwykly ruch postepowy.
Jezeli eiato sig obraca, lo nalezy polgezyé¢ ruch poslepowy z obroto-
wym, i otrzymujemy znowu nieskonczenie maly ruch srubowy*,

Prz. 1. Z punktu 0, obranego dowolnie w przestrzenj, prowa-
dzimy odcinki rownolegte do szybko$ci roznych punktow ukladu szty-
wnego i rowne lym szybkosciom. Dowies¢, ze konce tych odeinkow
lezyg w jednej plaszezyZnie..

Prz. 2. Dane sa szybko$ei trzech punktéw ukladu, nie lezgeych
na jednej prostej. Wyznaczy¢ kierunek osi ruchu $rubowego.

Prz. 3. "W ukladzie ruchomym sztywnym isinieja dwie proste,
zawierajace szybkosei swych punktow; dowiesé, ze ruch takiego ukia-
dn jest postgpowy.

Prz. 4. Okazaé, ze linia ukladu szlywnego, slanowiaca obwie-
dni¢ szybkosei swych punktow, jest Srubowa.

Gdyby wektory o T u przestalty od danej chwili sie zmienia¢, to
linia taka stalaby si¢ torem swych punktow,

Prz. 5. Punkty 4,, 4,, 4; ukladu sztywnego posiadajg szybkosei
vy, Uy, Uy prostopadle do plaszezyzny 4,4.4;. OkreSli¢ rodzaj ruchu
i wyznaczy¢ wykresinie of chwilowas.

Y) Oznaczmy(ln'zcz ds luk elementarny krzywej przestrzennej,
rzez (% kat pomiedzy stycznemi (albo normalnemi) w koncach tego
uku i przez dx kat pomigdzy plaszczyznami $cisle stycznemi (albo po-

, . ds
miedzy binormalnemi) w tych samych punktach; w lakim razie EZR

. ds a3
nazywa sie promieniem pierwszej krzywizny, ¢ d—_:T promieniem

drugiej krzywizny, albo promieniem skrecenia. Jezeli wszedzie Re=co,
to linia jest prosta, jezell T'=e0o, to linia jest plaska.



