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on wzgledem rurki w spoczynku, a takze naprezenie w koncu nieru-

tan ak pw® 1—cos ak
k ' Ikt cosak

Obierzmy na sznurze dowolny punkt P i oznaczmy przez « diu-

go$¢ czeSei OP w stanie naturalnym, a przez y w slanie rozciagnie-

tym. Mozemy uwazaé¢ y za funkey¢ zmiennej niezaleznej . W pun-

, gdzie k= A
g n E

chomym. Odp.

ly—d 18 d* -
keie P naprezenie S=E{—Lq---—‘—x, a slad ﬁ= B2 2 drugiej strony
dx dax da® -
o dy ot
pt!x.ylw =—d§&, zalem (‘I'!;="_— % y. )

Prz. 21, Punkly materyalne 4 i B sg polgczone nicerozeiggalng
nicig; pierwszy lezy na stole, n drugi zwisa o h nizej od brzegu.
Wspolezynnik larcia pomigdzy pierwszym i stolem =/f Punkt 4 mial
wlasnie ruszy¢, gdy punktowi B udzielono szybkoS$¢ poziomy. Wy-
znaczy¢ promien krzywizny toru punktu B w polozenin poczgtkowem.
Odp. (14-f)h.

74. Ruch na torze przepisanym. Dotychczas moéwilidmy
o ruchu punktu swobodnego, t.j. takiego, ktéry z kazdego po-
tozenia mégliby ruszyé dowolnym torem, gdyby tylko przylozyé
don odpowiednia sile. Rozwazymy teraz ruch punktu, zmuszo-
nego pozostawaé na pewnym okreslonym torze, np. ruch kulki,
zawarte] w sztywnej rurce, albo ruch paciérki, nawleczonej na
sztywny drut. Tymeczasem bedziemy pomijali tarcie punktu
o tor (o $ciany rurki albo o powierzchnie drutu), innemi slo-
wy bedziemy uwazali tor za doskonale gladki.

Przypusémy wiee, ze punkt
materyalny-o masie m musi po-
zostawaé na torze o, i ze dziata
nan sita P. W chwili { punkt
m zajmuje na torze polozenie 0.

Obieramy uktad wspdirze-

X dnych w' sposéb nastepujacy.
Poczatkiem bedzie punkt 0, osig

a styczna do toru, kierunek do-

<% ; datni w strone szybkosci, osig y

' Fig, 45. gldwna normalna w strone srod-
ka krzywizny; dyspozycya la

okresla rowniez stosownie do przyjetej umowy (par. 12) i o$ z
Oczywiscie plaszezyzna wxy jest $cisle styczna do krzywej o,
a o$ z jest binormalng tej krzywej. ' .

z
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Rola mechaniczna ciata, ktore zmusza punkt materyalny
do pozostawania na krzywej o, albo ktére tworzy tor e (np.
rurki lub drutu), polega tylko na tem, ze wywiera ono na
punkt materyalny pewng reakeye. Jezeli uwzglednimy te reak-
cye w rachunku, to mozemy zapomnie¢ o istnienin owego
ciata, t. j. uwaza¢ punklt m za swobodny.

Oznaczmy reakeye toru przez R; poniéwaz tor jest gtadki,
przeto lezy ona w plaszezyznie na'fnalxlej, czyli w plaszezy-
#Znie yz.

’ Rzuty sily P na osi a, y, z oznaczymy odpowiednio przez
Py, P, i Py; rzut reakeyi B na o$ z jest zerem, a dwa rzuty po-
zostale oznaczymy przez E, i B,. Przyspieszenie lezy wp laszezy-

U&
—, 0, gdzie

e . : : 2 . dp
znie xy, i rzuty jego na osi beda odpowiednio a
{

v oznacza szybkos¢ punktu, a p promien krzywizny toru w pun-
kecie 0. Tym sposobem otrzymamy nasltepujace trzy rownania:
rh: mp*

“_ =5 3 __f_ =L, + R, ’ O= -pir T ‘Rﬁ X

Zwiazki te sa wazne dla kazdej chwili; trzeba tylko uwa-
zac, ze w kazdej chwili nastgpnej rzuty sa brane na styczna,
normalna gléwna i binormalna w tym punkeie toru, ktoéry
wowezas zajmuje punkt materyalny, a nie na osi, obrane pier-
wotnie. Jezeli tor jest plaski, i sila P dziala w jego plaszezy-
fme, to P= l?;,—ﬂ i R, oznacza feakcyt; catkowita.

“Rdéwnania powyzsze okreslaja calkowicie ruch punktu,
jezeli dane jest 3eszcze poloZeme ]ego i___S?kaos(. W pewnej

chwili. Mozna z nich fakze wyznaczyé reakeye toru E.

Rurka moze wywiera¢ na zawarly w niej punkt mate-
ryalny reakeye w kazdym kieranku w plaszezyZznie normalnej;
toz samo dotyczy drutu z nanizang paciérkg. W innych ra-
zach kierunek reakeyi toru musi czyni¢ zado$é pewnym wa-
runkom. Wyobrazmy sobie np., ze kulka porusza sie nie w rur-
ce, lecz w zlobie lub rowku. Oczywiscie reakeya nie moze tu
przekroczy¢ granic pewnego kata w plaszezyznie normalnej.

Albo przypusémy, 7e torem jest skrawek kolowej powierz-
chni cylindrycznej, czyli obrecz kolowa, a punkt materyalny
znajduje sig po stronie wewnetrznej. Oczywiscie reakeya moze
tylko dziala¢ na promieniu obreczy w kierunku srodka.
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Réwnania powyzsze sg wazne tylko dopoty, dopoki okre-
$lony przez nie kierunek reakeyi czyni zado$é postawionym
warunkom. Jezeli znajdziemy, ze w pewnym miejscu reakcya
wyszla ze wskazanych granic, to wnioskujemy, ze dalszy ruch
na przepisanym torze by} niemozliwy, a zatem punkl male-
ryalny tor ten opuseil. Dalszy ruch punktu odbywa sig¢ juz
w innych warunkach, a zatem i réwnania ruchu beda inne.

Prz. 1. Punkt materyalny zostal wprawiony w ruch na gladkim
torze, i dalej juz zadna sila nan nie dzialala. Okazaé, ze szybko$¢
punktu pozostaje staly co do wielkosei, i ze reakeya torn jest pro-
poreyonalna do krzywizny.,

Prz. 2. Punkt materyalny, ktéry musi pozoslawa¢ na okregu,
jest przyciggany do jednego z punktow tego okregu z silg odwrotnie
proporeyonalng do piatej potegi odleglosci. Okazaé, Ze reakeya toru
jest stala co do wielkoSei.

Prz. 3. Dwa jednakowe punkty materyalne umieszczono w dwdoch
gladkich, prostych rurkach, przecinajacych si¢ pod kytem prostym.
Punkty sie przyciagaja i ruszajgq ze stanu spokoju. Okazaé, Ze dojdy
one jednoczeénie do punkiu przecigeia rurek, jakiekolwiek jest pra-
wo przyciggania. .

Obieramy rurki za osi wspélrzednych, wspolrzedne punktow ma-
teryalnych w chwili t oznaczamy przez (x,0) i (0, y), a kat kiory pro-
sta fyczaca tworzy z osig x przez . Bedzie wdowezas

12 d®
m%:—?cos i, mal-f-!=——Psin\‘]-. *
dy  d . ( dy dcc)
Z % trzy tat —2 —y—=0, czyli d(v——y— )=0; osta-
ego olrzymamy latwo mdi? y{m czyli v yd! osta

tecznie y=Cw, gdzie 0 jest slaly‘catkowania, Gdy wiee x=0, to i y=0.
- Prz. 1. Pacidorka o masiec m jest nawleczona na drut, tworzacy
kolo o promieniu a. W poezatku paciorka pozostawala w spokoju
w polozeniu 4, gdy drut zaczgl si¢ obracaé ze stalg szybkoseia kato-
wq w okolo, punktu 0, polozonego na przeciwleglym koficu $rednicy
przez A. Wyznaczyé reakeye drutu na paciérke w funkeyi odlegtoSei
2p (37—

r60:0, Odp. Rt I =20),
Oznaczamy luk od 4 do potozenia paciorki w chwili ! przez ad
i jej szybko$¢ wzgledng przez afQ. Przyspieszenie bezwzgledne pa-
ciorki posiada skladowe nastepujgce: 1) przy$pieszenie unoszenia rw?,

oy ¢ d
2) dwa przy$pieszenia wzgledne af2® oraz ar i 3) przySpieszenie-Co-

riolisa 2aQw. Biorge rzuty na promien kota i styczng, otrzymamy
rownania

A dQ ¥
R=m(aQ? 4} ro®cos S 2aQuw), «a = + re*sin = 0,
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Poczgtkowa szybko$é wzgledna=2aw, a catkujge drugie z rownan po-
wyiszych, olrzymamy Q=2uw cos%=‘:—J. Kiedy paciorka dojdzie do 0?

I’ﬂ@_.__@ Punkt maleryalny, przywigzany do kofica nici nawinietej
na kolo, jest odpychany od $rodka kota z sily wprost proporcyonalng
do odleglosci; wspotez. proporeyonalno$ci=k. Poczgtkowo punkt znaj-
dowal si¢ na obwodzie kota w spoczynku; wyznaczy¢ naprezenie nici,
gdy juz odwinie si¢ diugos¢ s. Odp. 2ks.

Prz. 6. Punkt materyalny P moze porusza¢ si¢ wewnglrz glad-
kiej rurki, posiadajacej posta¢ okregu, ktérego srodkiem jest punkt €.
Rurka wiruje ze stalg szybkodcig kalowa okolo punktu 0, ktérego od-
leglo$¢ od ¢ wynosi jedng trzecig promienia rurki, i punkt P wyru-
szyl z takiego polozenia w rurce, ze obiega caly okrag. Wyznaczyc
takie polozenie punktu P, w klérem reakcya rurki jest zerem.

Na punkt P dziata jedynie reakeya rurki. Biorge rzuty na sty-

Q%qsing _ dw

czng do rurki, otrzymamy —— = gdzie  oznacza szybkoS¢
[¢
katowsq rurki, a jej promien, # kat 0CP i w szybkoS¢ kgtowy, z klora
202

punkt P obiega rurke. Calkujge, znajdziemy m‘*:T(uos t, — cos ).

Punkt P obiega caly okrag, a wige ¥ zmienia si¢ od ¥, do 2z414,; aby
podezas lego w pozostawalo weiaz rzeczywistem, ¥, musi by¢ zerem.
W polozeniu szukanem cos #=1/,.

Prz. 7. Pacidorka P o masie m jest nawleczona na gladki drut
kolowy o promieniu a. Paciorke przyeiaga punkt @, krazacy po kole
wspolsrodkowem o promieniu b ze staly szybkosScig katowa w, i sita
przyciggania wynosi p. PQ. Szybko$¢ paciorki byta réwna zeru, gdy
punkty O (t. j. wspolny Srodek kol), P i @ lezaly na jednej prostej.
Przy jakim kacie PO@Q reakeya drutu na paciorke jest najwieksza?

Biorae rzuty na normalng i styczna, otrzymamy rdwnania

mv?

dv
=R+p(a—beosd), m—=pbsin
=R 8). m—r=p )
gdzie B oznacza reakeye drutu, & kat £0Q i » szybko§¢ paciorki.
W pierwszem z tych rownan mamy reakeye R w funkeyi o i #, a dru-
gié¢ okredla zwiazek pomigdzy » i & Z rownan tyeh wynika, ze I

i ksymum, gdy sin? A
sigga maksyn T e
0s14¢ LSy y gAYy 9 36[1.!'1

75. Spadek na torze przepisanym. Rozwazymy oddziel-
nie przypadek, w ktorym ciato porusza sie na gladkim torze
przepisanym pod dziataniem sily cigzenia. Uklad wspoOirze-
dnych obierzemy inaczej, niz w paragrafiie poprzedzajacym.
Poczatek mozemy wzia¢ dowolnie, a o z skierujemy pionowo
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Przypusémy, ze punkl o masie m wyruszy! z polozenia
Ay(zyzo1y) 2 szybkoseia vy, a w chwili { znalazl si¢ w poloze-
niu A(xyz); szybkoéé jego byla wowezas réwna v, a reakeya
toru R tworzyla z osiami katy o, B, 1. W takim razie bedzie

e
m—-=Rcose

dt?

?y
m—-=Fcosf

dt* J

3z
m -H—2=R cos 7 -+ mgy.

(

Mnozymy te rownania odpowiednio przez dz, dy, dz i do-
dajemy stronami.
}‘” ded®z + dyd?y + dzd?z
(f?
Lewa strone mozemy przekszialci¢ na o
e B C B AR
2 dr T2 de 2 \dt % v
gdzie ds oznacza element toru. Wspolezynnik u R po prawej
stronie jest oczywidcie rowny rzutowi elementu ds na kierunek
reakeyi R; lecz reakcya jest normalna do toru, a wiec rzut
ten jest zerem. Tym sposobem réwnanie nasze przeksztalci
sie na

= R(dx cos .+ dy cos § + dz cos 1) + mgdz.

I(p?
i(—;f—-):gdz.

Calkujge w granicach od zy do z, olrzymamy
V=0’ +2¢g(z—2,) .

Z réwnania tege wynika wniesek bardze wazny, ze szyb-
kos¢ punktu w polozeniu 4 nie zalezy weale od ksztaltu toru
4,4, Tecz jedynie od szybkosci poczatkowej v, i od z—z,, czyli
od réznicy poziomow punktéw A4 i 4,. Odwrotnie jezeli punkt
materyalny wyruszy z A z szybkoscia v w strone 4,, to doj-
dzie do tego ostatniego z szybkoscig v,.

W przypadku szezegdlnym, gdy v,=0 i zvz,=h

lu’ =2gh. ’

) Tu, jak wogdle w mechanice, uwazamy [ za zmienng nieza-
lezng, a wiee dl za slala,
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Aby wyznaczyé réwnanie rachu, czyli zwiazek pomigdzy
drogg, przebyta na torze, i czase‘ﬁi,—lfl‘zéba mie¢ dany tor pun-
ktu. Przypusémy dla przykladu, Ze torem przepisanym jest
linia prosta, nachylona do poziomu pod katem a.

W tym razie sila styczna, jest rowna mgsine, a sila nor-
malna my cose. Krzywizna toru jest zerem; z tego wynika, ze

Ruch punktu jest prostoliniowy i jednostaju}é ‘przys'pie-
szony, a mianowicie przyspieszenie wynosi gsinea. Wedlug
par. 54 réwnanie ruchu bedzie -

sina.1?
-4 g tll+2,

gdzie v, i z, oznaczaja szybkos¢ i odlegloé¢ od poczatku toru
w chwili t=0.

W przytoczonych nize] przykladach uzyto dla krétkosei
terminu cieciwa najpredszego spadkn.  Tak nazywa sie pewna
prosta, przechodzaca przez dany punkt 4 i przecinajaca dang
linie o; po niej punkt maleryalny, ktory wyruszyl z A bez po-
czatkowej szybkodei, dochodzi w najkrotszym czasie do « pod
dzialaniem sily cigzenia.

Prz. 1.)Z punktu 4 wychodzi wielka liczba prostych we wszel-
kich Kierunkach, i po tych prostych zsuwaja si¢ cigzkie punkty ma-
teryalne, ktére wyruszyly jednoczeSnie z A bez poczatkowej szybkosci.
Okaza¢, ze w kazdej chwili punkty te lezq na kuli, ktérej punktem
najwyzszym jest 4, i wyznaczy¢ $rednice tej kuli,

Dowiedziemy naprzod, ze wszystkie punkty, schodzace w pla-
szczyZnie pionowej przez 4, lezg na kole, a stad juz bezpoSrednio

: 4vs 1y . " . gt
wynika powyzsze twierdzenie. W chwili [ Srednica kuli wynosi —%—
/m Majac dany punkt A4 i prosty a, wyznaczy¢ cigeiwe naj-
predszego” spadku.

W plaszezyznie 4a zataczamy kolo, sty zne do a i posiadajgee
najwyzszy punkt w 4. Prosla, igczaca punkt 4 = punklem zetknigcia
bedzie szukang.

I'rz. 3. Punkt 4 i kolo « leza w jednej plaszezyinie; wyznaczyd
cigciwy najkrotszego i najdluiszego spadku.

Prz. 4. Wyznaczy¢ miejsce geometryezne punktu, z ktérego pun-
kty maleryalne spadaja po gladkich prostych do trzech danych pun-
ktow 4, B, ¢ w jednakowym czasie.

Punkt taki P jest najwyzszym punktem kuli, przechodzacej przez
punkty dane. Oznaczmy przez (0 S§rodek kola opisanego na tréjkacie
ABC i przez a jego promien. Oczywiscie wszystkie punkty P lezy
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w plaszezyznie pionowej, przechodzycej przez O i prostopadiej do
plaszczyzny ABC. Za poczglek wspolrzednych dobrze bedzie obrad
punkt 0, a za 0§ = dwusieczng kata pomigdzy prostopadly do pla-
szezyzny ABC i prosta poziomg. W takim razie rownanie szukanego
miejsca bedzie o*—y*=a® cos «, gdzie o oznacza kgt pomigdzy plaszezy-
zng ABC i pionem. Tak wiegc szukane miejsce geomeftryezne jesl hi-
perbola rownoramienna.

Prz. 5. Wyznaczy¢ w plaszezyZnie pionowej krzyws, posiadajacy
taka wlasno$é¢, ze punkl materyalny spada po niej od danego punkiu
0 do dowolnego punktu P w tym samym czasie, co i po cigeiwie OP.

Punkt O obieramy za biegun, a o$§ biegunowg kierujemy piono-
wo na dél. Jezeli w czasie dl punkt przebiegnie element krzywej ds,

ds : o A . :
——. Wielko$ei r i s sy funkeyami w4, zatem [=

V' 2gr cos

lo di=

_I T —fig——---—, gdzie o oznacza kat, klory styezna do szukanej krzy-
V 2grcos ¢

wej w 0 lwm'?y z pionem. Slosownie do warunku

["? . ds 2r
o V2grcos ¢ geosy
Rézniczkujac i podslawiajge ds =Vdr? + ridg?, olrzymamy ro-
wnanie rozniczkowe, kiorego calky bedzie 1*=4 sin2¢0. Z tego widag,
ze krzywa._jest lemniskatq, ktorej o tworzy z pionem kat 45°.
“Prz. 6.) Ciezki punkt moze si¢ porusza¢ na okregu, potozonym
W plaszczymle pionowej. Punktowi temu nadano laka szybkos¢ w po-
lozeniu 4, ze moglby on dojs¢ do najwyzszego punktu B okregu.
W jakim czasie punkt ten dojdzie do poloZenia P, jezeli kal BOd=a

|

tan <
i BOP=¥. Odp. 1’_.\/ lg —-. Kiedy punkt materyalny dojdzie
tan -

'b-l-‘-:

do B?

Prz. 7. Punkt materyalny, spadajac po obreczy, ustawionej w pia-
szezyznie pionowej, opuscit jg w punkeie 4 i pobiegl dalej po para-
boli. Dowies¢, Ze obrecz jest kotem krzywizny paraboli w punkcie 4.

Prz. 8. Punkt materyalny zostal okrecony na sznurze w pla-
szczyznie pionowej okolo punktu niernchomego. Dowie$é, ze suma
naprezen sznura przy dwoch polozeniach punktu materyalnego na
koncach_jednej $rednicy byla dla wszystkich $rednic jednakowa.

@Rura ABC wewnatrz gladka stanowi tuk kota o promie-
niu a, odpowiadajacy katowi centralnemu 240° Rure ustawiono w pla-
szczyinie pionowej, nadajac cigciwie A€ polozenie poziome. Jaky
szybko$¢ nalezy nada¢ pociskowi w najnizszym punkcie B, aby ten
odbyl calkowity obrét BACB. Odp. 5ag.

+Prz, 10,3 Punkt materyalny polozono w punkeie 4 na zewnetrz-
nej stronie gladkiej obreczy kotowej, ustawionej w plaszezyznie pio-
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nowej; promien, przechodzacy przez 4, tworzy z pionem kal «. W kio-
rym punkecie obrgezy punkt materyalny z niej zejdzie?

Punkt szukany mozna pozna¢ po tem, Ze w nim reakeya obre-
czy znika, Kosynus kata, ktory odpowiedni promien lworzy z pio-
i 2 cosa :

m,= —-—3—.

Plz 11\)\' najwyzszym punkeie gltadkiego kotowego drutu o pro-
mienit 7, pofozonego w plaszezyznie pionowej, umieszczono paciorke,
Tawleczong na drut. Paciérce nadano szybko$é¢ v i jednocze$nie wy-
swobodzono drut. Ile razy paciérka obiegnie drut naokolo, zanim ten

spadnie o h metrow? Odp. i}\/ﬁh_
=

Prz. 12. W trojkacie prostokginym ABC wierzcholek A kata
ostrego lezy pionowo nad wierzcholkiem ¢ kata prostego. Dwa cigz-
kie punkty wyszly jednoczesnie z 4; jeden z nich podazyl przeciw-
prostokging 4B, a drugi drogy okdlna ACB (nalezy uwazad, ze w oko-
licach wierzcholka € przyprostoksgine sa polgezone malym 1ukiem),
i obydwa doszly jednoczednic do B. Wyznaczy¢ kat ABC. Odp.
aresin /.

76. Wahadlo kolowe. Przypusémy, Ze punkl materyalny,
na ktory dziala jedynie sila cigzenia, musi pozostawaé na krzy-
wej plaskiej, polozonej w plaszezyznie pionowej, symelrycznej
wzgledem prostej pionowej i przecinajacej te of symelryi w pun-
keie A. Przypuscimy préez tego, ze punkl A jest najnizszym
punktem krzywej, i ze punkt materyalny nie wychodzi po za
czesé toru, zwrocona wypuktoscia ku dotowi.

Odsunmy punkt materyalny de punktu B, i pozostawmy
go samemu sobie. Oczywiscie pod dziataniem sity cigZenia
zacznie on zsuwaé sig po torze ‘i dojdzie do A4 z szybkoscia
V2gh, gdzie h oznacza wysoko$é punkiu B, nad A. Dzigki
nabytej szybkosei punkt materyalny pobiegnie dalej, i szyb-
ko$¢ jego wyezerpie sie dopiero w punkeie B,, potozonym o h
wyze] nad 4, a wige symelrycznym do B,. Od tej chwili zja-
wisko zacznie sie powtarza¢. Punklt materyalny bedzie wciaz
przebiegal droge BB, to w jedna, to w druga strone. Ruch
taki nazywa sie¢ wahadlowym, cale urzadzenie nazywamy wa-
hadtem ptaskiem, tuk BB, amplitudq wahan i czas, w ktérym
‘punkt materyalny obiega swa drogg W jedna i druga strone,
okresem wahan.

Wogéle okres wahan zalezy od amplitudy; im wigksza
jest amplituda, tem dluzszy okres. Mozliwe jest wszakze i ta-
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kie wahadlo, ktére posiada dla wszelkich amplitud jednakowy
okres wahan, ktérego okres wahan nie zalezy od amplitudy.
M&wimy, ze w lym_razie istnieje izochronizm wahan, a waha-
dlo nazywamy izochronicznem.

Dajmy na to, ze punkt materyalny w chwili { znalazl si¢
w polozeniu P pomiedzy 4 i B,, dazy w slrone B,, posiada
szybkosé », i ze normalna do foru w P tworzy z pionem kat 4.
Oczywiscie sila styczna wynosi mgsind i ma kierunek od-

v ; T
—=—mgsind, a jezeli s

wrotny do szybkosci. Bedzie wiec m T

Q1 2
oznacza luk 4P, dL {f,; i

2,
::—f'::—gsin%. ST TR IO ()

Pragnac znalezé O-IélT(.‘:é wahan, nalezy wyrazi¢ sind w fun-
keyi luku s i wyznaczy¢ calke powyiszego rownania.

Naﬁatwlel jest urzgdzi¢ wahadto kotowe, w ktérem torem
punktu materyalnego jest fuk okregu. W tym celu przywiazu-
jemy ciezarek do konca sznura, ktorego drugi koniec jest umo-
cowany w punkecie nieruchomym. Gdy odchylimy lakie waha-
dfo od polozenia pionowego i pozostawimy je samemu sobie,
to oczywiscie ciezarek bedzie obiegal luk kola, polozony w pla-
szezyznie pionowej. Jezeli moZzemy uwazaé ciezarek za punki
materyalny, to nazywamy jeszeze wahadlo takie prostemn.

Oznaczmy dlugosé sznura, czyli dlugosé prostego waha-
dfa przez [. Kat & we wzorze (1) oznacza tu oczywiscie odchy-

lenie sznura od pionu, zatem &zi, i w tym razie bedzie
d?s _ﬂ." s
(‘m-‘: = sin (T) ¥
Catkowanie tego rownania plowad/.l do caflkl ehptyczne],, ogra-:

niczymy sig przeto do tego szezegdlnego przypadku, w kt(nym
amplituda jest mala w stosunku do [, tak mala, Ze nie prze-

. 3 .oa 8
kraczajac granic dozwolonego bledu, mozemy napisaé 7 -
: . 5
miast sm(—!).
4 bl

Wiadomo, ze sin f=i—— =
: =33t 33T 5

— ... Jezeli najwigksze
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odchylenie wahadla od pionu wynosi 189, to najwieksza wartosé

18
bedzie = =0,1.x. Eatwo obliczyé. ze w tym razie drugi wyraz sze-

1 1
regu powyzszego nie przenosi —, a trzeci ., —— plerwszego.
gu powy g P 50’ 19000 P 5

Otrzymamy wigc rownanie

d2s g o
E -—- '— .—!3 R = S (2).

Jest to rownanie ruchn harmonicznego, znane juz z par. 55;
mozemy wiec powiedzieé, ze ruch jest harmoniczny, jakkol-
wiek torem jest tu okrag, a nie linia prosta. Oznaczmy okres
przez 1. ZnalezliSmy w paragrafie wzmiankowanym, Ze okres

S 2% N - q
jest réowny =, » poniewaz w danym razie o=\ /%, przeto

e
T=')1t\/;. W% @ ow oty s E

Widzimy, ze okres nie zalezy tu od amplitudy, a zatem
wahadfo kolowe jest izochroniczne; twierdzenie to jest jednak
stuszne tylko dla malych amplitud w granicach dozwolonego
bledu.

l’1zl Wahadlo sklada si¢ z ciezaru, uwigzanego na sznurze
o dlugosci I. Wiadomo, ze sznur ten zrywa si¢ pod dzialaniem sily
rownej podwdjnej wadze cigzaru; wyznaczy¢ najwigksza mozliwg am-

plitude takiego wahadla. Odp. %‘i L

Prz. 2, Torem wahadla o masie m jest lancuchowa, a amplituda
jest rowna podwojnemu paramelrowi. Wyznaczyé reakeye loru w pun-
keie najnizszym. Odp. mg(2V2—1).

Prz. 8. Punkt materyalny moze si¢ poruszaé¢ po taicuchowe;
i jesl przyciggany do lkierownicy z sila, skierowana prostopadle do
tej prostej i wprost proporeyonalng do masy punktu i do odleglo$ci
(wspolez. propore.=k?). DowieS¢, ze wahadlo lakie jest izochroniczne
i wyznaczy¢ okres wahan.

s®

Dojdziemy z latwoscig, ze d—;:—k”s, co jest dowodem wskaza-

nego twierdzenia, ()kres:-?.
@ W pewnym punkcie wewngtrz gladkiej rurki, posiada-
jacej ksztalt piericienia kolowego i polozonej w plaszczyZnie pozio-
mej, sy przymocowane konce dwoch jednakowych nici sprezysiych.
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3
Naturalna diugosé¢ kazdej nici =%, naprezenie jesl proporcyonalne do
wydluzenia i wspdlez. propore.=k. Nici te naciagnigto wewngtrz rurki
w kierunkach odwrotnych i konice swobodne przyczepionoe do punkiu
materyalnego o masie m. Nastepnie punkl ten odchylono od polozenia
rownowagi o fuk, mniejszy od ¢wiartki okregu, i Wypuszczono swo-
bodnie. Okaza¢, ze drgania punktu sa izochroniczne i wyznaczyd
/2m
okres. Odp. =\/ —.
res P r\/_'-_k
Prz. 5. Gladki drut, posiadajqcy ksztall okregu o promieniu q,
obraca sie w plaszezyZnie poziomej okolo punktu O ze staly szybko-
§cig kalowa Q, Odleglo$é $rodka € okregu od punktu 0 jest réwna b,
Wyznaczy¢ okres drobnych wahan paciérki, nawleczonej na drut.

9%, /@
Odp‘ ?3‘\/ i .

d* " ;
Znajdziemy tatwo, ze = == bQ2%sin ¥, gdzie % oznacza kat,
¢ :

klory promien, przechodzacy przez paciorke, tworzy z 0C. Zatoczmy
z C kolo promieniem /, i niech s oznacza luk tego kola, odpowiada-

jacy kgtowi & Tak wigc &:if., i rOwnanie powyzsze przeksztaler sie
s b9 g ' bIQ?

na T Sil‘lT. Mozemy tak dobraé [, aby bylo —a—=g, a zatem
ruch wzgledny promienia, Iaczacego paciorkg z C, jest taki, jak ruch
sznura wahadla o dlugosei I=£s‘;ig.

& 77. Wahadlo cykloidalne. Niech torem wahadta bedzie

cykloida. Promien kola tworzacego oznaczymy przez a, i daj-
| Q my na lo, ze koto t6 obrdcito sie
o kat ¢ od chwilij gdy punkt P,
kreslaey cykloide, przechodzit
przez wierzcholgk 4. Normalna
PQ tworzy ocszywiscie z pionem .

kat g, a zatem w rownaniu (l)l

paragrafu poprzedzajacego na-
2

lezy zamiast &+ napisaé 5 i be-
dzie i

d%s ;

gp= —ygsin g
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r, . . < i oo 4D
Z geometryi wiadomo, ze luk zlP:.s:J;usln-'ﬁ‘), a zatem

v s : , : :
\111%—4—“. Whprowadzajac to do powyiszego réwnania, otrzy-
mamy '

s gs

dt? = " da”

Jest to znowu réwnanie ruchu haimom(.zne,g,o W tym razie

1 /g o e
[II—E E;, a \\I@L oKres . B .
1]
T-:‘}TE \/‘}F . . 5 5 & a . (1)‘

“Widzimy, ze okres nie: zalezy od amplitudy, a zalem wa-
hadlo cykloidalne jest dokladnie izochroniczne, innemi slowy,
z jakiegokolwiek polozenia punkt materyalny zaczal spadac
po cykloidzie, to zawsze dojdzie do wierzcholka w jednym

I tym samym czasie m\ /—. Krzywa, posiadajaca taka wlasei-
U]

wosé, nazywa sie lautochrong.

Izochronizm Wwahiadla cykloidalnego odkryl Huygens (przed
r. 1673); on rdwniez podal sposob zrealizowania takiego waha-
dla. W iym celu sporzadza sie sztywna rame w ksztaleie dwaich
galezi cykloidy, posiadajacych wspélne ostrze 4. Rame ustawia
sie w plaszezyznie pionowej ‘ral;1 aby podstawa cykloidy byla
pozioma (fig. 47).

W ostrzu 4 jest umocowany koniec tasmy AB, diwiga-
jacej w drugim koncu ciezarek B. Jezeli kolo, tworzace oby-
dwie cykloidy, ma promien a, t(')l dlugos¢ tasmy wynosi 4a.
Gdy owiniemy ta$me na jednej z cykloid, to cigzarek znajdzie
sie w wierzcholku. Pozostawmy 'nastepnie wahadlo samemu
sobie; tasma zacznie si¢ odwijaé, pozostajac weiaz wyprezong,
a wiee ciezarek bedzie obiegal rozwijajaca cykloidy; wiadomo
z geomelryi, ze jest to cykloida, réowna cykloidom ramy.

i

*) W podreeznikach zazwyczaj mierzy si¢ tuk eykloidy od ostrza

5 |

i w tlakim razie luk = 4&(1—(:05 -2—), gdzie ¥ oznacza kal, o ktéry obro-
cito si¢ kolo tworzgce od chwili, gdy punkt P byl w ostrzu. Pragnac
mierzyé od wierzcholka, trzeba od tego odja¢ da (luk pomiedzy ostrzem
i wierzcholkiem) i na miejsce i postawi¢ n-tg.

Nauka o ruchu. 11
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Punkt A4 jest srodkiem krzywizny toru cigzarka w wierz-
chotku C, a koto, zatoczone z A promieniem 4a, jest kolem
krzywizny. Zetkniecie tego kota z cykloidg jest bardzo Sciste,
i na znacznym obszarze, po obydwdch stronach punktu C,
mozna z dobrem przyblizeniem zastapié tuk cykloidy pirzez
luk kofla.

tA

lad
- Fig. 47.

Wynika stad wniosek taki: jezeli amplituda wahadta ko-
fowego jest mata, to mozna uwazaé¢ je w przyblizeniu za cy-
kloidalne, a zatem wahadto kolowe przy malych amplitudach
jest izochroniczne. Gdy oznaczymy diugos¢ tasmy przez I, to
a=£; podstawiajac to we wzorze (1) paragrafu niniejszego,
znajdziemy, ze okres drobnych wahan wahadla kotowego wy-

nosi 21:\/9’1, co jest zgodne z (3) w par. poprzedzajacym.
\"Prz.jl Punkt materyalny zsuwa si¢ po gladkiej cykloidzie o osi
pionowej, wyszediszy z ostrza bez poczatkowej szybkosci.- Wyznaczy¢
przy$pieszenie catkowite co do wielkosci i kierunku w polozeniu do-
wolnem. Odp. Przy$pieszenie jest skierowane do $rodka kola tworzg-
cego i rowne g. ' .

Prz. 2. Okazaé, ze punkt materyalny w przykladzie poprzedzaja-
cym porusza sig tak, jakby byl przymocowany do obwodu kota two-
rzgcego, a to toczylo sig po podstawie cykloidy z szybkoScig katowsg
stalg.

di
Do tego trzeba tylko dowiesc, ze T jest wielkoscig slalg,

Prz. 3. Po gladkiej cykloidzie, kiorej podstawa jest pozioma,
a wierzcholek zwrdcony ku dolowi, zsuwajg si¢ dwa punkty male-
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ryalne, Obydwa wyszly z oslrza, lecz jeden wyruszyl o { sek. weze-
$niej od drugiego. Za ile sekund od wyruszenia pierwszego naslgpi

spotkanie? Odp. 21:\/ % + —;—

Prz. 4. Gladki drut o diugosei ! w postaci jednej galezi cykloidy
ustawiono w plaszezyinie pionowej tak, ze podslawa jest pozioma,
a wierzcholek zwroécony ku gorze. Na drul nanizano bardzo malyeh
pacidrek, ktore okryly go calkowicie. W pewnej chwili usunigto prze-
szkndy na koncach, i paciorki zaczely sig zsuwad; wyznaczyé tuk cy-
kloidy, ktéry obnazy si¢ w [ sekund., Odp.

I( Vi \/%

e e
2% 5
e/ /2
e \/’—l-e &
v ; s . ds 2gs ,
Dla jednej paciorki otrzymamy rdéwnanie PRI catka ogol-

‘\/E'g+Be_‘ \/if-

na s=dAe , gdzie 4 i B oznaczajg slale calkowania.

/—:‘ 78. Brachistochrona. Okazemy tu jeszcze inng ciekawg
wlasdciwodé mechaniczna cykloidy. Naprzéd wypada dowiesé
pewne lwierdzenie pomocnicze.

Fig: 48.

Punkt ruchomy wyszedt z punktu 4,, polozonego po je-
dnej stronie prostej a i doszed! do punktu 4,, polozonego po
drugiej; ruchy po obydwdéch stronach byly prostoliniowe i je-
dnostajne, ale szybkos¢ po jednej stronie wynosita vy, a po
drugiej v,. Dajmy na to, ze punkt ruchomy przecigt prostgy a
w punkcie O, i ze drogi A,C i CA, tworzg odpowiednio z pro-
stopadta do prostej x katy &, i 4,. W takim razie cafa droge
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od 4, do 4, punkl ruchomy odbyl w czasie

ay (.,
=— e
vy cosdy v, cosy,

(1).

Précz tego zachodzi zwigzek
a,tan d +a,tandy=0. . . . . . (2)
Znaczenie liter wyjasnia dostalecznie fig. 48.

Czas { jest funkeya katow 4, i &,. Jezeli punkt ruchomy
ma w jaknajkrétszym czasie dojsé do 4,, to kaly te powinny
byé takie, aby bylo

a;sindyy dy  a,sind, dd,

<=0 .
v, cos %y v, cos %,
Préez tego mamy z (2), Ze
ity ity
cos?¥,  cos’d,
Z tych dwoch rownan wynika, ze
sinak, sin .
—2_—1_0 . . . . . . (3.
i
Taki warunek powinien byé spelniony, aby czas ! osiagnal

minimum.

Rozwiazemy leraz. zagadnienie nastepujgce. Dane sg pun-
kty O i 4, z ktérych pierwszy lezy wyzej od drugiego. Punkt
materyalny wyszedl z O bez poczatkowe]j szybkosci i biegnic
do 4 pod dzialaniem sily cigzenia po gladkim lorze przepisa-
nym. Jaki powinien by¢ ten tor, aby czas spadania by! jak-
najkrotszy? Bedziemy uwazali, ze ruch odbywa si¢ w plaszezy-
znie pionowej, przechodzacej przez punkly dane.

Obierzemy punkt O za poczatek wspoélrzednych; o§ a po-.
prowadzimy poziomo a of y pionowo na ddéf. Niech beda na
szukanej linii trzy punkly nieskonczenie blizkie P, P, I,.
Flementy PP i PP, tworzg z pionem katy & i 9-+d9, a punkt
materyalny przebiega je z szybkosciami » i v+ dv.

Droga P, PP, musi byé taka, aby punkt materyalny do-
szedl z Py do P, w czasie jaknajkrétszym, a zatem na zasa-
dzie tylko co dowiedzionego twierdzenia bedzie

sin (¥ +d¥) sind

e |



ezyli d,[‘“’-iﬂ‘i*) =0 |
1‘)‘

= : . sin
7 lego wynika, ze

itlkoscia stata. Oznaczymy le

1 —
stala przez T a ponigtvaz v=V2gy, gdzie y jest rzedng
ag '
punktu y, przelo y=2agin®}. Wprowadzmy jeszcze kat o=2{:
w takim razie ostatni€ réwnanie przybierze postaé
/' y=a(l-cosg).

Jest to znang réwnanie cykloidy, ktérej ostrze lezy w pun-
keie O, a podstawa na osi a, a wiec linig najpredszego spad-
ku, czyli brachistochrong jest cykloida, ktérej ostrze lezy w O,
a podstawa jest pozioma.

&',,) JY'?".J. Tarcie o tor. Uwazalismy dolychezas, ze reakeva
* toru na punkt maleryalny lezy w plaszezyinie normalnej:
w rzeczywistodei reakeya tworzy zawsze z plaszezyzng normal-
ng kat rézny od zera, innemi slowy oproez skladowej normal-
nej posiada jeszeze skladowa styczna, ktorg nazywamy silq
tarcia lub wprost farciem. Punkl maleryalny jest w ruchu,
a zatem tlarcie jer;l' calkowicie rozwinigte, kat ¢ pomiedzy
reakeya i plaszezyzna normalng nazywa sie kglem larcia,
a tan = wspoélezynnikiem tarcia ). I
Pragngc uwzglednié¢ w rachunku tarcie, musimy zmody-
fikowaé albo raczej dopelnié réwnania, do kiérych doszlismy
w par. 74. Pozostawimy oznaczenia bez zmiany z ta tylko ré-
znica, ze K ma oznaczaé nie reakeye calkowila, lecz jej skla-

(10\\'&1@_“’ takim razie reakeya styczna, czyli sila tar-
cia, bedzie rowa [F; jest ona zawsze skierowana odwrolnie do
szybkosei, a w “punklach, w ktorych szybkosé jest zerem, lar-
cie ma kierunek odwrotny do sily stycznej.

Wprowadzajac sile tarcia, otrzymamy zamiast rownan
paragrafu 74 nastepujace:

D
LB R Dopim. DB
dt p
Wypada uczyni¢ tu pewna uwage, o ktérej trzeba pamie-

*) Uwazamy tu, ze wspolezynnik tarcia jest niezalezny od szyh-
kosei, co, jak wiadomo ze statyki, jest stuszne tylko w przyblizeniu.



