XI. RUCH KULISTY.

125. Ruch bez udziatu sil. Dajmy na to, ze punkt O ciala
sztywnego jest osadzony nieruchomo, a zatem mozZe ono mieé
tylko ruch kulisty okolo $rodka’ 0. Przypusémy, Ze poczatko-
wo cialo pozostawalo w spokoju, a naslepnie zostalo uderzone
przez cialo inne. Uderzenie to wytworzy moment ilosci ruchu
H wzgledem punktu O, prostopadly do plaszczyzny, przecho-
dzacej przez ten punkl i/przez lini¢ dzialania sily chwilowej.
Jezeli w dalszym ciggu wa cialo zadne sily nie dzialaja, oprocz
reakeyi w O, to wektof H zachowa stala wielkosé i kierunek,
gdyz nmoment owej reakeyi wzgledem O jest zerem, a wiec nie
wytwarza ona .'Za(h?ch przyrostow wektora H.

Przylem reakeya ta oczywiscie nie pracuje, a zatem sila
zywa ciata bedzie réwniez stata. Oznaczymy te sile zywa przez

5 » czyli podwoing sile zywa przez T.

Aby zdfr"f: sobie sprawe z ruchu ciata, trzeba znac¢ szyb-
kos¢ katowa © co do wielkosci i kierunku. Jezeli wektor
H powsta?/w kierunku jednej z osi gléwnych punktu O, to
taki sam/ kierunek przybral i wektor o (par. 114). Wiemy
z par. 120, ze i w dalszym ciggu ciato bedzie wecigz wirowalo
okolo fejze prostej, gdyz ta jest osia swobodng. Wektor w po-
siada /w tym razie stalg wielkos¢ i kierunek.

Jezeli wektor H powstanie nie na osi gléwnej punktu O,
lo @ przybierze kierunek odmienny. Gdybysmy chcieli, aby
w zachowato stale ten kierunek w ciele i w przestrzeni, t. j.
aby cialo wecigz wirowalo okolo tejze prostej, to trzebaby je
 do tego zmusié, przykiadajac odpowiednie sily. Poniewaz sily
takie nie dzialaja, przeto wekior o bedzie wciaz zmienial kie-
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runek i w ciele i w przestrzeni, bedzie wiee istnial stozek staty
i stozek ruchomy osi echwilowych.

Oznaczmy momenty bezwladnosei ciala wzgledem osi go-
wnych punktu O przez A, B, C i przypusémy, ze w chwili {
skladowe bzybkosci katowej w kierunkach tych osi WYnoszy
0, Oy, O, ‘W takim razie momenty ilosci ruchu wzgledem
osi, albo skiadowe wektora H w ich kierunkach, beda Aw,,
Bae,, Co,, a zalem

'

| Ao iy B2t CP02=H? . . . . . (1)

Dalej wedtug par. 111 bedzie =
dol+Bol+Co2=T . . . . . . (2)

Pomnézmy (2) pl“zez A i odejmijmy od tego (1).
B(A-B)o/+CA-C)o2=AT-H* . . . (3)
W podobny sposéb otrzymamy dwa inne réwnania analogiczne:
OB-C)l2+A(B-A)e=BT'-H* . . .- (4),
A(C-4)o,2+B(C-B)w 2 2=CT-H* . . . (5)
Zalozymy, ze momenty 4, B, C sg nierowne, i Ze
A>B>C.

W takim razie, jak wida¢ z (3), AT—H? jest dodatnie, gdyz
roznice A —B oraz A—C sa dodatnie, a wszystkie wielkosci,
wystepujace w réwnaniach, t. j. momenty bezwladnosei, sila
zywa, oraz kwadraty szybkosci katowych i momentu ilosei ru-
chu sg dodatnie z natury rzeczy. Tak samo wynika z (5), Ze
CT—H? jest ujemne, bo obydwie roéinice C—4 i C-B sa
ujemne. Natomiast BT— H? w pewnych razach bywa dodatnie,
w innych ujemne, gdyz pierwszy wyraz lewej strony réwnania
(4) jest dodatni, a drugi ujemny.

Pomnézmy réwnania (3), (4) i (5) odpowiednio przez 46.?
Bo?, O i dodajmy stronami. Wypadnie

A(AT—-H?w,?+ B(BT—- H*)w 2+ O(CT - H*)w,2=0 . (6).
Mogliby§my dojé¢ do tego samego bezposrednio, mnozgc (1)
przez T, (2) przez FI* i odejmujac -

Obierzmy osi gléwne punktu O za osi wspohzgdnych
Osi te sg wprawdzie ruchome, ale z okolicznoscia ta mozemy
sig nie liczyé, gdyz chodzi tu jedynie o stan cynematyczny
ciata w chwili /. Oznaczmy wspolrzedne konca wekfora o
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przez x, y, =. Sa one oczywiscie proporeyonalne do «,, @, o,
a wiec na zasadzie (6) napiszemy

AAT - H®)a? + B(BT - H2)y? + C(CT — H?)z2 = ).

Wszystkie trzy wspolezynniki sa tu stale, a wiee réwnaniu fle-
mu odpowiada powierzchnia zwigzana z ciatem, albo przepro-
wadzona w ciele; jest lo stozek drugiego stopnia, symetryczify
wzgledem plaszezyzn wspolrzednych i posiadajacy wierzeholek
w poczgtku uktadu, Poezglek wektora o lezy w wierzcholku
lego stozka, a koniee musi zawsze leze¢ na powierzehni; z lego
wynika, ze jest to sloZzek ruchomy osi chwilowych.
Whprowadzimy dla krétkosei oznaczenia nastepujace:

AAT-HY)=m?, BBT-H%)=-4n? CCT—-H?)=-p"

Tym sposobem réwnanie stozka ruchomego osi chwilowych
w odniesieniu do osi glownych punktu O przybierze jedng
z pdstaci nastepujacych:
mlat b php—pltal) o iy 5 o= 5 WD)
mi? —n?yt—-piz2=0 . . . . . . (8).
Przypusémy, ze zachodzi pierwszy z tych przypadkow.
Poprowadzmy plaszczyzne prostopadig do osi z w odleglosci z,
od O, czyli plaszezyzne z=z,. Przetnie ona stozek wedlug linii,
ktérej rzut na plaszezyzne xy bedzie miat réwnanie

mixdttndyt=pizd .. . . . o oo (9):

Jest to oczywiscie elipsa, ktorej srodek lezy w poczatku ukla-
du. Sama krzywa przekroju nie rézni sig niczem od tego rzu-
tu, a $rodek jej lezy na osi z. Widzimy z tego, ze osig stozka
jest 08 z, czyli 0§ najmniejszego momentu punktu O.

Przypusémy teraz, ze zachodzi przypadek drugi. Prowa-
dzimy plaszezyzne x=w,, prostopadla do osi z. Réwnanie rzutu
przekroju na plaszezyzne yz bedzie

’ n%y? 4+ piz* = m¥x 2.
Stad widaé, ze w Lym razie osig stozka jest prosta z, czyli os
najwiekszego momentu punktu O.

Tak wige stozek ruchomy osi chwilowych jest zawsze
eliptyezny, ezyli drugiego stopnia; osia jego jest albo o$ naj-
mniejszego momentu, albo o najwigkszego momentu punktu O,
W zadnym razie osia lego stozka nie moze byé os$ $redniego
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momentu. Mozna wyciagnaé slad pewien wazny wniosek, jak
zobaczymy w paragraliec naslepnym.
Prz. 1. Wyznaczy¢ w ciele micjsce geomelryezne prostych, na
ktorych z kolei przypada weklor I dla przypadku, rozwazanego w par.
: mre* oty pE

niniejszym. Odp. Rownanie szukanego slozka T R ={,
£ - J

gdzie m, n, p majg te same znaczenia, co w (7) i (8).
Prz. 2. Dowiesgd, ze rzut szybkogei kalowej na linie weklora 7/

jest slaly i rowny — .
) ¥ ¥ 73

Prz. 3. Cialo szlywne moze porusza¢ si¢ swobodnie okolo pun-
ktu O i posiada momenly bezwladnoSei 4, B, ¢ wzgledem jego osi
glownyeh, Wymierzamy uderzenie w punkt P, ktorego wspolrzedne
w odniesieniu do osi glownyeh sy (xyz). Okazad, ze jezeli szybko$é
katowa ciala ma by¢ jak najwicgksza, to (1) kierunek uderzenia powi-
nien by¢ prostopadly do 0P, (2) kosynusy kierunkowe a, b, ¢ tego
kierunku powinny czyni¢ zado$é rownaniu

n:(l 1\+y(1 1)4 .-—.(1 1)__0
a\B* ¢/ " b\or a° e\d® BT

Wyrazimy tatwo w w funkeyi a, b, e. Dajmy na to, ze o®=fla, b, ¢),
gdzie pomiedzy «, b, ¢ zachodzl jeszeze zwigzek «®-+Db*+c*=1. Two-
rzymy funkeye n=f(a, b, ¢) 40+ b*+ct=1), gdzie 1 nie zalezy od a, b, c.
Wiadomo, ze n osigga maksymum dla tych samych wartodei zmien-
nych a, b, ¢, co i w? i mozemy uwaza¢ n za funkeye lrzech zmien-
nych niezaleznych; otrzymamy wige réwnania

dn du du

da ' b e
Mnozje te rownania odpowiednio przez wx, y, = i dodajye, olrzymamy
ax+by+cz=0, co jesl dowodem pierwszej czeSci Lwierdzenia. Aby
udowodni¢ eze$¢ drugg mnozymy rownania powyzsze odpowiednio
przez cy—bz, az—cx, bx—ay i dodajemy,

={.

Prz, 4. Cialo szlywne moze sig obraca¢ okolo punktu 0, i wia-
domo, Ze 4> B>(. Jak powinien by¢ skierowany moment pary chwi-
lowej H, aby sila zywa byla jak najwigksza?

Znajdziemy z tatwoscia, ze

T= E_,. g z(l._ 1)_ 2(_1____1_>

= 7 H 7 A H, :
Z tego wynika, ze T jest najwigksze, gdy IH,=Hy=0, L. j. gdy momenl
pary ma kierunek osi najmniejszego momentu.

126. Trwato$é ruchu. Widzielismy w paragralie poprze-
dzajacym, ze trzecia of gléwna punktu O, czyli o$ Sredniego
momentu, nie moze by¢ osig stoika ruchomego osi chwilo-
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wych. Wiaze sie z tem inna wlasciwosé dynamiczna, odréznia-
jaca te o$ od dwéch pozostatych.

W réwnaniu (3) par. poprzedniego obydwa wyrazy lewej
strony sa dodatnie, a zatem AT —H? jak réwniez m? tylko
w takim razie jest zerem, gdy w,=w,=0, t. j. gdy cialo wirnje
okolo osi najwigkszego momentu, W przypadku takim, jak
widaé z (4), BT— H? jest ujemne, a zatem réwnanie stozka osi
chwilowych sprowadzi si¢ do

n?y?+p?z2=0.
Odpowiadaja mu dwie plaszczyzny urojone, przechodzgce przez
o #, albo powierzchnia stozkowa, kiérej wszystkie tworzace
leza na osi @ WidzieliSmy z gory, ze tak by¢ musi, bo o$ #
pozostaje stale osig obrotu.

Roéwniez —p? a takie CT— H? moze by¢ zerem tylko wte-
dy, gdy o,=0,=0. W tym przypadku réwnanie stozka rucho-
mego osi chwilewych sprowadza sie do

m*x? + n*y* =0,
i trzeba uwazaé, Zze stozkiem tym jest o z, czyli o§ najmniej-
szego momentu.

W réwnaniu (4) par. poprzedzajacego wyrazy lewej strony
majg znaki odwrotne, a zatem BT - H? a takze n? moze byé
zerem, chociaz ®, i ®, nie sa zerami. Rownanie stozka rucho-
mego sprowadza si¢ w tym razie do

miz?—-p*2t=0 . . . . . . . (1.
-Odpowiadaja mu dwie plaszezyzny rzeczywiste, przechodzace
przez o$ y, i trzeba uwazaé je za zdegenerowany stozek. Na-
zwiemy je plaszczyznami granicznemi. Sa one polozone sy-
metrycznie wzgledem plaszezyzn 2y, yz; innemi stowy dwie
ostatnie plaszezyzny sa dwusiecznemi kgta plaszezyzn grani-
cznych,

Réwnanie plaszczyzn granicznych mozemy napisaé w po-
staci :

A(AT - H*o2+ O(CT - H*)z2 =),
a poniewaz w przypadku, ktéry wiladnie rozwazamy, BT — H2=1),
czyli H?= BT, przeto bedzie

AA-B@2+CC-B)2=0 . . . . . (2.

Wyslepuja tu jedynie momenty bezwladnosei wzgledem osi
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glownych, a zatem polozenie plaszezyzn granicznych nie zalezy
od ruchu, ktéry posiada cialo. Sg to pewne plaszezyzny stale
zwigzane z cialem, albo istnicjace w ciele.

Jezeli wektor o znajdzie si¢ w pewnej chwili na jednej
z plaszezyzn granicznych, i nastepnie zadne sily na cialo nie
dzialaja, lo pozostanie on i nadal w tejze plaszczyZnie, gdyz ta
w danym razie stanowi powierzchnie stozka osi chwilowych.
Z tego wynika, ze wektor w bez pomocy sil zewnetrznych nie
moze przedosla¢ sie przez zadng z plaszezyzn granicznych; sa
one dla fego wektora nieprzenikalne,

Ptaszczyzny graniczne dzielg przestrzen na cztery wycinki
klinowe. W dwoch z nich, przeciwleglych, przebiega os x; po-
wiemy, %e tworzg one obszar a, dwa pozostale, w ktérych prze-
hiega o$ z, nazwiemy obszarem z. )

Dajmy na to, ze pod dzialaniem pierwotnego impulsu,
ktory otrzymalo cialo, o§ chwilowa w pierwszej chwili utwo-
rzyla sie w obszarze x. Pozostanie ona i nadal w tym samym
obszarze, bo od obszaru z odgradzaja plaszezyzny graniczne.
Z lego wynika, ze osia stozka ruchomego bedzie 0§ w, czyli o$
najwiekszego momentu. Jezeli os chwilowa znajdzie sie w obsza-
rze z, to osia owego stozka bedzie o$ najmniejszego momentu.

Przypusdé¢my fteraz, Ze cialo wiruje okolo osi a, na tej wigc
prostej leza obydwa wektory H i w. Dajmy cialu bardzo ma-
1y impuls, skierowany jakkolwiek, ale nie w plaszezyznie yz.
Skulkiem tego wektor H otrzyma drobny przyrost geomefry-
czny i opudeci o$ a, tworzac z nia maly kat. Sktadowe jego
w kierunkach osi bedg teraz H,, H,, H.; z nich pierwsza jest
prawie rowna wypadkowemu wektorowi H, a dwie pozostate
sa bardzo male.

Réwniez wektor o zejdzie z osi x. Skladowe jego w no-
wem polozenin beda

_He _H o _H
Vp=s Y=g, =

Zwiazki te wskazujg, ze », i ©, s3 male, a zalem i o utworzy
z osig x kat maly. Jezeli tylko impuls hy! dostatecznie staby,
to » znajdzie sie w obszarze ax, osia stozka osi chwilowych po-
zoslanie prosta a, a jezeli przytem stozek ruchomy rézni sig
niezbyt wiele od kolowego, to hedzie on bardzo ostry.
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Tak wiec polozenie osi obrotu zmieni si¢ w ciele niezna-
cznie, a lalwo zrozumiec, ze zmieni sie ono niewiele i w prze-
strzeni. Jezeli ¥ oznacza kal pomiedzy o i H, lo

B ﬂxw,,. + H o, + Hg{_q_s_

§ = e e Ml
cos Huw

Pierwszy wyraz licznika rozni sie niewiele od Hw, a dwa wy-
razy pozoslale sqg male; a zatem cosd malo rézni si¢ od jedno-
sci, i weklor o niewiele odchyla sie od H. Z drugiej strony
wektor H odchylit si¢ nieznacznie od polozenia pierwotnego.
Z lego widaé¢, ze wogole ruch zmieni si¢ niewiele, i mowimy
ze ruch okolo osi najwiekszego momentu jest trwaly.

Jezeli nowy impuls jest zbyt wielki, to wektor w przebije
jedng z plaszezyzn granicznych i znajdzie sie w obszarze :.-
Osig stozka stanie sig prosta z, i ruch ciala zmieni sig w du-
zym stopniu, a mianowicie o§ chwilowa bedzie odchylala sie
bardzo znacznie od polozenia pierwolnego, czyli od osi .

Oczywiscie wieksza lub mniejsza lrwatos$é ruchu okoto osi
x zalezy od tego, czy obszar z, czyli kat dwuscienny, zawiera-
jacy o$ z, jest duzy czy maly. Jezeli obszar ten jest duzy, lo
nawetl znaczny stosunkowo impuls nie wyprze wektora.» z obsza-
ra @, a wige nie zaburzy zasadniczo ruchu ciata. Jezeli obszar
v jest maly, to juz slaby impuls wywola calkowita zmiang
w ruchu ciala. Ten kat dwuscienny mozna do pewnego sto-
pnia uwaza¢ za miare trwalosci ruchu okolo osi ..

To samo mutatis mulandis mozna powiedzie¢ o ruchu
obrotowym okolo osi z, czyli okolo osi najmniejszego momen-
tu punktu O. Ruch ten jest trwaly, i tem {irwalszy, im wie-
kszy jest obszar z.

Oznaczmy przez ¢ polowe lego kata dwusciennego, ktory
stanowi obszar w, albo kat, ktory jedna z plaszezyzn grani-
cznych tworzy z osia x. Z réwnania (2) znajdziemy z lalwo-
scig, Ze
A(A - B)

C(B=0)

Wzor ten wskazuje, od czego zalezy Irwalo$¢ ruchu obro-
towego okolv osi najwiekszego i najmniejszego momentu. Jezeli
B tylez si¢ rozni od 4, co i od O, t.j. jezeli A—B=B-C, 1o
tana>1, czyli 2> 45% W tym wiec razie obszar x jest wiekszy

tanfe =
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od obszaru z, a zalem ruch okolo osi najwiekszego momentu
posiada wigkszg (rwalosé, niz ruch okolo osi najmniejszego mo-
mentu. W przypadku ogélnym ruch pierwszy jest tem trwal-
szy, a drugi tem mniej trwaly, im w przedziale 4 —C moment
[} lezy dalej od A i blizej do C.

Przypusémy wreszceie; ze cialo wirnje okelo osi $redniego
momentu. Udzielmy mu impuls, skierowany dowolnie, ale nie
w plaszezyznie zaw.  Jakkolwiek maly bedzie ten impuls, to
w kazdym razie wektor o zejdzie z osi y i znajdzie si¢ w obsza-
rze v albo w obszarze z. W pierwszym przypadku osia stozka
ruchomego stanie sig o§ a, a zatem ruch ciala zmieni sig w spo-
sob zasadniczy. To samo stanie si¢ w przypadku drugim, gdy
weklor o wkroezy do obszaru = Widzimy, ze ruch okolo osi
sredniej, czyli okolo osi Sredniego momentu jest chwiejny. Naj-
drobniejsze wstrzasnienie moze zburzyé go calkowicie.

Pozostaje jeszeze rozwazyé, jak ukszlaltuje sig ruch.ciala,
jezeli weklor » znajdzie si¢ w jednej z plaszczyzn granicznych,
ale nie na osi y. Uczynimy to w dalszym ciggn

127. Elipsoida bezwladnosci i polodya. Poinsot dal in-
ny obraz ruchu ciata, obracajacego sie dookola nieruchomego
punktu O. Poznamy obraz ten w zarysie w paragrafie niniej-
szym i nastepnym.

Widzielismy w par. 125, ze skladowe o,, w,, o, wektora
o czynig zado$¢ rownanin .

Awv,*+ Bo,’+ Co,2=T,
Wspélrzedne w, y, = koneca wekfora o sa proporeyonalne do
Wz, Oy, O, rezygnujgc z jednorodnosci wzordw, obierzemy za
wspolezynnik proporcyonalnosci jednostke; wowezas

B=0p, U=y, Z=w,,
i z rownania powyzszego otrzymamy

A4 B+ Ce*=T" « oo =« o« & (1)
Réwnaniu temu odpowiada elipsoida, ktérej srodkiem jest punkt

0, a osi lezg na osiach gléwnych tego punktu. )
Potéwki osi elipsoidy, po!o/onych na @, iy, 2, wynosza,

odpowiednio
VI VeV,

Z tyeh wielkoseci pierwsza jest na;mme]sza, trzecia najwigksza,
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zatem mala o lezy na osi najwigkszego momentu, a duza na
osi najmniejszego momentu. O$ drednia lezy na trzeciej osi
glownej.

Tak wiec koniec wektora o musi pozostawaé na elipsoi-
dzie (1). Ksztalt tej elipsoidy zalezy jedynie od momentéw
A, B, C, a wymiary od sily zywej. Gdy zmienia si¢ sila zywa,
to wszystkie trzy osi zmieniaja si¢ proporcyonalnie do VT, lecz
elipsoida pozostaje podobng do pierwotnej.

Jezeli podwojna sita zywa jest rowna jednostce, to koniec
wektora o pozostaje na elipsoidzie

A.r*+By”+Oz§¥ T I )]

Elipsoida taka nazywa sie elipsoidq bezwladnosci punktu O.
Posiada ona nastgpujaca wiasnos¢ zasadniczg.

Poprowadzmy przez O dowolng prostg, oznaczmy jej punkt
przecigcia z elipsoidg bezwladnosci przez P, a moment bezwia-
dnosci ciata wzgledem niej przez I. Jezeli podwoéjna sita zywa
ciala jest roéwna jednostce, a osig -chwilowa jest owa prosta
OP, to w mysl definicyi elipsoidy bezwladnosci szybko$é kato-
wa wynosi OP, a zatem podwojona sila Zywa powinna byé
rowna I.(OP). Tak wige I.(0P)*=1, czyli i

1
=wpy
Widzimy, ze odwrotnosé kwadratu polowy $rednicy, polozonej
na dowolnej prostej, jest réwna momentowi bezwladnogei wzgle-
dem tej prostej, albo raczej proporcyonalna do tego momentu.

O$ chwilowa w chwili danej przecina elipsoide bezwia-
dnosei w dwéeh punktach. Jeden z nich lezy po tej stronie
$rodka O, w ktérg jest skierowana szybkos$¢ katowa, a drugi
po stronie odwrotnej. Poinsot nazywa pierwszy z nich P bie-
gunem, a miejsce geometryczne biegundéw na elipsoidzie bez-
wiadnosei polodyq.

Z poprzedniego wynika, ze OP jest V7T razy mniejsze od
v, a zatem wspéirzedne bieguna wynoszg odpowiednio

(O o, o,
VT VT VT’
Tak wige polodya jest to krzywa, potoZona na elipsoidzie
bezwladnosci, i poruszajyca sig wraz z nig. Précz tego polodya
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lezy réwniez na stozku ruchomym osi chwilowych, gdyz bie-
gun jest punkiem osi chwilowej; jest to zalem linia przeciecia
tych dwéch powierzchni. Jezeli osig stozka jest o§ a, to po-
lodya okala wierzchotek elipsoidy, polozony na tej osi i jest
symetryczna wzgledem plaszezyzn ay i zz. Jest to nastepstwem
tej okolicznoscei, ze obydwie powierzchnie sg symetryczne wzgle-
dem owych plaszezyzn.

Jezeli 0§ stozka ruchomego slanowi prosta z, to polodya
okala wierzcholek, lezgcy na tej osi, i jest symetryczna wzgle-
dem plaszezyzn yz i zz.

Linia przeciecia elipsoidy ze stozkiem sktada sie z dwoch
odrebnych galezi, symetrycznych jedna do drugiej wzgledem
plraszezyzn yz lub zy, gdy osia stozka jest prosta x lub =.
Z tych dwdch galezi tylko jedna stanowi polodye, a oby-
dwie razem tworzg krzywa algebraiczng czwartego stopnia o po-
dwdjnej krzywiznie. Za réwnania je] mozna uwazaé rownanie
elipsoidy bezwladnosci oraz rdéwnanie stozka ruchomego osi
chwilowych.

Jezeli ciato ohraca sie okolo osi najwiekszego lub naj-
mniejszego momentu, to polodya jest jeden punkt, a mianowi-
cie wierzcholek elipsoidy, lezacy na jej matlej lub duzej osi.
Jezeli o§ chwilowa lezy w plaszczyznie granicznej, to polodya
jest elipsa, stanowigca przecigeie tej plaszezyzny z elipsoida.

Zataczona figura wyobraza eli-
psoide bezwiladnosci jakiego$ ciala.
Proste , y, =z sa jej mala, Srednig
i duzg osig, czyli sa to osi najwigksze-
go, $redniego i najmniejszego momen-
tu tego ciata. Na powierzchni elipso-
idy wykreslono kilka mozliwych po-
lodyi. Jedne z nich obiegaja koniec
osi «, inne koniec osi z. Granicg¢ po-
miedzy tymi dwoma ukladami sta-
nowig dwie elipsy, przechodzace przez
koniec osi y. Sa to przeciecia pla-
Fig. 65. szczyzn granicznych z elipsoida.

Prz. 1. Wyznaczyé rownania rzutéw polodyi na plaszezyzny
wspolrzednych, czyli na plaszezyzny gléwne punktu 0, i okazaé, Ze
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rzut na plaszezyzne za jest hiperboly, a dwa rzuly pozostale sa eli-
psami.
Prz. 2. Dowiesé, ze mala 0§ elipsy przecicein plaszezyzny gra-
nieznej z elipsoidy bezwladnosei lezy na sredniej osi glownej punktu ¢,
Oczywiscie jedna of elipsy lezy na osi y, a druga na proslej
przecigeia n plaszezyzny granicznej z plaszezyzng zw. Oznaczmy dlu-
go$ei tych osi odpowicdnio przez 201 2¢. Znajdziemy lalwo, ze

hﬂz;é-. Oznaczmy kat, ktory Lworzy u z osia w, przez o; w lakim ra-

zie moment bezwladnos$ei wzgledem 1 wynosi A cosbu-f- 0sin*s, a zalem

1 ;
—=_ cos®s+ Csin’s
u*
Aby sprawdzi¢, ktora of jest wigksza Lworzymy roznicg
) A " ;o
— — —=RB-—4A cos*u— (sin*e.
R
Prawa slrona =(B--d)cos*u-+(B— ()sin’y, a gdy zuzylkujemy wzor na

(‘1—£E)_é‘A___.C) cos?e. Jesl lo UCZb'\\’i-

lan®e z paragrafu 126, to wypadnie

Seie dodatnie, a wiee «>b.

Prz. 3. Dowie$é, ze linia wektora w jesl miejscem geomelry-
cznem Srodkdw plaskich przekrojow elipsoidy bezwladnoS$ei, prosto-
padlych do wektora H.

Oznaczmy przez o, B, 1 kaly kierunkowe wektora w i przez &, 7, &
wspolrzedne $rodka jakiejkolwiek cigeiwy, rownoleglej do o. W ta-
kim razie réwnania cigeiwy mozna napisaé w postaci

a=i+treose, y=1q+rcosp, z={4rcosqy,

gdzie r oznacza promien wodzacy z owego $rodka. Gdy podstawimy
lo w rownanie elipsoidy, o otrzymamy rownanie kwadratowe wzgle-
dem r; powinno ono posiada¢ dwa pierwiastki rowne i odwrolne,
a zalem

AE cos u+ By cos p+05 cos =0

Jest to' rownanie plaszezyzny, w ktorej lezg $rodki wszystkich cigeiw
réwnoleglych do w, ezyli plaszezyzny sprz¢zonej z linig tego wektora:
Mozna lalwo okaza¢, ze plaszezyzna l(a jest prostopadia do H, a z tego
wynika bezposrednio lwierdzenie zadane.

Prz. 4. Przypu$émy, ze konce $rednic gtownych elipsoidy bez-
wladnodci sg w odleglos$ciach p, ¢, r od linii wektora H. Okazaé, ze
P*4q*rt nie zmienia si¢ podczas ruchu (twierdzenie Poinsot'a).

UmieS¢my we wszystkich szesciu koficach punkty materyalne
o masach m; w takim razie 2m(p*+q*+r?) bedzie momentem hezwlad-
no$ei takiego uktadu wzgledem linii. wektora 1. Mozna ten sam mo-
ment obrachowa¢ na innej drodze.

Prz. 5. Wyznaczyé pole przekroju elipsoidy bezwladnosci pla-
szezyzng, poprowadzong przez Srodek prostopadle do weklora H, czyli
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It zw. ptaszezyznq niezmienng, i okazaé %e pole to nie zmienia si¢ pod-
czas ruchu ciata,

Mozna latwo dowiesé, ze pole elipsy axt-by*+-2cay=d wynosi
—-——. Korzyslajgc z lego wzoru, znajdziemy pola rzuléw wskaza-

nego przekroju na plaszezyzny gldwne, a naslepnie przy pomocy twier-
dzenia, podanego w przykiadzie 2 paragrafu 8, pole samego przekroju,
o )
Wypadnie ————=, ¢o oczywiscie jes! niezmienne.
o vV ABOT . j g
Prz. 6. Prowadzimy w ciele elipsoide, klora w odniesienin do
R
osi gldwnyeh posiada rownanie n’—l+—;; +—O-=1, czyli tak zw, elipsoide
Mae Cullagha. Okazaé, ze podezas ruchu ciala przechodzi ona weiaz
przez pewien staly punkt P przestrzeni, i wyznaczy¢ potozenie jego.
H
Odp. P lezy na linii wektora H, i O0P=-—.

Prz. 7. Prowadzimy w punkeie P, o ktérym byla mowa w przy-
kiadzie poprzedzajacym, plaszezyzne styczng do elipsoidy Mac-Cullagha; -
w chwili danej odlegto$¢ tej plaszezyzny od Srodka =p. Wyznaczyé
VT

P
128. Herpolodya. Z geometryi analitycznej wiadomo, Ze

rownanie plaszezyzny stycznej w punkeie (x; y, z,) do elipsoidy

szybko$¢ kqtowy ciala w tej chwili. Odp.

czyli do elipsoidy bezwiadnosei, jest takie:
Azz+Byy,+ Czzy=1 . . . . . . (1)

Wyznaczymy réwnanie plaszezyzny stycznej w biegunie. Wspot-
rzedne tego punktu, jak wiemy z par. poprzedzajacego, sa

B By O,

VT' VT’ VT’
wprowadzajac je do (1), otrzymamy

Awy. x4+ Boy .y + Co,. 2= \/_.'f'.

Lecz Aw,=Hy=Hcosu, jezeli «, §, 7 oznaczaja katy kierunko-

we wektora H. Przeksztatcajac analogicznie Bw, i Cw,, nada-
my réwnaniu plaszezyzny stycznej pestac

v
. wcosrx+_t;cos[3+zco:§'{=——H——- o b 1(2):

Jest to tak zw. postaé normalna réwnania plaszczyzny.

Nauka o ruchu. 21
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Wiadomo, e prostopadla do pltaszezyzny tworzy z osiami katy
o, B, 7, 1 ze odleglo$¢ plaszezyzny od poczgtku uktadu wynosi
VT
-
elipsoidy bezwladnosci jest wciaz prostopadta do wektora H
i pozostaje w stafej odleglosci od nieruchomego punktu O,
a poniewaz kierunck wektora H nie ulega zmianom, przeto
owa plaszczyzna styczna jest nieruchoma. Oznaczmy ja dla
krotkosei literg F. .

Tak wiec biegun- pozostaje wcigz w nieruchomej pfla-
szezyznie F. Jego miejsce geomelryczne w tej plaszezyznie
Poinsot nazwal herpolodyq. Jest to oczywiscie krzywa nieru-
choma; gdy polgczymy wszystkie jej punkly ze $rodkiem O, to
powstanie stozek staly osi chwilowych.

Herpolodya przebiega pomiedzy - dwoma okregami, posia-

dajgcymi wspdélny S$rodek w rzucie
srodka elipsoidy O na plaszczyzne I
Okrag zewnetrzny odpowiada punkto-
wi polodyi najbardziej odlegtemu od
0, a wewngtrzny punktowi najblizsze-
mu. Na zalgczonym rysunku mamy
obraz herpolodyi, wykreslony dla pe-
wnego przypadku konkretnego. Jest
to krzywa przestepna.
Fig. 66. Polodya i herpolodya posiadaja
w kazdej chwili wspélny punkd,
a mianowicie Owczesny biegun. Wyobrazmy sobie ruchomy
punkt M, ktéry nie nalezy do badanego ciala, ale podaza za
biegunem i znajduje si¢ wecigz w tym punkcie. Torem bez-
wzglednym punktu M jest herpolodya, a wzglednym do bada-
nego ciata polodya; zatem szybko$¢ bezwzgledna jest styczna
do pierwszej z tych krzywych, a wzgledna do drugiej. Szybko$é
unoszenia jest zerem, bo biegun lezy na osi chwilowej. Z te-
go wynika, ze krzywe posiadajg wspolna styczng, i polodya to-
czy sie po herpolodyi bez poslizgu. Mowi sig takze, ze elipso-
ida bezwladnosci toczy sig po nicruchomej plaszczyznie F, jak-
kolwiek ruch jej nie zupeinie odpowiada pojeciu toczenia sie.

Wytworzyt sie wiec taki obraz ruchu ciata. W ciele istnie-

je pewna elipsoida, elipsoida bezwtadnosci, ktérej srodek O po-

Z tego wynika, ze plaszczyzna styczna w biegunie do

P
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zoslaje w spokoju, i ta elipsoida toczy sig po nieruchomej pla-
szezyznie F.

Prz. Wyznaczy¢ herpolodye w przypadku, gdy stozkiem ru-
chomym jest jedna z plaszezyzn granicznych.

Polodyq jest w tym razie elipsa, mamy wigc tu nastepujgee za-
danie geomelryczne. Elipsa, ktorej $rodek jest nieruchomy, toczy sie
bez poslizgu po plaszezyinie F; wyznaczyé w tej plaszczyZnie miejsce
geometryczne punktiu zetknigcia.

Oznaczymy rzut punktu O na plaszezyzng F przez @, punkt ze-
tknigeia przez P, i osi elipsy przez 2a i 2b. Z prz. 2 w par. 127 wie-

g 1
my, Ze polowa malej osi b=— . Wedlug (2) OQ:—\/—T, a poniewaz
VB H

w tym razie H?=RBT, przeto 0@Q=D>b. Z lego wynika, ze herpolodya
przechodzi przez punkt ¢. Gdy biegun dojdzie do tego punktu, to
osiy obrotu stanie si¢ trzecia o§ glowna punktu 0, elipsa przestanie
sie toczyé, i zacznie wraz z cialem obraca¢ si¢ okoln 0@. Moina zre-
sztg ruch ten uwazaé takze za toczenie sie.
Elips¢ odniesiemy do jej osi i zastosujemy jej rownania w po-
staci
=acqsd, y=bsind . . . . . . o0 (3

gdzie & oznacza L. zw. anomali¢ ekscentryczng. Herpolodye odniesie-
my do wspolrzednych biegunowych. Za biegun obierzemy punkt @,
a o$ biegunowsg poprowadzimy przez ten punkt, ktéry zajmowal ko-
niec duzej osi elipsy w chwili, gdy byl biegunem ruchu.

OczywiScie QP*=0P*— 0% a z lego otrzymamy z latwoSciy
r=ccos ¥, jezeli (r, p) oznaczajg wspolrzedne biezace herpolodyi, a 2¢
odleglo$¢ migdzyogniskows elipsy.

Poniewaz niema poslizgu, przeto punkt zetknigeia w czasie dl
przebiega jednakowe tuki na polodyi i herpolodyi, a zatem dri+-rde*=
=(asin*¥+bicos*#)d¥?, i stad

bdr
dy=— —,
r\/c*-.'"
Stawiamy znak —, bo ze wzrostem g oczywiScie r si¢ zmniejsza.

Réwnanie powyzsze zcatkujemy Iatwo, wprowadzajae nowg

c s
zmienng ==y Wypadnie

Takie jest rownanie herpolodyi. Wida¢ z niego, ze r przybiera
jednakowe wartodci dla ¢ i —y, a zalem krzywa jest symetryczna
wzgledem osi biegunowej. Promien wodzgcy jest najwickszy, gdy
¢=0; wowczas r=c. Gdy ¢ wzrasta nieograniczenie, to r nieograni-
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ezenie zbliza sic do zera, innemi sfowy krzywa obiega weigz punkt @,
zblizajac sig doft asymplotyeznie; jest lo spiralna, posiadajaca punkl
asymplotyczny .

Tak wige, jezeli 0§ chwilowa znajdzie si¢ w plaszezyinie gra-
nicznej, to nastepnie dazy ona weigz do lrzeciej osi gtownej punktu 0.
Po pewnym czasie kyl pomigdzy temi prostemi staje si¢ znikomo
malym, i mozemy uwazaé¢, nie popetiajac wyraznego bledu, 2e cialo
obraca si¢ stale okoto owej osi glownej.

129. Przypadki szczegblne. Rozwazymy osobno ten przy-
padek szczegélny, w ktorym momenty bezwladnosci wazgle-
dem dwdéceh osi gléwnych srodka O, mianowicie 4 i B, sg ro-
wne. Przypadek taki zachodzi np. w tym razie, gdy cialo jesl
jednorodng brylg obrotu, i punkt O lezy na osi symetryi.

Oznaczmy te o§ glownag punktu O, ktérej odpowiada mo-
ment bezwladnosei C) nie réwny A, przez z. Wiemy, %e w pla-
szezyznie dwdeh pozostalych osi glownych, czyli w plaszezy-
7znie prostopadlej do z, wszystkim prostym, przechodzacym
przez O, odpowiadaja momenty réowne 4, i kazdg z tych pro-
stych mozna uwazac¢ za o gléwng.

Poprowadzmy przez os z i przez weklor o plaszczyzne
i oznaczmy jej prosta przeciecia z owa plaszczyzng réwnych
momentéw przez x. Roztézmy nastepnie © na skiadowe o, i w,
w kierunkach z i @. Wektor H posiada w tych kierunkach
skladowe Cau,, Aw, i oczywiscie lezy w plaszezyznie zx.

Podobnie, jak w par. 125, otrzymamy tu réwnania

C*0,2+ A% 2=H"*
Ooj?+ 4o =T

Z réwnan tych wynika, ze o, i o, sa stale, a zatem i szybkos¢

(1).

wypadkowa o= Vo2 +0,? jest stala,
Tak wiee w rozwazanym przypadku szezegélnym szybkosé
kqlowa nie zmienia sig co do wielkosci.

Wektor o tworzy z osia z kal arctan :;1 Kat ten jest sta-
{ ]

ly, gdyz o, i v, s3 stale. Z tego wynika, ze prosta z jest osig
stozka ruchomego osi chwilowych, i ze stozek ten jest kolowy.

Wektor H tworzy z osig z kat arclan‘éﬁm , a kat pomie-

: ; : Aw,
dzy wektorami H i ® wynosi arclano % _ arctan—2, Kal ten
w, Wy,




